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Нашим новым читателям 


Дорогие читатели! Перед вами научно-популярный физико-математический журнал для школь- 
ников. Ежемесячно он будет приносить в ваш дом квант новых знаний. Чтобы вы лучше 
ориентировались в помещаемых материалах, представляем вам основные рубрики и разделы 
журнала. 


Открывают журнал статьи о достижениях науки и ее практических применениях; 
о фундаментальных понятиях физики и математики; статьи, посвященные истории 
науки и замечательным ученым. 


Новости науки. В этом разделе помещаются небольшие заметки о новейших научных 
достижениях. 


Лаборатория «Кванта». Опыты, которые описываются в статьях под такой рубри- 
кой, вы можете выполнить самостоятельно. Это поможет вам развить наблюдатель- 
ность, научиться делать простые приборы. 


Математический кружок. В этом разделе публикуются циклы задач, объединенные 


’ единой темой или общими методами решения. 


Школа в «Кванте». Статьи этого раздела связаны со школьной программой, они 
разъясняют наиболее трудные для понимания вопросы школьного курса. 


Калейдоскоп «Кванта». Мы надеемся, что этот разворот, посвященный, как правило. 
какому-либо физическому или математическому понятию, может быть использован 
для оформления школьных кабинетов физики и математики. 


«Квант» для младших школьнинков-Под этой рубрикой публикуются заниматель- 
АЕ а 
ные задачи, требующие не столько конкретных знании, сколько сообразительности, 


внимательности, умения мыслить логически. Статьи, помещаемые в этом разделе, 
интересны, как правило, и старшеклассникам. 


Задачник «Кванта». Мы предлагаем читателям задачи, решение которых требует 
умения мыслить самостоятельно, творчески. Журнал ежегодно проводит конкурс 
на лучшее решение задач из *Задачника «Кванта». Победители конкурса по- 
лучают право участвовать в республиканских турах Всесоюзной физико-математи- 
ческой олимпиады школьников. 


Искусство программирования. Полупроводниковые элементы вычислительной техин- 
ки. Материалы этих разделов должны помочь вам лучше освоить школьный курс 
«Основы информатики и вычислительной техники». 


Практикум абитуриента. Статьи этого раздела адресованы, в первую очередь, тем, 
кто готовится к вступительным экзаменам в вузы. Читатели найдут здесь подробное 
разъяснение многих вопросов школьных курсов математики и физики. 


Вариаиты вступительных экзаменов. Содержание этого раздела — задания по ма- 
тематике и физике, которые предлагали своим абитуриентам университеты, технические 
и педагогические институты. 


Олимпиады. Задачи. предлагавшиеся на различных этапах Всесоюзных олимпиад 
школьников и учащихся ПТУ, на Международных олимпиадах, рассказы о том, 
как проходят эти олимпиады, — таково содержание этого раздела. 


Информация. Под такой рубрикой помещаются материалы, в которых рассказы- 
вается о научных обществах учащихся, о физико-математических турнирах и праздни- 
ках; регулярно публикуется информация о заочных и вечерних школах при различных 
вузах страны. 


Ответы, указания, решения. Название этого раздела говорит само за себя. 


Мы стараемся, чтобы в каждом номере появлялась страница «Квант» улыбаетсяь. 
Под рубрикой «Наш календарь» мы помещаем небольшие заметки о юбилейных 
патах в физике и математике. Довольно часто появляются в журнале «Задачи 
наших читателей», «Задачи для исследования, математические головоломки, крос- 
сворды; эти материалы мы объединяем рубрикой «Смесь». 
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Интервью 
с академиком 
Ю. А. Осипьяном 


Главкый редактор нашего журнала ака- 
демик Ю. А. Осипьян — известный ученый- 
физик, директор Института физики твердо- 
го тела АН СССР, профессор Московского 
физико-технического института. В беседе, 
проведенной с Ю. А. Осипьяном корреспон- 
дентом «Кванта» и предлагаемой сегодня 
нашим читателям, речь пойдег о становде- 
нии молодого ученого, 0 роли личносги в 
науке, о стремительно развивающемся но- 


вом направлении — дислокационной фи- 
зике, об особенностях рабогы современного 
исследователя. 


— Юрий Андреевич, каким был ваш путь 
в иауку? 


— Я закончил школу в 1949 году. 
Но уже раньше, в 8—9 классах, мне 
было ясно, что я буду заниматься 
физикой. Меня очень интересовала 
физика металлов. Где же учиться 
дальше? 

Тогда только возникали факульте- 
ты, где комбинировалось универси- 
тетское — широкое — физическое 
образование с реальными знаниями 
в конкретных областях. И я узнал, 
что наукой о металлах смогу зани- 
маться на инженерно-физическом фа- 
культете Московского института стали 
и сплавов (сейчас он называется 
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физико-химическим факультетом). 
Решил пойти туда, поступил и был 
очень доволен, поскольку в институте 
подобралась целая плеяда хороших 
учителей как в теоретической, так и в 
экспериментальной областях физики. 
Мне удалось почерпнуть там доволь- 
но много полезных знаний, что ска- 
зывается на протяжении всей моей 
научной жизни, 

Когда подошло время дипломной 
работы, жизнь свела меня с академи- 
ком Г. В. Курдюмовым, признанным 
лидером нашей физики металлов. 
В Институте металлофизики, кото- 
рый он возглавлял, под руководст- 
вом профессора Б. Я. Любова я делал 
диплом. 

Поначалу я стал было заниматься 
экспериментом. Но, анализируя усло- 
вия опытов, столкнулся с теоретиче- 
скими задачами. Почувствовал вкус к 
теории; мне думалось, что и как тео- 
ретик смогу кое-что сделать. Те зна- 
ния физики и математики, что накопи- 
лись к тому времени, позволили ре- 
щмить интересную, как мне кажется, 
задачу — о механизме низкотемпера- 
турных фазовых превращений в ме- 
таллах. 


— Это была фактически ваша первая науч- 
ная работа? 


— Да. С фазовыми превращения- 
ми, связанными с изменениями агре- 
гатного состояния, мы сталкиваемся 
часто — это плавление, кристалли- 
зация, конденсация. Однако и в уже 
затвердевших металлах могут проис- 
ходить фазовые превращения. Про- 
блема состояла в том, как объяснить, 
что некоторые из них идут при низ- 
ких температурах очень быстро. По 
законам, которым подчиняются обыч- 
ные фазовые переходы, эти превра- 
щения должны идти годами — концы 
с концами не сходились... 

Возникла идея: не оказывают ли 
влияние при таких температурах на 
эти явления квантовые эффекты? На- 
до отметить, что применение кванто- 
во-механических представлений к фа- 
зовым переходам тогда было еще в ди- 
ковинку. Однако, когда я провел рас- 
четы с учетом этого нового фактора, 
оказалось, что «все хорошо сходится». 
Работа, честно говоря, мне очень нра- 
вилась, и она стала довольно быстро 
известной среди металловедов. 

И вот, защитив диплом, я получил 
квалификацию теоретика. Правда, ме- 
ня к тому времени уже не удовлет- 
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воряли мои познания в математике 
и теоретической физике. Я решил про- 
должить образование, углубить, уве- 
личить эти знания и — поступил 
на механико-математический факуль- 
тет МГУ. На первый курс! Работал 
в институте Курдюмова, вновь укло- 
нился в экснериментальную физику, 
но математики не бросал, продолжал 
учиться по вечерам и прошел весь 
курс мехмата. И хотя жизнь сло- 
жилась так, что занимаюсь я экс- 
периментальной физикой твердого 
тела, математическая — +«подкован- 
ность» чрезвычайно мне помогает... 


— Известно, что оргаяизатором нового ии- 
ститута — физнки твердого тела — вы сталн 
в 30 лет. Не отвлекло ли это вас от непосред- 
ственной научной работы? 


— Отвлекло, и еще как! Но меня 
успокаивала и обнадеживала мысль 
о том, что как только институт бу- 
дет сформирован, сразу же много- 
кратно увеличатся возможности для 
проведения экспериментов. Есть еще 
одна сторона дела: при создании ин- 
ститута и во время дальнейшей ра- 
боты в нем мне довелось сотрудни- 
чать со многими выдающимися уче- 
ными, оказавшими огромное влия- 
ние на нашу деятельность. Судите 
сами. 

Конечно же, среди них был мой на- 
учный руководитель академик 
Г. В. Курдюмов, сформулировавший 
научные направления нового учреж- 
дения и поручивший мне возглавить 
его. Это и тогдашний президент 
АН СССР М. В. Келдыш. Он тоже не 
побоялся моей молодости и решитель- 
но поддержал мое назначение. Акаде- 
мик Н. Н. Семенов, директор Инсти- 
тута химической физики, активно 
мне помогал и предоставил возмож- 
ность создать наш институт в недрах 
своего. И когда еще не было даже 
здания, мы могли сколачивать науч- 
ный коллектив. 

На научную проблематику силь- 
нейшим образом влияли сотрудни- 
ки Института физических проблем 
во главе с академиком П. Л. Капи- 
цей. С ним мне тогда приходилось 
много раз беседовать и пользовать- 
ся его советами. Я счастлив, что в-то 
время мне довелось общаться с 
Л. А. Арцимовичем, академиком- 
секретарем Отделения общей физики 
и астрономии... 

Отрадно вспомнить, что тогда нам 


помогали многие физики, работавшие 
в других институтах, — ныне акаде- 
мики Б. К. Вайнштейн, А. И. Шаль- 
ников, член-корреспондент АН СССР 
Ю. В. Шарвин. Ведь долгое время 
я был единственным штатным сотруд- 
ником нового института. ездил по 
проектным организациям, рисовал, 
как все будет расположено. Не было 
абсолютно ничего — лес и болото в 
Черноголовке под Москвой. 

— И вот институт был создан и действует 
почти четверть века. Оправлались ли ваши 
надежды? 

— Да, сейчас я с удовлетворени- 
ем могу сказать, что коллектив у 
нас неплохой, работоспособный, и мы 
приобрели довольно хорошую репута- 
цию физического института в систе- 
ме Академии наук, получили инте- 
ресные и значимые результаты. Но 
наши успехи обязательно надо поде- 
лить с другими институтами, рас- 
положенными в Черноголовке, с кото- 
рыми мы тесно взаимодействуем. Ра- 
зумеется, это Институт химической 
физики. Его сотрудники, очень хоро- 
шо зная химию, развивают новые 
методы воздействия на твердое тело, 
синтезируют новые материалы. Без 
контакта с ними нам было бы трудно. 

Не можем мы обойтись и без каждо- 
дневного общения с учеными из Ин- 
ститута теоретической физики имени 
Л. Д. Ландау. Кетати, это научное 
подразделение возникло за счет части 
сотрудников теоротдела Института 
физических проблем, которых я в свое 
время *вербовал» к нам в институт. 
Но тогда же родилась более широкая 
идея — не ограничиваться решени- 
ем задач теории твердого тела, а за- 
няться также теоретическими пробле- 
мами гидродинамики, взрыва, ядер- 
ной физики, то есть создать в Черно- 
головке некий «мозговой центр» теоре- 
тической физики. Это и было сделано. 
И вот рядом с нами стали работать 
выходцы из школы — академика 
Л. Д. Ландау — ныне академики 
и члены-корреспонденты АН СССР 
А. А. Абрикосов, Л. П. Горьков, 
И. Е. Дзялошинский, И. М. Халатни- 
ков. В этот институт затем пришли 
крупные ученые — академики 
А. Б. Мигдал, С. П. Новиков, член- 
корреспондент АН СССР А. И. Лар- 
кин, профессора В. Л. Покровский, 
Я. Г. Синай и другие. Конечно, это 
уникальное собрание физиков-теоре- 
тиков и математиков в одном месте. 


Я думаю, что такой «концентрации» 
теоретической мысли, в том числе и по 
теории твердого тела, нет нигде в ми- 
ре. Вот видите, говоря о науке, нель- 
зя не сказать о личностях. 

А почему я так подробно остано- 
вился на теоретиках? Да просто мно- 
гие проблемы без них вообще невоз- 
можно решать. Кроме того, общение 
с теоретиками специфично, оно носит 
характер стимуляции. Если вы хотите 
пойти к теоретику, чтобы что-то спро- 
сить, вам надо подрасти до уровня 
конкретной постановки вопроса, раз- 
тговаривать с ним на особом языке. 
Все это требует предварительной ра- 
боты и осмысливания. Считаю, что 
контакты с теоретиками повышают 
квалификацию  экспериментаторов. 

— Юрий Андреевич, а чем заинмалнсь 
именно вы в новом институте? Как реалязова- 
лись ваши личные научные планы? 

— Пока строительство института 
продвигалось, я продолжал размыш- 
лять о некоторых аспектах физиче- 
ской природы прочности твердых тел. 

Известно, что кристаллов идеаль- 
ной структуры практически нет. Они 
всегда имеют дефекты, в частности 
так называемые дислокации — одно- 
мерные нарушения кристаллической 
решетки, линии обрыва атомных пло- 
скостей в кристалле. Так вот, теория 
дислокаций служила объяснением 
процессов пластической деформации 
и прочности, таково было основное 
назначение этой теории. А хотелось 
выяснить, влияют ли дислокации не 
только на механические, но и на фи- 
зические свойства твердого тела? 
На его электрические, оптические, 
магнитные свойства? Я попытался 
выяснить, взаимодействуют ли дисло- 
кации с электронами? И как это взаи- 
модействие выражается в поведении 
электронов и дислокаций? Оказалось, 
что здесь кроется ответ на многие 
вопросы, которые стояли тогда в физи- 
ке твердого тела. 

Например, был открыт фотопласти- 
ческий эффект, перевернувший, в об- 
щем, представления о природе проч- 
ности кристалла. Считалось, что для 
того чтобы осуществить пластиче- 
скую деформацию кристалла, надо 
что-то ‹сотворить» с кристаллической 
решеткой, что изменения в состоянии 
электронов не могут повлиять на 
пластические свойства. 

Но вот мне вместе с моей сотруд- 
ницей И. Б. Савченко удалось наблю- 


дать следующее. При включении света 
прочность некоторых кристаллов воз- 
растала, их сопротивление пластиче- 
ской деформации увеличивалось на 
30—40, а иногда и на 100 процентов. 
Выключали свет — прочность падала 
до исходного значения. Это было 
очень странно, поскольку, как мы зна- 
ли, тот свет, который мы включали, 
с решеткой ничего не делает, только — 
с электронами, а они-то на проч- 
ность не должны влиять! 

Десять лет кропотливой — и экс- 
периментальной, и теоретической — 
работы позволили установить природу 
этого, теперь широко известного, эф- 
фекта. Свет возбуждал электроны, 
их состояние влияло на дислокации, 
а уж дислокации — на пластич- 
НОСТЬ. 

С другой стороны, присутствие в 
кристалле дислокаций сказывается на 
его электрическом сопротивлении и 
других электрических свойствах. 
И тут мы набрели на множество 
новых явлений. В общем, возникла 
довольно обширная область, которую 
мы называем дислокационной физи- 
кой. Это и есть до сих пор предмет 
моей — и многих моих учеников — 
научной деятельности. И надо ска- 
зать, что работы нашего института в 
значительной мере определяют со- 
стояние этой научной области. 


— А каково на сегодня состояние дел в 
физике твердого тела вообтхе? 


— Сегодняшний день характерен 
тем, что роль и объем исследований 
по физике твердого тела заметно 
растут. Ее, так сказать, удельный вес 
внутри всей физики увеличивается. 
Это выражается в том, что ею зани- 
мается все больше научных сотруд- 
ников, в нее направляется больше 
ассигнований, больше выделяется обо- 
рудования, соответственно и она дает 
больше зпродукцииь. 

В физике твердого тела много фун- 
даментальных проблем. Это только 
может показаться, что она занята 
частными вопросами. Ничего подоб- 
ного! Например, недавно удалось 
провести такой эксперимент, который 
дает возможность определить с боль- 
шой точностью значение мировой кон- 
станты — отношения заряда электро- 
на к его массе. Такого в твердотель- 
ных экспериментах раньше не было. 
Показателем общественной оценки ра- 
бот по физике твердого тела служит 
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и то, что каждые пару лет ученым, 
занимающимся ею, присуждается Но- 
белевская премия. 

Если же коснуться приложений 
этой научной области к практике, 
то я осмелюсь сказать, что физика 
твердого тела дает больше, чем всякая 
другая область. Ну вот, смотрите, 
я назову лишь три направления. 

Первое: Конструкционные материа- 


лы — все, из чего построены зда- 
ния и машины, все материаловеде- 
ние. Ученым необходимо +подло- 


жить» физические знания под пони- 
мание происходящих здесь процессов. 

Второе. Регулирование и автомати- 
ка. Здесь всякий раз в «сердце» при- 
боров — датчик какого-либо сигнала. 
Как правило, это твердое тело — ку- 
сочек полупроводника, металла. 
А дальше вся система «занята» уси- 
лением или переработкой полученно- 
го сигнала. 

И третье. В основе научно-техни- 
ческой революции, связанной с вы- 
числительной техникой, компьютери- 
зацией, лежит физика твердого тела. 
Без ее достижений в принципе не 
были бы возможны современные ЭВМ, 
потому что только твердотельные 
электронные схемы — при разумных 
габаритах — могут переработать 
громадный необходимый объем ин- 
формации. 

Так что физика твердого тела — 
фундамент для решения очень мно- 
гих прикладных задач. с ней связано 
немало вопросов интенсификации про- 
изводства, технической реконструк- 
ции народного хозяйства. Этим во- 
просам сегодня уделяется огромное 
внимание. В осуществление планов 
ускорения научно-технического про- 
гресса, которые намечает партия, на- 
ша наука призвана внести весомый 
вклад. 


— Зачастую школьиики представляют се- 
бе. что заниматься физнкой можно, лишь 
будучи «винтиком» в громадном коллективе 
научных сотрудинков. Так ли это? 


— И да и нет. Скажем, работы 
по ядерной физике, физике элемен- 
тарных частиц требуют одновремен- 
ных усилий большого числа людей, 
особенно в эксперименте. Необходи- 
мы огромные машины — ускорите- 
ли, ядерные реакторы. И чтобы соз- 
дать их, и чтобы обслуживать и ста- 
вить опыты, нужны действительно 
большие коллективы. 

В нашем же деле, в физике твер- 
дого тела, многие эксперименты про- 
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водятся, подчас, как в классической 
физике — одним-двумя исследовате- 
лями. Например, те опыты, о которых 
я рассказал. И поэтому разумная 
постановка эксперимента нередко иг- 
рает не менее важную роль, чем уни- 
кальные технические возможности его 
реализации. Еще есть место для ост- 
роумных, я бы сказал. индивидуаль- 
ных опытов. 

Вот эта манера работы отразилась 
на том, что наш институт построен 
как коллектив в значительной мере 
самостоятельно работающих сотруд- 
ников. Мы всегда, правда, приветству- 
ем взаимодействие, но не иерархи- 
ческое, а как людей равных, сорат- 
ников. 

Не в первый раз я говорю сегодня 
о личности в науке. Наверное, пото- 
му, что на меня оказали большое 
влияние два человека — академики 
Г. В. Курдюмов и П. Л. Капица. Оба 
известны как люди, сделавшие в науке 
сами что-то конкретное, хотя, конечно, 
это и руководители, и организаторы 
научной работы целых коллективов. 
Мне хотелось бы воспитать своих 
сотрудников и учеников так, чтобы 
они ни в коей мере не забывали этого 
и всячески старались проявить свою 
индивидуальность. Говоря же о физи- 
ке твердого тела, я хочу подчеркнуть, 
что это такая область физики, где 
просто необходимы творческие люди. 

— Можно ли это рассматривать как при- 
глашение читателям «Кванта»? 

— Конечно, но я не хотел, чтобы в 
данном случае речь шла лишь о фи- 
зике твердого тела. Вообще занимать- 
ся физикой — очень интересно. 
Я просто сочувствую тем людям, ко- 
торые не интересуются физикой, они 
просто не подозревают, как это увле- 
кательно. Способность «переварить» 
одновременно большое количество 
информации, построение логических 
схем, проверка гипотез, определен- 
ность получаемых результатов — 
всем этим богата физика. И сколько 
еще областей, в которых можно при- 
ложить свои силы, сколько романтики 
в занятиях этой наукой! Только, 
думаю, не надо ждать, когда знания 
о том, где учиться и чем заниматься, 
придут к вам сами. Эти знания надо 
искать, добывать. А соприкосновение 
с ними, безусловно, поможет обрете- 
нию дополнительного интереса к на- 
шей области деятельности, а имен- 
но — к наухе, конкретно — к физике. 


Пифагор 


Доктор физико-математических наук 
И. Г. БАИМАКОВА, 

кандидат физико-математических паук 
А. И. ЛАПИН у 


В списке величайших математиков 
от древности до наших дней на первом 
месте, безусловно, должен стоять 
Пифагор. Не только потому, что он — 
первый известный нам великий мате- 
матик. С именем Пифагора и с его 
эпохой связано возникновение мате- 
матики как науки, ее превращение 
из набора полезных правил и рецеп- 
тов в абстрактную дедуктивную 
науку. 

Абстрактная дедуктивная наука... 
Чхо это значит? Прежде чем отве- 
тить на этот вопрос, остановимся на 
жизни Пифагора и его эпохе. 

Эпоха. Время, в которое жил этот 
величайший ученый, — УТ век до 
и. э.,— было особой эпохой пе только 
в Греции, но и почти во всей ойкуме- 
не — известном грекам обитаемом 
мире. Как весной, не сговариваясь, 
сразу зацветают все яблони, точно 
так же в это время в различных 
местах тихой заводи Старого мира 
поднимаются могучие волны: возни- 
кают новые идеи и учения. В Греции 
то времени появляются первые 
натурфилософы: Фалес, Анакси- 
мандр, Цифагор, Парменид, Герак- 
лит, Эмпедокл; величайшие лириче- 
ские поэты: Архилох и Сапфо; пер- 
вые создатели трагедий: Фриних и 
Эсхил. Жизнь повсюду бьет ключом, 
возникают многочисленные научные 
и философские школы, религиозные 
секты,— все они стремятся осмыс- 
лить и объяснить строение` Вселенной 
и место в ней человека. В это же время 
в Греции рождается новый государст- 
венный строй — демократия,— кото- 
рого не знало ни одно предшествую- 
щее государство. 

ЗКизнь. О жизни Пифагора сохра- 
нились самые отрывочные сведения. 
По наиболее распространенной вер- 
сии, он родился около 570 года до н. э. 
на ионийском острове Самосе, славив- 
1лемся замечательными художествен- 
ными и техническими сооружениями. 
Назовем храм Геры и знаменитый 
водопровод, проходивший через тун- 


нель, который строители начали ко- 
пать с обеих сторон горы, причем рас- 
четы были настолько точными, что оба 
хода аккуратно сошлись в глубине. 
Отцом Пифагора называют Мнесарха, 
известного камнереза. По словам ан- 
тичного биографа, будучи юношей, 
жаждущим знаний, Пифагор поки- 
нул родной остров, чтобы объехать 
мир, и побывал почти во всех эллин- 
ских и во многих чужеземных стра- 
нах. Пифагор слушал знаменитых 
греческих ученых и восторгался чуде- 
сами Востока. Рассказывали, что он 
был в сокровенных святилищах Егип- 
та, посетил халдейских мудрецов и 
персидских магов, спускался в таин- 
ственную пещеру Крита, с которой 
был связан миф о сотворении богов. 

Вернувшись на Самос, Пифагор на- 
тиел свою родину под тиранией По- 
ликрата. Увидев, как говорит антич- 
ный биограф, что тирания слишком 
сильна, чтобы «свободный человек мог 
с достоинством переносить произвол 
и деспотизм», он решил удалиться 
в Южную Италию, где тогда находи- 
лись знаменитые эллинские колонии. 
Он поселился в италийском городе 
Кротоне, для граждан которого он со- 
ставил законы. Рассказывают, что жи- 
тели Кротона чтили Пифагора как 
полубога. 

Вот и все более или менее досто- 
верные сведения о жизни Пифагора. 
Кроме того, уже при жизни его окру- 
жал ореол легенд. Рассказывали, что, 
обходя чужеземные города, Пифагор 
исцелял больных, дикие звери позво- 
ляли ему гладить их, реки привет- 
ствовали его человеческими голосами, 
что его одновременно могли видеть 
в двух различных местах. Этим слу- 
хам способствовала как необыкновен- 
ная личность философа, так и его 
религиозно-мистическое учение. 

Пифагорейский союз. Вскоре вокруг 
Пифагора возник многочисленный 
кружок преданных ему учеников, 
‹ибо он настолько превзошел славой 
всех остальных, что вся молодежь хо- 
тела быть его учениками». Вскоре 
из них был организован пифагорей- 
ский союз или братство, которое бы- 
ло одновременно научным общест- 
вом, религиозным союзом и полити- 
ческим клубом. Доступ в него был от- 
крыт не для всех. Испытуемый дол- 
жен был пройти длительный искус; 
говорили даже, что ему предписыва- 
лось хранить молчание в течение пяти 
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лет. Хотя через столетие после смерти 
Пифагора союз уже распался, почти 
все великие математики древности на- 
зывали себя пифагорейцами. 

Математическое доказательство. 
Мы говорили уже, что Пифагор был 
создателем математики как науки. 
Но разве до него люди не умели счи- 
тать, складывать и умножать дроби, 
вычислять простейшие площади и 
объемы? Конечно, умели. Они умели 
даже решать квадратные уравнения! 
И все-таки математики как науки тог- 
да еще не было. Математические зна- 
ния, которые передавались почти без 
изменения из поколения в поколение 
на протяжении тысячелетий, не были 
организованы в систему — они по- 
ходили скорее на собрание рецептов, 
в правильности которых можно было 
убедиться при решении конкретных 
задач. 


Пифагор понял, что основой мате- 
матики является доказательство. Где 
нет его — нет и математики. Что же 
такое доказательство и для чего оно 
нужно? 


Допустим, мы хотим установить, что сумма 
углов треугольника равна 180°. Как это сде- 
лать? Поступим так: аккуратно нарисуем тре- 
угольник (тушью в тетради или мелом ина доске) 
и измерим его углы с помощью транспортира. 
Сложив их, мы получим число, близкое к 180°. 
Что же мы выяснилн? Только то, что нарисо- 
ванный нами треугольник имеет сумму углов, 
равную, скажем, 180701’. Мы можем продол- 
жить наши измерения, рассматривая другие 
иарисованные треугольники, и будем всякий 
раз получать результат, близкий к тому, кото- 
рый мы хотим установить. Результаты будут 
приближениыми, во-первых, потому, что ли- 
нейка, которой мы пользовались, не будет аб- 
солютно прямой (в чем можно убедиться, по- 
смотрев на нес в лупу). Во-вторых, и углы, 
измеренные транспортиром, будут найдены не 
вполне точно. Но даже если бы нам удалось 
достать идеально точную линейку и транспор- 
тир. мы бы все-таки не установили наше пред- 
ложение. потому что треугольников бесконеч- 
но много и мы никогда не сможем для всех 
них найти сумму углов. 

Пифагор, видимо. первый пришел к мысли, 
что математика рассматривает абстрактные 
объекты (то есть идевльно прямые линии без 
ширины. точки, не имеющие размеров, и т. д.) 
и что свойства их следует устанавливать не с, 
помошью измерений, в с помощью рассужде- 
ний. Например, для доказательстве теоремы 
о сумме углов треугольника нарисуем, как это 
делал Пифагор, произвольный треугольник 
{его можно рисовать от руки, не пользуясь 
линейкой) и проведем через его вершину В 
прямую ЁМ, параллельную осиованию АС 
(рис. 1). Тогда {ЕВА == ВАС-=а, а ( МВС= 
= ВСА»=\ (как накрест лежащие углы). 
Но сумма ДЕВА-- & АВС+ МВС составляет 
развернутый угол, то есть равна 180°. Зна- 
чит, сумма углов любого треугольника будет 
равной 180°. 


Рис. 1. 


Однако при доказательстве мы опирались 
на свойства параллельных прямых, которые 
тоже нуждаются и доказательстве. Их доказа- 
тельство будет опнраться на какие-то другие 
свойства н так далее. Итак, избежав рассмот- 
рения бесконечного чнсла треугольннков, мы 
«попали в лапы» другой бесконечиости — 
пришли к необходимости провести бесконечно 
много доказательств. Предложение А мы свели 
к предложению В, которое сведется к предло- 
жению С, то есть А<-В<=С<.. 

Как же быть? Ясно, что на каком-то месте 
надо остаиовиться, какие-то предложения надо 
принять без доказательства. Но ведь так мы 
можем получить бесконечно много «недоказуе- 
мых» предложений, ннымн словамн, снова 
«попасть в лапы» бесконечности! И вот сле- 
дующая гениальная мысль Пифагора (или его 
совремеиников) состояла в том, что в геометрин 
можно выбрать конечное чнсло недоказуемых 
предложений (названиых впоследствие аксио- 
мами), из которых уже можно будет вывести 
все остальные. 


Итак, математика, по Пифагору, 
изучает свойства абстрактных объек- 
тов; средством установления истины 
является доказательство, которое про- 
водится, исходя из конечного числа 
отобранных предложений, принятых 
без доказательства. 

Не надо думать, что эти идеи были 
восприняты сразу. На Цифагора и его 
последователей обрущился поток на- 
падок, насмешек; некоторые ученые 
называли его неумным многознайкой 
и шарлатаном, говорили, что никто 
не видел линий без ширины или кру- 
гов, касающихся прямой только в од- 
ной точке. Однако Пифагор и его уче- 
ники продолжали развивать науку на 
новом прочном фундаменте. 

«Математа». Так пифагорейцы на- 
зывали свою систему знаний. «Ма- 
темата» состояла из четырех частей: 
арифметики, геометрии, астрономии 
и учении о гармонии (теории музыки). 
Первые две из них были чисто теорети- 
ческими — мы и теперь относим их 
к математике, другие две были при- 
ложением арифметики и геометрии к 
изучению небесных тел и законов 
созвучий — мы бы отнесли их к ма- 
тематической физике. 


Мы мало знаем об арифметике 
пифагорейцев. Достоверно известно, 
что в ней изучались целые числа и их 
отношения, то есть рациональные чис- 
ла. Платон в своих диалогах называ- 
ет арифметику зучением о четных и 
нечетных числах». Мы можем восста- 
новить это учение по книге Х «На- 
чаль Евклида, в конце которой (пред- 
ложение 21-34) оно воспроизводится. 
Пифагор разделил все целые числа на 
четные (делящиеся на 2) и нечетные 
(не делящиеся на 2) и доказал фунда- 
ментальную теорему: произведение 
двух чисел четно тогда и только тогда, 
когда по крайней мере один из сомно- 
жителей четен. Это была первая тео- 
рема теории делимости, послужившая 
моделью для формулировки и доказа- 
тельства более общей теоремы: про- 
изведение двух целых чисел делится 
на простое число р тогда и только 
тогда, когда на него делится по край- 
ней мере один из сомножителей. Из 
этой последней теоремы следует закон 
однозначности разложения целого 
числа на простые множители. Анало- 
гично из теоремы Пифагора следует, 
что каждое целое число однозначно 
представимо ввиде М=2"М№,, где М, — 
нечетное, а К — целое неотрица- 
тельное числа. Учение о четных и 
нечетных позволило пифагорейцам 
доказать ряд чрезвычайно важных 
теорем, к которым мы еще вер- 
немся. 

В геометрии Пифагора привле- 
кали правильные фигуры и тела. 
Так, он знал, что плоскость можно 
.замостить» правильными треуголь- 
никами, квадратами и шестиугольни- 
ками. Он умел строить правильный 
пятиугольник — как выпуклый, так 
и звездчатый. Пятиконечная звезда 
считалась символом здоровья, а вско- 
ре вообще стала опознавательным зна- 
ком для пифагорейцев, разбросанных 
по всему древнему миру. Венчала 
геометрию теорема Пифагора, кото- 
рая имеет фундаментальное значение 
и в самой математике, и в ее прило- 
жениях. Как доказывал ее Пифагор? 
Нам это, увы, неизвестно. 

Пифагор развил также учение п 
подобии, причем первоначально он, 
по-видимому, считал, что все отрезки 
соизмеримы, а значит, их отношение 
можно выразить рациональным чис- 
лом, то есть в основе его теории 
подобия лежала арифметика рацио- 
нальных чисел. 
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Открытие несоизмеримости. Обра- 
тимся теперь к величайшему откры- 
тию Пифагора, которое доставило 
ему немеркнущую славу и означало 
триумф математики. Мы говорим об 
открытии несоизмеримых отрезков, 
или, иначе — иррациональности. 

Но что это такое? Пусть нам дан квадрат 


со стороной 1. Тогда, по теореме Пнфагора, 
квадрат его диагонали равен 


с? =12-4-1'==2. 
Чему же равна сама диагональ с? Попробуем 
узнать это, навлекая корень нз 2. 

Если вы приметесь за эту работу. то полу- 
чите сначала с.={, затем с2=1,4, затем с:—= 
—=1,41 ит. д. Наконец, вы дойдете до 10-й циф- 
ры, и это занятие вам надоест. Вы скажете: 
, Хватнт! Этот ряд никогда не кончится». Номы 
возразим вам: «Продолжайте! А вдруг он за- 
кончится на 11-й или 20-й цифре?». Увы, мы 
снова «попали и лапы» бесконечности! 

Но н здесь находит выход Пифагор. Он 
рассуждал так: пусть г можно выразить рацио- 
иальной дробью р/9. Предполагаем, что ри $ ие 
могут быть оба четными (иначе мы бы сократи- 
ли дробь на 2). Возводя, равенство \'2=р!4 
в квадрат, получим 2р’/4“ или 

р'—=24* (1) 
значит, р’ делится на 2. Отсюда Пифагор на 
основании основной теоремы п четных и нечет- 
ных заключает, что и число р четно. Значит, 
Ч нечетно {иначе мы сократили бы дробь 
р/9 на 2). Итак, р=?р,. Подставляя в ра- 
венство (1). иолучим 4“’==2ру, то есть 4’ де- 
лнтся на 2, тогда по предыдущему и 9=2а. 
зиачит, 9 четно. Мы пришли к противо- 
речию, тек как число 49 должно быть одно- 
временно и четным. и нечетным, что невоз- 
можно. 

Открытие несоизмеримых величин 
глубоко поразило всех эллинов. Это 
было теоретическое предложение, ко- 
торое, как казалось, противоречило 
всей измерительной практике! Ведь на 
практике все величины соизмеримы: 
мы мерим их с точностью до санти- 
метра, миллиметра, микрона, но всег- 
да получаем в результате рацисналь- 
ные числа. Открытие несоизмеримо- 
сти можно сравнить с открытием Ко- 
перника, которое также противоречит 
нашим повседневным наблюдениям 
восходов и заходов Солнца, или с 
открытием геометрии Лобачевского. 
По преданию, пифагорейцы держали 
это открытие в тайне, желая, по-видни- 
мому, найти ему достойное место 
в своей з«математа», йа пифагореец 
Гиппас, который разгласил тайну, 
был за это покаран богами: он утонул, 
потерпев кораблекрушение. Знамени- 
тый философ древности Платон (конец 
У — начало ТУ в. до н. э.) писал, что 
поздно узнал о несоизмеримости и 
что до этого он был подобен не- 
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разумному животному. Другой вели- 
кий философ, ученик Платона, Ари- 


стотель, рассуждая о том, как возник- 
ла наука, писал: звсе начинают с 


удивления (...), удивляются ли, на- 
пример, загадочным самодвижущим- 
ся игрушкам, или солнцеворотам, 
или несоизмеримости диагонали, ибо 
всем, кто еще не усмотрел причину, 
кажется удивительным, если что-то 
нельзя измерить самой малой мерой» 
(Метафизика, книга 1, гл. 2). 
Ученики и последователи Пифагора 


вскоре обнаружили, что кроме \2 
имеется еще целый ряд иррациональ- 
ных чисел: 3/3, 5/5, -!6, ..., 3/15, 
или, как они говорили, что стороны 
квадратов с площадью 3, 5, 6, ..., 15 
несоизмеримы со стороной единично- 
го квадрата. В диалоге Платона 
*Теэтет» рассказывается, что пифаго- 
реец Феодор из Кирены прочел 
афинским юношам лекцию, где провел 
соответствующие доказательства, при- 


чем остановился на — 17. Случайна 
ли была эта остановка? Мы приведем 
сейчас реконструкцию доказательства 
Феодора, из которой увидим, что 
«методом четных и нечетных» он и 
не мог провести доказательство для 


ат. 


Будем действовать методом Пифагора: 
пусть нам надо доказать нррациональность 
4, где 4 — целое неквадратное число. Еслн 
4 четно, то доказательство проводится дослов- 
но так же, как и для \'2. Пусть Ч нечетно, 
и предположим, что \'4=р/4: тогда 


р: =е4?. (2) 
Можно показать, что а этом случае рна 


будут нечетиыми, то есть будут иметь вид 
2п-- 1, тогда квадраты их будут вида 4(п` {+ п)-{-1 


1 
или аиИ #1. м целое. 
Подставляя эти значения в формулу (2) 


и группируя члены, получим 
п(п-1} п(т-1)} _ 
8( ви )=—1. 


Левая часть равенства делится на 8, значит, 
н правах должна иметь вид 8, то есть должно 
быть 48-21. Если число 4 не имеет такого 
вида, как, например, 5, Т, 11, 13, 15, то придем 
к протнворечию, которое и опровергает сделан- 
иое предположение. Еслн же @ имеет вид 
8-1, то этот метод доказательства отказы- 
вается служить. Так будет для числа 9, но 
оно — полный квадрат, и для 17. Вот почему, 
вероятно, Феодор и.остановился на этом числе. 


Среди слушателей Феодора был мо- 
лодой талантливый математик Теэтет. 


Рис. 2 


Он-то и придумал, как можно прове- 
сти доказательство иррациональности 
4 для любого неквадратного чис- 
ла 4. 

*Пифагоровы тройки». Так называ- 
ются тройки целых чисел, удовлет- 


воряющие неопределенному уравне- 
нию 


Хе ==”. (3) 
Уже древние вавилоняне и египтя- 
не умели находить некоторые из этих 
троек, например: (3, 4, 5), (5, 12, 13), 
(7, 24, 25). Однако задача состояла 
в том, чтобы найти все такие тройки. 
Пифагор (или кто-нибудь из его бли- 
жайших учеников) нашел формулы 
для определения бесконечного множе- 
ства таких троек (правда, не’ все!), 
а именно: - 
+1 
Х=а, У =, 
где д — целое нечетное число. Выше- 
приведенные тройки отвечают значе- 
ниям а=$3, 5, Т. 

И все же первый шаг, сделанный 
пифагорейцами, был настолько зна- 
чителен, что тройки (х, цу, =), удовлет- 
воряющие уравнению (3), до сих пор 
называются пифагоровыми. 

Правильные тела. Правильные тела 
или многогранники — это простран- 
ственный аналог правильных много- 
угольников на плоскости. Но в то вре- 
мя как на плоскости существует бес- 


а'—1 а 


конечно много правильных много-‘ 


угольников, в пространстве имеется 
только пять правильных тел: тетра- 
эдр, куб, додекаэдр, октаэдр и икоса- 


эдр. Первые три из этих многогран- 
ников были известны Пифагору, кото- 
рый дал способ вписать их в сферу, 
последние два открыл уже знакомый 
нам Теэтет..Он же доказал, что других 
правильных тел не существует. 

Пифагорейцы высоко оценили тот 
факт, что правильных тел существует 
только пять, и положили его в основу 
атомистической теории строения мате- 
рии: они считали, что атомы четырех 
«стихий» или «начал», из которых 
состоит все сущее, а именно, Земли, 
Воды, Воздуха и Огня имеют соот- 
ветственно форму куба, октаэдра, ико- 
саэдра и тетраэдра. Оставалось еще 
одно правильное тело — додекаэдр. 
Ему отводилась особая роль: он опре- 
делял форму Вселенной. Эта удиви- 
тельная концепция математического 
атомизма оказала огромное влияние 
на двух великих ученых нового вре- 
мени: Кеплера и Гейзенберга. Пер- 
вый из них был одним из создате- 
лей научной астрономии, второй — 
квантовой механики. Еше до открытия 
трех законов движения планет 
(а именно в 1595 г.), Кеплер построил 
остроумную модель Солнечной систе- 
мы с помощью правильных много- 
гранников: шесть сфер, соответствую- 
щих шести планетам — Сатурну, 
Юпитеру, Марсу, Земле, Венере и Мер- 
курию,— разделяются вписанными в 
эти сферы кубом, тетраэдром, доде- 
каэдром, октаэдром и икосаэдром 
(рис. 2). О Плутоне, Нептуне и Уране 
во времена Кеплера известно не было, 
поэтому они не могли участвовать 
в его модели. В современной физике 
направление, идущее от Гейзенберга 
и продолжающее активно развивать- 
ся, связывает Теорию элементарных 
частиц с изучением различных видов 
симметрий. В этом смысле можно 
считать, что элементарные частицы 
являются неким аналогом правиль- 
ных тел. 


Мы изложили, да и то очень крат- 
ко, главнейшие математические рабо- 
ты Пифагора. Но Пифагор, как и Нью- 
тон, был не только великим матема- 
тиком, но и гениальным физиком и 
астрономом. Именно он положил на- 
чало математической физике. До него 
астрономия и другие области естество- 
знания носили скорее описательный 
характер. Так, хотя вавилонские аст- 
рономы составляли подробные табли- 
цы, характеризующие движение Солн- 
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ца, Луны и планет, но до Пифагора 
никто не пытался построить модель 
Солнечной системы. Пифагорейцы 
впервые построили математическую 
модель мира, они считали, что выра- 
зить закономерности природы можно 
с помощью числа, что «все есть чис- 
ло». Всю Вселенную, как писал Ари- 
стотель, он зпризнал гармонией и 
числом». 

Гармония. Идея о возможности по- 
строения числовой модели мира была 
положена Пифагором в основу его 
теории музыки. Пифагор обнаружил, 
что качественные отличия в звуча- 
нии струй обуславливаются чисто 
количественными различиями, а 
именно длиной струн. Одновремен- 
ное звучание двух срун будет при- 
ятно для слуха, если длины их отно- 
сятся как 1:2, или 2:3, или 3:4, что 
соответствует музыкальным интерва- 
лам в октаву, квинту и. кварту. Оце- 
нивая открытие Нифагора, крупней- 
ший немецкий физик Зоммерфельд 
писал, что день, когда оно было сдела- 
но, можно назвать днем рождения 
математической физики. И действи- 
тельно, гармонически колеблющиеся 
системы сыграли огромную роль в фи- 
зике. В 20-х годах нашего века анало- 
гия между колеблющейся струной, 
издающей тоны определенной часто- 
ты, и атомом, испускающим излуче- 
ния определенной частоты, которые 
также определялись отношениями це- 
-лых чисел, послужила ключом для со- 
здания квантовой механики. Это об- 
стоятельство было отмечено А. Эйн- 
штейном: 

«Таким образом,— писал он,— мы открыли 
некоторое подобие между колебанием струны 
н атомом, испускающим излучение... Атом каж- 
дого элемента состоит нз элементарных час- 
тиц: из тяжелых, составляющих ядро, и из 
легких — электронов. Такая система частиц 
ведет себя подобно маленькому акустичесно- 
му инструменту, в котором производятся 
стоячие волны» (А. Эйнштейи, Л. Инфельд. 
Эволюция физики. М.: Наука, 1963, с. 224). 

Астрономня. Пифагор полагал, что 
Земля имеет форму шара и что она 
находится в центре Вселенной. Вокруг 
нее располагаются восемь концентри- 
ческих сфер — это сферы Луны, 
Солнца, пяти планет и неподвижных 
звезд. Внешняя сфера — сфера непод- 
вижных звезд — делает за сутки пол- 
ный оборот вокруг Мировой оси, ув- 
лекая в своем движении все семь 
остальных сфер. Однако Луна, Солнце 
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движение, которое происходит в на- 
правлении, обратном суточному вра- 
щению сфер. Впоследствии пифаго- 
рейцы пришли к выводу, что и Зем- 
ля не остается неподвижной, а вра- 
щается вместе с другими планетами 
вокруг Центрального огня. Эта мысль 
более чем на 2000 лет предвосхитила 
идею Коперника о том, что Земля 
не занимает центрального положения 
в Солнечной системе. 

Замечательно, что Пифагор сразу 
же попытался соединить свои астро- 
номические воззрения с теорией му- 
зыки. Он считал, что каждая планета, 
двигаясь по своей орбите, издает 
определенный звук, причем тона та- 
ковы, что при движении всех семи 
планет звучит «музыка сфер». Пифа- 
гор называл даже Солнечную систе- 
му семиструнной лирой. Он уверял, 
что может слышать эту дивную му- 
зыку, которую остальные люди услы- 
шат только после смерти. 

Мы уже говорили, что идеи Пифа- 
гора неожиданно получили новую 
жизнь в нашем веке, но уже в при- 
менении к миру атомов. Зоммерфельд, 
о котором мы уже упоминали, писал: 

«То, что нам сегодня удается понять нА 
языке опектров,— это истинная музыка атом- 
ных сфер, созвучие целочисленных отношений, 
все возрастающие порядок и гармония при 
всем их многообразии. 

...Все целочисленные закономериости спект- 
ральных линии и атомистики в конце коицов 
вытекают из квантовой теории. Она представ- 
ляет собой тот полный таинства инструмент, 
на котором природа исполияет спектральную 
музыку и ритмом которого она управляет 
строением атома и атомных ядер» (А. Зом- 


мерфельд. Пути познания в физике. М., 
Наука, 1973, с. 255). 


Говорят, что наука отличается от 
искусства тем, что в то время как 
создания искусства вечны, великие 
творения науки безнадежно стареют. 
К счастью, это не так, и творчество 
Пифагора — лучший тому пример. Он 
был не только величайшим, но и счаст- 
ливейшим гением, так как его идеи 
и теории не сошли со сцены, продол- 
жая до сих пор волновать умы. 
Ни одна из его научных идей не 
умерла. С каждым новым этапом 
науки они меняли свой облик, чтобы 
вновь будить и волновать ум и сердце 
ученых. 


— 


Доктор физико-математических наук 
Л. Г. РЕЛОНАЗОЕ.. -. — 


\ 
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А задумывались ли вы над ответом 
на этот вопрос? На первый вгляд ка- 
жется, что, утрамбовывая песок, мы 
всегда делаем его более плотным, за- 
ставляем песчинки теснее прижаться 
друг к другу. Но в действительности 
дело может обстоять иначе. И дока- 
зательство этому — следы, которые 
остаются на некоторое время сухими, 
когда ступаешь по мокрому песку у 
берега моря или реки. Вот что говорил 
по этому поводу О. Рейнольдс — уче- 
ный, известный своими работами по 
гидродинамике, — в докладе на собра- 
нии Британской Ассоциации в 1685 г.: 
«Когда нога надавливает на песок, 


- Следы на песке 1 и...строение вещества 


] ской Ассоциации в Абердине в 1885 2., 


° Изо всех двухсот миллиардов муж- 
чин, женщин и детей, которые когда- 
_ либо прошли по влажному песку с 
’ сотворения мира до собрания Британ- 


‚ сколько найдется таких, которые на | Г 
вопрос «Сжался ли песок под вашей \ 
ногой?» ответили бы иначе, чем еда»! \ 


Лорд Кельвин, Балтиморские лекции, 
1904 г. 


Аа 


плотный после ушедшего прилива, 
участок, находящийся вокруг ноги, 


‚тотчас же становится сухим... Надав- 


ливание ноги разрыхляет песок, и чем 
сильнее оно, тем больше воды уходит... 
Оно делает песок сухим до тех пор, 
пока снизу не прибудет достаточное 
количество воды». 

Так почему же в результате надав- 
ливания узезичивается пространство 
между песчинками, и имеющейся во- 
ды уже недостаточно, чтобы запол- 
вить его? Этот вопрос не случайно 
волновал ученых ХХ века. Ответ на 
него имеет самое прямое отношение 
к атомному строению вещества. Да- 
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вайте и мы попробуем разобраться 
в этом вопросе. 


Плотная упаковка шаров 


Можно ли заполнить твердыми ша- 
рами все пространство? Разумеется, 
нет — между ними всегда остаются 
свободные промежутки. Доля прост- 
ранства, занимаемого шарами, назы- 
вается плотностью их упаковки. Чем 
теснее расположены шары, чем мень- 
ше свободного места между ними, тем 
больше плотность упаковки. Когда же 
достигается максимальная плотность 
упаковки одинаковых твердых ша- 
ров? Ответ на этот вопрос дает ключ 
к разгадке «тайны» следов на песке. 

Исследуем вначале более простой 
случай — упаковки одинаковых кру- 
гов на плоскости. Плотной упаковки 
кругов можно достичь, вписывая их 
в мозаики, составленные из правиль- 
ных многоугольников, заполняющих 
всю плоскость. Существуют только 
три способа построения таких мо- 
заик — из правильных треугольни- 
ков, квадратов и правильных шести- 
угольников. Упаковки кругов с ис- 
пользованием квадратной н шести- 
угольной мозаик показаны на рисун- 
ке 1. Даже «на глаз» видно, что вто- 
рой способ более экономичен. Точный 
расчет (вы вполне сможете провести 
его сами) показывает, что в этом слу- 
чае кругами заполнено примерно 
90,7 % плоскости, в то время как в 
первом случае — только около 18 %. 
Шестиугольный способ упаковки на 
плоскости — самый плотный. По-ви- 
димому, из-за этого его и используют 
пчелы при построении сот. 

Плотную упаковку шаров в прост- 
ранстве можно осуществить следую- 
щим образом. Расположим на пло- 
скости первый слой шаров уже из- 
вестным нам наиболее плотным спосо- 
бом. Затем можно положить на них 
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Рис. 1. Упаковка равных кругов на плоскости 


6 лчейки правильных мозаик. 
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Рис. 2. Плотная упаковка шаров в пространстве 
(пунктиром показан нижний слой). 


второй точно такой же слой. Если 
располагать каждый шар верхнего 
слоя в точности над нижним, так что 
все шары окажутся вписанными н ку- 
бические соты, то слишком много 
пространства окажется неиспользо- 
ванным. При таком способе укладки 
шаров заполняется только 52% 
пространства. 

Ясно, как можно упаковать шары 
плотнее. Для этого верхний шар надо 
располагать в лунке, образованной 
тремя соседними нижними шарами. 
Но при этом верхние шары не смо- 
гут заполнить все лунки — одно из 
двух соседних углублений всегда 
остается свободным (рис. 2). Поэто- 
му, когда мы укладываем третий слой 
шаров, сделать это можно будет дву- 
мя способами: либо расположить ша- 
ры третьего слоя над теми углубле- 
ниями в первом слое, которые шары 
второго слоя оставили свободными 
(центр одного из шаров на рисунке 2, б 
будет находиться в точке А), либо — 
как раз над шарами первого слоя 
(при этом центр одного из шаров 
третьего слоя окажется в точке В). 
Для последующих слоев порядок рас- 
положения шаров сохраняется. В ре- 
зультате получаем два способа плот- 
ной упаковки шаров, показанные в 
пространстве на рисунке 3. В обоих 
случаях шарами заполнено около 
14 % пространства. 


Рис. 3. Пространственная каргина, показываю- 
щая 2 способа плотной упаковки шаров. 


Рис. 4. Кубоктаэдр Кеплера. 


Легко подсчитать, что при таком 
способе упаковки каждый шар сопри- 
касается с 12 соседними шарами. Точ- 
ки соприкосновения образуют верши- 
ны четырнадцатигранника. Его гра- 
ни — чередующиеся квадраты и рав- 
носторонние треугольники. Так, при 
втором способе плотной упаковки по- 
лучается кубоктаэдр Кеплера, пока- 
занный на рисунке 4. 

До сих пор мы рассматривали лишь 
такие способы упаковки шаров, при 
которых они вписываются в периоди- 
ческие «соты». А можно ли достичь 
плотной упаковки, отказавшись от 
этого условия? Один из способов по- 
казан на рисунке 5. Шары в каждой 
плоскости расположены по сторонам 
правильных пятиугольников (пента- 
гонов). В каждом пентагоне соседние 
шары касаются друг друга, но шары, 
относящиеся к разным пентагонам од- 
ной плоскости, разделены в простран- 
стве. Стороны пентагонов чередую- 
щихся слоев попеременно содержат 
четное и нечетное число шаров. Коэф- 
фициент заполнения пространства в 
такой структуре равен 72% и лишь 
немного уступает случаю плотной 
упаковки, показанному на рисунке 2. 
Можно упаковать шары, не образуя 
из центров решетку, более плотно, до- 
стигнув коэффициента заполнения 
14 %, однако существуют ли еще бо- 
лее плотные упаковки — этот вопрос 
остается открытым до сих пор. 

Вернемся к следам на песке. Мы 
теперь знаем, что существуют особые 
упаковки шаров, при которых остает- 
ся очень мало пустого пространства 
между ними. Если нарушить такое 
расположение, выведя, например, ша- 
ры одного слоя из лунок другого слоя, 
то промежутки между шарами увели- 
чатся. Ясно, однако, что песчинки 
никто не упаковывает специальным 
образом. Как же достичь плотной упа- 
ковки песчинок? 


Вспомним житейский опыт. Вам на- 
до заполнить сосуд крупой так, чтобы 
в него вместилось максимальное ее 
количество. Что вы при этом делае- 
те? Потряхиваете сосуд или постуки- 
ваете по нему, добиваясь желаемого 
эффекта. Даже после плотной утрам- 
бовки крупы в сосуде можно с по- 
мощью такого приема уместить еще 
какое-то дополнительное ее коли- 
чество. 

Научное исследование этого вопроса 
предпринял в 50-х годах английский 
ученый Г. Скотт, Он заполнял ша- 
риками от подшипников сферические 
бутылки разных размеров. Если за- 
полнять бутылки без потряхивания 
так, чтобы шарики располагались слу- 
чайным образом, экспериментально 
наблюдается следующая зависимость 
плотности упаковки от числа шари- 
ков: 

©, —=0,6—0,371/^/М, 
где М — полное число шариков. Если 
число шариков очень велико (а в опы- 
тах № достигало нескольких тысяч), 
то видно, что плотность упаковки 
стремится стать постоянной и соот- 
ветствующей заполнению 60% про- 
странства. А вот если потряхивать 
бутылку по мере ее заполнения, плот- 
ность упаковки возрастает: 

©=0,64—0,33//М. 
Правда, и в этом случае она полу- 
чается гораздо меньшей 14%, соот- 


ветствующих регулярному располо- 
жению шариков. 


—— 


Рис. 5. Пентагональная упаковка шаров. 


Стоит задуматься над приведенными здесь 
зависнмостями. Почему поправка обратно про- 


порциональна № Шарики, расположенные 
у стенок сосуда, находятся в особом положении 
по сравнению с шариками в объеме и влияют 
на плотность упаковки. Величина их вклада 
пропорциональна отношению площади поверх- 
ности —А? к объему сосуда -.В“ и убывает 
обратно пропорционально размеру системы В 
{под объемом системы мы понимаем полный 
объем простраиства, занимаемого шарнками 
вместе со свободными промежуткамн). Размер 


В— м М, так как объем системы пропорционален 
полному чнслу шариков. Такие зависимости 
часто возникают в физике, когда надо учи- 
тывать поверхностные эффекты. 

Таким образом, точные эксперимен- 
ты подтверждают житейский опыт и 
показывают, что, потряхивая зерни- 
стую среду, можно достичь большей 
плотности упаковки. Но почему же 
все-таки это происходит? Дело в том, 
что устойчивому положению равнове- 
сия всегда соответствует минимум по- 
тенциальной энергии. Шарик может 
устойчиво лежать в ложбинке, но с 
вершины горки он обязательно ска- 
тится. Нечто подобное происходит и 
здесь. Шарики при потряхивании ска- 
тываются в свободные промежутки, 
плотность упаковки увеличивается, 
а общий объем системы уменьшается. 
В результате понижается уровень за- 
полненпия сосуда шариками, а следо- 
вательно, опускается центр тяжести 
и уменьшается потенциальная энер- 
гия системы. 
`Теперь, наконец, можно с достаточ- 
ной ясностью представить себе, что 
происходит с песком. Волнение воды 
встряхивает песок, и в результате до- 
стигается плотная упаковка песчинок. 
Сдавливая песок ногой, мы нарушаем 
эту упаковку и увеличиваем размер 


пор. Вода из верхних слоев песка ухо- 
дит вглубь, заполняя эти уведичив- 
шиеся промежутки. В результате пе- 
сок «высыхает». Когда ногу убирают, 
деформация исчезает, плотная упа- 
ковка восстанавливается, а вытеснен- 
ная из вновь уменьшившихся проме- 
жутков вода заполняет след, остав- 
ленный ногой. Может случиться и так, 
что после сильного нажатия плотная 
упаковка не восстановится. Тогда след 
станет снова мокрым, лишь когда во- 
да поднимется из нижних слоев и за- 
полнит увеличившиеся поры. 

Любопытно, что это свойство сыпу- 
чих сред знали еще индийские фа- 
киры. Один из их трюков состоял 
том, что в сосуд с узким горлыш- 
ком, доверху наполненный рисом, 
многократно втыкали узкий длинный 
нож. В какой-то момент нож застре- 
вал в рисе, а сосуд можно было под- 
нять вместе с ножом. Ясно, что фокус 
состоял в том, что сосуд при запол- 
нении рисом встряхивали, достигая 
плотной упаковки. Втыкание ножа на- 
рушало эту упаковку и увеличивало 
объем пространства между рисинка- 
ми. Так как объем сосуда не менял- 
ся, то возрастали силы, сдавливаю- 
щие рисинки, а следовательно, и тре- 
ние между ними и ножом. В какой-то 
момент оно оказывалось достаточным, 
чтобы помешать вытянуть нож из со- 
суда. 


Дальний и ближний порядок 


Атомы, из которых состоят все тела, 
конечно, нельзя считать твердыми ша- 
рами. И тем не менее простые геомет- 
рические соображения помогают разо- 
браться в строении вещества. 


Вис. 6. Элементы гранецентрированной кубической решетки и гексагональной решетки с 
плотной упаковкой. 
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Впервые геометрический подход ис- 
пользовал еще в 1611 году немецкий 
ученый И. Кеплер, высказавший пред- 
положение о связи шестиугольной 
формы снежинок с плотнейшими сно- 
собами упаковки шаров. М. В. Ло- 
моносов дал в 1760 `году первое изоб- 
ражение плотнейшей кубической ша- 
ровой упаковки и объяснил таким об- 
разом форму кристаллических много- 
гранников. А французский аббат 
Р. Ж. Гаюи в 17183 году заметил, что 
любой кристалл можно составить из 
множества повторенных частей (рису- 
нок на 2-й странице обложки). Пра- 
вильную геометрическую форму кри- 
сталлов он объяснил тем, что кри- 
сталлы построены из одинаковых ма- 
леньких ‹кирпичиков». Наконец, в 
1824 году немецкий ученый А. Зибер 
предложил составлять кристаллы из 
регулярно расположенных маленьких 
сфер, взаимодействующих подобно 
атомам. Плотная упаковка таких сфер 
соответствует минимуму потенциаль- 
ной энергии их взаимодействия. 

Описанием структуры кристаллов 
занимается специальная наука 
кристаллография. В наше время пе- 
риодическое расположение атомов в 
кристаллах — твердо установленный 
факт. Электронные микроскопы позво- 
ляют нам просто увидеть это своими 
глазами. Тенденция к плотной упа- 
ковке несомненно имеется в атомном 
мире. Около 35 химических элемен- 
тов кристаллизуются таким образом, 
что их атомы располагаются в про- 
странстве подобно шарам, показан- 
ным на рисунке 3. Центры атомов 
(а точнее, атомные ядра) образуют 
в пространстве так называемую кри- 
сталлическую решстку, которая со- 
стоит из повторяющихся частей. 

Например, в случае, показанном на 
рисунке 3, а, всю решетку можно со- 
ставить повторением куба, у которого 
атомы-шары расположены не только 
в вершинах, но и в центрах граней 
(рис. 6, а. точки соответствуют цент- 
рам атомов). Поэтому соответствую- 
щую решетку называют гранецентри- 
рованной кубической. Таким образом 
устроены многие металлы (Аз, Ам, 
Си. АГ и др.), а также кристаллы 
инертных газов (всего около 20 эле- 
ментов). 

«Скелет» кристалла, соответствую- 
щий расположению атомов, показан- 
ному на рисунке 3, б, состоит из шести- 
гранных призм (рис. 6, 6). Понятно, 


2 «Квант» №1 
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Рис. 7. Гранецентрированную кубическую ре- 
шетку можно получить, периодически сдвигая 
в трех направлениях всего один атом. 


-—- Ь э Й 


Рис. 8. Гексагональная решетка с плотной упа- 
ховкой получается периодическим сдвигом 
2 разных атомов. 


почему такой способ называют гекса- 
гональной плотной упаковкой. Этой 
решеткой обладают около 15 элемен- 
тов (Ме, Са, п, № и др.). 

У решеток, показанных на рисунке 
6, а и 6, имеется важное различие. 
Гранецентрированную кубическую ре- 
шетку, как видно из рисунка 7, можно 
получить, периодически сдвигая в 
пространстве в трех направлениях все- 
го лишь один атом, а для гексаго- 
нальной плотной улаковки такого сде- 
лать нельзя — приходится использо- 
вать 2 атома (рис. 8). Ее можно пред- 
ставить как совокупность двух про- 
стейших решеток, вставленных одна 
н другую. Простейшие решетки, ко- 
торые можно составить периодиче- 
ским сдвигом в пространстве только 
одного атома, называются решетками 
Браве (по имени французского мор- 
ского офицера О. Браве, впервые по- 
строившего в ХХ веке теорию про- 
странственных решеток). 

Решеток Браве существует не так 
много — всего 14 разных типов. Это 
связано с тем, что далеко не все эле- 
менты симметрии могут встречаться 


17 


Рис. 9. С помощью правильных пятиугольни- 
ков невозможно заполнить всю плоскость без 
просветов. 


Рис. 10. Строение кварца (а) ш стекла (6). 


в периодических решетках. Отдель- 
ный правильный пятиугольник мож- 
но, например, поворачивать вокруг 
оси, проходящей через центр, и он 
при этом 5 раз совместится сам с со- 
бой. В таком случае говорят, что име- 
ется ось симметрии 5-го порядка. Но 
в решетке Браве такой оси быть не 
может. Это означало бы, что имеется 
плоскость, усеянная узлами, образую- 
щими правильные пятиугольники. 
А заполнить целиком плоскость пра- 
вильными пятиугольниками невоз- 
можно (рис. 9)! 

Однако типы решеток Браве не ис- 
черпывают разнообразия свойств сим- 
метрии реальных кристаллов. Ведь, 
как вы уже убедились на примере 
гексагональной плотной упаковки, ре- 
шетки Браве можно вставлять одна 
в другую! В результате элементы сим- 
метрии объединяются в различных 
комбинациях, образуя так называе- 
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мые пространственные группы. Всего 
имеется 230 различных групп. Все 
они были найдены в 1890 году рус- 
ским ученым Е. С. Федоровым. 
Итак, любой кристалл можно соста- 
вить из повторяющихся частей. Это 
свойство кристаллов называют транс- 
ляционной симметрией (траисля- 
ция — перенос в пространстве). Ина- 
че еще говорят, что в кристаллах име- 
ется дальний порядок. Это, пожалуй, 
самое характерное свойство кристал- 
лов, которое отличает их от всех дру- 


° гих тел. 


Есть, однако, не менее важный 
класс веществ — аморфные тела, в 
которых дальнего порядка нет. В 
аморфном состоянии находятся жид- 
кие тела. Но и твердое тело может 
быть аморфным. Самый простой при- 
мер — обычное стекло. На рисунке 
10 показано строение стекла и кварца, 
который имеет тот же химический 
состав, что и стекло. Кварц — кри- 
сталл, а стекло — аморфное тело. 
Хотя дальнего порядка в стекле явно 
нет, это, однако, не означает, что в 
расположении атомов царит полный 
хаос. Определенная структура в рас- 
положении ближайших соседей, как 
видно из рисунка, сохраняется и в 
стекле. Говорят, что ваморфных телах 
имеется ближний порядок. 

Аморфные материалы нашли в по- 
следнее время важные применения в 
технике. Уникальными свойствами об- 
ладают аморфные металлические 
сплавы (металлические стекла). Их 
получают, очень быстро охлаждая 
жидкий металл — со скоростью по- 
рядка нескольких тысяч градусов в 
секунду. Достичь этого можно, напри- 
мер, разбрызгивая мелкие капли ме- 
талла на поверхность быстровращаю- 
щегося холодного диска. Капля +раз- 
мазывается» по диску очень тонким 
слоем (толщиной в несколько микро- 
метров), и хороший теплоотвод позво- 
ляет металлу остыть столь быстро, 
что его атомы просто не успевают 
расположиться правильным образом. 
Оказалось, что аморфные сплавы об- 
ладают повышенной твердостью, вы- 
сокой коррозийной стойкостью, опти- 
мальным сочетанием электрических 
и магнитных свойств. Область при- 
менений таких материалов быстро 
расширяется. 


{Окончание см. на с. 48} 


Математический кружок 
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Комбинаторика 
— многочлены 
— вероятность 


Кандидат физико-математических наук 
Н. Б. ВАСИЛЬЕВ. 

кандидат физико-математических наук 
В. Л. ГУТЕНМАХЕР 


Для чтения этой статьи достаточно 
знания курса математики в объеме 
первых шести классов, но мы увере- 
ны, что и старшеклассники найдут 
для себя здесь интересное — речь 
пойдет о комбинаторных формулах 
и их применениях. Одни и те же ком- 
бинаторные рассуждения и формулы 
пронизывают разные области матема- 
тики и ее приложений. Цель статьи — 
показать одну такую связывающую 


линию: комбинаторика — алгебра 
многочленов — теория вероятностей. 
Факториал 


Для вычисления суммы первых п 
натуральных чисел есть удобная фор- 
мула 


+248 -+..+1=7 ИО. 


Для произведения первых п нату- 
ральных чисел такой формулы нет, но 
зато эта часто встречающаяся в ком- 
бинаторике и других разделах мате- 
матнки величина имест специальное 
обозначение: п! (читается «эн факто- 
риал»). Выбор для обозначения вос- 
клицательного знака, возможно, свя- 
зан с тем, что даже для сравнительно 
небольших значений л число п! очень 
велико: чтобы продемонстрировать, 
как быстро растет п! с ростом п, выпи- 
шем эти числа для п от 1 до 10: 

11=1, 21=1.2=2, 31=1.2.3-==6, 

41 —3!.4—24, 5! —=4!.5 -= 120, 
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6! —=720, 7! =5040, 8! =40 320, 
9! =362 880, 10!—=3 628 800. 


Из определения л! видно, что фак- 
ториалы двух соседних натуральных 
чисел п и п-|1 связаны формулой 

(п =р (ее + 1), (*) 
—чтобы получить произведение чисел 
от 1 до п-+ 1, надо произведение от 1 
до п умножить еще на (п 1). 

Заметим, что если в это равенство подста- 
вить п=0, то получится 1!=0!-1, поэтому по- 
лагают 0! — 1; это соглашение часто оказы вает- 
ся удобным в различиых общих формулах. 

Задачи 

1. Найдите число п! для п = 11, 12. 

2. Может ли п! кончаться ровно на пять 
нулей? (При каком иаименьшем п число п! 
будет кончаться на шесть нулей?). 

3. Докажиле формулу (п-- 1)! -— пг= п! - п. 

4. Найдите сумму 1-1!-+2.21-3.3'-+...- 
{+ 9-91!. (Замените каждый член иа разность 
по формуле из предыдущей задачи.) 

5. Проверьте равенство (где ОА п) 
СР п! и 
ИШЕ) (Е ППШ Ап Е-1 
при п =Тий-=3 и докажите, что оно верно при 

любых натуральных числах п и К. 

6. Найдите четыре тройки чисел х, у, 2, для 
которых верно равенство х! - и! = 1. (Подставьте 
в формулу (*) п=Ё! —1.} 


Перестановки 

Факториал возникает самым есте- 
ственным образом, когда мы подсчи- 
тываем количество перестановок из 
разных предметов. 

Возьмем 4 буквы: К, О, Р, Т и по- 
смотрим, сколькими. способами их 
можно расположить в один ряд, то 
есть сколько существует слов из этих 
букв. Оказывается, что число этих 
способов равно 4!=4.3-.2.1=24. 
В самом деле, на первое место можно 
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поставить любую из 4 букв, на вто- 
рое — любую из 8 оставшихся, на 
третье — любую из 2 неиспользован- 
ных на первых двух местах букв, и, 
наконец,на четвертом месте окажется 
оставшаяся буква. Все эти перестанов- 
ки выписаны в алфавитном порядке 
на рисунке 1. Перестановки букв неко- 
торого слова называют его анаграм- 
мами. 

Еще один пример. Рассмотрим все 
перестановки 10 цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 1, 8, 9. Их можно рассматривать 
как десятизначные числа, если они не 
начинаются с нуля, и как девятизнач- 
ные числа, если они начинаются с ну- 
ля. Количество всех таких чисел рав- 
но 10!. 

Эти-примеры иллюстрируют общее 
утверждение: 


тетя псрестановок из п различных | 
преазетон Е 91. | 


Часто требуется среди всех переста- 
новок выбрать все те, которые обла- 
дают определенным свойством. На- 
пример, из выписанных на рисунке 1 


—-— 


^ 3“ 6 ( 
то тр ГТО «То 
т КР 
РТ я а 
ОР Ток О, Орк 
ор кг Г^о рок 
Рис. 1. 


анаграмм слова КОРТ только одна 
(не считая самого слова корт) имеет 
смысл в русском языке: крот; а среди 
10! указанных чисел мы знаем четыре 
числа, которые делятся одновременно 
на все числа от 2 до 18: 2 438 195 160, 
3 185 952 160, 4 153 869 120, 
4 816 391 520. Для того чтобы найти 
осмысленные анаграммы или найти 
указанные числа среди 10! чисел, 
нужно произвести перебор многих 
случаев. Подобные задачи постоянно 
возникают на производстве и в эконо- 
мике, когда надо найти наилучшие 
варианты. 

Перебор 10! перестановок труден не 
только для человека, но даже для со- 
временной вычислительной машины. 
По этому поводу автор замечательно- 
го многотомного труда «Искусство 
программирования» Д. Кнут пищет: 
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«Стоит помнить, что 101 — это при- 
мерно 3,6 миллиона. В некотором 
смысле число 101! является приблизи- 
тельно границей между тем, что мож- 
но сосчитать’ на компьютере, и тем, 
что нельзя. Если алгоритм требует 
испытания более чем 10! случаев, то 
счет может занять слишком много ма- 
шинного времени, чтобы быть прак- 
тически осуществимым. С другой сто- 
роны, если мы должны проверить 101 
случаев, и каждый случай требует, 
скажем, одной миллисекунды мащин- 
ного времени, то общее время счета 
составит примерно один час». Поэто- 
му интересно находить такие сообра- 
жения, которые позволяют существен- 
но сократить или вообще избежать 
полный перебор. 


Задачи 

1. а) Сколько 
НИСЕЛЬАП? 

6) Найдите среди них два слова, одио — на- 
звание фрукта, другое — породы собаки. 

8. Найдите два девятизиачных числа, со- 
ставлеиных из всех цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, Т, 8, 9, 
чтобы одно из иих было больше другого в 8 раз. 

9. а) Вершины нарисованного на плоскости 
правильного шестиугольника нужно обозна- 
чить буквами А, В, С, О, Е, Р. Сколькими спо- 
собами это можио сделать? 

6} Сколько среди этих способов таких, что 
в результате получится щестнугольник 
АВСЬЕР? (Буквы могут идти по часовой стрел- 
ке, а могут идти и против часовой стрелки.) 

10. Сколькими способами можно расставить 
иа шахматной доске восемь ладей так, чтобы 
они не били друг друга? 


аиаграмм У слова 


Перестановки © повторениями 


Отношения факториалов возникают 
при подсчете перестановок с повторе- 
ниями. Например, ме анаграмм 


слова БАОБАБ равно —=—- а = 60. 


Поясним, почему это так. В этом 
слове 3 раза повторяется буква Б, 
2 раза буква А и один буква О. Пред- 
ставим себе, что все буквы в этом слове 
разные: три буквы Би две буквы А 
можно раскрасить разными цветами. 
Итак, мы имеем 6 разных знаков, и ко- 
личество их перестановок равно 6!. 
Но тогда каждой анаграмме’ слова 
БАОБАБ: ОААБББ, БОААБЬБ, 
ААОББА, ... соответствует 3121 пере- 
становок (рис. 2), ведь мы можем в ней 
8! способами переставить 3 разноцвет- 
ные буквы Б и 2! способами переста- 
вить разноцветные буквы А. 

Оказывается, что для числа пере- 
становок с повторениями имеется об- 
щая формула. 


——_—_— =_= 
т 


Если слово имеет п букв А, п. бунв | 
А....., п. букв А ., то количество его анаграмм 
равно 


| 
| 
} 
——- 


п,1п-1...П, 1 


Конечно, эта формула применима для 
перестановок с повторениями любых 
предметов. Например, количество ле- 
рестановок цифр ©, ©, 0, 0, 1, 1, 3 равно 
7! 415.6.7. = 
жи 4 = 5-3-1= 105. 

Задачи 

[1. Сколько различных анаграмм у слов: 
а) реестр; 6) анаграмма? 

12. Сколькими способами мама может в те- 
чение недели выдать дочке 8 банана, 2 груши 
п 2 апельсина, если каждый день будет давать 
ей по одиому фрукту? 

13. Расшифруйте приведенную па рисунке 
на с. 19 фразу, в которой вместо каждого слова 
стоит его анаграмма. 

14. Сколькими способами можно составить 
ожерелье из одной черной, двух белых, трех 
красных и пяти голубых бусинок? 


Степень суммы 

Комбинации букв — анаграммы — 
естественно возникают при перемно- 
жении двух или нескольких миого- 
членов, а комбинаторные коэффици- 


енты — количества анаграмм — при 


приведении подобных членов. 
Хорошо известна формула квадра- 
та суммы двух чисел: 

(а-+-65)?=а?-+ 2аь- Ь’. 
Похожую формулу можно получить 
и для квадрата суммы трех и больше- 
го числа слагаемых. Возведем, напри- 
мер, сумму а -НЫ--с в квадрат: 


(а--Ь-Е с) ас) =аа фаб-Нас- 
Ба ьь- Бе Е са е6 Е ес = 


—=а’ 46” + +2а6- 26 + 2ас. . 


Аналогичная формула верна и для 


‚а-ь-+е-4’ (на рисунке 3 каждый 
одночлен выражает площадь своего 
прямоугольника): вообще, квадрат 
суммы п чисел вычисляется так: надо 
сложить все квадраты этих п чисел и 
прибавить удвоенную сумму всевоз- 
можных попарных произведений этих 
чисел. 

Если аккуратно перемножить 
а ьЬ--с три раза на себя, получится 
такая формула: 

(ас =а-+Ь-е-+ 
+ З(а?ь + а’с | Б?а + Ге са+еь + 
-- бабс. 

Объясним, как можно получить во3- 
никающие здесь коэффициенты 1, Зи 
6 без утомительного умножения и со- 
бирания подобных членов. Это — уже 
знакомые нам количества анаграмм. 


Члена’ может получиться только од- 
ним способом — когда из каждой 
скобки 


а те‹а-Ры Ре) а -ь-а 
берется буква а. Чтобы получить ко- 
эффициент при а’, нужно из одной 
скобки взять Ь, а из двух других а, 
то есть этому члену соответствуют 
анаграммы аа, аба, Баа из двух букв 
а и одной буквы 6: их количество 
равно (2 1/!2!11)=3. Наконец, коэф- 
фициент при абс равен числу 
ЗАЩ =6 анаграмм (перестано- 
вок) словй из трех различных букв 
ато: с. 

Аналогичная формула получится 
и для куба суммы большего числа сла- 
гаемых, например 


а Ь-е-а-+е’= 
= (а°-+...} + За?5 +...) + бабе +...\. 
{#1 


Здесь многоточием в каждой скобке 
обозначены члены, получаемые из 
первого выписанного члена всевоз- 
можными заменами букв. 

Укажем теперь общую формулу. 


$ = (а+Б*с + а)? 
Рис. 3. 
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Рис. 4. 


Коэффициеит при а!'а??...а", получаю- 
щийся при возведении в п-ю степень суммы 
а, а. +... а, из г слагаемых (здесь п= 
=, + п. +...+1., п, 20, п: 220, ..., п, 220), 


равен числу анаграмм слова из п, букв 

А., п, букв А;,..,п. букв А., то есть 
п! 

п 1,1. .ПИ ” 


(Разумеется, 
п, равно 0, то а”/=1, значит, буква а, 


если некоторое число 


в таком одночлене отсутствует; на- 


помним, что 0!=1.) 


Вернемся к формуле ($%*). Иитересио, что 
вопрос: «сколько членов будет в каждой скоб- 
ке?» также сводится к подсчету перестановок 
с повторениями. Выпишем в строчку все 
наши 5 букв и под каждой будем писать пока- 
затель, с которым она входит в соответствую- 
щий одночлен. (Если буква не входит в одио- 
член, то пишем показатель 0). Тогда каждому 
одночлену в скобке (а? +...) соответствует 
«слово» из 5 чисел: одной двойки, одной еди- 
ницы и трех нулей, поэтому их общее количе- 
ство равно 51(311111)=20; в скобке (а° +...) 
будет столько же членов, сколько анаграмм у 
«слова» 80000, то есть 51/(4!111)—=5; наконец, 
членов вида (26+...) будет 51/(312)=10 
(рис. 4). 

Можно проверить, что мы не ошиблись, под- 
считав общее число всех одночленов до приве- 
дения подобных — иными словами, подставив 
в формулу (**) вместо всех букв число 1; при 
этом слева получится 5", а справа 5-3. 20-- 
6. 10. 

Задачи 

15. Сколько членов иолучится после умно- 
жения: 


{ас а) (х--у-+2)(ио? 
(Указание. Подставьте вместо букв еди- 
ницы.) 

16. Найдите наибольший коэффициент мно- 
гочлена: 

а) (а--6-4е-+а+е)°; 6) (аьче+а}. 

17. В формуле (а-+6 -+-с +9+е)=К(а'+..)+ 
+ К, {@Ъ+...) + К. (в? +...) + К. @*5с+...)+ 
- К (а6бса + ...} найдите коэффициенты К,,К., 


К., Ка, К. Сколько членов в каждой круглой 
скобке? 


Один способ подсчета вероятностей 


Из повседневного опыта известно, что бутер- 
брод падает маслом вниз с вероятностью 1/2 


и маслом вверх — тоже 1/2. Правда, некото- 
рые считают, что вероятность первого исхода 
0,9, а второго — 0,1. Но, наверное, никто не 


сомневается, что вероятность выпадения шес- 
терки при бросании игрального кубика равна 
1/6, в двух шестерок подряд — 1/36. 
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Эти примеры поясняют, что вероятность — 
это некоторое число между 0 и 1. количественно 
выражающее шанс наступления того или иного 
исхода (маслом вниз или вверх) случайного 
события (падения бутерброда), причем сумма 
вероятностей всех возможных исходов равиа 1. 

После того, как каждому исходу приписана 
некоторая вероятность. интересно находить ве- 
роятности более сложных событий. Эта задача 
заключает в себе большие математические 
трудности. Один из способов подсчета вероят- 
ностей сложных событий связан с таким про- 
стым наблюдением: если сумма нескольких 
положительных чисел равна 1, то степень этой 
суммы тоже равна 1. Оказывается, что каждому 
одночлену, возникающему при возведении сум- 
мы в степень, можно придать вероятностный 
смысл. Как это делается — покажем на таком 
искусственном примере. 

В магазине лежит большая куча перцев, 
причем 1/3 из них — красные, 1/2 — желтые, 
1/6 — зеленые. Если продавец, не глядя, выби- 
рает из кучи один перец, то мы полагаем вероят- 
ность, что он окажется красным (к), равной 1/3, 
желтым (ж) 1/2. зеленым (3) 1/6. 

Если продавец выбирает, не глядя, два пер- 
ца, то возможны такие случаи: кк, кж, кз, 
жк. жз, жж, зк, зж, 33. Вероятность каждого 
из них считается равной произведению. вероят- 
ностей появления отдельных букв. составляю- 
щих пару: 


(ЕЕ 
1 11 9 


2 6’ 

Сумма всех 9 чисел равна 1, так как они 
появляются прн возведенни в квадрат числа 
1 1 1 
Зв 
Чтобы иайтн вероятность того, что среди 
двух взятых перцев есть красный и зеленый, 
надо сложить вероятности случаев хз и зк: 


= 1. 


Обратим внимание на то, что это действие 


соответствует следующему: надо возвести 
(к-з+с) —вквадрат и привести подобные чле- 
ны кз и зк — в результате получится 2кз, 


а затем подставить вместо букв к и 3 их веро- 
ятности. 

Пользуясь правилом нахождения коэффи- 
циента при возведении в степень, можно опре- 
делять и вероятностн более длнниых комби- 
наций. Например, если продавец, не глядя, 
выбирвет один за другим пять перцев, то вс- 
роятность, что среди них окажется 3 красных, 
1 желтый и 1 зеленый, вычисляется так: 

51 р . 
5 ЗИ $ 
ведь ЕЛИ к” жз — это одночлен, который по- 


лучится в многочлене (к ж-3з)° после возведе- 


ния в степень и приведемия подобиых членов, 
то есть сумма вероятностей анаграмм слова 
кккжз. 

Интересно, что случаи +2 красных и 3 жел- 
тыхь, а также «2 красных, 2 желтых и 1 зеле- 
ный» имсют одинаковую вероятность 


(2 (3 у ан Ув) == 


(Это — иаиболее вероятные комбинации 5 пер- 
цев при выбранных нами вероятностях.) 

Задачи 

18. Все трн ребра куба 6ж6ж6, исходящие 
из вершины А, поделили вн отношении 3:2:1, 
считая от вершины А, н через точки деления 
провели плоскости, параллельные граням, раз- 
резающие кубик на 21 кусок (рис. 5). 

а) Сколько из них будут брусками ЗЖ2Х 1? 

6) Сколько еще и каких, будет кусков? Ка- 
ковы их объемы? 

в) Имеется ли связь между этой задачей и 
звдачей про перцы? 

19. Автомат составляет ожерелья из В буси- 
нок, выбирая их случайио из большой кучи 
черных, белых, красных и голубых бусинок, 
смешанных в соотношении 1:2:3:4. С какой 
вероятностью в таком ожерелье 

а) все бусинки голубые; 

6) все — одного цвета; 

в) не будет нн одной красной бусиики; 

г) встретятся бусинки всех четырех цветов? 

д) Какие ожерелья будут попадаться чаще 
всего? 

е) Каким нужно взять соотношение бусииок 
в большой куче, чтобы чаще всего встречались 
ожерелья г 2 красными, @ черными, одной 
белой и одной голубой бусинками? 

20. Пусть вероятность падения бутерброда 
маслом вниз равна 3/4. Произошло случайное 
событие: поднос с семью бутербродами опроки- 
нулся. Какова вероятность, что ровно # бутер- 
бродов упадут маслом вииз (для каждого 
Е—=0, 1,2, ... 1) 

Возведите в степень (р-4+-9} н подсчитайте 
каждый одночлен при р—=3/4, 4=1/4. Для вы- 
числений коэффициентов можио воспользовать- 
ся микрокалькулятором. (См. Приложение.) 


Биномиальные коэффициевты 


Выше мы почти не затрагивали самый про- 
стой и, пожалуй, самый важный случай двух 


букв. Коэффициеиты миогочлена (а -Г 5)" имеют 
специальное обозначение С“, а формула 
({@-+ 5)" = С° а" С! в"^'Ъ-+ 
+... + Са" * +... 

называется формулой бинома Ньютона. Мы 
знаем, что С„ — количество слов из п букв, 
среди которых А букв фип—# буква — можно 
найти по формуле 

с— п пи ).. ыы 

Аи! Е 

Например, 
а ь“ =а* 
поскольку 


+-4а* Ь--6ва? 5? +4 +м, 


С3 =С} = о =], 


4! 4! 
4, Сю ==6. 

Зиг а 

Биномиальные коэффициенты — числа С} — 
возникают и самых различных задачах комби- 
наторики. алгебры, геометрии, математическо- 
го анализа, теории вероятностей. Они связаны 
многочисленными красивыми тождествами; на- 
пример, из равенства СС '= С, (см. за- 
дачу 5) следует, что при всех натуральных 
пиЁ, ОЕ т, 

СЕНО +... + СС 

(для # =1 это — формула, с которой мы иачали 
статью). Более подробно об этих замечательных 


числах будет рассказаио в одном из следующих 
номеров журиала. 


С =} = 
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Прнложенне: Вычисление биноммальных 
коэффициентов на калькуляторе БЗ-34. 


При больших п вычисление биномиальных 
коэффициентов вручную — весьма трудоемкая 
задача. Ниже приводится программа для каль- 
кулятора Б3З-34*), позволяющая вычислить 
коэффициенты СХ для любого п< 334 н всех 
&< п (при этом точные ответы получаются при 
п 28; при больших п программа дает при- 
ближенные ответы®*)). 


®} Небольшие модификация позволяют приспо- 
собить программу к модели МК-54 и МК-61. 

** Верхняя граница 28 длЯ п и точность при- 
ближениых зкачений коэффициентов много лучше, 
чем для программы из известных справочинков 
В. П. Дьяконова или А. Н. Цветкова и В. А. Епанеч- 
никова. (ГТрим. ред.} 


После внесения программы в память следует 
перейти в автоматический режим (ГАВТ), виести 
число п в регистр Х и нажать кнопки В/О, С/П. 
После остановки высвечивается 1 — первый ко- 
эффициент. Затем нажатием кнопки С/П после- 
довательно п остальные коэффициенты 


пб С С, 

РИРЕ ое 15: 

00 ПА 08 1 16 ПВ 
01 ПО 09 + 17 СТ 
02 1 10 п 18 ЕЁ 
03 ПВ 11 ИПВ 19 20 
04 С/П 12 ИПО 20 = 
05 ИПА 13 х 21 05 
06 ИПО 14 ИП! 


А. И. Тулайков 
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Школа в «Кваитез 


©о 


ее 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Конус трения» 
предназначена восьмиклассникам, «Первый 


источних электрического тока» — девяти- 
классникам. «Дифракция волн» — десяти- 
классникам. 


Публикацию подготовил И. К. Белкин. 


Конус трения 


Если рассмотреть условия равнове- 
сия тела на наклонной плоскости, угол 
наклона которой можно изменять, то 
легко получить (сделайте это само- 
стоятельно), что тело начнет соскаль- 
зывать с плоскости при угле ‹ таком, 
что 


(=, 
где и — коэффициент трения тела 
о плоскость. Не кажется ли вам уди- 
вительным, что этот угол не зависит 
от массы тела? 

То же самое выражение для угла 4 
можно получить и другим, пожалуй, 
более простым способом. Но для этого 
надо предварительно познакомиться 
с понятием «конус трения». 

Пусть тело, которое можно считать 
материальной точкой, находится на 
шероховатой горизонтальной плоско- 
сти. Сила тяжести т’ прижимает тело 
к поверхности, и поверхность «откли- 
кается», действуя на тело силой нор- 


мального давления №. Если же к телу 
приложена также и некоторая гори- 
зонтальная сила, то со стороны цо- 
верхности появляется еще одна си- 
ла — сила трения. Пока величина 
горизонтальной силы не превышает 
максимального значения силы трения 
покоя РЁ. и.х = А!, ТеЛО ПОКОИТСЯ. При 
достижении этого значения тело начи- 
нает двигаться, причем поверхность 
действует на него препятствующей 
движению силой трения скольжения 
Рурк. ЕР тр. пах 52 М. 

Как сила нормальной реакции, так 
и сила трения порождаются поверх- 
ностью, поэтому можно говорить ‘о 
полной силе реакции поверхности. 
В случае, когда тело под действием 
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внешней силы (конечно, включающей 
в себя силу тяжести) движется вдоль 
поверхности (рис. 1), полная сила 
реакции есть 


—- — --> 
В —=М-НЕ трек. 
Эта сила на правлена под углом $ 
к нормали, который легко определить: 


Рутр.ск 


че — 


- ==и, у=атгое и. 


Угол ч называют углом трения. 
Будем теперь мысленно вращать 
—> 


вектор В вокруг нормали к поверх- 
ности, не меняя угла $ между ними. 
При этом вектор опишет конус (с уг- 
лом 24. при вершине), называемый ко- 
нусом трения. Он обладает следую- 
щим замечательным свойством. Какая 
бы большая по величине внешняя си- 
ла не прикладывалась к телу, если 
она лежит внутри конуса трения, тело 
остается в покое. Если же эта сила 
выходит за пределы конуса трения, 
то, какой бы малой она не была, тело 
начинает двигаться. 

В справедливости этого утвержде- 
ния убедиться нетрудно. Действитель- 


мо, пусть внешняя сила Е (см. рис. Г) 
приложена к телу так, что ее линия 
действия составляет угол и с нор- 
малью к поверхности. Тогда «сдви- 
гающая» тело вдоль поверхности сила 
равна Ёпи, а сила нормальной реак- 
ции равна Рсози. Таким образом, пре- 
дельно возможная сила трения покоя, 
удерживающая тело на месте, есть 


Рура тах 1 а созе. 


Пока сила Ё лежит внутри конуса 
трения, «< и, следовательно, Рапа< 


Рис. 1. 


Рис. 2. Рис. 3. 


< ЕВ фсоза. Тело при этом покоится. 
Однако как только угол и становится 
больше угла трения $, последнее не- 
равенство нарушается. Теперь трение 
уже не в состоянии удержать тело 
на месте, и оно начинает скользить. 

Вернемся к телу, оставленному в 
начале статьи на наклонной плоско- 
сти, и построим для него конус тре- 
ния (рис. 2). Внешней _силой здесь 
служит сила тяжести тя, направлен- 
ная вертикально вниз. Пока о, со- 
гласно сказанному выше, тело будет 
покоиться. Но как только угол и пре- 
высит угол ф — начнется движение. 
Поэтому мы сразу же получаем усло- 
вие начала соскальзывания тела с 
наклонной плоскости: 

фва>и, оагсви. 

Заметим, что понятием конуса тре- 
ния пользуются инженеры при расче- 
те той или иной конструкции. Так, 
например, даже при проектировании 
табуретки следует помнить о конусе 
трения. 

Представьте себе табуретку, ножки 
которой соединены с сидением шарни- 
рами (рис. 3). Конечно, в действитель- 
ности никто не станет так делать, 
однако такая система крепления по- 
зволит нам легче разобраться с ролью 
конуса трения. Поставим такую табу- 
ретку на пол так, чтобы угол а, ко- 
торый ножки составляют с нормалью 
к полу, был меньше угла трения ‹.. 
В этом случае как бы мы не нагружа- 
ли табуретку, ножки ее не разъедут- 
ся '— сила, с которой каждая ножка 
действует на пол, лежит в пределах со- 
ответствующего конуса трения. Если 
же угол о. сделать больше угла ‹, то 
сила, с которой ножка действует на 
пол, выйдет за пределы конуса тре- 
ния, ножки разъедутся и табуретка 
упадет. 

У реальной табуретки ножки соеди- 
нены с сидением не с помощью шар- 
ниров, в вклеены или вкручены в него. 


Однако если сделать так, чтобы угол а 
превысил угол трения $, то в месте 
соединения ножек табуретки с сиде- 
нием могут возникнуть значительные 
напряжения и табуретка сломается. 


Первый источник 
электрического тока 


Электрический ток даже в простей- 
шей электрической цепи может пока- 
заться несколько загадочным явле- 
нием. В самом деле, ток — это упоря- 
доченное движение электрических за- 
рядов, например электронов в метал- 
лическом проводнике. Упорядоченно 
двигаться их заставляет электриче- 
ское поле. Но, как известно, работа 
электростатического поля по замкну- 
той траектории равна нулю (а элект- 
рические цепи, в которых протекает 
постоянный электрический ток, всегда 
замкнуты). Тем не менее в цепи при 
прохождении тока совершается ра- 
бота. За счет этой работы, например, 
нагреваются проводники. 

Почему же в цепи существует элект- 
рический ток и ночему при его про- 
хождении совершается работа? 

И то и другое возможно только по- 
тому, что где-то в цепи действуют 
какие-то неэлектростатические силы, 
которые могут создать и поддержи- 
вать в цепи электростатическое поле и 
работа которых не равна нулю. Силы 
эти получили название сторонних сил. 
"То место в цепи, где они действуют, 
носит название (не совсем удачное) 
источника тока. 

Что это за сторонние силы и как 
они действуют? В качестве примера 
рассмотрим первый в истории хими- 
ческий источник постоянного тока. 
Его придумал я самом конце ХУПТ ве- 
ка итальянский физик Алессандро 
Вольта (1745—1827). Теперь этот 
источник называют элементом Воль- 
та. Он состоит из цинкового и мед- 
ного электродов, погруженных в ра- 
створ серной кислоты. 

Заметим, что медь и цинк состоят 
не из нейтральных атомов, я из по- 
ложительных ионов соответствующе- 
го металла и электронов, оторвавших- 
ся от атомов и ставших, как говорят, 
свободными. Следует иметь и виду, 
что и раствор кислоты состоит не из 
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нейтральных молекул воды (НО) и 
серной кислоты (Н.50.). Значитель- 
ная часть молекул Н-5О, в воде пре- 
вращается в три иона — два поло- 
жительно заряженных иона водо- 
рода Н* и отрицательно заряженный 
ион 302? с двойным зарядом: 
Н,5$0,-2Нт + 80:7. 

Посмотрим, что происходит, когда 
в такой раствор погружают электроды 
(см. рисунок). Начнем с цинка. 

При погружения цинка в раствор 
кислоты начинается химическая реак- 
ция взаимодействия ионов $0 и 
7п?“, в результате чего ионы цинка 
отрываются от электрода и переходят 
в раствор. При этом на электроде ока- 
зывается избыток электронов. и он 
становится отрицательно заряжен- 
ным. По мере накопления ионов 2? + 
в растворе некоторая их часть, при- 
тягиваемая электродом, возвращается 
обратно. В конце концов устанавли- 
вается динамическое равновесие: чис- 
ло ионов, покидающих цинк, равно 
числу ионов, возвращающихся в него. 
Но электрод остается заряженным от- 
рицательно, а раствор вблизи электро- 
да (за счет ионов цинка) получает 
положительный заряд. 

Появление дополнительных поло- 
жительных ионов около цЦинкового 
электрода вызывает перераспределе- 
ние уже имеющихся ионов внутри 
раствора. Часть отрицательных ионов 
из соседнего слоя перемещается бли- 
же к электроду, а часть положитель- 
ных ионов оттесняется в более уда- 
ленный слой. Подобные перемещения 
происходят во всех слоях раствора, 
вплоть до слоя, прилегающего к мед- 
ному электроду. Здесь происходит сле- 
дующий процесс. 

В отличие от цинка медь почти не 
растворяется в кислоте, то есть не 
посылает в раствор своих ионов. На- 
оборот, положительные ионы водоро- 
да из раствора, попадая на медный 
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электрод, отбирают у него свободные 
электроны и нейтрализуются. Медь 
становится положительно заряжен- 
ной, а раствор около нее приобретает 
отрицательный заряд. 

Таким образом, медный электрод 
в элементе Вольта образует положи- 
тельный полюс, а цинковый элект- 
род — отрицательный. Разность по- 
тенциалов между ними составляет 
приблизительно 1,1 В. 

Посмотрим теперь, что произойдет, 
если электроды соединить металличе- 
ским проводником. Свободные элект- 
роны во внешней части цепи (в про- 
воднике) начнут двигаться от цинка, 
где они имеются в избытке, к меди, 
где их недостает. Это означает, что 
во внешней части цепи возникнет 
электрический ток, направленный от 
меди к цинку. 

А что же в самбм элементе Вольта? 
Из-за ухода электронов с цинка рав- 
новесие между цинковым электродом 
и раствором нарушается, в результате 
чего дополнительное число ионов цин- 
ка будет переходить ня раствор, под- 
держивая тем самым отрицательный 
заряд электрода. А из-за прихода 
электронов на медный электрод боль- 
шее число положительных ионов во- 
дорода из раствора сможет нейтра- 
лизоваться на этом электроде. При 
этом положительный заряд меди тоже 
будет поддерживаться. 

Мы видим, таким образом, что в то 
время, как во внешней части цепи от 
цинкового электрода к медному дви- 
жутся свободные электроны, внутри 
источника движутся ионы: положи- 
тельные от цинка к меди и отрица- 
тельные от меди к цинку. Так в замк- 
нутой цепи осуществляется непрерыв- 
ный круговой процесс перемещения 
электрических зарядов, то есть элект- 
рический ток. 

Какие же силы совершают работу 
по поддержанию постоянной разности 
потенциалов между медным и цин- 
ковым электродами? Это так называе- 
мые химические силы, действующие 
внутри элемента Вольта. Другими 
словами можно сказать, что источни- 
ком энергии электрического тока слу- 
жит энергия, выделяющаяся при хи- 
мических реакциях между электрода- 
ми и раствором кислоты. 

Отсюда получается, что «источник 
тока» в действительности есть источ- 
ник энергии, за счет которой и со- 


верзшается работа по перемещению за- 
рядов по цепи, проявляющаяся, в 
частности, в нагреве проводников. 
Энергию, приходящуюся на единицу 
заряда, обходящего цепь, называют 
электродвижущей силой источника. 

В других источниках происходят 
другие процессы, действуют другие 
силы, но’ роль их всегда такая же 
как и в рассмотренном нами элементе 
Вольта. 


Дифракция волн 


Дифракцией называется огибание 
волнами препятствия, их проникнове- 
ние в область геометрической тени. 
Это одно из характерных явлений для 
волн любой природы. 

Особенно заметно дифракция прояв- 
ляется тогда, когда размеры препятст- 
вия сравнимы с длиной волны. Зву- 
ковые волны, например, имеют длину 
порядка метров, и их дифракцию об- 
наружить легко — звук можно услы- 
тать из-за угла. А вот у света длина 
волны составляет всего лишь доли 
микрометра, п в обычных условиях 
наблюдать дифракцию света трудно. 
Долгое время считалось даже, что свет 


всегда распространяется прямоли- 
нейно. 
Качественно явление дифракции 


волн объясняется с помощью прин- 
ципа Гюйгенса (*Физика 10», $ 38). 
Первую количественную теорию диф- 
ракции света построил французский 
инженер Огюстен Френель. В 1818 го- 
ду он представил свой *Мемуар о 
дифракции света» на конкурс, объяв- 
ленный Парижской академией наук. 
В следующем году этот мемуар был 
премирован, а позже напечатан в тру- 
дах Академии. 

Среди членов комиссии, которой бы- 
ло поручено рассмотреть мемуар Фре- 
неля, был известный ученый С. Пуас- 
сон. Основываясь на теории Френеля, 
Пуассон проделал расчет для двух 
частных случаев дифракции на раз- 
личных препятствиях, не разобран- 
ных Фревелем, и получил парадок- 
сальные результаты. В первом слу- 
чае расчет показывал, что в центре 
геометрической тени от небольшого 
шарика, поставленного на пути света, 
должно наблюдаться светлое пятно. 
Во втором случае получалось, что пос- 
ле прохождения света через круглое 


отверстие в центре 


дифракционной 
картины может появиться темное пят- 
но. Расчеты Пуассона были представ- 


лены как доказательство несостоя- 
тельности теории Френеля. Однако 
соответствующие эксперименты бле- 
стяще подтвердили все выводы фре- 
нелевской теории. Этот факт сыграл 
немаловажную роль для начала ши- 
рокого признания волновой природы 
света. 

Давайте и мы разберемся в явле- 
нии дифракции поподробнее. Рассмот- 
рим дифракцию света на круглом от- 
верстии в непрозрачной ширме. На 
рисунке 1 дуга АВС показывает фронт 
волны, испущенной точечным источ- 
ником света 5, в момент достижения 
волной пренятствия. Каждая точка 
фронта является, согласно принцииу 
Гюйгенса, источником вторичных 
волн, а их интерференция, по теории 
Френеля, объясняет дифракционную 
картину на экране 9. 

Чтобы рассчитать результат интер- 
ференции вторичных волн, например, 
в точке Р в центре экрана, применим 
метод, предложенный Френелем. 
Разобьем волновой фронт на зоны 
(зоны Френеля) по такому принципу: 
разность расстояний от крайних то- 
чек каждой зоны до экрана должна 
отличаться ровно на половину длины 
волны света: 


Ар-—Ко—=кКо—Гр=ЕБр—МРЬ—=мМоО— 
—вр-›./2. 
Для чего так поступают? Это позво- 


ляет воспользоваться известным свой- 
ством: волны, имеющие разность хо- 
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Рис. 2. 0) 


да в половину длины волны (нахо- 
дящиеся в противофазе), при сложе- 
нии гасят друг друга. Каждой точке 
одной зоны найдется соответствующая 
точка в соседней зоне, от которой вол- 
ны придут в точку Р в противофазе, 
а площади всех зон почти одинаковы. 
Поэтому действия соседних зон в точ- 
ке О (например, первой и второй, вто- 
рой и третьей и т. д.) практически 
уничтожают друг друга. | 

Теперь легко понять, при каких ус- 
ловиях можно наблюдать «парадокс 
Пуассона». Если в отверстии уме- 
‹цается точно четное число зон, то 
в центре экрана мы увидим темное 
пятно. За ним располагается светлое 
кольцо, затем темное и т. д. (рис. 2, а). 
На экране мы будем наблюдать систе- 
му чередующихся темных и светлых 
колец (но центральное пятно будет 
темным!). Если же в отверстии укла- 
дывается нечетное число зон, то ре- 
зультат будет обратным — в центре 
будет наблюдаться светлое пятно, 
окруженное чередующимися темными 
и светлыми кольцами. Дифракцион- 
ную картину от неболылого шарика 
(рис. 2, 6) попробуйте объяснить само- 
стоятельно. 


Ясно, что наблюдаемая дифрак- 
ционная картина будет четкой, если 
число зон Френеля невелико. Так, для 
видимого света с длиной ‘волны 
5. 10 ‘м при диаметре препятствия 
—1Т мм и расстояниях от препятствия 
до источника света и экрана —1 м 
на препятствии укладывается всего не- 
сколько зон. В таком случае на экра- 
не хорошо различимы чередующиеся 
светлые к темные кольца. При боль- 
ших размерах прелятствия (при мень- 
ших расстояниях) картина становится 
менее четкой. 

В наше время удается наблюдать 
дифракцию не только световых волн, 
но и более коротковолнового рентге- 
новского излучения, длина волны ко- 
торого составляет десятки ангстрем 
(1 ангстрем =1 А =10`' м). Создать 
препятствия такого размера искусст- 
венно очень трудно. Но вот если ва 
пути рентгеновских лучей располо- 
жить кристалл, в котором межатом- 
ные расстояния имеют как раз такой 
порядок, то возникнет дифракционная 
картина — лауэграмма (по имени 
немецкого ученого М. Лауэ, предло- 
жившего впервые в 1912 году исполь- 
зовать для наблюдения дифракции 
рентгеновских лучей кристалл). Лауэ- 
грамма состоит из пятен разной ин- 
тенсивности, расположенных регуляр- 
ным образом вокруг центрального 
пятна. Ее вид определяется характе- 
ром «упаковки» атомов в кристалле. 
Опыты по дифракции. рентгеновских 
лучей не только доказали волновую 
природу рентгеновского излучения, 
но и позволили выяенить геометри- 
ческую структуру различных кри- 
сталлов. 


Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс 
1. Четырехзначное число, залисанное после- 
довательио стоящими слева направо цифрами 


х, у. и. о. будем обозиачать символом хушо. 
Докажите, что если А и В — произвольные 
цифры, отличные от0, то 


АВВА—ВАВА=АВАВ — ВААВ. 
2. При каких значениях а система уравиений 


| 2х +ау==а +2, 


(а-+1)х-+2ву-=2а--4 
Бе имеет решений? 
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3. Найдите все тройки целых чисел х, у, 2, 
удовлетворяющие системе неравенств 

ху, уха, 27 <х. 

4. Докажите, что произвольный треугольник 
разбивается своими меднанами на 6: равновели- 
ких треугольников. 

5. Докажите, что в выпуклый четырехуголь- 
ник тогда и только тогда можно вписать окруж- 
ность, когда суммы длин противоположных 
сторон одинаковы. 

Девятый класс 

6. Найдите все целые л, при которых модуль 
трехчлена п*—7п+-10 является простым чис- 
лом. 

7. Докажите, что уравнение зщ х==х?-+- 
+х-Ё1 не имеет решений. 

8. Положительно или отрицательно число 
зт 10 000? 


{Окончанце см. на с. 55} 


— и 
поант 
для младших школьников 


Задачи 


1. Однажды я решил проехаться 
по кресельной канатной дороге. В не- 
который момент я обратил внимание, 
что идущее мне навстречу кресло име- 
ет номер 95, а следующее — номер 0, 
дальше 1, 2 ит. д. Я взглянул на 
номер своего кресла. Он оказался рав- 
ным 66. Проехал ли я половину пути? 
При встрече с каким креслом я проеду 
половину пути? 

2. Вот очень простая 
Гг--О—=Л—О=Вхо=Л—О=МШ—К=А 
Замените буквы цифрами так, чтобы 
получились верные равенства; при 
этом одинаковым буквам должны со- 
ответствовать одинаковые цифры, а 
разным — разные. 

3. Во флакон неправильной фор- 
мы налили некоторое количество жид- 
кости. Как, не имея никаких измери- 
тельных инструментов и других сосу- 
дов, узнать, занимает ли жидкость 
больше или меныше половины объе- 
ма флакона? 

4. Как найти центр нарисованной 
окружности, если в вашем распоряже- 
нии лишь карандаш и обычная линей- 
ка с параллельными краями (шири- 
на линейки меньше диаметра окруж- 
ности)? 

5. Дедушка с тремя внуками вы- 
шел прогуляться в парк. Встретив- 
шийся им дедушкин знакомый спро- 
сил, сколько каждому из них лет. Ва- 
ня сказал: «Я младше Пети и мне 
больше пяти лет». Нетя произнес: 
«Я младше Саши на 3 года». А Саша 
сказал: «Нам всем вместе в 3 раза 
меныше лет, чем дедушке, а вместе с 
дедушкой нам ровно 100 лет». 
Сколько лет каждому из внуков? 


Эти задачи нам предложили: А. П. Савин, 
Л. П. Мочалов, М. И. Лобак, А. И. Демидов, 
Н. К. Антонович. 
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Восстанови 
стертую фигуру! 


Кандидат педагогических наук 
И. Н. ИВАНОВА 


«Очередное занятие нашего кружка 
посвящено решению геометрических 
задач»,— сказал учитель.— «Эти за- 
дачи не совсем обычны — мы будем 
восстанавливать фигуры по некото- 
рым известным элементам. С подобны- 
ми задачами люди встречались еще в 
глубокой древности, когда им прихо- 
дилось восстанавливать границы 
участков, смытые в результате раз- 
лива Нила». 

Учитель показал ребятам осколок 
разбитой патефонной пластинки и 
предложил определить радиус этой 
пластинки (центр пластинки не сохра- 
нился, но сохранилась некоторая 
часть ее края}. 

Ребята вспомнили, что центр окруж- 
ности, описанной около треугольника, 
находится в Точке пересечения сере- 
динных перпендикуляров, проведен- 
ных к сторонам треугольника. Зная 
центр окружности, легко найти ее ра- 
диус. Поэтому для решения задачи 
с пластинкой можно использовать 
треугольник АВС, вершины которого 
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лежат на дуге окружности пластин- 
ки (рис. 1). 

«Вторая задача более сложная», — 
сказал учитель и нарисовал на доске 
треугольник А ВС. Он провел в нем ме- 
дианы и отметил их основания О, Е, Е, 
потом стер треугольник, оставив толь- 
ко основания медиан. Ребятам же 
учитель предложил восстановить тре- 
угольник. 

Первым поднял руку Петя. Он по- 
дошел к доске и соединил данные 
точки отрезками. Отрезки ДЕ, ОЕ и 
ЕЕ — средние линии в треугольни- 
ке АВС. А средняя линия параллель- 
на стороне треугольника. Это и дает 
ключ к решению задачи: через каж- 
дую из данных точек нужно провести 
прямую, параллельную непроходя- 
щей через нее средней линии, и в ре- 
зультате пересечения этих прямых мы 


получим искомый треугольник 
(рис. 2). 

*‹Хорошо!»,‚— сказал учитель. «Те- 
перь — третья задача». Учитель на- 


рисовал на доске остроугольный тре- 
угольник АВС, провел в нем две вы- 
соты АЁ и ВЕ. Затем снова стер 
треугольник, оставив точки Е. ЕР и 
часть основания — отрезок ММ. 
«Восстановите стертый треуголь- 
ник», — сказал учитель. Ребята заду- 
мались. Сережа соединил точки ЕЁ и Р. 
Как быть дальше? Если бы опреде- 
лить положение точек А и В — 
концов основания треугольника — за- 
дача была бы решена. «Что вы може- 
те сказать об углах АРВ и ВЕА?»,— 


обратился учитель к кружковцам. 
«Эти углы прямые»,— ответили ребя- 
та. Сережа догадался, что точки Е 
и Ё принадлежат геометрическому ме- 
сту точек, из которых отрезок АВ ви- 
ден под прямым углом. Таким гео- 
метрическим местом точек является 
окружность*), диаметр которой и есть 
АВ. Необходимо найти центр этой 
окружности. Он лежит на прямой 
ММ и на серединном перпендикуля- 
ре, проведенном к отрезку ЕЁ, то есть 
является точкой пересечения ММ и 
этого перпендикуляра (рис. 3). Опре- 
делив точки А и В, ребята легко 
нашли точку С. Задача решена! 
«Четвертая задача — самая труд- 
ная: нужно восстановить треуголь- 
ник по основаниям трех его высот». 
К доске снова вышел Петя. Он на- 
рисовал треугольник АВС, провел в 
нем высоты, отметил их основания: 
Н, Н›, Н.. Стер треугольник, сое- 
динил точки Н,, Н., Н. и задумался. 
Учитель посоветовал ему сделать от 
руки набросок, считая, что задача уже 
решена, и подсказал, что биссектрисы 
треугольника Н'Н>Нз принадлежат 
высотам треугольника АВС. Петя по- 
думал и доказал это утверждение. 
Он построил две окружности: с диа- 


*) Кроме точек А и В. 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


Рис. 4. 


метрами АС и АВ — и воспользо- 
вался свойством вписанных в окруж- 
ность углов (рис. 4; как рассуждал 
Петя?). После этого Петя снова все 
стер, быстро построил в треуголь- 
нике ИН.,Н. биссектрисы и через 
вершины Н,, Но, Н. провел прямые, 
перпендикулярные построенным бис- 
сектрисам. В пересечении он получил 
искомый треугольник АВС. 

В конце занятия учитель предло- 
жил еще четыре задачи для домаш- 
него решения. 

1. В треугольнике АВС из верши- 
ны А были проведены медиана АР 
и высота АН, а из вершины В — меди- 
ана ВЕ. Треугольник стерли, оставив 
только три точки О, Е и Н. Вос- 
становите треугольник. 

2. Нарисовали параллелограмм. За- 
тем его стерли, оставив середины трех 
его сторон. Восстановите параллелог- 
рамм. | 

3. Ланы точки М. М. К — середины 
трех равных сторон выпуклого четы- 
рехугольника. Восстановите четырех- 
угольник. 

4. Восстановите треугольник, если 
известны середины двух его сторон и 
прямая, на которой лежит биссектри- 
са, проведенная к одной из этих сто- 
рон. 
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Давление, объем, температура 


Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны, но для их решения не 
требуется знаний, выходящих 
за рамки школьной програм- 
мы. Наиболее трудные залачн 
отмечаются звездочкой. Нос- 
ле формулировки задачи мы 
обычно указываем, кто нам ее 
предложил. Разумеется, не все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. 

Решения задач из этого номе- 
ра можно отправлять не позд- 
нее 15 марта 1986 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/ 1, «Квант». 
В графе «Кому» напишите: 
«Задачник «Кванта» № Е — 
86» и номера задач, решения 
которых вы посылаете, напри- 
мер +М961, М№М962» или 
«ФЭ73.. Решения задач из 
разных номеров журнала нли 
по разным предметам (мате- 
матнке н физнке) присылан- 
те в разных конвертах. В пись- 
мо вложите коиверт с напи- 
санным на нем вашим адре- 
сом (в этом конверте вы по- 
лучите результаты проверки 
решении). Условие каждой 
оригинальной задачи, предла- 
гаемой для публикацян. прн- 
сылавте в отдельном конвер- 
те в двух экземплярах вместе 
< вашим решением этой зада- 
чи (на конверте пометьте: 
«Задачник +Квантаь, новая 
задача по физика» или е...но- 
вая задача по математнке»). 
В начале каждого письма 
просим указывать номер шко- 
лы н класс. в котором вы учи- 
тесъ. 
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задачник 
воанта 


Задачи 


мМ961 —М965; Ф973—Ф977 


№М961. На стороне АВ квадрата АВСО взята точ- 
ка ЕЁ, а на стороне Ср — точка Г, причем 
АЕ:ЕВ=1:2, СЕ =ЕО. Будут ли голубой и розовый 
треугольники (рис. 1) подобны? 

А. П. Савин. Н. А. Паравян 


М962. Докажите, что ни для какого многочлена 
Р(х)} с целыми коэффициентами не могут найтись 
такие различные целые числа ху, Хо, ..., Ха (ПЗ 
для которых выполнялись бы равенства Рих, = х>, 
Р1х-}= хз, .... Р!Ха_ ИЕ Ха, Риха}=хи. 

Думитру Раду (Румыния) 


М963. Три пары противоположных сторон шести- 
угольника параллельны. Докажите, что отрезки, 
соединяющие их середины, пересекаются В одной 
точке. | 

Т. Газарян (уч. 10 класса) 


№М964. Докажите, что в последовательности (а..) 
различных натуральных чисел, удовлетворяющих 
условию а.< 100п, найдется число, в десятичной 
записи которого 
а) встречается цифра 1; 
6) встречается 1986 единиц подряд. 

А. А. Столин 


№965. Дано шесть чисел а\ , а›, -... @в. Чтобы под- 
считать «в лобь сумму их попарных произведений 
а'а›-фа’аз +...раза, нужно затратить 15 умно- 
жений и 14 сложений. Покажите, как можно найти 
сразу сумму этих чисел, сумму их произведений 
по два, по три, по четыре и по пять, затратив всего 
15 сложений и 14 умножений. 

Н. Б. Васильев 


Ф973. Тело начинает двигаться прямолинейно из 
точки А и через время Т попадает в точку В 
а) с максимально возможной скоростью, 6) с мини- 
мально возможной скоростью; расстояние | А В | рав- 
но {. Найти скорости тела в этих двух случаях, 
если скорость в точке А и.=0 и ускорение тела 
—@ < а< 9. 

Д. А. Аколян 


$974. Определите период малых колебаний си- 
стемы, изображенной на рисунке 2; масса груза т, 
упругость пружины #, АОВ==. Стержень и блок 
считать гладкими, пружину невесомой. Пружина 
закреплена в точке А. Изменится ли период коле- 
баний, если в точке О также закрепить груз т? 

Л. Г. Маркович 


Рис. 3. 


\№е Ваус еп рибйобте 
Куапе$ сое ргоШетз еуегу 
топёВ (гот Че уегу Игги 
1з3ие ог ошг тадалше. ТВе 
ргоетз аге попапдаг опсз, 
Биё Нешг зхошИоп гедийез по 
убогтабой ошя4е {1е зсоре 
оГ Ме 0$$К 5есопдагу зсВоо! 
5УНабиз. Тве тоге аЙОсий 
ргоетз аге тагкей \ИВ а 
збаг (*). АМЦег Ме заюетеси 
о \\е ргоШет. ме изиаНу 
1141са{е уБо ргорозеа И №0 из. 
И #0ез миЧвошШ зауше Фа 
10 а (Тезе ргоШетзх аге 
Пг ру сабопз. ТНе зо опз 
оГ ргоетз #гот 15 ахие 
Сп Визиаи ога Еве$В) тау 
Ье розе@ по 1аюг ап Магев 
15%. 1986 0 Ше ГоЙомтя 
а44гез5: 05$5К, Мозсом. 
103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Квант®. 


$975. Между пластинами плоского конденсатора 
площадью 5, расстояние между которыми 4, дви- 
жется со скоростью & плоскопараллельная про- 
тяженная проводящая пластина толщиной &/2. 
Вдоль пластины перпендикулярно © действует 


постоянное магнитное поле с индукцией В. Опреде- 
лите напряжение на конденсаторе емкостью С, 
соединенном с пластинами так, как показано на 
рисунке 3. 

Е. А. Ромишевский 


‚ Ф976. Моль идеального одпоатомного газа пере- 


водится из начального состояния п конечное, как 
показано на рисунке 4. Определите подведенное 
газу тепло, если разность начальной и конечной 
температур равна \#=100 °С. 

С. М. Коршинов 


$977. На стене, плоскость которой отклонена от ' 
вертикали на 4,87° (рис. 5). укреплено зеркало. | 


С какого максимального расстояния человек, рост | 


Рис. 4. Рис. 5 


которого 170 см, сможет увидеть в зеркале хотя 


бы часть своего изображения? 
Б. Н. Кузнецов 


Рго]ет$ . 


М961—№М965; Р973—Р977 
№961. Ропиз Е ап@ Е аге сВозеп оп з1Чез АВ апа СО оЁ Фе 
зацаге АВСР гезресйуе]у зо 11аз АЕ:ЕВ=1:2, СЕ=ЕО. УШ 
{Ве Ыме апа рик и1апке$ оп Рав. Е № зипЧаг? 

А.Р. Завт. №. А. Рагавуап 


№М962. Ргоуе Шаф {Меге 13 по роупопиа! Р/Их) мИВ пцевег 
сос сАет15 Гог Шей опе сап ЙпЯ 4зипс иеЕФгВ №, .Х}...-Х а 
(п:.3) зайзГумя Ше гыаНоп 

Ры)=х. Вх. -... Ра, _и0=Х Вх )ЕХЬ. 
Дитиги Нади (Катата) 


№963. Тье оррозШе 514ез оЁ а Нехароп аге рагаПе]. Ргоуе 1Вар 

Те Ппез юцидя Тег пифройцз иметзес& а опе сотипоп ро. 
Т. Сагапапт (ТО Гогт рурй) 

№963. Ргоуе "РаЕ 1 13 роззЫе © Ипа. т апу зедцепсе {а} 0? 

злее паига! потегз зайзГуше (Не сопаюоп а„< 100 л. а 

питЬег мрозе Чесита]! ехрапз1оп сопн/тз 

а) {пе пей 1; 

Ь) 1986 Физ 1 т а гом. 


А. А. Зона 


№965. $1х питЪьг8 он а,, .... а, аге Пуеп. ш огдег © сотрше 
\Те зит о? 4Пех райгулзе ргодисёз аа,-а,а.-+...На.а, т Че 


„гос мау, 15 тиШрНсаНопа апа 14 а41Нопз аге гедииге4. ЗВоу; 


— 
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Р|еазс всп@ Ше во Иопз ой 
р№уз1с8 апа шаТетайсз ргоЪ- 
ет, аз меЙ аз ргоМеть {гота 
а екепф 135ез, иодег зерагаве 
соуег; оп 1Ше едуеюре мтИе 
{Бе мог: «КУАМТ’5 РКОВ- 
ГЕМ$» ап@ \1е пишЪБегя ой 
а Ще вофуе& ргоШетв; 1 уоиг 
}еЦКет епс1озе ап ипзбатрей зе {- 
аЧагезве епуеоре — ме зБаН 
изе И ® зепа уоц \е соггес- 
Чоп гезиНз. Аф е ап@ о? {Ве 
зсадепис уеаг ме зит пир Ме 
гезиИз 0Ё Ше Куапё ргоЫет 
соп{е5{. М уоз Вахе апа ог- 
пай ргоЫет {0 ргорове Гог 
рибЁсаНоп, реазе зеп@ № ®ю 
ив ипёег зерагайе соуег, т 1/0 
сори (т Кизчапог т Еп2131), 
зафибае Ще зо шоп. Од Ше 
спуеюре м7 МЕ\М’ РКОВ- 
ТЕМ 1% РНУ5$1С$ (ог МАТНЕ- 
МАТЕ$). 


М941. Дан правильный 
{ЧЕ 2)-угольник Аз Ау..-Аь 
с центром О. Докажите, что 
сумма отрезков, высекаемых 
углом А‹ОА,., ва прямых 
А, А», А.А» >. А+Ак- г. 
равна радиусу ОА‚, описанной 
окружности (ЧЕ 2)-угольни- 
ка, если а] =, 6) Е — любое 
натуральное число. 


Ак-Вь Ак. 1—Сь 


Бом Ш 13 роззИШе ю Япа Ше зит ой 4Незе питфег8, (пе зит о? 
{Тешг райгуйзе ргойис+з, оЁ а! {Тег ие, диадгире, ашиир!е 
рго$ис&8, изля ощу 15 ав! отз апб 14 шыИрИса опа. 


№. В. УачИго 


`Р97З. А 5014 Боду Бейтз 10 моче гесИ!пеа у Ггот {1е рот 


А апд ай ег Ите Т геасрБез рошё В а) а& тахИпа! роз Ые уе]о- 
сиу, 5) ай мпита} роззе уеосйу; Ме @13апсе Бебмееп А 
апа В 13 1. па Ме уеюсНу оЁ Ще Боду т 4Мезе (хо савев, 
# Ме уфосЦу аф Те ро А 1 0-20 ап@ \Ше асс@егаЧоп 
с оЁ Ще оду заиНез —аза<а,.. 

0. А. Акоруап 


Р974. Рреегпипе Ше регзо оЁ зта!Й озсШайопз ой {те вузет 
вНоул оп Р1Е. 2, р. 35; \Ме тавзз ой {1е Боду 183 т, Те @азису о? 
{Те зрыия 13 К, х АОВ=а. Тре гой ап с риЙеу аге аззите 
втоом, фе зрипя 33 мезВИезь. Тре зрим& 13 аМасвеа ® 
{Ве рошё А. МАИ “Ме решо4 ой овсШайойз сБапке Ш апоВег 
ме 85% т 13 Ихеа а\ ф1е ро О? 

[. С. Магкомсь 


Р975. А Иа сопдисипЕ ра оЁ Иысклезз 4/2 тоуез УМН 
уеосНу в Бемееп имо рапе р1а4ез 0 агеа 5, |оса{е@ 81 а 413 4апсе 
0? 4 {тот еасН офтег. А сопбапё шарпейс Пе о{ 1пдисНоп В 
2с{3 аЮп& Ше рез регрелёешау 40 5. Реегпипе {Ме уоНаде 
оп а сарасИо о? сарасфу С соппеефей 10 1йе р!а{ез аз зПоУп 
ол Е& 3, р. 35. 

Б. А. Нопизпера Ш 


Р976. Опе шое о? {4еа! топозотс &аз сВапкев гот #8 11а] 
в\зце Ю Цз цегиума1 опе аз зНоу7п оп ЕЕ 4. реегиите Ше амоци 
оЁ реа дует \ю 1Ъе паз, М 4Те 4:{етепсе Бебмееп \\е 114181 
зп феспииа! ютрегаге в 44-100 °С. 


$. М. Когзайипои 
Р917. А шитог 18 Яхев оп а ма! “ШИ {огтз ап эп]е оЁ 4.81° 
УИ Ще уегиса} (Ри. 5). Аз мрае махита] @13апсе {гот Ме 
ма 1 а регзоп о? еше 170ст Ъе ас {0 зее аф 185% рам 
о# Ш8 пихгог итаве? 

&. Р. Кихпе:з0е 


Решения задач 


№М941 — М9Э45; Ф953 — $957 


а, 6) Приведем решение сразу для общего случая. 

Обозначим рассматриваемые в задаче отрезки 
хорд через В.С., #=1, 2, В (В. =А., С, = Ана; 
см. рисунок}. Поскольку точки А. и А... 
1=1,2,..,Ё, а также Ашзги Аж, симметричны 
относительно прямой ОА,, хорды А Аз, 
А.А, ААА _ь,..., А.А, соответственно сим- 
метричны данным хордам А Ак. А, Аз, ... 
... АьА,-, относительно прямой ОА, и поэтому 
пересекаютее в точках О, В, В,, ..., В, и парал- 


лельны между собой. Следовательно, че- 
тырехугольники ОА. В, А), ВА. В.А... 
... Ву Ак В, А+, — параллелограммы и радиус 


данной окружности равен 
ОА, =В, А. =В, С, +С, А„=В, С, + А, В, 
=В, С, + В.А» _,=В, С, + В.С, + А»В. =... 
... == В С, В.С, +... + Ви Ак = 
=В, С, +В.С. +... + Ве Сь-,- ВьС., 
что и требовалось доказать. 


И. Ф. Шарыгин, 
В. Н. Дубровский 


№942. Числа 1.2.....2п—1,2п 
разбиты на две группы по п 
чисел в каждой. Пусть а < 
<а.<...< а. — числа пер- 
вой группы в порядке воз- 
растания, 6: >В; >...> 6 — 
числа второй группы в поряд- 
ке убывания. Докажите. что 
а, — В: | + [а СЫ: |+... 
..+| 


а. — 6. | ==: 


м943. Последовательность 
а,,а., ... задается правилами: 
а;.=0. при п [Ги а, =1. 
@4.+3=0 при п>0. Докажите, 
что эта последовательность не 
имеет периода. 


№944. Правильный  щшести- 
угольник разбит на 24 равных 
треугольника. как на рисун- 
ке 1. Во всех 19 узлах обра- 
зовавшейся фигуры записаны 
различные числа. Докажите, 
что среди 24 треигольников 
разбиения имеется по крайней 
мере 7 таких, в вершинах ко- 
торых тройкы чисел записаны 
в порядке возрастания прогив 
часовой стрелки. 


Заметим, что из двух чисел ах и 6бь одно всегда 
не превосходит п, а другое — больше п. -Действи- 
тельно, если, например, ал и Ап, то и все 
числа а, а. ..., аки 6», бьу ль --.› ©, не превосходят п. 
Всего мы получаем Ё-|(п ЕР Т)=п-ЕТ различ- 
ных натуральных чисел, не превосходящих п, что 
невозможно. Аналогично доказывается, что оба 
числа а, и 6. не могут быть больше п. 

Таким образом, каждое из слагаемых |а+ — 6, | 
в нашей сумме равно разности числа, большего п, 
и числа, не превосходящего п. Раскрывая модули 
и переставив слагаемые, получим 
а. — 6, | + |@- — 62 | +...+]а,—6.|= 
—и- И: 24... +л:— 142+... т = п 

В. В. Произволов 
Ф 


Доказательство проведем от противного. Пусть 


последовательность имеет период Т=2” - 4, где 4 не- 
четно. Если 9=4т +3, то при & 2р+2 


2—2. т=@р.2 Р+9: = @ 2 1 Ра: 
... = б-р -4т -32=@4:2*-2-24+т+8320. 
но в то же время 
@ 2 = ам а 
Противоречие. 

Если же а=4т - 1, то в проведенном рассужде- 
нии число Т надо заменить на число ЗТ= 
— 2? 14.3т -- Зь которое также должно быть перио- 
дом нашей последовательности. 


С последовательностью (а-} связана замечательная беско- 
нечная ломаная АА, А.... в равными звеньями, каждое из 
которых (изчиная = А, А-) составляет угол 90° с предыдущим, 
причем в вершине А, (п>1Т) ломаная поворачивает налево, 
если а.=1, н направо, если а,=0. Эта ломаная иазывается 
«главной ломаной дракона» (см. статью Н. Б. Васильева и 
В. Л. Гутенмахера «Кривые дракона» в «Квантее № 2 
за 1970 г.). 


Ю. В. Нестеренко 


Ф 

От каждой из сторон треугольников проведем 
стрелку, направленную влево от стороны, если 
двигаться по ней от вершины с меньшим числом 
к вершине с большим числом (рис. 2). Если числа, 
записанные в вершинах некоторого треугольника, 
возрастают при обходе вершин против часовой 
стрелки, то внутри этого треугольника находятся 
ровно две стрелки; если по часовой — то ровно 
одна (рис. 3). Пусть треугольников первого типа — 
п, второго — т(п- т=24). Поскольку общее чис- 
ло М стрелок внутри шестиугольника равно 21п-+-т, 
нам достаточно доказать, что №231 (тогда п= 
—=М№М- пт) >31 — 24 =1\. 


а<ьЬ<с 


№М945. Дана строго возрастаю- 
щая неограниченная последо- 
вательность положительных 
чисела,,@.,... Докажите, что 
Оля всех достаточно больших 
№ справедливо неравенство 


а, а? @с 
} ВА Не ‚<&-в 
а 
аз @з ОПеа: 
< — 1985. 


Ф953. Для точной подстройки 
частоты вращения диска 


электропроигрывателя (33 1 


оборота в минуту} на его 6о- 
ковую поверхность наносят 
метки, которые освещают нео- 
новой лампочкой с частотой 
100 вспышек в секунду. 

Каким должно быть число ме- 
ток. чтобы при номинальной 
скорости они казались иепо- 
движными? После отключе- 
ния двигателя силы сухого 
трения. начинают тормозить 
диск, и метки «побегут». За 
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Стрелки, отвечающие 30 внутренним отрезкам 
разбиения, заведомо лежат внутри шестиуголь- 
ника. Из 12 остальных стрелок, расположенных 
по контуру шестиугольника, хотя бы одна должна 
быть направлена внутрь. (В противном случае, 
обходя границу шестиугольника по часовой стрел- 
ке, мы каждый раз встречали бы все большее 
число.) Итак, М> 30 +- 1= 31. 

А. А. Берзиньш 


Ф* 
а), 6} Положим 
а, а? к 
$. = а, ше 52 тие 
и докажем, что при любом достаточно большом Е 
< Н— 1/2. 
Поскольку последовательность а! ‚ аз, ... неограни- 


ченно возрастает, найдется такое К’, что а! /ак< 1/2, 
тогда при всех Ё>К 
=) +1 —*=)+..+@— 


Ев, = ( ей 


а Чат 
а) —а, ‚ @: нк ЗИ ыы [3 1 41 -> 1 
Як "вы ег: Пе >ь Фет ак 2 


Применяя это утверждение к последовательности 


ансь аз. и. Получим, что при всех достаточно 
больших ^А, Е> т, 
@тьт ак 1 
$: — $ == ея Вии В 
Ту + Е 22-41 


Выберем теперь такое А,, что $,. <, —1/2, затем 
Е. >В, так, что 3». — $, < А, —Ё, — 1/2, затем Ё; >, 
так, что $, —3.. ВК, -— 1/2, и т. д. Тогда при 
любом #>#.. 

$45. — 5.) (3, — Зы, _И-[--- + ($, — 54, } < 


аи (в -) а 


1 1 : 
Зе —Е, — =)! — 5=й—п/2. 
Отсюда вытекают оба утверждения задачи: а) — 


при п=2, 6) — при п=2.1985. 
Л. Д. Куряяндчик 


Ф 
1 1 

За время 106 <= 5060 Мин диск успевает повер- 
1 1 1 

нуться на 5065" 33 тт оборота. Для того чтобы 


картина казалась неподвижной, нужно, чтобы за 
время между вспышками одна метка успевала 
встать на место другой. Значит, в нашем случае 
нужно взять п == 180 меток. {Строго говоря, можно 
было бы взять и 360 меток; и 540, ит. д., однако 
этого делать не нужно. Подумайте сами — почему. 
Подсказка: точность определения номинальной 
скорости диска —0,5-:1 %. И еще вопрос: как бы 
выглядела картина, если бы мы нанесли 90, 60 или 
45 меток?) 


первые 4 с мимо точки наблю- 
дения «пробегают» 10 меток. 
Через какое время диск оста- 
новится? Через какой проме- 
житок времени мегки +«побе 
гут» в другую сторону? 


Ф954. Декоративная квадрат- 
ная штора размером 1.5 Х 
Х 1.5 м висит на карнизе вдоль 
вертикальной стены. Нижний 
край шторы поднимают вро- 
вень с верхним. так что штора 
оказывается сложенной вдвое. 
и отпускают. Найдите зависи- 
мость силы. действующей на 
карниз. от времени. ШИтора 
тонкая. гладкая и имеет мас. 
су Зкг. 


= ——————ы—-——..-—Ы—Ш—щ =. ——_ 


«ос ань о ся мы опр пен ао ти сме то тт астма чья ел... 


ТП Иные рр а сп нии © вы ть еше в а таль в ыы в 


—ы=ы-—..—=——.--щщ-н.. 


После отключения двигателя диск начинает рав- 
номерно тормозиться {при сухом трении силы при 
торможении не изменяются по величине). За 4 се- 
кунды при номинальной скорости должно пройти 


400 меток, п диск зотетал» на 10 — значит, за это 
10 
время скорость диска упала на 2- 06 = 26 от но- 


минальной всличины. Следовательно, диск остано- 
вится через 4-20-80 секунд, а через 40 секунд 
метки «побегут» в первый раз в другую сторону. 

А. Р. Зильберман 


Ф 


Рассмотрим положение шторы спустя время Е пос- 
ле начала ее падения. Так как штора мягкая, то ле- 
вая ее часть свободно падает, в правая неподвижиа 
(см. рисунок). При этом в момент времени { левая 
часть движется со скоростью #{. Так как штора 
мягкая и тонкая, пренебрежем размером области 
перегиба и ее импульсом. Спустя небольшой интер- 


вал времени \{ затормозится еще часть шторы 
массой 


\т = — пм 
а: 2 
(4 — сторона шторы). которая до торможения 
имела импульс 
.м 
Ар=\т-её = Пов? > 
р # 7 Ей о 


Применим к этому куску шторы закон изменения 
импульса, чтобы определить силу Г.Ё:, действую- 
щую на него со стороны висящей части шторы 
(но третьему закону Ньютона точно такая же по 
величине сила будет действовать вниз на висящую 
часть шторы). Итак. 


ие. 
Те) — Ат. &= = (НИ з 
откуда 
Ти - те 
| . 1 ‚ 24 


Поскольку правая часть шторы неподвижна, сум- 
ма сил, действующих на нес, в любой момеит вре- 
мени равна нулю. Следовательно, в момент време- 
ни { получим 
т 
р - — Я вы 

Те 1 р | о [#3 
где №.!! — сила, действующая со стороны карниза 
на штору в момент времени &. 

Таким образом, 


ям | =-0. 


а о 


21 2 44а 
= _ |= 150 +109] нН 
(< = эл 0.3 с) 


С. С. Крот 
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ФЭ55. Смесь газов. состоящую 
из т. = 100 г азога и неиз- 
вестного количества кислоро- 
да. подвергают изотермиче- 
скоми сжатию при темпера. 
туре Т--74.4 К. График зави- 
сагмости давления смеси газов 
ог ее объема призеден на ри- 
гинке (в условных единицах}. 
Определите массу кислорода. 
Рассчитайте давление насы- 
шенных паров кислорода при 
этой температуре. 

Примечание. Т--744 К — 
это температура кинения 
жидкого азота при нормаль. 
ном давлении: кислород ки- 
вит при более высокой гемпе- 


ратире. 


Ф956. ВН одном из вариантов 
классического опыта. постав- 
ленного академиком И. К. Ки- 
копным. однослойная ворот- 
козамкнутая катушка индук- 
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————— == 


Обозначим характерные точки на графике. как 
показано на рисунке. При "У, давление смеси 
газов не меняется — это означает, что и кислород, 
и азот конденсируются, и давление равно сумме дав- 
лений насыщенных паров кислорода ри... к и азота 
Риас.а При Г-=74,4 К. Так как данная температура 
является температурой кипения жидкого азота, то 
Р,г..==р. — атмосфериому давлению (10’ Па). 
Изломы на графике в точках (У, р) и (И,, р.) 
свидетельствуют о фазовых переходах — конден- 
сации газов: если при ИУ< И. сконденсировались 
оба газа, то при У, ИИ. лишь один, а при 
И-> И. конденсации нет. Предположим, чго в точке 
(р., #; } конденсируется азот. Тогда кислород скон- 
денсировался в точке (У,.р.), имы можем записать 1 
систему уравнений 


Г 

Ре = Ринг». к + Вы, (1) | 
Р- == Рис. , ГР» } 
| 

| 


пр ло с вы ав 


(д -- — 5. 


где р, парциальное давленне азота в точке | 
("..р.). Поскольку на участке У, —У, азот нахо- 


дится лишь в газообразном состоянии, то из закона ; 
$ у, 

Бойля — Мариотта следует, что р.== рь я: Подстав- ; 
р : 

ляя это значение в (1) и поделив уравнения друг 
на друга (используя соотношения р, /р, =17:4, а; 
! 

| 


У, /И. =1/2), находим 
1 
Рас. «— $2: =17.кПа. 


Предположив, что в точке (Т., р. } конденсируется 
кислород, мы получили бы, как нетрудно прове- 
рить. рна‹. «== бро. Это противоречит тому, что кисло- 
род кииит при более высокой температуре — дав- 
ление насыщенных паров кислорода при Т-=74 К 
должно быть меньше р... 

Найдем теперь массу кислорода т,. Точка 
(р,. Г.) соответствует началу конденсации кисло- 
рода, то есть его давление равно рис. ‚ И весь кисло- 
род при этом находится и газообразном состоянии. 
В соответствии с законом Менделеева — Клапей- 
рона, 


ИГ, 


Жк ь 
где ци, — молярная масса кислорода. Для азота | 
конденсация начинается. п точке (р,. у, )., значит. | 


(2); 


Винс. „Из = 


т. 


р. == -- АТ, (3). 

Ах : 

где ц, — молярная масса азота. Поделив уравнение - 

р 7 1 
(2) на (3) и учитывая, что НИ 5 и ПРБаькЕЕ 


— 


р., определим массу кислорода 


тз==(8/21)т, = 38 г. 


® 


А. И. Буздинм 
Ф 
Ток Г в катушке в момент разрушения сверхиро- 


водимости найдем из условия сохранения магнит- 
НОГО ПОТОК&а: 


а а ре що 


(> -Н'Р в = о. 


ее ен т иена еее зоо тмин 


тивности Ё»-3-10 ‘° Гн из 

тонкой сверхпроводящей про- 
{ волоки подвешивалась на уп- 
; ругой ниги м магнитном поле, 
] направленном вертикально 
| вверх вдоль оси катушки {см. 

рисунок}. Нить подвеса а ис- 
ходном состоянии не закруче- 
на. сила тока в катцшке рав- 
на нулю. Индукция В магнит- 
ного поля медленпо увеличи- 
; валась от нулевого значения 
| де значения В. ==0.1 Тл. при 
| когором — сверхпроводимость 
| скачком исчезаза и проволока 
' переходило в нормальное со- 
Гетояние. Катушка при этом 
| закручивалась. Определите 
* максимальный угол закручи- 
‚ вания катушки. считая. что 

упругий момент нити пропор- 

ционален углу закручивания 
| {6 радивнохр коэффициент 
‚ пропорциональносги @ = 
}: =[0 'Н. м. Число витков 
| кагушки п=100. радицс виг- 
| ков В --1 см. масса катушки 
| М=10 г. Отношение заряда 
‚ Злекгрона к его массе равно 
те'т = 1.76.10" Кл кг. 
| 
р 


Фу51. Расиространение корот- 
: кых радиоволн в верхних сло- 
: ях атмосферы Земли (ионо- 
сфере! можно описывать зако- 
нами геометрической оптики, 
асли принять. что показатель 
преломления п для радиоволн 
меньше единицы и изменяет- 
ся с высотой Н от поверхности 
Земли так. как ноказано на 
рисунке 1 (Эля некоторой ча- 
стоты у). На спутнике. летя- 
щем на высоте #-=200 км, 
установлен радиопередатчик, 
излучающий радиоволны час- 


тоты х равномерно по всем 
маправлениям. Пренебрегая 
поглощением радиоволн в 


ионосфере, оцените долю из- 
лучаемой передатчиком мощ- 
носги. которая уносится ра- 
диоволиами за пределы зем- 
ной атмосферы. При оценках 
поверхность Земли считать 
плоской. а отражение радио- 


р ре пе а ия Г ВЫ ао еще $ 


волн от нее — зеркальным 
и без потерь. Примеча- 
ее ла 


где (›-= РГ — собственный магнитный поток, „„ — 
поток, созданный внешним полем. Отсюда 

5лВ., лА`пВ, 
= о. 

Пусть этот ток создан движением М электронов 
по виткам катушки. Тогда 


м 
— 1 
1 эк“ 
где е — заряд электрона, г — скорость упорядо- 


ченного движения электронов. 
Суммарный импульс всех электронов 


т 
р—= Мто = 24 В = 


Этот импульс при исчезновении тока передается 
катушке. Обратим внимание на то, что в данном 
случае задача о передаче вращательного импульса 
сводится к задаче о передаче линейного импульса. 
В приведенной формуле под р нужно понимать 
арифметическую сумму импульсов всех электронов, 
равную (после исчезновения тока) арифметической 
сумме импульсов всех элементов катушки. Катуш- 
ка приобретает после исчезновения тока кинетиче- 
скую энергию 
Ек=р’,2М. 

Угол закручивания нити найдем из закона сохра- 
нения энергии: 


р” р Оч 

МЕ 
откуда 

2л:А“п?В. _ 
с Ре зе: 2. - = 1,2. Ю ' рад. 
АХО ты МС 
т 
С. М. Колел 

Ф 


Среду, в которой показатель преломления зави- 
сит только от высоты, можно разбить на тонкие 
плоские слои, в пределах каждого из которых 
показатель преломления можно считать постоян- 
ным. Рассмотрим ход луча в двух соседних слоях 
с показателями преломления л. и п... Пусть в 
одном слое угол падения луча на границу раздела 
слоев равен и, а в другом — « | (рис. 2). По закону 
преломления 


ПВ. а | ти 


п. лы 


откуда 
п... та, =. щи. 

Таким образом, произведение показателя про- 
ломления на синус угла падения при переходе от 
слоя к слою не меняется и остается постоянным 
для всех слоев, через которые идет луч. 

На рисунке 3 сплошными линиями показан ход 
лучей, уходящих за пределы атмосферы, а пунк- 
тирными — отражающихея от ионосферы. 

Рассмотрим сначала луч, испущенный со спут- 
ника вверх нод углом и к вертикали. Обозначим 
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ние. Телесный угол конуса через п(Н} и а(Н) показатель преломления и угол 

с углом при вершине В равен падения для произвольной точки траектории луча. 

@—2л (1—0 ). Этот луч уйдет за пределы атмосферы, если во 
всех точках его траектории угол падения будет 
меньше 907. то есть 

эт ц (Н) < зт 90° ==1. 


Так как по эт и==п (Н)-зт а (Н), то 
По -зт а 1 
п(Н) т 


| ({п‚—0,5 — показатель преломления на высоте 
780 ? р 

' у 200 км (см. рис. 1)). 
} Поскольку минимальное значение п(Н) равно 
п.в20,3 (см. рис. 1), то луч выйдет за пределы 
атмосферы, если 

Е п д 

зта- "8 -0,6. 
Па 

Итак, при углах, меньших ал =агсзт 0,6, лучи 
выйдут за пределы атмосферы. Углу а» соответ- 
ствует телесный угол 

20—21 (1—60$ чи). 

С учетом отражения от Земли за пределы атмо- 
сферы уходит излучение в телесном угле 20. Доля 
излучаемой мощности, которая уносится за преде- 
лы атмосферы, 


=1—-<0$ аь. 


Так как с0$ аи =0,8, то ц=0,2. 
В. И. Чивилёв 


респондентам, прежде всего школьникам; с 

Из писем большим интересом мы изучаем также письма 
Е учителей, ‹ руководителей — математических 
читателеи кружков, прбсподанателей вузов, студентов, 


научных сотрудников, всех любителей матема- 
тики, увлекающихся решением математических 
задач и их созданием. К сожалению, далеко 


«Задачник Кванта» по математике получает 
много писем от читателей журнала я реше- 
ниями задач, комментариями и дополнениями 
к опубликованным решениям, новыми зада- 
чами. Мы стараемся отвечать всем нашим кор- 
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не все интересное в этих письмах может умес- 
титься в публикациях «Задачникае; ниже мы 
упомянем лишь несколько писем, пришедших 
за последний год, — а всего их было несколько 
тысяч. 


хех 


Пожалуй, первая задача 1984 года М841 — 
в ней требовалось доказать, что произведение 
Элин отрезков. на которые гипотенуза прямо- 
угольного треугольника делится точкой каса- 
ния вписанной в него окружности. равно пло- 
щади этого треугольника, — оказалась ие толь- 
ко одной из самых простых, но и получила 
наибольшее число различных решений. Кроме 
опубликованного в «Квантеь № 4 за 1984 г., 
приведем еще одно, присланное Л. А. Штейн- 
гарцем (руководителем математического 
кружка Тбилисского дворца пионеров), — по 
принципу древних «смотри!» (рис. 1); площадь 
треугольника АВР равна площади прямоуголь- 
ника ОЕШРГ, поскольку треугольники одииако- 
вого цвета равны, то есть АТ- ТВ=ОВ . ОР 


=$ длвь=Зл АВС* 


+$* 


В связи ю поставлениыми в решении задачи 
№810 (Квант, 1983. № 9, с. 46) вопросом об 
оценке площади наибольшего прямоугольника. 
вписанного в произвольную выпуклую фигуру 
площади $, Е. М. Гольберг (Ленинград) за- 
метил, что сравнительно нетрудно поместить в 
такую фигуру два прямоугольника, сумма пло- 
щадей которых не меньше 5/2 (рис. 2); для 
этого достаточно описать вокруг данной фигуры 
прямоугольник КЬММ, стороны КГ, и ММ кото- 
рого касаются ее я наиболее удалениых друг 
от друга точках А и В фигуры (отрезок АВ 
называется «диаметром» фигуры), и провести 
параллельные АВ отрезки 2, М, и К.М№, так, 
что Ар. =, АКВА (докажите, что пло- 
щадь каждого из розовых прямоугольников 
не меныше половины соответствующей части 
фнгуры, разделенной диаметром АВ). А. Б. Хо- 
дулев (Москва) доказал, что в любую выпук- 
лую фагуру площади $ можно вписать прямо- 
угольник площади не меньше 512, но его докя- 
зательство ие вполие элементарно и сяишком 
длинно, чтобы привести его здесь‚,— мы пред- 
лагаем любителям геометрических неравенств 
поискать простое доказательство этой теоремы 
и возможных ее вариантов или обобщений, 
прежде чем публиковать заметку на эту тему. 


хз 


Всвязи с задачей М839 (Квант, 1983, № 12, 
с. 3$) десятиклаесник (теперь уже студент} 
Л. Вертгейм из Новосибирска прислал нам 
ряд интересных результатов о последователь- 
ности а, определяемой условиями: а, —1, @,=2, 
а, — наименыцее из натуральных чисел, не 
образующих тройку членов арифметической 
прогрессии с предыдущими мн большее а, 
(при #>-2): 1, 2, 4, 5, 10, 14, 13, 14, 28, 29, ... 
В частности: Чт. 24 ==” 4-1; ао, = 
=а2,_,-1; если и нечетно, то чтобы иайти 
Я» достаточно запиеать п п двоичной системе, 
а прочитать — в троичной (например. 
110==1011,, аи=1011:=31); любое натураль- 
ное число можно получить как сумму двух 
(нс обязательно различных) чисел а,. 

Правда, все это не решает более трудный 
вопрос: каково наименьшее (для данного п) 
число 6, такое, что из отрезка натурального 
ряда от 1 до 6, можио выбрать и чисел, ие 
содержащих тройки членов арифметической 
прогрессии,— получается лишь оцеика сверху: 
в„=а,=с- пе: 


[о 


уж» 


Новый результат в похожей на М839 за- 
даче +о разновесахь (Квант. 1981, № 12, с. 34) 
сообщил нам В. Д. Яковлев из Сыктывкара: 
ему удалось построить пример, улучшающий 
известный (считавитийся кандидатом пи +абсо- 
лютные чемпионы»), приведенный в «Кванте». 
Вот этот пример: последовательность В» за- 
дается для п20 так: 0, 2, 3, 4, 8, 14, 25, 471, 86, 
164, 314. 603. 1159: тогда числа В.2— В», 
п-=0, 1. .., 11, образуют «систему разнове- 
сов» — любые две подсуммы этих 12 чисел 
различны. Так что и п этой задаче окончатель- 
ного результата пока нет. 


+ ** 


Пожалуй, наиболее иптересным из писем, 
связанных со старыми задачами, разобранными 
в «Кваитех, было в этом году письмо В. В. Про- 
изволона (Москва), которому удалось найти 
значительно более короткое, чем опубликован- 
ное в статье «Знкача о числах в таблице» 
(Квант. 1971. № 12. с. 24), доказательство 
сяедующей теоремы: в таблице пХ п клеток, где 
расставлены числа 1. 2, .... п’, найдутся две 
соседние (граничащие по стороне) клетки. раз- 
ность чисел в которых не меньше п. Вот это 
доказательство. 

Пусть Е — наибольшее из п нанменьших 
чисел в строках таблицы, т — наибольшее из п 
наименыних чисел в ес столбцах; будем счи- 
тать, что А т. В каждой строке найдется число. 
не превосходящее А. и число, большее И (иначе 
нашлась бы строка, в которой все числа не 
болыше #й. самого Ё в ней быть не может. п 
тогда было бы т). Возьмем п 2-й строке пару 
еосединх чисел а, и В, такую, что а; й-ф,. 
Среди них мы найдем нужную. поскольку хоть 
одно из чисел В., Б., ... 6. не меньше #4 Ё. 


Н. Б. Васильев 
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Полупроводниковые элементы вычелительной техники 
№ 
У. Элементарные логические 
операции 


Доктор физико-математических наук М. Е. ЛЕВИНШТЕИН. 


кандидат физико-математических наук Г. С. СИМИН 


В предыдущих заметках этой рубрики (см. «Квант», 
1985, № 9—12) мы рассмотрели устройство, принци- 
лы действия и способы изготовления транзисторов — 
основы современных ЭВМ. Для того чтобы понять, как 
с помощью траизисторов в ЭВМ осуществляются про- 
стейшие действия, нам потребуется сегодня разговор 
об элементарных логических операциях. 

..Вы входите в вестибюль современного 16-этажного 
дома. Перед вами двери двух лифтов и одна-един- 
ственная кнопка в стене. Вы ее нажимаете и по све- 
товому табло над дверью видите, как один из лиф- 
тов начинает к вам спускаться. По дороге кабина оста- 
навливается — слышен шум открывающихся и закры- 
вающихся дверей — в лифт кто-то вошел. Кабина 
возобновляет движение. Наконец, двери лифта откры- 
ваются. Кто-то выходит... Все зто так привычно, что 
практически не задерживает внимания. 

А теперь представьте себя на месте инженера, кото- 
рый должен спроектировать электронную схему, управ- 
ляющую движением лифта. Эта схема должна уметь 
решать множество задач. 

«Если кабины не заняты я нажата только одна кноп- 
ка — послать к данному этажу ту кабину, которая 
ближе. Если обе кабины на одном этаже — послать ту, 
которая потребляет меньше энергии.» 

«Если в кабине пассажир и он нажал кнопку дан- 
ного этажа, а на другом этаже также нажата кнопка, 
причем лифт едет не вверх, а вниз, а второй лифт 
не занят, нли, если во втором лифте также пассажир...» 

Попробуйте представить себе всю совокупность 
логических задач, которые могут быть поставлены перед 
электронной схемой при наличии 16 этажей и двух 
лифтов, и вы убедитесь, что даже такой простенький 
«процессор» должен уметь справляться с очень не- 
простыми проблемами. 

Попытавшись такой процессор спроектировать, вы ра- 
но или поздно убедитесь в следующем. Составляя ло- 
гическую схему, удобно на время забыть о свойствах 
того прибора, который служит элементной базой вашего 
процессора, и считать, что в вашем распоряжении 
имеются элементарные логические ячейки — элемен- 
тарные схемки, умеющие реализовывать логические 
функции «Иь, «НЕ», «ИЛИ». 

Чем сложнее функция процессора, который должен 
быть спроектирован, тем более эффективен такой под- 
ход. Для ЭВМ, которая должна решать задачи и тысячи 
раз более сложные, чем устройство управления лиф- 
том, только он является оправданным. 

Разумеется, совсем забыть о свойствах элементной базы не 
удается. Рано или поздно встанет множество вопросов, решение 
которых определяется именно параметрами того конкретного 
элемента,— злектромагнитного реле, транзистора, выключате- 
ля и т. д.— на котором построены логические схемы. Как 
быстро срабатывают логические ячейки? Какую мощность они 
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Самые первые идеи создания 
программируемой автомати- 
ческой цифровой вычисли- 
тельной машины выдвинуты 
более 150 лет назад. Они 
принадлежат англичанину 
4. Бэббиджу. человеку фе- 
номенальных — способностей, 
чьи идеи на сто лет опере- 
дили время. Более 30 лет. 
начиная г 1812 года. Бэббидж 
работал над изготовлением та- 
кой машины. «Элементной ба- 
зойз машины Бэббиджа слу- 
жили вцифровые» колеса с 
различным числом зубьев. 
Часть машины Бэббиджа хра- 
нится в научном музее в Лон- 
доне. {Подробно с Ч. Бэббидже 
можно прочесть в «Кванте», 
1985. 2№ 10 в статье «Исто- 
рия рождения компьютера*.) 


Английский философ и ма- 
тематик Дж. Буль разра- 
ботал в 1854 годи алгебру ло- 
гики. которая впоследствии 
стала теоретическим фуноа- 
ментом современных ЭВМ. 


Основой этой алгебры, кото- 
рая теперь называется е«буле- 
вой», являются любые вели- 
чины, принимающие только 
два значения: «да» — «нет». 
*0»› — 619, евключено» — 
«выключено» ит. 0. 


Глубокую ш принципиальную 
взаимосвязь булевой алгебры 
и двоичного характера клю- 
чевых электронных элементов 
установил известный амери- 
канский математик Дж. фон 
Нейман. Идеи Неймана зало- 
жили основы однородных 
ЭВМ. состоящих из большо- 
го числа идентичных элемен- 
тарных логических схем, дей- 
ствующих по двоичному прин- 
ципу. Нейман доказал, что, 
используя схемы «НЕ». 
«ИЛИ». «И», можно создать 
все основные узлы ЭВМ. 


Крупный вклад в алгебра- 
ическую теорию автоматов 
внес известный советский ма- 
тематик академик В. М. Глуш- 
ков. Важные результаты по- 
лучены им в теории цифро- 
вых автоматов, и области при- 
ложений вычислительной тех- 
ники, в разработке новых 
принципов построения малых 
ЭВМ. 


Операции Соответствующие 
булевой алгебры логические схемы 
Логичаское 
спожение 


С=А+В (АилиВ) 


Логыческое 
умножение 


С=А-В (Анв)} 


Логическое 
отрицание 


ВЕА (+А) 


Таблица логических операций. 


потребляют? Сколько стоит логическая схема? Насколько на- 
дежно она защищена от помех? И т. д. 

Но пока вы проектируете ‘логику процессора, обо всех этих 
вопросах можно не думать. Логнческая схема, построенная 
с нспользованием логических ячеек типа «И», «ИЛИ», «НЕ», 
является универсальной; она не зависит от того, на каких 
элементах реализованы логические ячейки. 

Что же представляют собой логические ячейки? 

Это электронные схемы, на входах и выходах 
которых напряжения могут принимать только два впол- 
не определенных значения. Одно из этих значений 
называется логическим нулем, второе — логической еди- 
ницей. Эти два значения напряжения обозначают, соот- 
ветственно, И‘и И: (*0» и +1»). 

Логические ячейки типа «ИЛИ» (схемы логического 
сложения) имеют два или более входов и один вы- 
ход. Если хотя бы на один из входов поступает сиг- 
нал ‹]., на выходе также появляется «1». Условное 
обозначение схемы «ИЛИь показано в первой строке 
таблицы логических операций. Входы схемы обозначены 
буквами А и В. Сигнал на выходе обозначается (А-В). 

Логические ячейки типа «И» (схемы логического ум- 
ножения) также имеют один выход и два или более 
входов. Сигнал +1» на выходе ячейки появляется в том 
и только в том случае, если на всех входах ячейки 
также действуют сигналы +1». Если хотя бы на одном 
из входов действует сигнал +0», то на выходе уста- 
навливается сигнал ‹0». 

Логические ячейки типа «НЕ» (их называют также 
инверторами или схемами «логического отрицания») 
имеют один вход и один выход. Если на вход посту- 
пает сигнал +1», на выходе появляется +0», и наоборот. 
если на входе действует +0», на выходе устанавли 
вается *1ь. 

Логические операции сложения, умножения и отри- 
цания подчиняются определенным правилам, устанав- 
ливаемым так называемой алгеброй логики или 
булевой алгеброй. 

Манипулируя только логическими операциями +И», 
«ИЛИ», «НЕ, (иногда в очень сложных сочетаниях), 
можно, оказывается, осуществить любые действия, 
позволяющие ЭВМ принимать решения, управлять, пе- 
рерабатывать информацию и т. п. 

Примеры простейших логических схем. построенных 
на транзисторах, мы рассмотрим в следующей заметке 
нашей рубрики. 
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Искусство программирования 


Поиск 

в упорядоченной 
совокупности 

и упорядочение 


Доктор физико-математических наук 
С. А. АБРАМОВ 


Выигравшие номера упорядочены в 
лотерейных таблицах по возрастанию. 
Упорядоченность облегчает проверку 
билетов: если бы номера не были упо- 
рядочены, то проверка могла бы по- 
требовать сравнения номера вашего 
билета со всеми номерами, содержа- 
щимися в таблице. Точно так же сло- 
варный порядок облегчает поиск сло- 
ва в словаре или в справочнике. 

Нас будет интересовать алгоритм 
наиболее быстрого поиска элемен- 
та В в упорядоченной совокупности 
а', ..., ая. Прежде чем заниматься этим 
алгоритмом, примем три соглашения. 
Во-первых, мы предположим, 
что а,, .... аа 6 — это целые числа. 
Работая со словарем, мы имеем дело 
не с числами, а со словами, но это не 
играет принципиальной роли: меня- 
ется только техника каждого сравне- 
ния, а не число сравнений. Во-вто- 
рых, мы считаем, что найти элемент 
совокупности @,,..., а, Обладающий 
некоторым свойством, — значит опре- 
делить индекс 1,..., п этого элемента. 
В-третьих, мы не будем исполь- 
зовать никакие другие исследования 
значений аи. ..., а». 6, кроме проверок 
справедливости неравенств вида 

х—у (х, УЕ Та -.-, @», 6). (1) 
Эти ироверки будем называть срав- 
нениями. 

Пусть а, <..<а»ь. Для В имеется 
п+1 возможность: за, а <ё= 
а... ..., д - а», а, 6. Реше- 
нием задачи поиска места числа Б 
среди а,, .... аа будем соответственно 
считать одно из чисел 1, 2, ..., п, ПТ. 
Заметим, что по результату любого 
сравнения а.<6 1<%3<п1п+41) мы 
сразу определяем, лежит ли решение в 
диапазоне от 1 до $ или же в диапа- 
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зоне от $-+Т до л-+1. Если само $ 
находится примерно посередине меж- 
ду Ти п- 1, то сравнение а;<6 су- 
жает диапазон поиска примерно 
вдвое. Этот прием можно применять 
многократно. Получается следующий 
алгоритм А,, который иногда назы- 
вают алгоритмом деления пополам: 


| Алгоритм А: взять первоначально Тип +1 
`° в качестве границ поиска; далее. до тех пор, 
‚ показ грапицы не совпадут, шаг за шагом 
сдниезть эти границы следующим образом: 
сравнить А са. где $ — целая часть среднего 
арифметического границ; если а. 2 $, то за. 
менить прежнюю нижнюю границу на $ +1, 
оставив в"рхнюю без изменеиия, иначе, 
астанить без изменения нижиюю границу, 
и норхнюю ламенить на 5. Когда границы 
хонпалут. став равными некоторому числу #, 
мыполнение загоритма закоичится с резуль- 
татим {. 


зить так: если среди чисел @,,..., аз 
есть равное 65, то выполняется равен- 
ство аг == 5; если равного 6 нет, то { ука- 
зывает, на какое место следует поста- 
ВИТЬ 6, коль скоро мы хотим ВКЛЮЧИТЬ 
его в упорядоченную совокупность 
а: , ..., ав: 

Пусть а, =2, а. =3, аз =5, а, =9, 
а. =11, а; =23, а. =28. При поиске 
с помощью А, места числа 16 границы 
поиска будут меняться следующим 
образом: 1,8; 5,8; 5,6; 5,5. Решением 
задачи поиска места будет число 5. 

Задача 1. Предположим, что среди чи- 
сел ат, ..., а, могут быть равные между собой, 
то есть а <а.=..=а.. Каков смысл резуль- 
тата применения алгоритма А, ка,, ..., а. и 6? 

Теорема 1. Число сравнений, 
требуемое алгоритмом А, для поиска 
места числа В среди а,,... ан. есть 
ГПюй2 п+ 1 '— наименьшее целое 
число, большее или равное 1085 (п 1:. 

Доказательство. В ходе выполнения 
алгоритма А; каждое сравненне влечет изме- 
нение зерхней или нижней границы. Расемот- 
рим изменение количества целых чисел, лежа- 
щих в пределах этих границ. Если до измене- 
ния границ это количество было равно М и для 
некоторого т>>0 выполиялось 2" М2" ', 
то после изменения границ оно при четном № 
станет равным №/2. а при нечетном — {М — 1/2 
или |М 1 Н/2. Легко проверить, что для нового 
количества будет иметь место 2“ ' < № 5 2". 
Это показывает, что Г1об: № '=' 108: М 1-1. 
Если‘ Тю. №' '>>0. то границы еще не совпа- 
дают и выполнение алгоритма продолжится; 
если же‘ 1ор. №’ *=0, то выполньние закончит- 
ся. В пределах первоначальных границ | и 
п+1 лежит п--1 целое число. Следовательно, 
общее число сравнений есть | 10:1 +1 

Теорема 2. Для произвольного 
алгоритма А, поиска места элемента 


можно подобрать такие начальные 
данные а,, ..., а., 6, что применение к 
ним алгоритма А потребует не менее 
Гров- (п 1) ‘сравнений. 

Доказательство. В качестве @,,..., а- 
возьмем любые целые числа такие, что 
а, <...< а. в качестве Б будем поочередно брать 
а! ,.... а, а. 1. Применение А,к этим вариантам 
начальных данных должно давать соответ- 
ственно числа 1,....п--1. Результаты сравне- 
ний, выполненных в ходе применения Ак любо- 
му из этих вариантов, могут быть записаны 
в виде последовательности слов +«дё» и знетх. 
Для исследования значений а,, ..., ва и различ- 
ных & используются только сравнения вида (1). 
Поэтому, если применение А; к начальным дан- 
ныма,, .... @ „. В потребовало ровно К сравнений, 
притом Ё первых сравнений в ходе применения 
Агк другнм начальным данным а, --.@,„, 5” 
далн те же самые результаты, то дальнейшее 
применение А, к а., ..., а», 6° уже не потребует 
сравнений, и итог будет тем же самым, что и 
для начальных данных а@1,...,а., Ь. Следова- 
тельно, среди получившихея последователь- 
ностей слов «да» и знет» нет совпадающих 
и ни одна не является началом другой. Пусть 
{ — число элементов п самой длинной из этих 
последовательностей. Общее число последова- 
тельностей, то есть п +1, не превосходит числа 
всех последовательностей длины [, то есть 2'. 
Итак, л--1< 2’ нк {>1082 ии Так как { — 
целое чнсло. то {2 106 (п) \ 


Сопоставление двух доказанных 
теорем показывает, что не существует 
такого алгоритма поиска места эле- 
мента, который для любых начальных 
данных требовал бы меньше сравне- 
ний, чем алгоритм А, . В этом смысле 
А, является оптимальным (наилуч- 
шим) алгоритмом. 


Задача 2. Пусть а, <...<а» и среди чи- 
сел а... а, есть число, равное 6. Требуется 
найти 1, для которого а, =6. Приведите такой 
алгоритм решения задачи, который требует 

` 108: п 1 сравиений. Докажите, что этот алго- 
ритм оптимален. 

Задача 3. Рассмотрим два алгоритма вы- 
бора наименьшего из неравных чисел. Первый 
алгоритм: найти меньшее из первых двух чисел 
и, сравнив его с третьим, опять взять меньше, 
сравнить к четвертым и т. д. Второй алгоритм 
({«кубковая» ИЛИ «олимпийская» система): раз- 
бить числа на лары, меньшее из каждой пары 
пропустить в следующий тур. Если одиому чис- 
лу не нашлось парного, то это число тоже про- 
ходит в следующий тур. В следующем туре 
повторить то же самое и т. д., пока не останется 
одно число. Какой из этих алгоритмов требует 
меньше сравнений? 

Задача 4. Докажите, что не существует 
алгоритма выбора наименьшего из п неравных 
чисел, который требовал бы менее (п— 1)-го 
сравнения. (Прием, использованный в доказа- 
тельстве теоремы 2, позволяет доказать лишь 
то, что чело сравнений в худшем случае ие 
меньше Г 1оё. п |} 


жж 
Перейдем теперь к задаче упорядо- 
чения, то есть к задаче расположения 
в ряд по возрастанию неравных чисел 


а'..... аз. Ответ важен, в частности, для 
решения на ЭВМ задач, связанных с 
поиском информации (мы уже видели, 
что упорядоченность обеспечивает бы- 
стрый поиск). Эту задачу решает 


Алгоритм А; г упорядочивать по очереди ия- 
чальные группы чисел данной совокупно- 
сти: а: ат, а: ; @у, аз, @4; .--3 ат, -.., а» — ПО- 
следняя группа совпадает со всей совокуп- 
ностью: для перехода от упорядоченной 
грунпы из { чисел к упорядоченной группе 
из (7- 1)-го числа надо поместить а, -! на его 
место в имеющейся упорядоченной группе из 
{ чисел — это место определяется при помо- 
ши алгоритма А: . 


А 


Обозначим через В(п) число сравне- 
ний, требуемое А.. Имеем 


В(п) = Лок. 2 '-..-+ Пой: п < 

< 108. 2+...+10&2 п+(п—2) = {2) 
—=]ог п!--(п— 2) п(юЕ ПИ —2 

Задача 5. Определите число сравнений, 
требуемое следующим алгоритмом упорядоче 
ния а,,...а.: найти нанменьшее число и по- 
местить его на первое место, затем найти иаи- 
меньшее среди оставшихся и поместить его на 
второе место и т. д. (см. задачи 3, 4). 

Задача 6. Допускается, что в неупорядо- 
ченной совокупности ау, ..., а» могут быть рав- 
ные числа. Покажите, что в этом случае алго- 
ритм А, обеспечивает расположение данных 
чисел вн порядке неубывания. 


Прием, использованный при дока- 
зательстве теоремы 2, позволяет уста- 
новить, что для любого алгоритма 
упорядочения можно подобрать сово- 
купность а, ‚ ..., а., применение к кото- 
рой этого алгоритма потребует не ме- 
нее ‘10. п! | сравнений {такой сово- 
купностью будет одна из п!= 
—=1.2-.... п перестановок п произволь- 
ных чисел). Вместе с (2) это показы- 
вает, что, во всяком случае, А. не да- 
лек по числу сравнений от оптималь- 
ного (чего нельзя сказать об алгоритме 
из задачи 5}: так, например, 

. - й [7 | 
Пт {Вгл)/ ю8. п! )=1. Различными 


п- 

авторами предпринимались попытки 
доказать оптимальность Аг и даже пе- 
чатно сообщалось о якобы найденном 
доказательстве. Позднее выяснилось, 
что 4. не оптимален: этот алгоритм 
требует восемь сравнений для упоря- 
дочения пяти чисел, а на самом деле 
достаточно семи сравнений. Это ие- 
простой факт, хотя он допускает фор- 
мулировку в виде задачи на взвеши- 
вания. 


Задача 7*. Имеются весы без гирь и пять 
различных грузов. На каждую из двух чашек 
весов можно класть по одному грузу. Располо- 
жите грузы ло убыванию веса, использовав 
семь взвешиваний. 
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Вопрос о том, чему в общем случае 
равно $(п} — минимальное число 
сравнений, достаточное для упорядо- 
чения любой совокупности из п нерав- 
ных чисел (или число взвешиваний 
для сортировки п грузов), открыт до 
сих пор. Выяснено, что для некото- 
рых п имеет место $ {п} >' 1ю#> п! и 
что наименышее такое п равно 12. 
Привлечение ЭВМ для разбора вари- 
антов при различных конкретных п 
позволило вычислить 5/1} лишь для 
небольшого числа значений п. До сих 
лор, видимо, не известно значение 


$ (13). 


* *ж * 


С практической точки зрения не- 
большое отклонение числа сравнений, 
требуемых алгоритмом 4», от 5:7) не 
является существенным и этот алго- 
ритм довольно часто применяется в 
решении задач на ЭВМ. Но заметим, 
что у этого алгоритма есть ощутимый 


недостаток: он требует слишком мно- 
го перемещений чисел. Эти переме- 
щения скрываются в приведенном вы- 
пе описании А; за словами «поме- 
стить а. .., на его место в имеющейся 
упорядоченной группе из { чисел». 
Если а, .: должно занять первое место, 
то потребуется +1 перемещение чи- 
сел. В целом алгоритм А. может по- 
требовать 2--3-[...- п=(п-2)Ж 
Жп—1)/2 перемещений. Последнее 
число значительно превышает число 
сравнений, требуемых этим же алго- 
ритмом. Известны алгоритмы упоря- 
дочения, для которых число сравне- 
ний и число перемещений примерно 
равны п 1оё. п. Эти алгоритмы, одна- 
ко, описываются не столь просто, как 
алгоритм А. 


Задача 8. опишите А,, А; и алгоритм 
из задачи 5, используя для этого алгоритмиче- 
ский язык, который изложен в статьях 
А. П. Ершова в «Кванте», 1985, № 10, 11 ив ва- 
шем учебнике. 


Следы на песке 
и... строение вещества 


(Начало см. на с. 13) 


Интересные опыты по выяснению 
структуры аморфных тел проделал 
в 1959 году английский ученый 
Дж. Бернал. Одинаковые шарики из 
пластилина были беспорядочно сло- 
жены и спрессованы в сплошной ком. 
Когда их потом разобрали, оказалось, 
что многогранники, в которые превра- 
тились шарики, обладают преиму- 
щественно пятиугольными гранями. 
Такие же опыты проделывали и с 
круглыми свинцовыми пулями. Если 
пули до сжатия укладывались наибо- 
лее плотным образом, то после де- 
формации образовывались почти точ- 
ные ромбододекаэдры, в если их насы- 
пали случайно, получались непра- 
вильные 14-гранные тела. При этом 
встречались четырехугольные, пяти- 
угольные и шестиугольные грани, но 
преобладали пятиугольные. 

Симметрия 5-го порядка очень рас- 
пространена в биологических объек- 
тах. На 2-й странице обложки пред- 
ставлена электронно-микроскопиче- 
ская фотография колонии вирусных 
частиц. Не правда ли, имеется пол- 
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ное сходство с пентагональной упа- 
ковкой шаров, показанной на рисун- 
ке 57 Палеонтологи даже исполь- 
зуют наличие осей 5-го порядка в 
ископаемых объектах для доказатель- 
ства их биологического (а не геоло- 
гического) происхождения... Видите, 
как далеко увели нас следы на песке. 


Здесь представлена фотография сечения сверх- 
проводящего кабеля — одного из последних 
достижений современной технологии. Он состо- 
ит нз множества сверхпроводящих жил, распо- 
ложенных в медной оболочке. Первоначально 
жилы имели цилиндрическую форму, но после 
обжатия превратнлись в шестигранные призмы. 
Чем плотнее, регулярнее упакованы жилы, тем 
более правильные шестиугольники видны в се- 
чении. Это — свидетельство высокого качества 
изготовления кабеля. 


Практикум абитуриента 


® 


Основные углы 
в правильной 
пирамиде 


И. Г. ГАБОВИЧ 


Среди углов, которые можно рас- 
сматривать в правильной пирамиде, 
наиболее часто в задачах встречаются 
следующие четыре: угол наклона бо- 
кового ребра к плоскости основания 
пирамиды; угол наклона боковой гра- 
ни к плоскости основания; плоский 
угол при вершине пирамиды; дву- 
гранный угол при боковом ребре пира- 
миды. Условимся обозначать величи- 
ны названных углов буквами о, В, у 
и 6 соответственно. Все эти углы, на- 
зываемые иногда основными, лежат в 
разных плоскостях. В этой статье мы 
объясним, как, зная величину любого 
из основных углов, можно определить 
величины всех остальных основных 
углов. Мы отдельно рассмотрим слу- 
чаи правильных четырехугольной, 
треугольной и п-угольной пирамид. 

В правильной четырехугольной пи- 
рамиде ЗАВСР (рис. 1) /5$СО0= 
= /5РО=а, (С$р=у, И5РО—В. 


В грани 5СР проводим [РЕ] 1 [$С] и 
соединяем точку Е с вершиной осно- 
вания В. Нетрудно доказать, что 
АВЕС конгруэнтен АОЕС. Из этого 


следует, что | ВЕ| =| ЕБ | и ХВЕС= 
—=/ РЕС=п/2. Таким образом, 
(ВЕР — линейный угол двугран- 


ного угла при ребре 5С, то есть 
х ВЕР==5. Отрезок ОЕ — медиана 
равнобедренного треугольника ВЕО, 
следовательно, и биссектриса, высо- 
та этого треугольника. Поэтому 
(ОЕР=6/2. 

Отрезок ОР принадлежит линии 
пересечения плоскостей линейных уг- 
лов: / ВЕБи / $РО. Плоскость линей- 
ного угла перпендикулярна граням 
двугранного угла, поэтому каждая из 
плоскостей ВЕР и $ЗРО перпендику- 
лярна плоскости 5СО. Линия пересе- 
чения двух плоскостей, каждая из ко- 
торых перпендикулярна третьей плос- 
кости, перпендикулярна этой третьей 
плоскости (докажите это самостоя- 
тельно}. Поэтому [ОР] 1 ($СР). Таким 
образом треугольники ОРЁЕ и ОРО — 
прямоугольные и х РОР—5/2. 


Перейдем теперь к выводу формул. 

Мы будем пользоваться следующим 
общим приемом. Обозначим через х 
длину отрезка в правильной пирами- 
де, который входит как в прямоуголь- 
ный треугольник, содержащий дан- 
ный угол, так и в треугольник, содер- 
жащий искомый угол; выразим, да- 
лее, через х и функции данного угла 
одну из двух других сторон в том 
треугольнике, который содержит ис- 
комый угол, затем найдем функцию 
искомого угла. 


1) 


Положим 


1 
и ШВ 
\2 


Доказательство. 
1$0|=х. Из АЗОЕ имеем ра 
—=х се В; из ДОЁРБР имеем [ОБ|= 
—х \/2 свя В; из ЛОР имеем & а= 


х 1 
= = -—— В. 
ху2 с В \у2 8 В 


(2) 


Доказательство. Положим 
150 |=х. Из А5ЗБЕ имеем |ОР|= 


из ДОРР имеем |ОБ|= 


< & \? 
С0$ 1==щ Я 5Т -;. 


В 
= т ; 


—=х-/2 вт ; из ДОР имеем соз а= 
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у 


х\у2 ма = и $ 
=————= \2 зп > 
ы “ 
ЗА и== СЕ — 
и== с 5. (3) 
Доказательство. Положим 


| ОЕ | =х. Из ^ ОЕБ имеем | ОБ| == 
6 


=х 2 поскольку |ОС|=|ОБ]= 
=х >, из ЛЕОС имеем эта = 
х 5 
— Е = СЕ 5. 
хи 2 


Вывод трех следующих формул мы 
предоставляем читателю. 


с05 В==4 т. (4) 

эт В= \'2 с0$ 5. (5) 
У бы. 

с0$ 5 ЗП т с (6) 


Для правильной треугольной пира- 
миды мы выпишем аналогичные фор- 
мулы, опустив их доказательства. 


шШа=тыв (7) 
2 : 

со и = — эт %. (8) 
\3 2 
1 | 

те = с А (9) 
у3 = 
1 и 

©0$ В = — т (10) 
\ “2 = . 

: 2 

за В = — 605 ©. (11) 
3 = 

с05 т 3 = 5. (12) 


Формулы для правильной п-уголь- 
ной пирамиды требуются реже, но мы 
приведем и их, снова опустив доказа- 
тельства. 


ЧЕ Ч В с0$ =. (13) 
ма я 

сои ——. (14) 
5т — 

ит е=ес ем - : (15) 

соз В-=%е = с =. (16) 
Е 
} 

чт в=— (17) 
эш — 
п 

05 г т = =605 -. {18) 
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Нетрудно убедиться в том, что фор- 
мулы (1)—(12) получаются из формул 
(13)—(18), если в последние подста- 
вить вместо п соответственно 4 и 3. 

Покажем, как полученные форму- 
лы применяются к решению задач. 

Задача 1 (КГУ, 1980). Определить 
объем правильной четырехугольной 
вирамиды, высота которой равна Н, 
и двугранный угол при боковом ребре 
в 3 раза больше двугранного угла 
при ребре основания. 

Решение. Согласно условию 
|$0 |==Н (см. рис. 1). Из ДЗРО полу- 
чаем |ОР|=Н с В. Следовательно, 
[АБ|==2Н св В. Находим объем пира- 
миды; 


= (2Н с ВН = 3 НЗ? све? В. 


Заменив в формуле (5) угол 8 углом 
ЗВ, получаем уравнение 


зп В== 2 соз 8 <> 25 {сов г = 
—=\2(4 со 6 —3 с05 5) = 2 яп = 


—4\/2 сос? р — 32 < 4 11? ра 


+2 ш 6 —1=0, 


ь 


„9 
. \- .- 
откуда т = Ув (отрицательный ко- 
Е: 
рень не годится), так что свв В= = и, 
у 


наконец, 


__ 4 дз 9 12 р 

= 5. аа Н“. 
Задача 2 (МИСиС, 1980). Плос- 
кий угол при вершине правильной 
шестиугольной пирамиды равен углу 
между боковым ребром и плоскостью 

основания. Найти этот угол. 
Решение. Положив в формуле 
(14) п=6 и }=а, получаем тригоно- 
метрическое уравнение, из которого 

находим искомый угол: 


с05 и= эт > <= 2 5т? 5 + 


: 
Не сари @ — 3—1 

+2 т > 1=0; зп 5 = 5 
(отрицательный корень, разумеется, 


посторонний). Следовательно, 
. 3—1 
(—=2 ася = 

Задача 3 (МИФИ, 1979). В пра- 
вильной треугольной пирамиде ра- 
диус окружности, вписанной в основа- 
ние, равен г, а угол между плоскостя- 
ми боковых граней равен ч. Опреде- 


лить длину ребра куба, объем которо- 
го в 3 раза больше объема данной 
пирамиды. 

Решение. Если а — сторона осно- 


а 13 
вания, то г=-5 > то есть а—=2"\3. 
Тогда площадь основания пирамиды 
2.3 —е 
Зо == 32/3. 


Радиус окружности, описанной около 
правильного треугольника, в 2 раза 
больше радиуса окружности, вписан- 
ной в этот треугольник, так что |ОВ |= 
—=2г. Из А5$ВО получаем |$0 |= 
—2г4роа (рис. 2). Объем пирамиды 


У =. 31213-27 48 а 27,3 8 а. 
Обозначив искомую длину ребра куба 
через х, составляем уравнение 

х*=\3-27./3 45 а, 
откуда 
х=Г \'6 фе а. 
Выразим теперь {= и через функции 
угла ф с помощью формулы (9): 


эп а= = сш , 


у 
так что 
$ 
Е «= из : 
2—8 ( 4+2) "(1 -&) 
Поэтому 
3 ‹ 
03 > 
х=Рг Е ЕАН 
2—/ вы +) (9-2) 


зем 
=” ($+5) =" (5-8) 


эт [ — эл (© ты 
№ 6 8—6 


==Р 


Упражиения 


1 (ЛГУ, 1979). Сторона основания правиль- 
ной четырехугольной пирамиды равна а, угол 
между смежными боковыми гранями равен а. 
Найти алощадь боковой поверхности пи- 
рамиды. 

2 {Киевск. политехн. ин-т, 1980). Найти об.- 
ем правильной треугольной пирамиды со сторо- 
ной основания а и плоским углом при вершине, 
равным углу наклона бокового ребра пирами- 
ды к плоскости основания. 

3 (КГУ, 1980). Найти величину двуграниого 
угла между смежными боковыми гранями пряа- 
вильной шестиугольной пирамиды, вписанной 


Рис. 2. 


в сферу, зная, что она равна величине угла, 
под которым видно из центра сферы боковое 
ребро пирамиды. 

4 (МАИ,1980). В правильной четырехуголь- 
ной пирамиде ЗАВСРО угол между перпендику- 
лярами Ари АМ, опущенными из точки А на 
боковые грани 9ВС и $СО, равен и. Найти 
объем пирамнды, если объем куба, ребро кото- 
рого равно стороне основания пирамиды, ра- 
вен и. 

5 (Кневск. политехн. ин-т, 1980). Найти 
объем правильной четырехугольной пирамиды, 
если ое боковое ребро равно [, а угол наклона 
боковых граней к плоскости основания равен а. 

6 (ТашГУ, 1981). Объем конуса, вписанного 
в правильную четырехугольную пирамиду, ра- 
зеи @. Двугранный угол. образованный смеж- 
ными боковыми гранями, разен е. Найти длину 
стороны основания пирамиды. 

7 (КГУ, 1981). Сторона основания правиль- 
ной треугольной пирамиды-равна а, двугран- 
ный угол между боковыми гранями разен а. 
Вычислить объем и боковую поверхность пи- 
рамиды. 

В (Киевск. ин-т инж. гражд. авиации, 1981). 
Полная поверхность правильной четырехуголь- 
ной пирамиды равна 5, а плоский угол при вер- 
шине боковой грани равен а. Найти высоту 
пирамиды. 

9 (КГУ, 1983). В правильной четырехуголь- 
иой пирамиде сумма величии двугранных 
углов между смежиыми и противоположными 
боковыми гранями равна 180°. Найти эти углы. 

10. В правильной п-угольной пирамиде сто- 
рона осиования равна а и двугранный угол 
при боковом ребре равен с. Найти объем пиряа- 
миды. 
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Варизяты вступительных экзаменов 


Московский 
физико-технический 
институт 


Математика 

Письменный экзамен 

Варизит 1 

1. Решите уравнение 
1 


10.4 в х__ 16—42 СЁ 2х --2. 
2. Решите неравенство 
108 , {1+25х2}> 0. 


—— 3х 
4 
3. Решите систему уравнений 


у*+19=20(х и), 
Ух ух+2у=у2. 


4. Основание АД трапеции АВСО (АД [| ВС. 
ГАД]! > | 8С1]) является диаметром окружно- 
сти, которая касается прямой СО в точке О и 
пересекает сторону АВ в точке Г так, что 
[ АВ| —4/\/3. 'АЁ! Радиус окружности ра- 
вен А, угол САр=45°. Найдите площадь тра- 
пеции. 

5. Точка Р лёжит на ребре ВС правильной 
треугольной пирамиды 5АВС ($ — зершина), 
1851: 2С|=2:3. Цилиндр касается боковой 
поверхностью плоскостей ЗАВ и 5ВС, одно из 
оснований цилиндра проходит через точку О, 
второе осиование имеет общую точку с ребром 
5С. Боковая поверхность цилиндра имеег 
единствеиную общую точку с ребром АС. Най- 
дите отиошение объемов цилиидра и пнрами- 
миды. 

Вариант 2 

1. Решите уравнение 


1 ф 1 о 2'2 
— ———=—. 
1-—4/1— 14+^/1—х ^/1—х 
2. Решите неравенство 


р 


(5) == >3 , 35—121 42%. 


3. Решите уравнение 
9106 в: 2.4 соз?х 8 1082 сов 9 Х ==16. 


4. В окружности проведены хорды АВ и АС, 
причем 


{ АВ|] =2 см, ; АС] =1 см, угоя 


Рис. 2. 


—^ 
САВ—120°. Найдите длииу той хорды окружно- 
сти, которая делит угол САВ пополам. 


5. В правильную четырехугольную пирами- 
ду $АВСР {$ — вершина) вписана сфера. 
Длина ребра основания пирамиды равна 8, а 
длина высоты пирамиды равна 3. Точка М — 
середина ребра $), точка К является ортого- 
нальной проекцией точки М на плоскость 
АВСО. Через точку М проведена касательная 
к сфере, пересекающая плоскость А5С в точке 
М так, что ММК ==етссоз (—1/3). Найдите 
1 ММ |. 


Вариант 8 
1. Решите уравнение 


(1084(2х+9)-1)105 ; +2 2—1. 
2. Решите уравнение 


1—12 сов ( п 2х) 12 сов ( & +2х) = 


3 
= \/ 2 сов? кн". 


3. Найдите все значения параметра а, при 
которых вершины двух парабол у==4х“-- 
+Вах—а и у=4ах‘—8х-ра--2 лежат по одну 
сторону от прямой у==— 5. 

4. В трапеции ММР@ (Ма | МР) угол 
М№МРМ в 2 раза больше угла М@М. | МР| = 
= | МР] =13/2,| М@| =12. Найдите площадь 
трапеции. 

5. Дана правильная шестиугольная пира- 
мида БАВСРЕР ($ — вершнна). Точки К и Ё 
выбраны на ребрах Е$ и АР соответственио 
так, что |ЕК |! = 1/5|8$|], |РГ.| = 1/2 |РА|. 
Точки Й и Т расположены на прямых ОК 
и 5Ё так, что прямая В7 перпендикулярна 
плоскости ЗАД. Длинна высоты пирамиды рав- 
на 18, ПАТ| —4. 

Найдите объем пирамиды. 


Физика 


Письменный экзамен 


На решение задач каждого варианта отво- 
дилось пять часов. Для получения удовлетво- 
рительной оценки было достаточно сделать лю- 
бые две задачи. 


Вариант 1 


1. На гладкую неподвижную наклонную 
плоскость с углом наклона о налетает сталь- 
ной шарик под углом р (рис. 1). При каких 
В шарик сможет вернуться в точку его первого 
удара о плоскость? Все соударения считать уп- 
ругими- 

2. При изотермическом сжатии т-=9 г во- 
дяного пара при температуре Т=313 К его 
объем уменьшился в 3 раза, а давление воз- 
росло вдвое. Найдите начальный объем пара. 


Рис. 3. 


Рис. 4. Рис. 5. 


3. В цепи. изображенной на рисунке 2, теп- 
ловая мощность, выделяемая во внешней цепи, 
одинакова при замкиутом н разомкнутом клю- 
че К. Определите внутреннее сопротивление 
батареи г, если В, ==12 Ом, К, =4А Ом. 

4. В фокальную плоскость тонкой соби- 
рРающей линзы помещено плоское зеркало 
(рис. 3). Предмет А расположен между фоку- 
сом и линзой. Оптическая система создает дей- 
ствительное изображение предмета. Как изме- 
нится увеличение, с которым изображается 
предмет, если расстояние между линзой и пред- 
метом уменышпить вдвое? 


Вариант 2 

1. Вблизи дороги образовалась ледяная гор- 
ка г выездом на проезжую часть. Поверхность 
горки составляет угол а и горизонтальной пло- 
скостью. Проезжающей мимо дорожной маши- 
ие удалось до половины высоты посыпать гор- 
ку снизу песком. Коэффициент трения сколь- 
жения полозьев санок о лед о песком иц=0,5. 
Преиебрегвя трением санок п лед без песка, иай- 


дите максимальное значенне угла а, при кото- | 


‚ром санки не смогут достичь основания горки, 
съехав г ее вершины без начальной скорости. 

2. Моль идеального одноатомного газа Е на- 
чальной температурой 7, —=600 К адиабатиче- 
ски увеличивает свой объем в 3 раза. Какую 
работу совершает при этом газ, если в тепловом 
процессе, при котором давление линейно изме- 
няется с температурой (рис. 4}. газу при рас- 
ширении из того же начального в то же ко- 
нечное состояние было подведено количество 
теплоты @=1,9 кДж? (В-=8,3 Дж/(моль.. К.) 

3. В плоский конденсатор, подключенный 
к источнику с постоянной ЭДС $ и внутренним 
сопротивлеиием г, помещена плоская пластина, 
имеющая заряд 4 (рис. 5). Что будет показы- 
вать идеальный вольтметр, подключенный к 
клеммам источника, если двигать пластину с 
постоянной скоростью 07 Расстояние между об- 
кладками конденсатора 4. 

4. Широкий пучок параллельных лучей па- 
дает перпендикулярно на экран. На пути света 
параллельно зкрану установили отрицательную 
(рассеивающую} линзу. Расстояние между лин- 
зой и экраном втрое больше фокусного рас- 
стояния линзы. Площадь области на экране, 
где после установки линзы возросла освещен- 
ность, оказалась равной $ =15л см’, Определи- 
те диаметр линзы. 


Вариант 3 

1. а-частица, пролетая мимо перасначально 
покоившегося ядра химического элемеита п мас- 
совым числом, равным 12, потеряла 20 % своей 
скорости. На какой угол | отклонилась а-части- 
ца (рис. 6)? 


2. В тепловом процессе объем идеального 
газа изменяется г давлением по закону 
=Вр, где В — некоторая постоянная. Во 
сколько раз изменяется давление газа при 
уменьшении температуры от Т,=450 К до 
Т.==200 К? | 


Рис. 6. 


3. Два удаленных проводящих шара радиу- 
сом Н соединены участком цепи, содержащим 
конденсатор емкостью С, катушку о индуктив- 
ностью Ё и ключ К (рис. 7). В начальный 
момент времеки кокденсатор заряжен до на- 
пряжения С, заряды на шарах отсутствуют. 
Определите максимальную величину силы тока 
в цепи после замыкания ключа К. Активным 
сопротивлением катушки пренебречь. 


В В 


Е 


4. Линза с фокусным расстоянием 5 см 
создает перевернутое изображение предмета. 
Расстоямия от предмета до линзы и от линзы 
до изображения отличаются на В см. С каким. 
увеличением изображается предмет? 

Публикацию подготовили 
К. Л. Самаров, А. В. Шелагин 


Рис. 7. 


Московский институт 
электронного 
машиностроения 


Математика 
Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. Решите уравнение 
вп х--с0$ х==4/ 1-8 х. 
2. Вычислите сумму корней уравнения 
х’— 2 (а*— 44} х—180°— 26а? +-9,=0 
н найдите значения а, при которых она прини- 
мает наименьшее значение. 

3. Дан куб АВСОА’В’С’О’. Верно ли, что 
плоскости АВС’и СРА' перпендикулярны? Дай- 
те обоснование ответу. 

4. Найдите расстояние между точкой А 
(5; 2) и точкой В с абсциссой 1, лежащей на 
параболе у=х*-+-2х. Является ли точка Я бли- 
жайшей к А точкой параболы? 

5. Какие из следующих функций 


З-Не08?х: 2 сов 2х-—З эп х; ам =: эм 2х 


могут быть представлены в виде многочлена 
от %цх (то есть в виде ат?” х ра зт" Хх 
+... На где а, а,... @, — действительные 
числа)? 


Варнант 2 


1. Решите неравенство 
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Рис. [. Рис. 2. 


а? — 2 аа - 2х4 0. 

2. Решите уравнение 

4/5 п 2х— 2==5щ х— 603 Хх. 

3. В кубе АВСРА’В’С”[” с ребром а точка 
К — центр грани А’В’С’О’, точка Ь — центр 
грани АДО’А’. Найдите периметр треугольника 
СКГ.. Какая из двух частей, на которые раз- 
бивается куб плоскостью СКЁ, имеет большой 
объем? 


4. Найдите наибольшее м наименьшее зна- 
чения функции 


на каждом из промежутков [—1; 1] и [1; 2. 
5. Найдите расстояние между ближайшими 
точками графиков функций: 
и=— 3" 4-8х— 9, их? +8х--13. 
Физика 


Задачи устного экзамена 


‘1. Доска какой наибольшей длины может 
быть забита между двумя вертикальными 
стенками, расположенными на расстоянии 
{—2 м друг от друга (рис. 1}, если коэффициент 
трения между доской и стенками и=0,2? До- 
ску считать недеформирующейся и массой ге 
пренебречь. 

2. Тело начинает соскальзывать без началь- 
ной скорости с вершины установленного п вер- 
тикальной плоскости обруча радиуса В (рис. 2}. 
Пренебрегая трением, определите, на каком рас- 
стоянии от точки А тело упадет на землю. 
Во время движения тела обруч неподвижен. 

3. Рабочий забивает гвоздь массой т=-50 г 
в доску и ударяет п=20 раз молотком, мас- 
са которого М--0,5 кг. Импульс молотка не- 
посредственно перед ударом Р=6 Н.с, На 
сколько градусов нагреется гвоздь, если все вы- 
делившееся количество теплоты при ударах 
пошло на его нагревание? Удельная тепло- 
емкость железа с=0,45 кДж/(кг . К). 

4. Определите подъемиую силу воздушного 
и:ара объемом У==100 м’, наполнекного горя- 
чим воздухом при температуре 1 ==147 °С. 
Шар сообщается с атмосферой. Температура 
наружного воздуха 1,==27 *С, его давление 
р==0,9 - 10? Па. 

5. В цилиндре под невесомым поршнем пло- 
щадью 5$—100 см? находится М1 кг воды при 
температуре {&, —0 °С. В цилиндре включают на- 
греватель мощностью И’-500 Вт. На сколько 
поднимется поршень за т=15 мин работы на- 
гревателя, если атмосферное давление ра 
=2 10° Па, а удельная теплота парообразования 
воды 1[=2,3 МДж/кг? Считать, что все 
джоулево тепло ндет на нагревание воды. 

6. Определите заряды конденсаторов емко- 
стью С=4 мкФ и С.—2 мкФ (рис. 3), если 
В, = 100 Ом, А. ==300 Ом, ",—=10 В. “,=15 В. 
И =5 В. Внутренние сопротивления источников 
равны нулю. 
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Рис. 3 


7. Электромотор питвзется от батареи с 
ЭДС и=12 В. Какую механическую работу 
совершает мотор за т==1 с при протекании по 
его обмотке тока 1=2 А, если при полном за- 
тормаживаиии якоря в цепи течек ток 1, =3`А? 

'8. Электроэнергия передается от генератора 
к потребителю по проводам, общее сопротивле- 
ние которых К „р=400 Ом. Коэффициент полез- 
ного действия линни передачи |—0,95. Опреде- 
лите сопротивление нагрузки, если виутреннее 
сопротивление генератора г—100 Ом. 

9. Найдите соотношение между расстоянием 
х от источника до переднего фокуса линзы, 
расстоянием х’от изображения до заднего фо- 
куса линзы и фокусным расстоянием линзы РЁ 
(выведите формулу Ньютона). Найднте увели- 
чение, даваемое линзой с фокусным расстоя- 
нием Р—10 см. если х==2 см. 

10. Некоторый металл освещается светом с 
длиной волны 7=0,25 мкм. Пренебрегая им- 
пульсом фотона, найдите максимальный им- 
пульс, передаваемый поверхности металла при 
вылете каждого злектрона, если красная гра- 
ница фотоэффекта для этого металла 2..„= 
=20,28 мкм. Масса электрона 1 —9,1 . 10-зЁРкг. 

Публикацию подготовили 
Г. В. Ефашкин, В. А. Тонян 


Московский 
государственный 
педагогический 
институт 


им. В. И. Ленина 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 

{математический факультет) 

1. Из пункта а в пункт В вышел пешеход. 
Одновременно с ним из пункта В и пункт А вы- 
ехал велосипедист, который встретия лешехода 
через 50 мин лосле своего выезда из В. Сколь- 
ко времени потребовалось бы пешеходу для то- 
го, чтобы пройти весь путь из А в В. если извест- 
но, что велосипедист проделал бы тот же путь на 
4 часа быстрее пешехода. 

2. Диагональ правильной четырехугольной 
призмы равна 3,5 см, а диагональ боковой гра- 
ни равна 2.5 см. Найдите объем призмы. 

3. Решите уравнение 

1-+ соз х- соз 2х ==0. 
4. Решите неравенство 
108 ,3< 2. 

5. Определите промежутки возрастания и 

убывания функцни 
ух? -|-Зх' — 1. 


Вариант 2 
{Физический факультет) 


1. Найдите объем правильной четырехуголь- 
ной пнрамиды, у которой ребро равно [ и со- 
стввляет угол и с плоскостью основания. 

2. Решите уравнение 


==2. 


со8 х-+ 


созх 
3. Решите неравенство 
1 х2—4х| <5. 
4. Решите уравнение 
10#49—2*) _ 


3$3—х т 


5. Найдите нанболышее и наименьшее зна- 
чение функции у=х?—3х`45 на отрезке 
[0; 3}. 

Вариант 3 

{географический факультет} 

1. Теплоход проплыл В км по озеру и 20 км 
по течению реки за 1 ч. Найдите скорость теп- 
лохода при движении по озеру, если скорость 
течения реки равна 3 км/ч. 

2. Основанием призмы служит правильный 
треугольник, вписанный в круг радиуса 2 м, 
боковые грани ее — квадраты. Определите 
объем зтой призмы. 

3. Решите уравнение 


$1 Х—^3 с08 х=0. 
4. Решите неравенство 


х 


32->9. 


5. Найдите промежутки возрастания фуик- 
ции у=4-х—3х*. 
Вариант 4 
{индустриально-педагогический факультет) 
1. Найдите объем правильной четырех- 
угольной пирамиды. у которой площадь осно- 
вания равна 5, а ребро составляет угол ц п 
плоскостью основания. 
2. Решите уравнение 
(2х 4)-=1. 
3. Решите уравненне 
х—3=(5 +х) -4. 
4. Решите исравенство 
х*—14х—15>0. 


Избранные 
школьные задачи 


{Начело см. на с. 23) 


9. а) Найдите уравнения прямых, касзю- 

щихся одновременио двух парабол 
ух --х—2 и у=—х'+1хф И. 

6) Сколько общих касательных имеют две 

параболы 
ужа хх ++с, и ужа. х? Вх -е.? 

10. В пространстве дано п>4 точек, причем 
известко, что для каждых четырех из них 
нейделея плоскость, в которой эти четыре точ- 
ки лежат. Верно ли, Что и все н точек лежат в 
одной плоскости? 


5. Постройте график функции. задаваемой 
уравнением и—3х +3 =0. 


Физика 


Задачи устного экзамена 

1. На невесомом стержне висит груз массой 
М. Груз отклоняют на угол «—=90° и отпускают. 
Найдите натяжение стержня в момент прохо- 
ждения им положения равновесия. 

2. Пуля, летищая с определенной ско- 
ростью, углубляется и дощатый барьер на 
{—=10 см. На сколько углубится в тот же барьер 
пуля, имеющая вдвое большую скорость? 

3. Какую работу нужно совершить. чтобы 
поднять Груз массой т=30 кг на высоту 
1 =10 ме ускорением а—=0,5 м/с?? 

4. Определите наименьшую площадь пло- 
ской льдины толщиной 4—=40 см, способной 
удержать из воде человека массой т—7Т5 кг. 
Плотность льда @4=900 кг/м*. 

5. Баллон емкостью У=50 л содержит 
т=2.2 кг углекислого газа. Баллон выдер- 
живает давление не выше р-=4 . 10° Па. При 
какой температуре баллон может разорваться? 
Универсальная газовая постоянная В= 
—8.31 ДжДмоль - К). 

6. На шелковой нити подвешен маленький 
шарик массой т=300 мг. Шарику сообщен 
заряд 9=:3-10 8 Кл. Как близко надо подне- 
сти к нему равный ему заряд, чтобы сила на- 
тяжения нити уменьшилась втрое? 


7. Напряжеиие на участке цели И, =5 В, 
сила тока Г =3 А. После изменения сопротив- 
ления этого участка напряжение стало =» 8 В, 
а сила тока Г.=2 А. Каковы ЭДС и внутрен- 
нее сопротивление источника тока? 

8. Под каким углом должен упасть луч на 
стекло, чтобы преломленный луч оказался пер- 
пендикулярным п отраженному? (л..=4,6.) 

9. Проекционный аппарат дает на экраце 
увелнченное в “-—=20 раз изображение диапо- 
зитива. Найдите расстояние между объективом 
проекционного фоиаря и изображением, если 
фокусное расстоиние объектива Р=20 см. 

10. Человеческий глаз может воспринимать 
световой поток мощностью Р==2. 10-Й Вт. 
Какому это соответствует числу фотонов света 
= длиной волны ^=0,5 мкм, поладающих в 
глаз п ЕЁ секунду? Постоянная Планка 
#=6,62 - 10—31 Дж . с. 

Публикацию подготовили 
О. Ю. Овчинников. В. А. Смирнов 


Десятый класс 

11. Нарисуйте 
— Фет (х] 

12. Решите уравнение Ззт х—4 соз х= 
—с03 5х—Т. 

13. Из таблиц известно, что щ л=0,4972. 
Сколькими знаками записывается чнело 
[1196]? 

14. Дан двугранный угол величиной $, 
С<+<л/3. На одной его грани лежит прямая, 
составляющая угол а, 0% и<л/2, Е ребром дву- 
гранного угла. Вычислите угол, который эта 
прямая составляет с другой гранью двугранно- 
го угла. 

15. Может ли п сечении параллелепипеда 
плоскостью получиться пятиугольник? А мо- 
жет ли пятиугольник. получающийся в сече- 
нии параллелепипеда плоскостью, быть пра- 
вильным? 

Публикацию подготовил И. Х. Розов 
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Новый прием во Всесоюзную заочную 
математическую школу (ВЗМШ) 


Во Всесоюзную заочную математическую школу Академии педагогических наук СССР при 
Московском университете им. М. В. Ломоносова принимаются на- индивидуальное обучение 
учащиеся седьмых классов общеобразовательных школ и СПТУ, за исключением проживающих 
в Москве и в Леиииграде. 

Для поступления в ВЗМШ надо выполнить первое задание. 

Задание 1. Изучите статью Н. Б. Васильева и В. Л. Гутенмахера «Комбинаторика — много- 
члены — вероятность» в этом иомере журнала {см. с. 19) и постарайтесь решить задачи № 1— 16. 
Решить все задачи вовсе не обязательно; при этом отдельные пункты засчитываются как самостоя- 
тельные задачи. 

Решения задач должны быть выполнены на русском языке в ученической тетради в клетку. 
Эта тетрадь высылается простой бандеролью, не надо сворачивать ее в трубку. На обложку тетради 
надо наклеить листок бумаги, разграфив его и заполнив по следующему образцу: 


Область Московская 

Фамилия, имя ученика Иванов Петр 

Год рождения 1972 

Класс и школа 7 класс е«Б» школы №2 

Фамилия, и. 0. учителя математики Орлов Борис Петрович 

Место работы и должность родителей Отец — шофер автобазы № 3; мать — мед- 
сестра. 


Полный почтовый адрес (с указанием почтового 123456. г. Клин, ул. Строителей, 0. 1. не. 1 
индекса) 


Задачи в решениях должны идти в том же порядке, как они двны в статье, сначала условие, 
затем — решение. 

Срок отправки задания № 1 — ие поздиее 5 апреля 1986 г. (по почтовому штемпелю). 

Для того чтобы задание было зачтено, нужно решить большую часть задач. Если вы 
успешно выполните это задание, то, начиная с сентября 1986 г., вы будете получать все 
дальнейшие задания, содержащие теоретический материал и задачи для самостоятельного реше- 
ния, а также контрольные задачи. Все контрольные работы проверяются и подробно рецензируются 
преподавателями ВЗМШ — студентами, аспирантами и преподавателями Московского универ- 
ситета и других вузов, в которых имеются фнлиалы ВЗМШ. 

Предполагается, что часть заданий будет даваться по статьям журнала + Квант», ноэтому ре- 
комендуем на него подписаться (это можно сделать с любого месяца без ограничений в любом 
отделении связи; подписной индекс 70465; журнал распространяется только по подписке). 

Первое задание надо выслать по адресу: *119823, Москва, ГСП, МГУ, ВЗМИ!. На приемь или 
по адресу соответствующего филиала. Филналы ВЗМШ при университетах имеются в следующих 
городах: Воронеж, Гомель, Донецк, Душанбе, Иваново, Казань, Краснодар, Красноярск, Куйбы- 
шев, Махачкала, Одесса, Ростов-на-Дону, Свердловск, Устинов, Чебоксары, Челябинск, Чериовцы, 
Элиста, Ярославль; филиалы при педагогических институтах в городах: Абакан, Бирск, Благове- 
щенск, Брянск, Витебск, Киров, Ленинабад, Луцк, Магадан, Орел, Павлодар, Смоленск, Тернополь, 
Ульяновск, Уральск, Целиноград, Череповец, Чита, Южно-Сахалинск; работают также филиалы 
в Дубие при Объединениом институте ядерных исследований. в Могилеве при областном дворце 
пионеров и школьников и Заочная физико-техническая школа при Московском институте стали 
и сплавов (см. с. 58 этого номера «Кванта»). 

Учащиеся, проживающие иа северо-западе РСФСР (в Архангельской, Калининградской, 
Ленинградской, Мурманской, Новгородской и Псковской областях, Карельской и Коми АССР), 
в прибалтийских республиках и в Белоруссии (кроме Витебской, Гомельской п Могилевской об- 
ластей), должны присылать работы по адресу: +193130, Ленинград, 8-ая Советская ул., 3. 
С—3 ЗМШ. На прнемь. 

Школьники и учащиеся СПТУ, не успевшие или не сумевшие поступить в ВЗМШ на 
индивидуальное обучение, имеют возможность заниматься в группах «Коллективный ученик 
ВЗМШ». Каждая такая группа — это математический кружок, работающий под руководством 
учителя математики по программе ВЗМЦ и по ее пособиям. Прием п эти группы проводится до 
1 октября 1986 г. на два потока: для тех, кто с сентября 1986 г. начнет учиться в В классе, и для тех, 
кто начиет учиться в 9 классе (соответственио — для учащихся Ги И курса СПТУ). Прием 
в группы проводится без конкурса. Для зачисления достаточно заявлення учителя математики, 
руководящего кружком, с указанием списка учащихся и класса, и котором они будут учиться 
с сентября 1986 г. Заявление должно быть заверено директором школы (СПТУ) и печатью. 
Работа руководителей групп «Коллективный ученик ВЗМШ» может оплачиваться школами по 
представлению ВЗМШ как факультативные занятия. Заявления следует направлять в адрес 
взмш. 


Вне конкурса принимаются на индивидуальное обучение участники Всесоюзных олимпиад по 
математике для школьников и учащихся СНТУ, 


56 


Новый прием 
на заочное отделение 
Малого мехмата 


Малый механино-математический факультст — математическая школа при механико-мате- 
матическом факультете МГУ — объявляет прием на заочное отделение учащихся седьмых классов 
общеобразовательных школ. Зачисление на Малый механико-математический факультет (МММФ} 
производится по результатам решения задач вступительной работы, опубликованной ниже. 

Основной задачей Малого мехмата является приобщение к математике, углубление знаний 
в рамках школьной программы, а также расширение математического кругозора учащихся сред- 
них школ. 

Занятия на заочном отделении зачинаются в сентябре. Обучение на Малом мехмате бесплатное. 
Срок обучения три года. Учащиеся заочного отделения, особо успешно закончившие 8-й или 
9-й классы, рекомендуются для поступления в физико-математическую школу-интериат № 18 
при МГУ. Учащиеся, успешно выполнившие все задания, получают удостоверения об окончании 
мммхФ. 

Преподавателями на заочном отделении МММФ работают аспиранты и студенты механико- 
математического факультета. Разработку тематических брошюр осуществляет методический Совет 
МММФ, состоящий из профессоров и преподавателей мехаиико-математического факультета. 

Желающие поступить на Малый мехмат должны не позднее 15 апреля выслать в адрес 
МММФ решения задач вступительиой работы (при этом не обязательно должны быть решены 
все задачи}. Работу необходимо выполнить в школьной тетради в клетку. На обложку тетради 


наклейте тетрадный лист бумаги со следующими данными: 


1) республика, край, область; 
2) фамилия, имя учащегося; 
3) школа и класс (полное название); 


4) полный домашний адрес (с указанием нндекса почтового отделения); 

5) фамилия, имя и отчество родителей, место их работы и должность. 

В работу вложите листок бумаги 4Жб см, на котором напишите полный домашиий адрес 
(с указанием индекса почтового отделения) п пришлите по адресу: 119899 Москва, МГУ, Малый 


мехмат. 


Примечания: 


1. Для школьников 7 —10 классов Москвы и ближнего Подмосковья работает вечернее отделе- 


ние МММФ. Справки по телефону: 139-39-43. 


2. Для школьников Казахстана и Молдавии действуют филиалы МММФ МГУ: при математи- 
ческом факультете Казахского государственного уииверситета и при факультете математики и 
кибернетики Кишиневского государственного университета. Их адреса: 

480012 Алма-Ата, ул. Кирова-Масанчи, 47/39, Каз.ГУ, математический факультет, филиал 


мммх мгу; 


277003 Кишинев, ул. Садовая, 60, КГУ, факультст математики и кибернетики, филиал 


МММФ МГУ. 


Задачи вступительной работы на Малый 
механико-математическяй факультет 

в 1986 году . ИВ 
1. Какое из чисел больше: 3'5 или $11? 


2. Докажите числовое равенство 
22...23 3..3" =11..1. 
—— ——— ——/ 


п цифр п цифр —2п цифр 

3. Через точку перссечения диагоналей тра- 
пеции проведена прямая, параллельная основа- 
ниям и пересекающая боковые стороны в точ- 
ках Ми №. Найдите длинну отрезка ММ, если 
известно, что длины оснований трапеции равны 
соответственно а и 65. 

4. На продолжении иаибольшей стороны 
АС треугольника АВС отложен отрезок СМ 
так, что СМ-= ВС. Докажите, что угол АВМ не 
является острым. 

5. Середины соседних сторон выпуклого 
питиугольника соединены отрезками. Докажи- 
те, что периметр пятиугольника, образованно- 
го этими отрезками, больше половины перимет- 
ра исходного пятиугольника. 

6. Найдите все целыс положительные реше- 
иия уравиения ху-=2х-- Зу- 

7. Пусть хи, Х2, ХХ -ь Х- — ПОоЛОЖИ- 


тельные числа. Докажите, что сумма 
Хх! Хх. Хз 


И ОИК. ЗЕЕ 
ж-1 Иа) ++ +ь 
И Ха -1 
1 рии" 
+ = 


жи НИИ И 
меньше 4. 

8. На столе лежат 100 спичек. Каждый 
из двух играющих при своем ходе может взять 
от 1 до 5 спичек. Ходят по очереди. Проигры- 
вает тот, кто возьмет последнюю спичку. Как 
должен действовать начинающий игру, чтобы 
выиграть при любых ходах противника? 

9. На доске написаиы все натуральные чис- 
ла от 1 до 1986. Разрешается стереть любые 
два числа и вместо одного из инх иаписать их 
разность, а вместо другого — иуль. Можно ли, 
совершив достаточно много таких операций, по- 
лучить набор, состоящий из одних нулей? 

10. На каждой из 7 планет находится астро- 
ном, который наблюдает ближвйшую к ней пла- 
нету. Докажите, что если расстояния между 
планетами попарно различны, то имеется пла- 
нета, которую не наблюдает ни одии из астро- 
номов. 
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Заочная 
физико-техническая 
школа при МИСиСЕ 


Филиал Всесоюзной заочной математиче- 
ской школы — Заочная физико-техническая 
школа при Московском ордена Октябрьской 
Революции и ордена Трудового Красного Зна- 
мени институте стали и сплавов — объявляет 
набор учащихся в восьмые, девятые и десятые 
классы на 1986/1987 учебный год. 

Цель работы школы — оказание помощи 
учащимся в углубленном изученни  апро- 
граммного материала средней школы по физи- 
ке и математике. 

Программа обучения по математике пол- 
ностью соответствует курсу ВЗМЩ. Курс физи- 
ки разработан преподавателями кафедры обдцей 
физики и кафедры теоретической физики Мо- 
ековского института стали м сплавов и соот- 
ветствует требованиям на вступительных экза- 


Работа школы организована следующим об- 
разом. Четыре-пять раз в год учащимся рас- 
сылаются контрольные задания по физике и ма- 
тематике вместе с краткими сведениями по тео- 
рии и примерами решения задач. Присланные 
учащимися контрольные работы проверяются и 
вместе Е оценками и комментариями от- 
правляются учащимся. В качестве годового 
задания учащимся десятых классов посылают- 
ся материалы вступительных экзаменов в 
МИСиС за прошлые годы. Учащиеся, успешно. 
окончившие ЗФТШ, пользуются пренмущест- 
вом при поступлеиин п МИСнС. 


Занятия п ЗФТШ (МИСиСа) начнутся с 1 ок- 
тября 1986 года. Для зачисления в школу 
необходимо прислать заявление с указанием 
фамилии, имени, отчества, полного домашне- 
го адреса, профессыи и занимаемой должно- 
сти родителей, а также приложить справку из 
школы п указанием класса п годовых оценок 
по физике и математике. Заявление и справку 
вместе г решением первого задания по матема- 
тике, о котором написано п статье «Новый 
прием во Всесоюзную заочную математиче- 
скую школу» п этом номере журнала, нужно 
выслать нс позднее 5 мая по адресу: 117049 
Москва, Ленинский пр., 4, МИСиС, ЗФТШ. 


мснах ю вузы, прежде всего — а МИСиС. 
обучения провели эту олим- 
Заочная пиаду среди руководимых 
олимпиада ими учащихся и прислали 
в «Квант» лучшие работы. 
по програм- Комсомольцы ИНЭУМа* взя- 
мированию ли на себя труд по провер- 


В «Кванте» № 6 за прош- 
лый год были опубликованы 
задачи Заочной олимпиады но 
программированию для не- 
московских школьннков. 
{Москвичи могли решать те 
же задачи, участвуя в Москов- 
ской городской олимпиаде 
по программированию.) В за- 
очной олимпиаде приняли 
участие 150 школьников, при- 
славших 900 решений пред- 
ложенных задач. В некоторых 
городах университеты, учеб- 
ные институты и учебные 
центры профессионального 


*) Институт электронных управ. 
ляющих машии Минприбора 
СССР. 
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ке поступивших работ н на- 
писали всем учвстникам пись- 
ма г разбором их решений. 

Жюри Олимпиады прису- 
дило следующие премии: 

{ премию получили: 
В. Казначеев {Ленинград), 
Е. Фиик (Ленинград); 

И премию — Ю  Ва- 
сильев (Ленинград). Г. Глу- 
щенко (Запорожье), О. Ма- 
тюшкина {Ленинград}, 
К. Стыркас (п. Черноголов- 
ка Московской обл.); 

[И премию — А. Асташ- 
кевич (Томск), В. Гладков 
(Пермь), Б. Каюров (Одинцо- 
во), М. Ногоновский (Ленин- 
град}, Рахлин (Монче- 
горск}, Федоренко (Таган- 
рог}. А. Черных (Краснодар). 

Кроме того, еще 14 участ- 
ников получили похвальные 
отзывы. 

Подведем общие итог. 
Почти все участники стара- 
тельно выполнияи большую 
работу. Средний участиик ре- 


ал все Т`или Б задач, зная, 
что в зачет пойдут только 
три. Как правило, программы 
написаны аккуратно, без син- 
таксических ошибок програм- 
мирования. Некоторые участ- 
ники пропустили свои про- 
граммы на машинах и при- 
ложили листинги. Многие 
участники описали алгорит- 
мы решений кратко и ясно. 

Выяснились и два недо- 
статка, присущие большому 
числу работ. Некоторые учасл- 
ники не были изобретательны 
и поисках эффективных алго- 
ритмов: они заводили масси- 
вы чисел, без которых мож- 
но обойтись, и тратили боль- 
ше действий. чем нужно, н 
это несмотря на то, что нуж- 
ное число действий было ука- 
зано п условиях задач. Неко- 
торые участники плохо графи- 
чески оформили свои програм- 
мы, не позаботились о том, 
чтобы программа легко чита- 
лась. 

В целом итоги олимпиады 
нас порадовали. Решено ее 
проводить ежегодно. 

А. 7. Брудно, 
председатель Жюри 
олимпиады 


Ответы, указания, решения 


Избранные школьные задачи 
1. Указание. Используйте представление 


хуиг = 1000х-{ 100у-- 10и-ь. 

2. аг-0. Решение. Вычлем из второго урав- 
нения удвоенное первое; получим (а—3)х-==0. 
Таким образом, если а3Е3, то х=0 и для у по- 
лучается уравнение ау=а--2, которое имеет 
решение в том и только и том случае, если 
а-=0. Если же а=3, то наша система превра- 
щается в пару равносильных уравнений 
2х+3Зу=5, 4Ах--6у--10, которая, очевидно, 
имеет бесчисленное множество решений. 

3. 10. 0, 0] и |1, 1 1. Указание. Из не- 
равенств видно, что числа х, у, 2 неотрица- 
тельны. Используя это, выводим из наших не- 
равенств неравенства хх, у’ у, 2’<.2. Из 
них вытекает, что каждое из чисел х. у; 2 рав- 
но 0 или 1. Но тогда х’хвх. у?=у, 27-2, и, 
следовательно, х<у, у<р, 2х, то есть х= 
=—=у— 2. 

4. Указание Обозначим площади наших 
Б треугольников через 81.....8, в соответствии с 
рисунком 1. Поскольку медиаиа всегда разби- 
вает треугольник на две равновеликие части, 
имеют место равенства 3—8 8,=$4, 825%, 
в 8. 51-8 5ь, 52-35 ба 85 -- Зь-№ 5. 8: 
я + 552=85--81--5:. Из этих равеиств следует, 
ЧТО $1==8:=81=84==85- 8. 


5. Указание. Воспользуйтесь тем, что отрезки 
касательных, проведенных к окружности из од- 
ной точки, заключенные между этой точкой и 
точками касания, имеют одинаковую длину. 
6. п-3, п=4. Указание. Произведение 
| п_2[ | п— 65! явдяется простым числом тог- 
да и только тогда, когда один из сомиожителей 
равеи единице, а другой является простым 
числом. 

1. Указание. Если х не принадлежит отрез- 
ку [-—-1, 0}, то х?"-+х--11, а если х принадле- 
жит этому отрезку, то зт х< 0, а х’-+-х+1>>0. 
Таким образом, правая часть всегда больше 
левой. 


8. Отрицательно. Решение. Так как 
3,1415<л< 3,1416, то 10 000:3,1416— 
<10 000/1=<10 000.'3,1415. Но 
10 000/3,1416=-3183,0 ... и 10000/3,1415= 


== 3183,1 ... значит, 3183< 10 000/5<3184, то 
есть 3183л< 10 000<3184л. (Неправильное 
решение: л=3,14, следовательно. 10 000/л= 
210 000:3,14=3184,7 а следовательно, 
3184л<10 00031851 и зш 10000 положи- 
тельно.) 


Рис. 1. 


А В 
Рис. 3. 


9. а) у-- х—2 м у=7х—11. Указание. Пусть 
прямая у==Ёх--ф касается первой параболы в 
точке (х:; у) и второй параболы в точке 
(х2: у2); всего имеется, таким образом, В не- 
известных. 

Запишите: условия принадлежности точек 
(ху и} и {хх у соответствующим парабо- 
лам (два соотношения); условия прохождения 
прямой через эти точки (два соотношения); 
условия равенства углового коэффициента пря- 
мой значению производной первой параболы 
при х==х, и значеиию производной второй па- 
раболы при х=х: (два соотношения). 

6) Две. Указанне. Если а, на. — числа 
одиого зизка, то параболы у=а,х’ хе, и 
у=в.х' + Ь.х-+-с- имеют две общие касательные 
тогда и только тогда, когда они пересекают- 
ся; если же а; и а; — чисяа разиых знаков, 
то эти параболы имеют общую касательную 
тогда и только тогда, когда они не пересекают- 
ся (докажите!). У нас аа=1Т и а-=—] имеют 
разные знаки и уравнение х?--х—2=—х"-|- 
+7х—11 решений не имеет. 

10. Верно. Указание. Раздельно рассмотрите 
случаи, когда среди иаших точек найдутся 
три, не лежащие на одиой прямой, п когда 
таких трех точек нет. 

11. См. рисумок 2. Указвиие. Если 
[%]-20, то ет» [х]|, а если [х]=:0, то 
функция е"!х! не определена. 

12. Уравнение решений не имеет. Указание. 
Рассмотрите функцию З т х—4 созх и убе 
дитесь в том. что ее наибольшее значение 
равио |5, я наименьшее значение равно —5. 
(Покажите, что точками экстремума являются 


3 
те значения х, в которых 4я х= — <: выве- 


дите отсюда, что в точках экстремума либо 


8 х= а 05 х= — ме либо зт х= — ры 
5’ 5’ 5° 
с0$ Х== к 
5. 
Другой способ — введение вспомогательного 
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угла: 


331 х—4 со$ х=5 ( — оз х— 
( у 3747 
со х) = 5(с03 фзт х— т ф соз х)= 


= 5 мт(х—$), 


^/32+ 4: 
3 4 а 
где с08 ф= = т ф= 5 ] Далее исследуйте 


множество значений функции соз 5х—Т. 

13. 50. Указанис: 49<12(л'°°) 50. 

14. агсут [(91п а) ($1т 9}]. Решение (см. рису- 
нок 3). Пусть АС — наша прямая, причем точ- 
ка А лежит на ребре двугранного угла. Пусть, 
далее, АВ — отрезок, перпсндикулярный реб- 
ру п лежащий п той же грани, в которой ле- 
жит АС, причем ВС..ВА. Пусть, наконец, ри 
Е — проекции точек С и В на другую грань 
угла. Нам дано, что С ЕАВ:=ф и ДСАВ= 


д 
= = — и мы должны найти СДАС. Имеем: 


ши = | 72763] 1 ЕВ! 
эт / РАС=- АСТ =! 29] Е 

АВТ м В р 

\ АВ| /эта = (81 п) (81 Ф). 
15. Пятнугольиик получиться может. пра- 


вильный пятнугольннк‘ получиться не может. 
Указание. У пятиугольника, являющегося 
сечением параллелепипеда плоскостью, всегда 
существует по крайней мере одна пара па- 
раллельных между собой сторон (почему?), 
тогда как в правильном пятиугольнике ника- 


кие две стороны между собой не параллель- 
ны. 


Восстанови стертую фигуру! 

1. В точке Н восстановите перпендикуляр к 
прямой ОН, затем постройте отрезок АС так, 
чтобы один его конец лежал на перпендикуля- 
ре НР, другой — на прямой ОН, в серединой 
была бы точка Р. Длина стороны АВ равна 
2ПЕ (рис. 4). 

3. Постройте серединные перпендикуляры для 
отрезкой ММ и МК. Постройте отрезок, коицы 


‚Р 


Рис. 4. 


Рис. 6. 


которого принадлежат серединным перпенди- 
кулярам, а середина находится в точке М 
(рис. 5). 

4. Для точки М постройте симметричную ей 
точку М’ относительно прямой [, на которой ле- 
жит биссектриса, и через М” проведите прямую, 
лараллельную ММ (рис. 6). 


Калейдоской «Кванта» 
Вопросы и задачи 


1. См. рисунок Т (а. 6). 

2. Расширяли. 

3. При горизонтальном положении трубки дав- 
ления справа и слева на капельку будут урав- 
новешены; устройство не может служить термо- 
метром. - 
При вертикальном положении трубки давле- 
ние и нижнем шарике больше давления в верх- 
нем на постоянную величину. При иеизменном 
объеме давление с ростом температуры увели- 
чивается тем быстрее, чем выше начальное 
давление (см. рис. 8). Для поддержания по- 
стоянной разности давлений в. шариках капель- 


Рис. 9.- 


Рис. 8. 


ка стаиет перемещаться вверх; устройство мо- 
жет служить термометром. 

4. Рост давления ио мере повышения темле- 
ратуры ускорится по сравнению с ростом, 
предсказываемым законом Шарля. 

5. При адивбатическом расширении давление 
падает быстрое, чем при изотермическом. Кри- 
вая 1—1 — алиабата. 

6. Увеличилось в 3 раза. 

Т. Сы. рисунок 9. 

8. Если считать, что температура пузырька не 
менялась при подъеме. то Вл:10,3 м. 

9. В рабочем режиме, когда газ в баллоне на- 
грет, его давление не должно превышать ат- 
мосферное. : 

10. Повышается. 

Микроопыт и 

Часть иагретого воздуха в стакане, расширяясь, 
вышла иаружу. Когда бумажка погасла, воз- 
дух остыл, давление его упало, и под стакан 
вошла вода под действием атмосферного дав- 
ления. 


Основные углы в правильной пирамиде 


2. 9 аа. 


3. л—атгссоз {21 4). 


ь у2 эп а 
2 
4. —=—. 
6 \203 м 


448 а 
32-16 2а) 3:2 $ 
3 128 


9. 2 агсье \/2, агс\я 21/2. 


"я ` 
па‘ созм сё — 


10. и 


(+) (+5) 
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Математика 
Вариант 1 


1. х-—атевыи/ © фил (#С2,). 


2. ]—1/5; 0[1']0; 1/12]. 
3. ((0; 1); (2; —1}}. Указание. Из второго 


1—м ? 
уравнения следует, что х=( 


19—_ 
4. 28° у Указание. Пусть 
— 
ВЕТАР и АВЕ. Из условия задачи сле- 
28 
‚ . . [6 ь } = я 
дует, что (см. рис. 10), [АВ = а 
ГАД] =28 зт а. Поэтому ее тей х 
с08 © 5/3 
Е 


ЖЁА зт и, то есть зп @ п= ‚ откуда а== 307. 


2 


Рис. 10. 


5. 271/80. Указание. Ось цилиндра парал- 
лельна ребру 5В. Пусть | ВС |=1. Проведем 
через ребро 4С сечение пирамиды плоскостью, 
перпеидикулярной $58. В сечении получится 
ДАМС (М ЭВ). В ДАМС } АМ! = | МС |= 
:=5/6, [ АС | == 1. Из симметрии конфигурации 
тел вытекает, что точка касания цилиндра Ее 
ребром АС — середина АС. В ^АМС вписана 
окружность с радиусом 1/4. Поэтому $ВС= 


6 9 
= атом — , ысота цилии а —_ —, 
о: ые 5 
} $В| == ы высота пирамиды ь 
1 = т * рамид 55° 


9х 
Окончательно, объем цилиндра равен 807 $ 


1 
объем пирамиды — — 
ы 3711 ° 


Вариаит 2 


; 

: 1). 

=4/1—х. 

2. ]—о°; —З1 а; + ©ч[. 

3. х-=агссо3 {2 — Г) 281 (Е ЕР. 

4. 3. Указание. Пусть х — длина искомой 

хорды. По теореме косинусов, х° --4—2-2.хх 

Ж1/2-=х* +1-—2-х.1.1/2. 

5. 72/23. Указаиие. Пусть Ё — точка каса- 

ния прямой ММ со сферой. О — центр сферы. 

М... Г:, О; — ортогональиые проекции точек 

М, Г, О на плоскость АВС соответственно. Вос- 

лользовавшись тем, что длииы отрезков Каса- 

тельных, проведенных из какой либо точки к 

сфере равны, получим, что а |=5/2. ее 
Е 


Указание. Выполните замену 


имеем: |1 К], | = 10, 0|-= 4. 
9 

Ул |= Е ‚ 10, тв Е. КО, — агссоз =. 
48 2 
мк 


Варяаит 3 


1.18). 

2. х= + т агссо8 1 Ая (ЕР). 

3. аЕ]— о; а о|. Указание. 
Вершина первой параболы — точка 
М. (—а,— 44?" —а), вершнна второй — точка 


1 4 
М. т -- +а—2). 
“\а ат 
Эти точки лежат по одну сторону от прямой 
у= —5 тогда и только тогда, когда 


(—40°—а-55)( — “ +а—2 +5) >0. 


Рис. 11. 
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4 185,8. Указание. Пропедем окружность 
© центром в точке Р и радиусом, равным [| МР| 


—^ > 
{см рис. 11). Поскольку МРМ› 2МОМ, точка @ 
13 
лежит на этой окружности. Значит, |Р@ |= 5- 
Отсюда следует, что |РН|==5/2. 

5. 753. Указание. Пусть О — центр шести- 
угольника АВСРЕЕ, а В. — середина отрезка 
> - = - 
|АО]- Положим ВС—а, ВВ; —=6. 0$ =с. Векторы 
а, Би С некомпланарны. Поэтому всякий век- 
тор Хх однозначно раскладывается по векторам 
аби: х=ж ах. 6-х гдеху,х:, Ху — чис- 
ла. Поставим п соответствие вектору х — тройку 
чисел (хи: х:; х,) и будем писать х = (ху, х., Хх: }. 
Тогда проводя необходимые вычисления, по- 

лучим: 


2 
к8=(- =: _1; 1). ЕК=( —- т; -=: ь ‚ 
5к=(— =: =: рвы а ый 
05=4—1;0; 1, ОЁ.=( — у: 1:0), 


Вы 2: _ 5:0), = - =: 5; —1). 
ыы 24 8\ 141 
&-=(- не-в). (ить, 
(о; — 8. ы ны 
В (0; — 5:0). 18, В|-- 5, |ВС| = 
Физика 


ВЗариант 1 

1. Удобнее всего систему отсчета связать с на- 
клонной плоскостью и направить оси координат 
так, как показаио на рисунке 12. Рассмотрим 
движение шарика между двумя последователь- 
кыми ударами о плоскость. 

Поскольку проекция ускорения шарика на ось 
ОТ величина постоянная: а,=8 с03 а=<оиз\, 
проекции скорости на эту же ось сразу после 
первого удара и непосредственно персд вторым 
ударом по модулю равны. Из-за того что удары 
упругие, проекции скоростей до ударов такие 
же, как и после. Таким образом. для всех уда- 
ров [9 | ==. р, где и, -—— скорость шарика в 
момент первого соударения с плоскостью. 
Время г между двумя последовательными уда- 
рами находим из уравнения движения шарика 
по оси О’—и= | и,| 1—Е с05 а. {"/ 2, полагая 
и=0 при {=т: 


х— 2" ат Ти бо В 
— пси  Ясоза ° 


Хх У 


Рис. 12. 
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Движенне по оси ОХ описывается уравнением 
х=|ь, | #—@,17/2 (тде |о,| == 01 с0з В, @,= 
= Е зт 1), а условие возврата есть х=:0 при 
{= пт (п=1, 2, 3,...). Отсюда для угла Р полу- 
чаем 
Вах агсё8 (пака), п=\ 2, 3,... 

2. То, что давление пара возросло не втрое, а 
вдвое, означает, что в результате сжатия пар 
стал насыщенным и его давление р= 10“ Па. 
Тогда для параметров пара в начальном состоя- 
нии имеем уравнение 


р т 
— у — ВТ, 
2-м 
откуда для начального объема получаем 
Ут ЕТ 1, 10-31 п. 
М р 


3. Обозначим через [< электродвижущую силу 
батареи и через А-=Н.А,/(В,--В.) сопротивле- 
ние внешней цепи при замкнутом ключе. Из 
условия задачи ©"В./ (В: +г7=Ф'ВАВ-+)' по- 


лучаем 
—— ВВ, 
г=` А.А» [в в 
\ А в ВВ, Ом. 
4. Действие оптической системы линза — зер- 


кало в данном случае заключается п следую- 
зцем. Линза создает мнимое изображение пред- 
мета А на расстоянии 1 =а4, Р/(Р-—- а) (а: — 
расстояние предмета от линзы) р увеличением 
Ань 
ы а (—а) 
Это изображение отражается в зеркале (без из- 
менения размеров), а полученное отражение яв- 
ляется новым предметом для линзы, находя- 


щимся от иее на расстоянии 4,=2Р--/. Лни- 
за создает изображение этого предмета на рас- 
стоянии {,-=Ра›/(а,—Р) о увеличением 


Общее увеличение системы 
РА 
— оно не зависит от начального расстояния 
между предметом и линзой. 
В этом можно убедиться также построением 
хода лучей в даиной оптической снстеме. 
Вариант 2 
1. атах-= атс (п/2)7=14°. 
.2. А=З/11 (АВТ, —39)=3,9 кДж. 
3. и=ф+аог!а. 
4. 4.- \45,(151)=2 см. 
Вариант 3 
1. В-=агссоз (7.:20} =69>. 
2. р:/р:=< Т.Г. =1,5. 


2: .ВС 
а еси 


4. Г 3, если расстояние от предмета до линзы 
меньше расстояния от. линзы до изображения; 
Г== 1,3 в противном случае. 


Московский ниститут электроиного машино- 
строения 


Математика 
Вариант 1 


1. х.=2лЕ; х.= Е 4213; хи =— - 4лт (в. 2. 
те 7). 


2. «а=1, а=3. Указание. Корни существуют 


при Г. =а‘—10а?1-9>0. Сумма их 
1/4->0 равна 2(а’—4а). Если при 0274=0 счи- 
тать, ‘что уравнение имеет два совпадающих 
корня (ж=х>), то и вэтом случае сумма корней 
равна 2(а*—4а). 

3. Верно. Плоскость (АВС”) содержит (ВСЁ 
1 (СРА’ ). 

4. > ПТ; является. Указание. Квадрат рас- 
стояния ат точки (5, 2} до точки (х. х*-- 2х) 
равен 4?`=(х— 5) | (х’2х—2)'. Вычисляя про- 
изводную, получим, разложив на миожители 
(4) =(х—1)(4х* + 16х-+18). Из этого следует, 
что ближайшей к точке (5, 2) точкой парабо- 
лы является точка (1, 3): 


при 


. их 
5. Две первые. Указание. п орет х), 
где р — многочлен, так период функции 


р (т х) равен 21, а период эт —4л. Пред- 


положим, что эт Я х=ао зтаях-а, т и —1х-- 
- ...-- а. при всех х@В. Подставляя х=0, полу- 
чаем а.=0. Поэтому 2 зп х- с08 х=этх 
{ас т“ ‘х+...Ёа._,). Отсюда следует, что 


2 с0з х==аозт "Их... аа -1 (*) 
при всех хСВ. (При зп хЕ60 это равенство оче- 
видно, а при зп х=0 получается из непрерыв- 
ности левой и правой частей.) 
Подставляя в (*) х=0 м х=л, 
а, _1=2 иа,_,=—2. Противоречие. 


получим 


Вариант 2 

1. ]—со; 108:(8/4)[ при а>0, © при а=0, 
]—со: 1082(—4/2){ при а< 0. Указание. Пос- 
ле замены у=йх задача сводится и решению 
системы р 


(уфа/2(у—а/4)<0, 
у>0. 


2. хи ал 42пл; 


х:= +215 (в. 167). 


Указанил. Уравнение равносильно системе 


5зт2х—2= (вп х—созх)?, 
эт х > созх. 


3. а 2-2. 6).2; больший объем имеет часть 
куба, содержащая точку В. Указание. Пусть 
М — точка пересечения прямой КГ, е пло- 
скостью АВСО, № — точка пересечения прямых 
Ар и СМ, Р — точка пересечения МЕ и 
А’, р’, @ — точка пересечения ирямых РЕ и 
В’С‘ (рис. 13). Тогда СМР@ есть сечение 
куба плоскостью СКЕЁ. Это сечение делит куб 
на две части — «ближнюю» и здальнюю». 
Проекция точки К на плоскость АВСП лежит 
В «ближней» части, поскольку отрезок ОМ яв- 
ляется четвертью ребра куба. Поэтому весь от- 
резок ПК (исключая точку К} лежит в «ближ- 
ней» части куба. Но тогда, перенеся пло- 
скость СКТ, параллельно самой себе так, чтобы 
новая плоскость прошла через центр куба. мы 
уменьшим объем «ближней» части и увеличим 
объем «дальней» части. Однако после переноса 
объемы частей сравняются, и, следовательно. до 
переноса объем «ближией»ь части был больше 
объема «дальней» части. 

4. При хЕ[—1; 1]: /ии=И = 1,3; тах== 
==/(1)=1/3. При хе [1; 2[:/и,„=/(1)=1/3; 
наименьшего значения нет. В 


Рис. 13. 


5. 2\5. Указаиие. Пусть у=Их)=ах?+ 
6х4 си у=и(х)=аих'--Ь.х- с, — две непере- 
секающинеся параболы и ЁЕ В произвольно. Рас- 
смотрим параллельный перенос (на вектор 
(Е, Г)), переводящий вторую параболу в парабо- 
лу, проходящую через точку (2. { (1}) первой 
параболы и имеющую с ней в этой точке общую 
касательную. Искомое расстояние будет равно 
наименьшей длине вектора (#, 1). 

Выясним, каковы условия на вектор (К, Г) в 
нашем случае. Параллельный перснос перево- 
дит параболу у=(х-4-4)^—3 в параболу у—!= 


=(х—^-+4)"—3. Потому для данной точки 
полжны выполняться соотношения: 
—З#--8:—9, 


(#—2-4).—З-+-1= 
{ 2 (1+4—К)=— 6148, 
откуда А— 41, {—=—121°-4-32:—22. Осталось най- 
ти наименьшее значение функции 


4@=(41) +012 —3214-22)'. 


Физика 
1. Соах= 1+ `=2,02 м. 
2. х=5(\ 5-4: 2)В/27. 
3. \№=пР:/(2етМ})=32 К. 
МРУ&И 1 - 
4 Ее п-т) = 300 Н, где М= 
—=29. 10—3 кг/моль — молярная масса воз- 
духа. 


_ бе Ми в) )ВТа 
Т/Мр5 
'„=100^С — температура кипения воды, рав- 
температуре насыщенного пара (Т,„= 
—373 К), М=18- 10-3 кг/моль — молярная 
масса воды. 


#2 и ›В; 
$5. асе ен: 
Ч6==Си(Я .-=*,)=107° Кл. 
1. А=ИЦЮ—Гуе = 8 Дж. 
8. Е п(В,р--^)/А —1)==9.5 кОм. 
9. хх'==Е2; Г=Р/х-=5. 


5. =2,5 м, где 


+#)=6.5 - 10-5 Кл; 


10. —М тва 24. 10-28 кг. м/с, 
^^ В 
где #=6,62. 10—34 Дж. с — постоянная План- 


ка, с=3. 10” м/с — скорость света. 
Московский государственный педагогическяй 
институт им. В. И. Ленина 

Математика 

Вариант 1 


15: 2.г3 см. 3. х= 25 (2141); Ха== 
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=== == 4+2 (А, 162). 
4. ]0; 11013; +°55[. 5. Промежутки возраста- 


ния ]-—-<.; —1] и (0; +. Промежуток убы- 
вания [—1; 0]. 


Вариант 2 


1. 2 2 зп © с037 а. 2. х=2лЁ {КЕ 2). 3. ]— 1: 6[. 
4. {0}. 5. уиах==и(0)=9(3)=5; итп ==у(2)=1. 
Вариант 3 

1. 27 кы/ч. 2. 18 м. 8. ха я Е 2). 

1 1 

4. 4; +о‹[. 5. у]. 
Вариант 4 
1. 8 що. 2. хе (4А 1) 2. (ВЕР). 
3. {—23/31. 4. |-—со; —1[ 1] 5; +09. 


Физика 

1. Т=ЗМа. 

2. Г=4 1=40 см. 

3. А=и(я-а)н 3150 Дж. 

4. 5=т/@ 0—0) 1,9 м? 
==103 кг/м? — плотность воды). 
5. Т=руУМ/(тВ)=480 К. 


6. 1=4/39’/(Влеотв)=6,4. 10-2 м=6,4 см 
(здесь 2.=8,85. 10-12 Фум — электрическая 
постоянная). 

Я. ЕО) =14В; 
— (1, —12)=3 Ом. 

8. и--агсщ п: 58°. 

9. #=(1-Е Г)Р=4,2 м. 

10. п= Р?./(#с)==50 (здесь с==3. 10" м/с — ско- 
рость света). 

Шахматная страничка 

(см. «Квант», 1985, № 10) 

Задание 19 (А. Хильдебранд, 1958 г.). 1. Ка8-- 
Кр!6 (1... Кр!8 2. Кеб-+ и 3. Кя5--) 2. Фи 
Кре5 3. КУТ-- Кра5 4. Фа8-- Крс5 5. Фа 
Кр894 6. Фа7-{, и следующим ходом белые вы- 
игрывают ферзя. 

Задание 20 (Г. Ринк. 1926 г.). 1. Ле7-- ла7 
2. 9с5-1- Кра8 3. Крнб! Л:с7 (Фа8) 4. ФЕ8-+; 


(здесь о„= 


г==(02— 


3... Ф:с7 4. $! 8х. 


Главный редактор — академик Ю. А. Осипьян 

Первый заместитель главного редактора — вкадемик А. Н. Колмогоров 

Заместители главного редактора: Л. Г. Асламазов, А. А. Леонович, В. А. Лешковцев, Ю. Ц. Соловьев 
Редакционная коллегия: А. А. Абрикосов, М. И. Башмаков, В. Е. Белонучкин, В. Г. Болтяиский, 


А. А. Боровой, Ю. М. Брук, В. В. Вавилов, А. А. Варламов, Н. Б. Васильев, С. М. Воронин, 
Б. В. Гнеденко, В. Л. Гутенмахер, Н. П. Долбилин, В. Н. Дубровский, А. Н. Земляков, А. Р. Зильбер- 
ман, С. М. Козел, С. С. Кротов, Л. Д. Кудрявцев, Е. М. Никишин, С. П. Новиков, М. К. Потапов, 


В. Г. Разумовский, Н. А. Родина, Н. Х. Розов, А. П. Савин, Я. А. Смородинский, А. Б. Сосинский, 
В. М. Уроев, В. А. Фабрикант 


Редакционный совет: А. М. Балдин, С. Т. Беляев, Б. Б. Буховцев, Е. П. Велихов, И. Я. Верченко, 
Б. В. Воздвиженский, Г. В. Дорофеев, Н. А. Ермолаева, А. П. Ершов, Ю. Б. Иванов, Л. В. Канторович, 
В. А. Кириллин, Г. Л. Коткин, Р. Н. Кузьмин, А. А. Логунов, В. В. Можаев, В. А. Орлов, Н. А. Патри- 
кеева, Р. 3. Сагдеев, С. Л. Соболев, А. Л. Стасенко, И. К. Сурин, Е. Л. Сурков, Л. Д. Фаддеев, 
В. В. Фирсов, Г. Н. Яковлев 

А 
А. А. Варламов. А. Н. Виленккин. В. Н. Дубровский, 
А. А. Егоров, И. Н. Клумова, Т. С. Детролв, 

А. Б Сосннский. | А Тихомирова 


103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 82/1. «Кванть, 
тел. 250-33-54 


—————_———_————_————— 


Вомер оформили: 
Е. В Винодарова. М. Е. Дубах. М. Н. Ермолов. 
С. Г. Захаров, С. В. Инаыов. В. Ф. Лактионов, 
П. П. Лахтунов, Ю. П. Мартыненко, Ю. Н. Сарафанов, 
И. Е. Смирнова. ЕВ. К. Тенчурина, В. П. Храмов, 
В. Б. Юдин, Н. А. Яшук 

Фото представили! 

З. Д. Шварц 


Сдано и набор. 22.11.85. Подпксано к печатн 23.11.85. 
Печать офсетная. Усл. хр.-отт. 23.8 

Вумага 70% 108 1/16 

Усл. печ. л. 5,6. Уч.-изд. л. 7,86. Т-2238%9 

Тираж }97 601 экз. 

Ценв 40 кол. Закал 3087 


Ордена Трудового Красного Знамени 
Чеховский лолиграфический комбинат 
ВО «Союзполкграфпромь 
Государственного комнтета СССР 

по делам издательств. полиграфяи 

п хиыжной торговли 

142300 г. Чехов Московской областк 


Художественный редактор Т. М. Макарова 


Корректор М. П. Медведская 


Махматная страничка 


Консультирует — экс-чем- 
пнон мара по шахматам, 
междувародный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техни- 
ческых наук Е. Я. Гик. 


НОВОЕ В КОДЕКСЕ 


Забавный случай произо- 
шел в 52-м чемпионате страны 
з Риге. В партии Чернии — 
Эйнгорн после 1. 94 К{6 2. КГЗ 
еб 3. с4 Ьб 4. #3 Саб 5. 
Ъ3 СЬ4+ 6. (42 Се? Т. 
С#2 0—0 белые сделали совер- 
шшенно  немыслимый ход 
8. ЛЕ1?? Такой ход, наверное, 
не придет в голову и начинаю- 
щему шахматисту, а что гово- 
рить о Чернине, участнике 
туриира претендентов!? 

Разгадка проста. По новым 
правилам ФИДЕ, принятым в 
прошлом году. рокировку те- 
перь надо обязательно начи- 
вать с перемещения короля и 
лишь затем через него перено- 
сить ладью. Если же сначала 
взята ладья — ходи ладьей. 

Важные поправки к шах- 
матиому кодексу касаются 
«правила 50 ходовь: если в 
течение 50 ходов на доске не 
произошло нн одного размена, 
и ми одиа из пешек не 
сдвинулась с места, пертия 
ааканчивается вничью. Это 
правило, кстати, ограничивает 
продолжительность шахмат- 
ной партии, не дает играть до 
бескоиечности. Правило вер- 
ное, но оно имеет исключения. 
Ведь существуют позиции, в 
которых для выигрыша тре- 
буется более 50 ходов. Для 
них число 50 в кодексе 
увеличивается до 100. Вопрос 
в том, на какие позиции 
должно распространяться это 
исключение. До сих пор в 
кодексе упоминалось лишь 
два вида окончаний: «король 
ин два коня против короля 
и пешкиь и «король, ладья и 
пешка а2 против короля, 
чернопольиого слона и пешки 
аЗь. Теперь нравило ста ходов 
касается и окончания: король, 
ладья и слон против короля и 
ладьи. 

Все три упомянутых окон- 
чания относятся к числу 
наиболее сложных в теории. 
Как известно, два коия не 
могут дать мат одинокому 
королю противника: если тот 


будет играть правильно, он 
неизбежно будет запатован. 
Но если у слабейшей стороны 
(обычно черных) имеется пеш- 
ка, то в некоторых случаях 
она может быть использована 
с выгодой для противника. 
Предположим, что пешка заб- 
локироваиа конем. Тогда, от- 
теснив короля противника в 
угол с помощью своего короля 
и второго коня, белые могут 
в подходящий момент распа- 
товать пешку. Далее, подводя 
второго коня к черному коро- 
лю, удается, в отдельных слу- 
чаях, пока пешка движется в 
ферзи, заматовать его. 


На этой диаграмме черный 
король лишеи свободы и 
попадает в матовую сеть: 
1. Кс41 аЗ 2. Кеб а2 3. КТ + 
Кря8 4. Кьб-- КрЬ8 5. Кё5 
а1Ф6. Ка Х . Но попробуйте 
загнать черного короля в угол 
доски! Для этого может не 
хватить и ста ходов! Рассмот- 
ренный эндшииль в начале ве- 
ка фундаментально проанали- 
зировал выдающийся совет- 
ский этюдист А. Троицкий. Он 
создал поистине математи- 
ческую теорию окончаний 
«два коня против пешки», 
определил, на каких полях 
наличие пешки ведет к безус- 
ловному проигрышу — ведь 
стелень ее продвижения имеет 
решающее зивчение. Он уста- 
новил также, при каком поло- 
жении королей н «свободного» 
коня выигрыш достигается 
против любой пешки и даже 
нескольких пешек. 

Рассмотрим пример второ- 
го окончания, упомянутого ш 
кодексе, 


В этой позиции белые 
выигрывают: 1. КрЬЗ Кря2 
2. Кра4 КрЕ2 3. Л:а3 С:з3 


4. Кр:а3 КреЗ 5. КрЬ4 Крд94 
6. а4 Кр@5 7. Крь5. и пешка 
проскакивает в ферзи. Все про- 
сто? Попытайтесь во время 
игры достичь подобной пози- 
ции. Сиачала нужно оттеснить 
неприятельского короля в 
угоя доски (или на край), 
после чего быстро устремить- 
ся к пешке, чтобы король про- 
тивника не успел подтянуть- 
ся к центру. 

Возиикает другой вопрос, 
почему этот эндшпиль нельзя 
играть. не обращая внимания 
на пешки? Но зндшпиль «ко- 
роль и ладья против короля 
и слоиаь теоретически ни- 
чейный. Даже в тех случаях, 
когда выигрыш есть, он совсем 
не прост. С помощью ЭВМ 
найдены рекордные позиции, 
в которых при изилучшей 
игре обеих сторон цель дости- 
гается за 18 ходов. Одна из 
них приведена в «Кванте», 
1981, № 11 (задание № 2, 
решение — в «Кванте», 1982, 
№ 1). 

Эндшпиль «ладья со сло- 
ном протнв ладьиь мы рас- 
смотрим в следующий раз. 


Конкурсные задания 

Сегодня мы начинаем ио- 
вый шахматный конкурс. Его 
лобедители будут награжде- 
ны шахматной литературой 
с автографом А. Карпова 
к дипломом журнала 
*Кванть. Решившим 20 зада- 
ний из 24 присваивается Г раз- 
ряд, 16 заданий — И разряд. 


\ 
о 


2. Мат в 3 хода. 

Срок отправки решений — 
20 марта 1986 г. с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 
1, 2%. 


В природе часто встречаются симметрич- 
ные объекты. Свойстваом симметрии облада- 
юг и пчединые соты, и колонии вирусов 
{фотография слева, сделанная с помощью 
электронного микроскопа), и кристаллы 
(вверху приведены рисунки из атласа 
к грактагу Р. Ж. Гаюи, изданного в начале 
ЖХ века). 

Но почему пчелы строят шесгиугольные 
соты, а вирусы предпочитают пятиуголь- 
нихи? Нз каких повторяющихся частей 
можно составить кристалл7 Эти вопросы 
обсуждаются в статье «Следы на песке ц... 
строение вещества». 


Цена 40 коп. 


Индекс 70465 


На этой странице обложки помещены условие 
одной стереометрической задачи и чертеж к ней 
(общий вид и четыре проекции по разным 
направлениям). Очень советуем читателям, ко- 
торые еще не рассмотрели чертеж как следует, 
сначала порешать задачу самосгоягельно, ке 
глядя на нашу картикку (возможно, кое-кто 
уже успел это сделать — условие задачи 
печаталось в «Кванте» № 10 за прошлый год). 
Мы надеемся, что публикация таких емного- 
фигурных» задач с чертежами, начатая в 
прошлом году (см. «Квант», №№ 2, 3, $5, 
6, 11) поможет читателям развить простран- 


© 
во 


2 
4 
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ственное воображение — качество, которого, 
увы, так не хватает некоторым абитуриентам 
на конкурсных экзаменах. Решение приводи- 
мой задачи вы найдете в следующем номере 
журнала. 

Задача. Нисегся шесть предметов: два 
одинаковых шара радиуса В;, еще два одина- 
ковых шара радиуса Еь, очень длинный ци- 
линдр с радиусом основания г и плоскость. 
Они расположены в просгранстве так, что 
каждый из них касается пяти остальных 
(цилиндр касается остальных предметов (око- 
вой поверхностью}. Выразить К, и В. через г. 


|? 


Научно-популярный 
физико-математический журнал 
Академии наук СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР 
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В НОМЕРЕ: 


Навстречу ХХУП съезду КПСС 

Д. Г. Крутогин. Города для электронов 

В. И. Арнольд. Эволюционные процессы и 
обыкновенные днфференциальные 
уравнения 


абант 2 РИН 


Основан в 1970 году 


НМ ТН!$ 135$0Е: 


Амайши {Фе 2741 СРЗУ 
р. С. Кгиюнт. Сев Рог @ес 
У. Г. Агпоаа. Ехомопагу ргосеззез ап8 
ог4тагу аИетепи а] едцаНоп8 


Лаборатория «Кванта» 


Куапез Ла 


21 Я. Е. Гегузин. Кардиограмма ртутного Уа. Е. Сериглт. Саговтатитз 0 тегсигу 
сердца Веат{з 
Школа в «Кванте» Куапе8 8с600! 
24 Математика 9, 10. Ма тетайсз 9, 10 
Новости науки Заелсе пе\мв 
28 Новый метр Те лем теег 
+Квант» для младших школьннков Куапё Гог уоцирег зсВоо! сВЛ@геп 
29 Залачи Рго]етз 
30 А. С. Александров. Загадка этрусков А. $. Мехапагоо. Тте Егтизсап тузфегу 
32 Калейдоскоп «Кванта» Куапгз Кае!Чозсоре 
Задачник «Кванта» Куалг$ ргоШег8 
35 Задачн М966 — М97Т0; $978 — $982 Ргоетз М966б — М9Т0; Р978 — 2982 
38 Решения задач М946 — М950; 4958 —  Зошиопз М946—М950; Р958 — Р9б2 
$962 
Полупроводниковые элементы Зеписопаисиля еетеп 
вычислительнон техники 11 сотрщегз 
44 УТ. Логические схемы иа транзисторах УТ. Гоязса1 фата ог лелмогк8 
Искусство программнрования Тне агё ой ргохгашииля 
46 Л. Ф. Штернберг. Программнрование на (С.Р. Зегибегы. Ртокхгатитатя уочг росКе 
микрокалькуляторе: простейшие са] аюг: парез ргодгатв 
программы 
Практикум абитуриента СоПейе аррИсате$; зесИоп 
49 В. Е. Белонучкинк. Законы Кеплера и У. Е. ВеописйАт. Керех`8 1а%° ап@ сво] 
школьная физика рПу81сз 
52 Варнанты вступительных экзаменов Епнгапсе ехапипайоп ргоШетз 
Наша обложка (27) О\цг соуег раёе (27) 
57 Ответы, указания, решения Алзмегя, лы, зом оп5 
Шакматная страничка Тве с№езз раре 
ЭВМ н шакматный кодекс (3-я с. обложки) —Сотршегз ап@ сНезз гшез (3гд соуег раве) 
№ Издательство «Наука. Глазная редакция физико математической лнтературы. «Квант». 1986 


Развивать теоретическую и прикладную мате- 
матику. информатику и кибернетику. физику 
элементарных частиц, стомного ядра и твердо- 
го тела, микро- и квантовую электронику и 
оптику, радиофизику, а также исследования 
в области атомной и термоядерной энергетики, 
преобразования и передачи электроэнергии. 
освоения нетрадиционных источников энергии. 


Из проекта Основнык направлений 
Навстречу ХХ\]| || экономического и социального развития 
СССР на 1986—1990 годы 


съезду КПСС и на пернод до 2000 года 


КПСС будег продолжать совершенствовать 
систему народного образования с учетом по- 
требностей ускорения социально-экономиче- 
ского развития. перспектив коммунистического 
строительства, требований, выдвигаемых прог- 
рессом науки и техники. 
Из проекта новой редакции 
Программы КИСС 


Наша страна живет в ожидании выдающегося события — очередного 
ХХУИ съезда Коммунистической партии Советского Союза. Съезд рассмотрит 
и утвердит важнейшие документы — новую редакцию Программы КПСС, 
Устав КПСС с предлагаемыми изменениями и Основные направления эко- 
номического и социального развития на 1986—1990 годы и на период до 
2000 года, — которые были представлены для всенародного обсуждения. 

Грандиозные задачи поставлены в этих документах. За пятнадцать лет 
предстоит практически удвоить все основные показатели нашей экономики, 
увеличить производительность труда в 2,3—2,5 раза; выйти на самые пере- 
довые позиции в мировом хозяйстве. Такое ускоренное развитие невозможно 
без активной помощи науки. Проделанный анализ показал, что все необхо- 
димое для этого уже родилось в ходе величайшей научно-технической рево- 
люции, которой ознаменована вторая половина ХХ века. Атомная энерге- 
тика, большая химия, информатика и вычислительная техника, новые 
методы ‘обработки материалов, комплексная механизация и автоматизация 
производства, биотехнология, «зеленая революцияь в сельском хозяйстве — 
вот путь, по которому мы будем идти в эти годы. 

Физика и математика играют решающую роль в научно-технической 
революции. Они должны внести огромный вклад в интенсификацию народного 
хозяйства и создание материально-технической базы будущего коммуни- 
стического общества. Советские ученые успешно работают над обширным 
комплексом физико-математических проблем, занимая по ряду направлений 
ведущие позиции. Они внесли крупный вклад в исследования космоса, изу- 
чение природы элементарных частиц и управляемых термоядерных реакций, 
в лазерную технику, физику твердого тела, физику высоких давлений и низких 
температур. Успешно развивается информатика. Выполнены выдающиеся 
исследования по многим разделам современной математики. 

Ускоренное развитие экономики тесно связано с совершенствованием под- 
готовки научных и производственных кадров. А это накладывает немалые 
требования на среднюю школу и `систему профессионально-технического 
образования. Второй год в нашей стране успешно осуществляется реформа 
среднего образования. Одна из ее задач — приблизить молодежь к научно- 
технической революции, обеспечить активное участие молодежи в коренной 
перестройке производительных сил нашей страны. 

Задачи, сформулированные в подготовленных к съезду документах, долго- 
временные. Труднться над их решением придется и вам, наши юные читатели. 
И мы хотим помочь вам лучше подготовиться к этим сложным и интересным 
делам. 
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На этой и следующих страни- 
цах помещены . фотографии. 
иллюстрирующие некоторые 
достижения науки и техники 
8 нашей стране 


1. Чертежи будущего тракто- 
ра создаются графопостроите- 
лем. входящим в комплекс 
ЕС-7054. ЭВМ позволяет за 
несколько секунд рассчитать 
ы изобразить объект в любом 
ракурсе. 


2. Мощный гидравлический 
пресс, используемый для со- 
здания высоких давлений при 
получении промьпиленных 
алма306. 


3. В этой установке протекает 
процесс. с помощью которого 
ученые моделируют фотосин- 
тез: под действием света в 
растворе должны образовать- 
ся соединения с большим за- 
пасом химической энергин. 


1* 3 


#. Так производят плазмен- 
ног напыление на детали сель- 
скохозяйственных машии. Вы- 
рывающаяся из сопла плазма 
содержит тончайший поро- 
шок. Он с силой внашлепы- 
вается» на деталь. устраняя 
поверхностные дефекты и при- 
давая детали твердость и жа- 
ростойкость. 


5. Внутренний вид Серпухов- 
ского ускорителя на 76 ГэВ. 
Недавно здесь была открыта 
новая частица — глюбол, с 
помощью которой физики на- 
деются «заглянуть» вглубь 
частиц. еще вчера казавшихся 
элементариыми. 


6. Космическая станция *«Ве- 
га» на испытательном стенде. 
В июне прошлого года две та- 
кие станции. направляющиеся 
= комете Галлея. передали на 
Землю цепную научную ин- 
формацию о Венере. 


7. Первая в мире опытно-про- 
мьциленная установка У-25 
с магнитогидродинамическим 
генератором проектной мощ- 
ностью 20 мегаватт. На таких 
установках происходит пря- 
мог преобразование тепловой 
энергии а электрическую. 


8. Одна из профессий дазер- 
ного луча =- разделение изо- 
топов. Различные изотопы 
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Осуществить комплекс мероприятий по 
совершенетвованию технологии производ- 
ства. Расширить в двенадцатой пятилетке 
в 1,5—2 раза применение прогрессивных 
базовых технологий... 

Организовать массовый выпуск  персо- 
нальных компьютеров. Обеспечить рост 
объема производства вычислительной тех- 
ники в 2—2,3 раза. Высокими темпами 
наращивать масштабы применения совре- 
менных высокопроизводительных электрон- 
но-вычислительных машин всех классов. 


(©) Из проекта Основных направлений эко- 
номического и социальиого развития 
СССР на 1986—1990 годы и на период 

до 2000 года 


Города 
для электронов 


Кандидат технических наук 
Д. Г. КРУТОГИН 


Интегральные полупроводниковые 
схемы стали в последние годы основ- 
ным структурным элементом твердо- 
тельной электроники. Даже опытный 
радиолюбитель теперь вместо сборки 
усилителя из деталей предпочитает 
использовать готовую микросхему. 
Тем более так поступают  профессио- 
нальные конструкторы. В бытовой ра- 
диоаппаратуре, например в телевизо- 
ре, число микросхем достигает десят- 
ков, в специальной — сотен и тысяч 
штук на изделие. Многоэлементные 
интегральные схемы называются 
большими — сокращенно БИС. При- 
менение таких схем оказывается осо- 
бенно эффективным в вычислитель- 
ной технике.*) 

Как делаются микросхемы? Давай- 
те проследим за основными этапами 
изготовления БИС, постараемся оце- 
нить и трудности, и достижения в их 
технологии. 

БИС под микроскопом напоминает 
своей четкой планировкой карту боль- 
шого города. Вот н сравним построе- 
ние БИС с возведением города, го- 
рода для электронов. 
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® От редакции. Этим вопросам посвящен 
цикл статей под рубрикой *+Полупроводниковые 
элементы вычислительной техникие, который луб- 
ликуется зв «Кваите»ь, начкная с 9-го номера 
1985 года. 


Что нам стоит город построить? 


Сначала мы его нарисуем. Любое 
строительство начинается с общей 
идеи, с плана. И план, и детальные 
рабочие чертежи должен подготовить 
архитектор. Архитекторами БИС яв- 
ляются инженеры-схемотехники. Они 
создают и план всего «города» — элек- 
трическую схему БИС, и проект зтипо- 
вого квартала» — схему отдельного 
узла, и чертеж конкретного «дома» — 
основного элемента схемы — транзис- 
тора. 

Электрическая схема БИС может со- 
держать сотни, тысячи и даже сотни 
тысяч отдельных элементов — диодов, 
триодов, резисторов, конденсаторов. 
Чем болыше разнотипных элементов, 
тем больше сложностей при последую- 
щем изготовлении схемы. Поэтому 
уже на этапе проектирования схему 
стоит упростить. Существенное упро- 
щение достигается благодаря уни- 
кальным свойствам полупроводнико- 
вого триода — транзистора. Оказы- 
вается, при различных способах вклю- 
чения его можно использовать или как 
диод, или как сопротивление (рези- 
стор), или как конденсатор с постоян- 
ной или регулируемой емкостью, или 
как собственно транзистор. 

За счет такой универсальности 
транзистора можно всю электриче- 
скую схему представить как схему 
из транзисторов, работающих в том 
или ином режиме. На вид схема 
усложняется (да и какой радиолюби- 
тель поставит вместо резистора 
триод?), но таковы законы микро- 
электроники — при технической реа- 
лизации большой микросхемы это 
усложнение обернется упрощением 
технологического процесса: делать 
придется в общем однотипные эле- 
менты — транзисторы, соединяя их в 
схему токопроводящими дорожками 
(проводами). 

Однако только по плану микросхе- 
му не сделаешь, хотя и без плана не 
обойтись. Для начала работы нужен 
точный чертеж микросхемы — топо- 
логическая схема. з*Топология» до- 
словно — зописание места». На топо- 
логической схеме каждый элемент 
микросхемы, каждая часть транзисто- 
ра или проводника обретает форму, 
размеры, положение. Топологическая 
схема — то же самое, что проект 
строительства; в отличие от плана, 
проект — уже руководство к дей- 


ствию. Но между планом и проектом 
в архитектуре и строительстве стоят 
две науки о земле — география и гео- 
логия; иначе говоря, проект, опять же 
в отличие от плана, должен быть 
«привязан» к месту строительства. 
Нельзя построить ни дом, ни квартал, 
не зная, на что будут опираться эти 
дома, куда потекут дождевые воды 
или подуют ветры. Архитектор боль- 
шой микросхемы тоже должен поду- 
мать о фундаменте, об опорной пло- 
щадке БИС. От выбора фундамента во 
многом зависит и последующая тех- 
нология строительства. 


На чем стоит БИС? 


Чаще всего в качестве строительной 
площадки для БИС используется пла- 
стина из монокристаллического особо 
чистого кремния. Чтобы ее получить, 
кремниевый монокристалл диаметром 
100—150 мм и длиной 200—300 мм 
алмазной пилой нарезают на пласти- 
ны толщиной 0,4—0,5 мм. 

Полученные диски тщательно шли- 
фуют и полируют алмазными же пас- 
тами до подлинно зеркального блеска. 
Но и блеск не радует технологов, ибо, 
несмотря на отсутствие царапин, по- 
верхностные слои атомов кремния в 
пластине искажены, изуродованы кон- 
тактом с частицами алмазного абра- 
зива. Как ни малы эти частицы 
(-—0,1 мкм), они все-таки в сотни раз 
больше межатомных расстояний. Со- 
зданные ими в кристаллической ре- 
шетке дефекты: (вмятины, микроско- 
пические трещины, сдвиги) неглубоки 
(по сравнению с толщиной пластины); 
но расположены они как раз там, где 
в готовой микросхеме должны дви- 
гаться электроны. Для них эти дефек- 
ты — то же, что ямы и горы строи- 
тельного мусора на городских маги- 
стралях. Говорить об интенсивном 
движении в таких условиях не при- 
ходится. 

Поэтому последняя обработка по- 
верхности пластины — химическая 
полировка — знежно» удаляет нару- 
шенные слои кристалла полупровод- 
ника, растворяя их. После этого от- 
полированную пластину тщательно 
моют в специально подготовленной 
деионизованной воде, сушат — и вот, 
наконец, стройплощадка для БИС го- 
това. 

За время обработки пластина поху- 
дела — теперь ее толщина 250— 
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Рис. 1. Таков основной элемент интегральной 
схемы — зринзистор -- при «строительстве» 
на кремниевой пластине Га} и на финдаменте 
из сапфира (6). 


300 мкы. Способ получения пластин 
не очень экономичен: алмазная пила 
толщиной 300 мкм, а затем шлифовка 
переводят в опилки более 60 % объема 
монокристаллического  кремниевого 
слитка, полученного ценой немалых 
усилий и энергетических затрат. Да 
и толщина готовой пластины будет 
использована плохо. Полезная глуби- 
на, то есть толщина тех слоев, в 
которых потекут нужные нам токи, 
не превысит 1 мкм. Но сделать пласти- 
ны более тонкими, к сожалению, нель- 
зя — они будут разрушаться при об- 
работке. 

В качестве стройплощадки для БИС 
можно использовать пластинку ди- 
электрика — оксида алюминия 
{А1.Оз), называемого в обиходе сапфи- 
ром. Пластинку сапфира полируют 
так же тщательно, как кремниевую, а 
затем на нее наносят монокристалли- 
ческий слой кремния нужной толщи- 
ны. Сапфир выбран в качестве под- 
ложки потому, что расположение ато- 
мов на поверхности кристалла сапфи- 
ра при определенном направлении 
среза очень близко к структуре кри- 
сталлической решетки кремния. Это 
обстоятельство позволяет вырастить 
на поверхности сапфира тонкий кри- 
сталлический слой кремния — рабо- 
чую область будущего транзистора. 
Комбинация слоев «кремний на сап- 
фире» — ее обозначают КНС — широ- 
ко используется в технологии изго- 
товления БИС. Она обладает важным 
преимуществом: сапфир — прекрас- 
ный диэлектрик, он обеспечивает пол- 
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ную электрическую изоляцию отдель- 
ных элементов схемы. С точки зрения 
топологии микросхемы эти элементы в 
кремниевой схеме подобны блинда- 
жам, врытым в землю, ав КНС-струк- 
туре они подобны домикам (рис. 1). 

В рамках нашей аналогии современ- 
ная БИС эквивалентна городу из 
100—150 тысяч домов-транзисторов с 
развитыми системами коммуникаций 
(дороги, электроснабжение и т. п.). 
Размеры этого города — от 2ЖЗ мм 
до бх 8 мм. И на такой стройплощадке 
мы будем возводить все дома одно- 
временно. Более того, на одной крем- 
ниевой пластине мы будем одновре- 
менно строить 100—150 БИС-городов 
(в зависимости от размеров пластины 
и площади микросхемы). Наша з«гро- 
мадная» стройиплощадка в натураль- 
ную величину выглядит примерно 
так, как на рисунке 2. 

Возможно, у читателя возник во- 
прос: а почему бы не делать микро- 
схему на кристалле размером, ска- 
жем, 15Ж15 мм — это ведь тоже 
немного для пластины диаметром 
150 мм, а емкость БИС возрастет на 
порядок. Оказывается, на кристалле 
увеличенного размера почти наверня- 
ка найдется дефект атомной решетки, 
способный полностью вывести из 
строя БИС. На поверхности площадью 
1—2 см’ даже у самой лучшей на се- 
годня пластины встречается хотя бы 
один дефект. Так что приходится до- 
вольствоваться «малым». 


Рис. 2. Примерно так выглядит н натуроль- 
ную величину естройплощадка®. на которой 
бдновременно чозводится до сотни е#городов»- 
БИС. А чтобы разглядеть план отдельного 
«.квартала», необходимо увеличить его в сотни 
раз. 
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Рис. 3. Постепенно возводятся этажи дома- 
транзистора (а/: сначала коллектор (6}, потом 
база {в). потом змиттер 42)... 
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Итак, мы приступаем к строитель- 
ству. Дома в нашем городе не ни- 
зенькие. Посмотрите на рисунок З.а: 
три этажа» в рабочей области тран- 
зистора, два этажа металлической 
разводки да плюс несколько этажей 
межслойной изоляции; так что в доме- 
транзисторе по крайней мере 5—1 эта- 
жей. 

Общее число операций, совершае- 
мых при строительстве интегральной 
микросхемы, достигает сотни, но при 
этом некоторые операции повторяются 
многократно. Мы рассмотрим важ- 
нейшие моменты в процессе изготов- 
ления БИС. 

Рабочие области транзистора — 
коллектор, база, эмиттер — образуют- 
ся при легировании кремния соответ- 
ствующими примесями элементов 1 
и У групп периодической системы. 
Ввести в твердое тело чужеродные 
атомы можно, используя явление диф- 
фузии. Если пластину кремния нагре- 
вать в парах летучего соединения ле- 
гирующего элемента — например, в 
парах ВН; или АзН:,— то часть ато- 
мов В или Аз проникнет в кремний. 


(Такой процесс называют диффузион- 
ным легированием.) Чтобы примеси 
проникали не всюду, а лишь в места, 
предусмотренные топологией БИС, 
надо защитить поверхность пластины 
экраном, непроницаемым для примес- 
ных атомов. В экране надо оставить 
*окна»: через них на очередной этаж 
будут поступать «стройматериалы» — 
атомы примесей (доноры и акцепто- 
ры) будут проникать в кремний, фор- 
мируя рабочие области транзистора 
{см. рисунок 3, б—2). 

Таким экраном для кремния оказал- 
ся его собственный оксид 510.. До- 
статочно «толстый» слой оксида легко 
образуется на поверхности кремния 
при температуре около 1000 °С; он не- 
проницаем для примесных атомов; ус- 
тойчив при температуре диффузии; 
прочно держится на кремнии. Раство- 
рение 810. в кислоте (травление) поз- 
воляет проделать в нем окна для по- 
следующей диффузии. (Далеко не все- 
гда технологам так везет. Например, 
прекрасный полупроводниковый ма- 
териал — арсенид галлия СаАз — 
не образует такого защитного слоя 
при окислении, и его экранирование 
превращается в отдельную проблему.) 


Легко ли «прорубить окно»? 


Прежде чем протравливать окна в 
8:0, надо защитить от растворения 
остальную часть оксидной пленки (на 
этом этапе защитный слой сам нужда- 
ется в защите). Здесь включается важ- 
нейшая в технологии микроэлектро- 
ники процедура — фотолитография. 
Цель ее — зраскроить» защитный 
слой 510) в соответствии с топологи- 
ческой схемой БИС. 

Фотолитография — это совокуп- 
ность операций, связанных с приме- 
нением светочувствительных составов, 
подобных тем, которые наносят на фо- 
топленку или фотобумагу. Составы 
эти называют фоторезистами. Глагол 
«40 гез134» в английском языке озна- 
чает «сопротивлятьсяь. Засвеченный 
фоторезист легко растворяется в тра- 
вящих растворах, незасвеченный — 
«сопротивляется» травлению. (Можно 
подобрать и такой состав, который, 
наоборот, становится устойчивым пос- 
ле засвечивания.) 

На специальной центрифуге жид- 
кий резист тонким ровным слоем раз- 
мазывается по поверхности окислен- 
ной пластины кремния и подсушива- 
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ется. Затем на пластину, так же как 
при обычной контактной фотопечати, 
накладывается стеклянная пластин- 
ка, в которой прозрачны лишь отдель- 
ные участки — на месте будущих 
окон. Эта пластинка называется фото- 
шаблоном и заслуживает отдельного 
рассказя. Но сначала закончим разго- 
вор о кремниевой пластине. После 
наложения фотошаблона производят 
экспонирование (засвечивание). Экс- 
понированные (через прозрачные ок- 
на) участки фоторезиста, растворяясь 
при травлении, открывают доступ тра- 
вителю к пленке 510.; в ней образуют- 
ся необходимые нам окна, то есть 
незащищенные участки поверхности 
чистого кремния, через которые будет 
идти диффузия. Фоторезист сделал 
свое дело, и теперь остатки его уда- 
ляют. Фотолитографирование, вклю- 
чающее нанесение, экспонирование, 
травление и удаление фоторезиста, на 
этом закончилось. Но после диффузии 
все надо будет начинать сначала. 


Портрет будущей БИС 


Кто вбивает первый колышек на бу- 
дущей стройплощадке? Геодезист. Без 
геодезистов с их нивелирами и теодо- 
литами не осуществить ни один строи- 
тельный проект. Изготовление фото- 
шаблона — это своего рода +геоде- 
зические работы» на микросхемной 
стройке. 


Такова готовая БИС — город из множества 
домов-траизисторов. спрятанный в неболь- 
шую коробочку. Ее компактность п элегант- 
ность особенно бросается в глаза на фоне схем, 
построенных на основе прежних технологий. 
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Фотошаблоны — это «поэтажные» 
планы, причем во всем БИС-городе 
нет двух одинаковых этажей. Разме- 
ры плана — приблизительно 5Х 5 мм. 
И на такой площадке надо ‹уложить» 
до 10°’ элементов. Выполнить подоб- 
ную задачу без ошибок даже на чер- 
теже удобных размеров, увязать» 
чертежи соседних этажей БИС не в со- 
стоянии ни один самый аккуратный 
и старательный конструктор. Даже 
если бы такой человек нашелся, то 
слишком долго пришлось бы ему эту 
работу делать. Рабочие чертежи БИС 
проектируются на ЭВМ по специаль- 
ным программам, а потом проверяют- 
ся по не менее сложным контроль- 
ным программам. Готовый чертеж не- 
сколько раз переснимают с уменьше- 
нием на фотопластинки, доводя его 
размеры до «натуральной величи- 
ны» — До размера микросхемы, и 
многократно размножают, с тем чтобы 
готовый фотошаблон соответствовал 
площади кремниевой пластины и поз- 
волял экспонировать на нее сразу не- 
сколько десятков, а то и сотен ‹изо- 
бражений» микросхемы. 

Таким образом, фотошаблон — это 
микротрафарет для разметки этажей. 
И сколько этажей — столько и фото- 
шаблонов. 


Когда белый свет не мил 


Если на площадке размером 5х 
Х5 мм нужно разместить 10° транзи- 
сторов, то каждому из них отводится 
менее 25 мкм”. Область эмиттера — са- 
мая маленькая рабочая область в 
транзисторе — должна иметь размеры 
около 2Ж3З мкм; ширина металличе- 
ских проводников — порядка 1 мкм. 
Возникает вопрос: с какой точностью 
можно выдержать эти размеры при’ 
«строительстве»? 

Прежде всего они должны быть со- 
блюдены при изготовлении фотошаб- 
лонов. Точность, которую обеспечива- 
ет метод фотолитографии, ограничена 
длиной волны света, используемого 
при экспонировании. При падении 
света на край щели в шаблоне про- 
исходит дифракция. Как известно, 
из-за дифракции границы геометри- 
ческой тени всегда несколько размы- 
ты. Четкость изображения зависит от 
длины волны света — чем меньше 
длина волны, тем лучше качество изо- 
бражения. В этом плане синий и фио- 
летовый свет предпочтительнее, чем 
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Рис. 4. Вот к чему приводит боковая диффу- 
зия: за пределами рабочей области (коллектор, 
база, эмиттер) концентрация примеси не сразу 
спадает до нуля, а постепенно. 


красный. А чтобы нарисовать по- 
лоску шириной 1 мкм с точностью 
хотя бы 0,1 мкм, видимый свет (дли- 
на волны от 8:10-’м до 4.10’ мы, 
то есть от 0,8 мкм до 0,4 мкм) вообще 
не годится. Можно использовать более 
короткие электромагнитные волны, 
например, рентгеновские; но этот ме- 
тод, называемый рентгенолитогра- 
фией, имеет свои неудобства. 

`Обнадеживающие перспективы су- 
лит «засвечивание» резиста электрон- 
ным лучом — так называемая элек- 
тронная литография. Электронный 
пучок движется по шаблону примерно 
так же, как по экрану телевизора или 
осциллографа. Отклоняющие системы 
могут переместить его в любую точку 
шаблона, а управляя «яркостью» пуч- 
ка, можно регулировать засветку ре- 
зиста. Конечно, здесь используются 
уже не фотоэмульсия, а специальные 
вещества, разрушаемые электронным 
пучком. 

Оказалось, что электронная засвет- 
ка слоя оксида кремния ускоряет его 
травление в кислоте в несколько раз. 
Это позволяет отказаться от резист- 
ных масок и формировать окна прямо 
в оксидном защитном слое. Пучок 
электронов нужно сделать необычай- 
но узким и перемещать с точностью 
до 0,1 —0,2 мкм, постоянно регулируя 
яркость. Какой оператор, даже рабо- 
тая с микроскопом, выполнит эту за- 
дачу одинаково успешно миллионы 
раз по всей площади подложки? Ни- 
какой. Эту работу можно доверить 
только ЭВМ, сопряженной с электрон- 
но-лучевым прожектором. (Вот, кста- 
ти, пример сращивания ЭВМ с испол- 
нительным агрегатом!) Заложенный в 
ее памяти проект шаблона, ранее ею 
же и рассчитанный, ЭВМ превращает 
в трафарет для разметки БИС. При 
этом повышается точность изготовле- 
ния окон. 


Шаблоны — главный планировоч- 
ный инструмент микросхемной техно- 
логии; благодаря им БИС-строитель- 
ство из индивидуального становится 
массовым, или, как говорят специа- 
листы, групповым. 

Будем считать, что шаблоны изго- 
товлены, с их помощью на пластине 
кремния в защитном слое оксида про- 
деланы окна, и мы можем приступать 
к формированию рабочих областей. 


Атомы отпускаются поштучио 


Диффузионное легирование, о ко- 
тором говорилось выше, широко при- 
меняется в микроэлектронике. Основ- 
ное достоинство этого метода — его 
простота. Но есть у него и недостатки. 
Вот один из них: атомы примесного 
элемента, попадаютцие через окна в 
решетку кремния, движутся в общем 
хаотически и, значит, не обязательно 
перпендикулярно плоскости пласти- 
ны. В результате вместо ожидаемой 
четкой формы области коллектора, та- 
кой, как на рисунке 3, 6, мы получим 
нечто иное (рис. 4). Искаженные боко- 
вые области р-п-перехода ухудшают 
параметры схемы. Другой недостаток 
диффузионного легирования: концен- 
трация вводимых примесей ограниче- 
на. При’определенном значении кон- 
центрации наступает насыщение; пре- 
дел растворимости некоторых приме- 
сей в кремнии очень мал. 

Распределение примеси по глубине 
кристалла при диффузионном леги- 
ровании всегда оказывается таким, 
как показано на рисунке 5, и изме- 
нить его так, чтобы за пределами ра- 
бочей области концентрация примеси 
резко падала, не удается. Вот поэтому 
на смену диффузионному легирова- 
нию пришел процесс, называемый 
ионной имплантацией, или ионным 
внедрением. Суть его в том, что ле- 
гирующие примесные ионы разго- 
няются в вакууме электрическим по- 
лем и, имея значительную скорость, 
обрушиваются на мишень — пластину 
кремния. Чем выше энергия ионов, 
тем глубже проникают они внутрь 
мишени («глубже» — на доли микро- 
на). Число примесных ионов легко 
контролировать по величине тока, 
создаваемого ими в полете. Изменяя 
направление ионного пучка электри- 
ческим или магнитным полем, можно 
добиться равномерного распределения 
примеси по нужной площадке. При 
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Концентрация примеси о 


Глубина от поверхности 


Рис. 5. Распределение концентрации примеси 
по глубине при диффузионном легирозании. 
Е расными линиями обозначен желательный 
профиль концентрации. Изменяя начальную 
концентрацию примеси на поверхности (срав- 
ните кривые Ги 2). температуру (для кривой 2 
она меньше, чем для 3) или продолжительность 
процесса диффузии (для кривой 3 в несколько 
раз меньше. чем для 4). можно получить не- 
обходимую концентрацию на заданной глубине. 


Концентрация примеси 


Глубина от поверхности 


Рис. 6. При вонной имплантации распределе- 
ние концентриции по глубине зависит от энер- 
гии и дозы ионов (кривая 1}. Максимальная 
концентрация может превышать предельное 
значение, характерное для процесса диффузии. 
Пунктирная кривая 2 показывает распределе- 
ние примеси после обработки. устраняющей 
поверхностные дефекты ионной бомбардировки. 


ионной имплантации практически нет 
бокового проникновения, и профиль 
распределения примеси по глубине 
(рис. 6)’ получается более выгодным, 
чем при диффузионном легировании. 

У метода ионной имплантации есть 
и свои неприятные стороны. Ионы 
примеси обычно входят в решетку с 
энергиями в сотни тысяч электрон- 
вольт, и за каждым ионом остается 
след причиненных им разрушений — 
сдвинутых или выбитых со своих рав- 
новесных положений атомов кристал- 
ла. При больших дозах имплантации 
приповерхностные слои матернала 
так искажаются, что теряют подобие 
кристаллической структуры, стано- 
вятся аморфными. Чтобы отчасти вос- 
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становить порядок, пластину прихо- 
дится подвергать дополнительной об- 
работке. 

Легирование полупроводников ме- 
тодом ионной имплантации позволяет 
существенно повысить плотность упа- 
ковки транзисторов в микросхеме (за 
счет точного выполнения заданных 
размеров рабочих областей). 


Транзистор у телефона 


Итак, последовательным повторе- 
нием операций защиты поверхности, 
нанесения масок и легирования мы 
создали плотную упаковку транзисто- 
ров на пластине БИС. Однако самой 
схемы у нас пока нет. Мы построили 
много отдельных домов, но это еще 
не город. Необходима система комму- 
никаций; к домам-транзисторам надо 
подвести энергопитание и линии свя- 
зи. Делают это опять-таки с помощью 
фотолитографии. На поверхность 
кристалла наносят металлическую 
разводку и контактные площадки. 
Разводка сложных микросхем бывает 
и неоднослойной; тогда зэтажностьь 
растет за счет слоев разводки и слоев 
изоляции. 


Сечение «проводка» металлической развод- 
ки — порядка 1.2 мкм. Представляете, какой 
бедой обернется для БИС попадание под слой 
металла ничтожной микронной пылинки, заме- 
тить которую можно только в микроской!? 
Обрыв цепи выведет из строя участок схемы, 
а может быть, и всю схему целиком. Не менее 
оцасно попадание пылинки п рабочую область 
при легировании. Чтобы этого не случилось, 
в цехах, где *собирають микросхемы, день и 
ночь борются за чистоту. Мощнейшие фильтры 
отлавливают пылинки, каждый работник 
прежде, чем попасть в цах, проходит под воз. 
душным ‹обеспылнвающиме душем, несколько 
раз в день проводится влажная уборка. Внутри 
такого чистого цсха есть особо чистая комната, 
в которой установлены герметичные боксы — 
№ них и рождаются микросхемы. 

Главным источником возможного загрязне- 
ния и вообще самым ненадежным звеном в 
технологическом процессе является человек. 
Даже при максимальной добросовестности он 
может ошибиться, допустить неточность, К чему 
это приведет? Пусть каждую из сотни операций 
по сборке БИС человек выполняет г надеж- 
ностью 99%. Какая часть готовой продукции 
будет гарантировано надежна? Микросхема 
калькулятора дает ответ за секунды: 0,99" = 
==0,36 — чуть больше третн. 

Поэтому очень нужио отстранить человека 
от непосредственного участия в изготовлении 
мнкросхемы. Решение этой задачи — еще один 


шаг на путн усовершенствования технологии 
БИС. 


Окончание см. на с. 20} 


Эволюционные 
процессы 

и обыкновенные 
дифференциальные 
уравнения 


В. И. АРНОЛЬД 


«Уравнение было очень сложное, но профсс- 
сор г присущей ему скромностью назвал 
его обыкновенным®. 


Из газетного интервью ес 
математиком. 


Дифференциальные уравнения — 
одно из основных орудий математи- 
ческого естествознания. Изобрел их 
Исаак Ньютон (1642—1727). Задачи 
по существу приводящие к дифферен- 
циальным уравнениям появлялись и 
до Ньютона. Однако решать их умели 
лишь такие гении, как президент 
французской Академии наук Х. Гюй- 
генс (1629—1695) и учитель Ньютона, 
математик и богослов, проповедник 
английского короля И. Барроу (1630— 
1677). После Ньютона их решают лю- 
бые студенты и даже школьники. 

Ньютон считал свое изобретение 
настолько важным, что зашифровал 
его в виде анаграммы*}, смысл кото- 
рой в современных терминах можно 
вольно передать так: «полезно» ре- 
шать дифференциальные уравнения 
(так как ими выражаются законы при- 
роды). 

В другой, более длинной анаграмме 
Ньютон зашифровал также и лриду- 
манный им рецепт решения всех урав- 
нений, в том числе и дифференциаль- 
ных. 

Теория дифференциальных уравне- 
ний перерабатывает вопросы естество- 


*) басс4ве1 Зе [1713191404 9гг439112ех Расшиф 
ровка: Рага ведиапове дибйсипаие Ниел!ея диал 
#4168 спиошете Пижюмюопех алоеште © асе исези. 
то есть «по даниому уравнению. содержащему 
сколько-иибудь фуикций, найти производную и 06 
ратио». Эта внаграмма содержится в энамецитом 
«втором письме» Ньютона секретарю Королевского 
общества (виглийской академии наук) Ольденбергу 
от 24 октября 1676 г Письмо предназпачалось 
Лейбницу (1646—1716) и содержало сообщение об 
изобретенни математического аналнза. Переписку 
< Лейбннцем, жившны в Германии, Ньютон вел че 
рез Ольдеибурга (которого впоследствии заключили 
в Тауэр за связь с ниостранцами). 


знания в геометрические задачи о кри- 
вых, определенных векторными поля- 
ми (см. ниже) подобно тому, как де- 
картов метод координат превращает 
вопросы об алгебраических уравнени- 
ях в задачи о линиях и поверхностях. 


Состояния процесса 


Чтобы изучить какой-либо ироцесс, 
нужно прежде всего уметь описывать 
множество всевозможных состояний 
этого процесса. Посмотрим, как это де- 
лается, на примерах. 

1. Движение точки по пря- 
мой. Опыт показывает, что для опре- 
деления движения материальной точ- 
ки по прямой в отсутствие внешних 
сил достаточно задать в начальный 
момент ее скорость и положение на 
прямой. Поэтому множество всех ее 
состояний математик отождествля- 
ет с координатной плоскостью 
(5$; о): каждой точке на этой плоскости 
отвечает материальная точка, движу- 
щаяся со скоростью в и занимающая 
положение с координатой $, и обрат- 
но — каждому состоянию отвечает 
своя точка плоскости (рис. 1). 

2. Колебания маятника. Со- 
стояние плоского маятника тоже опи- 
сывается двумя параметрами, напри- 
мер углом отклонения @ от вертикали 
и угловой скоростью « маятника 
(рис. 2). Стало быть, множеством со- 
стояний маятника снова будет плос- 
кость? Це совсем. Дело в том, что при 
изменении угла В на 2л маятник воз- 
вращается в прежнее положение. По- 
этому множество состояний здесь — 
цилиндрическая поверхность (рис. 2). 

3. Положение возов на двух 
дорогах. Города А и В соединены 
двумя непересекающимися дорогами, 
на каждой из которых находится воз; 
нас интересует их взаимное располо- 
жение. Положение воза на первой до- 
роге (рис. 3) можно определить чис- 
лом — долей расстояния от А до В 
(по первой дороге), заключенной меж- 
ду А и возом; аналогично, воз на 
второй дороге определяется такой же 
долей по второй дороге. Поэтому ин- 
тересующее нас множество состояний 
описывается точками (х; и) единично- 
го квадрата (0<%х<1, 0<у<1). 

Множества состояний процесса в 
теории дифференциальных уравнений 
называют фоазовыми пространствами. 
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Итак, каждая точка фазового про- 
странства (фазовая точка) изображает 
состояние процесса. А само тече- 
ние конкретного процесса изобра- 
жается линией в фазовом простран- 
стве; эти линии называются фазовы- 
ми траекториями. : 

Введение фазового пространства 
процесса геометризует теорию — во- 
просы о ходе процесса превращаются 
в вопросы о новедении фазовых траек- 
торий. Получающиеся геометрические 
задачи могут быть трудными. Однако 
бываст и так, что уже одно введение 
‘фазового пространства позволяет ре- 
шить трудную задачу. 

Задача (Н. Н. Константинов). Из 
города А в город В ведут две непере- 
секающиеся дороги. Известно, что две 
машины, выезжающие по разным до- 
рогам из А в В и связанные веревкой 
некоторой длины, меньшей 21, смогли 
проехать из А в В, не порвав веревки. 
Могут ли разминуться, не коснув- 
шись, два круглых воза с сеном ра- 
диуса 1, центры которых движутся 
по этим дорогам навстречу друг 
другу? 

Фазовым пространством здесь слу- 
жит единичный квадрат. Начальное 
положение машин (в городе А) соот- 
ветствует левому нижнему углу квад- 
рата, а движение машин из А в В 
изображается кривой, ведущей в про- 
тивоположный угол (см. рис. 3). Точно 
так же начальное положение возов 
соответствует правому нижнему углу 
квадрата, а движение возов изобра- 
жается кривой, ведущей в противо- 
положный угол квадрата (левый верх- 
ний). Но всякие две кривые в квадра- 
те, соединяющие разные пары проти- 
воположных вершин, пересекаются. 
Поэтому, как бы ни двигались возы, 
наступит момент, когда пара возов 


займет положение, в котором была в 
некоторый момент времени пара ма- 


Рис, |1. Движение по прямой. 
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Рис. 2. Колебания маятника. 


шин. В этот момент расстояние между 
центрами возов будет меньше 21. Итак, 
разминуться не удается. 

В рассмотренной задаче не участво- 
вали дифференциальные уравнения, 
но ход рассуждений близок к тому, 
чем мы будем заниматься дальше: 
описание хода процесса как линии 
подходящего фазового пространства 
часто оказывается чрезвычайно по- 
лезным. 

Общая схема теории дифферен- 
циальных уравнений такова. Посколь- 
ку начальное состояние рассматривае- 
мых нами процессов определяет их бу- 
дущий ход, оно определяет и скорость 
изменения состояния, то есть скорость 
движения фазовой точки. Зависимость 
скорости движения фазовой точки от 
ее положения (или локальный закон 
эволюции процесса) как раз и выра- 
жается, по Ньютону, дифференциаль- 
ным уравнением. Геометрически это 
уравнение изображается векторами, 
приложенными к каждой фазовой 


_ точке и указывающими, куда и с ка- 


кой скоростью из этой точки выхо- 
дить. Вместе все эти векторы состав- 
ляют векторное поле фазовой скоро- 
сти (см. например, рисунки 5,11 ни- 
же). Теория дифференциальных урав- 
нений должна по векторному полю 
описывать ход процесса, то есть нахо- 
дить траектории движения фазовых 
точек, отвечать на вопросы о характе- 
ре их движения (например, на такие 
вопросы: будут ли траектории огра- 
ничены? возвращаются ли они к ис- 
ходной точке?). Значение этих вопро- 
сов для изучения процесса очевидно. 


Уравнение 
математического маятника 


Согласно законам механики угловое 
ускорение маятника пропорционально 
моменту силы тяжести (рис. 4) 


Рис. 3. Задача с двух возах на 
двух дорогах. 


Рис. 4. 
ческий 


Математи- 
маятник. 
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0 = — та эш 0, 

где т — масса, { — длина, @ — угол 
отклонения; точка сверху означает 
производную по времени #Ё (здесь и 
всюду ниже), две точки — вторую 
‘производную*), 1—1? момент 
инерции. Знак минус в уравнении 
объясняется тем, что момент стремит- 
ся уменьшить отклонение. После со- 
кращений получим 0—= —# ат 0, где 
#&=2/1. Коэффициент Е можно сделать 
равным 1 подходящим выбором мас- 
штаба времени (поделив Ё на \). 
Тогда уравнение математического 
маятника примет вид 


= — эт 0. (1) 
Фазовым пространством маятника яв- 
ляется цилиндр (4); «), где «=0 —. 
угловая скорость. Мы можем записать 
уравнение (1) в виде системы 
0—0, о= — ва 0, (2) 
в которую входят только первые про- 
изводные неизвестных 0 и ®. Эта си- 
стема выражает локальный закон эво- 
люции состояния маятника. скорость 
изменения выражена через само со- 
стояние. 

Решить уравнение (3) (или систему 
(2)), оказывается, не так легко. Если 
ограничиться небольшими углами 6 
(малые колебания), то зт 00. По- 
этому при малых 0 пользуются вместо 
(1) приближенным уравнением - -0= 

== —0. Оно называется уравнением 
малых колебаний маятника. Его реше- 
ния 9=Сэп 1--ф) вам известны из 
курса физики: при малых углах от- 
клонения плоский математический 
маятник совершает гармонические 
(синусоидальные) периодические ко- 
лебания. Вопрос о том, насколько ме- 
няется этот вывод при переходе к 


—- 


Рис. 5. Поле фазовой скорости 
математического маятника. 


*истинному» уравнению маятника (1), 
нуждается в специальном исследова- 
нии. 

Воспользуемся фазовым простран- 
ством системы (2) цилиндром 
(0; <). В каждой точке фазового 
пространства построим вектор фазо- 
вой скорости, то есть вектор с коор- 
динатами (0; ©)=(о; —зт 0) — гео- 
метрический эквивалент закона при- 
роды (1). Полученная картика — поле 
фазовой скорости — изображена на 
рисунке 5 (для наглядности мы раз- 
резали цилиндр по образующей и раз- 
вернули его). 

На этой картине можно разглядеть 
следующее. В двух точках фазовая 
скорость равна нулю. Точке А отвеча- 
ет нижнее (устойчивое) положение 
равновесия, точке В — верхнее (не- 
устойчивое) положение равновесия. 


„При малых значениях ©, 0 видно, 
что точки фазового пространства пере- 
мешхаются по замкнутым кривым, по- 
хожим на окружности (малые коле- 
бания), при увеличении 0 замкнутые 
кривые увеличиваются и растягива- 
ются в подобие эллипсов (колебания 
большой амплитуды)*). Особую роль 
играют траектории, помеченные крас- 


*} Замкнутость фазовых траскторий овначвет 
пернодичность колебаний (трение мы ис учиты- 
ваем). Замкнутость вытекает из следующей теоре- 
мы Гюйгенса (эзакон сохранения энерение): 
Е =! /3—с08@ лри движении не меняется. До- 
казательство: &:=0 ФЕИ за п =, Доказа- 
тельство самого Гюйгенса было, конечно, иным: он 
не знал анализа. Однако пе следует недооценивать 
снлу методов предшестленников Ньютона. Гюйгенс 
или Барроу пашли бы, скажем. значение предела 


| Е Е х— Шзмх 
т 
х—-0 агсат агс4 х-—-аге аго5т х 


мгновенно из геометрических соображений (редко 
кто из совремсиных математиков справляется с вы- 
числением этого предела за Час). 
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ными стрелками: упавший из положе- 
ния неустойчивого ‘равновесия маят- 
ник совершает полный оборот и вновь 
замирает в верхнем положении. Эта 
траектория отделяет колебания от (не- 
равномерных) вращений, которые со- 
вершает маятник, если его скорость 
при 0'—0 превышает в наших безраз- 
мерных единицах число 2. 


Караси (нормальное размножение) 


В большом пруду разводят карасей. 
Караси не мешают друг другу, корма 
им хватает. Как будет меняться число 
карасей х({) с течением времени [? 
Скорость прироста карасей при этих 
условиях оказывается пропорцио- 
нальной количеству особей; поэтому 
можно написать 


$—№х, №>0. (3) 
` Это уравнение называется диффе- 


ренциальным уравнением нормально- - 


го или мальтузианского размноже- 
ния*). (Напомним, что х обозначает 
производную по времени.) 

Теорема существования. 
Любая Функция вида х=Се“, где 
С — постоянная, является решением урав- 
нения (3). 

Доказательство: подставьте в уравне- 
ние. 

Из доказанной теоремы следует 

Теорема едииственности. 
Других решений у уравнения (3) нет. 


Доказательство. Любую функцию” 
можно записать в виде х(!)=С(е’. Тогда 
х=аСе"--кх. Поэтому для выполнения равен- 
ства Х=Ёх необходимо и достаточно, чтобы 
(—0, то есть чтобы С было константой. 


Графики решений уравнения назы- 
ваются интегральными кривыми. Эти 
кривые лежат в пространстве — вре- 
мени, то есть на плоскости с коорди- 
натами ({; х). Для вычерчивания ин- 
тегральных кривых полезна заготов- 
ка, которая называется полем направ- 
лений уравнения и состоит из малень- 
ких отрезочков, приложенных в каж- 
дой точке пространства — времени 
под углом к оси времени, тангенс 
которого равен правой части урав- 


*) В искотарых случаях скорость размножения 
оказывается пропорциональной ине Числу особей, 
а числу пар. Такое аномальное размножение 
гораздо медленнее обычного при малой плотности 
иаселения (например. кнтам некоторых вндов труд- 
ио найтн пару). Напротив. при большнх х ризмноже- 
ние со скоростью, пропорциоиальной х’, приводит к 

‚ изрывуе за конечное время: график х: 1: имеет вер- 
тикальную @симитоту (почему?). Эта ситуация 
реализуется в уравнениях хнмической кинетикн, 
где скорость реакцни пропорциональия количеству 
каждого из реагентов. 
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Рис. 6. Поле направлений уравнения нормаль- 
ного размножения Х=Вх и решение. проходя- 
шее через начальную точку (1%, хо). 


нения (Ёх для уравнения (3), см. 
рис. 6). Интегральная кривая в каж- 
дой своей точке касается соответ- 
ствующего отрезка и, обратно, кри- 
вая, всюду касающаяся наших отрез- 
ков, будет графиком решения (в этом 
и состоит геометрический смысл диф- 
ференциального уравнения). 

Мы только что доказали, что через 
каждую точку пространства — време- 
ни проходит ровно одна интеграль- 
ная кривая х=Се”“ уравнения (3). 
Эта формула выражает закон нор- 
мального размножения: для удвоения 
количества карасей всегда требуется 
одно и то же время независимо от 
их количества. Период удвоения насе- 
ления Земли в настоящее время около 
40 лет. Следовательно, число живу- 
щих сейчас людей больще числа умер- 
ших за 1000 лет и было бы больше 
числа всех когда-либо умерших лю- 
дей, если бы скорость прироста не ме- 
нялась. Время существования челове- 
чества получается тогда порядка 
2000 лет; следовательно, скорость 
прироста населения раньше была 
меньше. 


Замечания 1. Наши рассуждения оено- 
вывались на угадыванни решений х—=Сем. 
Найти эти решения можно следующим более 
систематическим образом. Тангенс угла ‚накло- 
на интегральной кривой уравнения х==0(х) 
коси {Е равси о(х). Значит, таигенс угла наклона 
к оси х равен 1/0(х). Вдоль интегральной 'кри- 
вой (если она нигде ие параллельна оси й) 
можно выразить Е в виде функции от х. Обо- 
значая производную по х штрихом, получим 
Е—=1/о(х). Значит, [ есть первообразная от 


Рис. 7. Поле направлений и графики решений 
логистического уравнения х=(1—х)х. Решения 
х=1 и х=0 отвечают положениям устойчивого 
и неустойчивого равновесия. +—-—- 


1/0. Это позволяет выразить { через х, а затем 
и х через #. (Разумеется, прямые простран- 
ства — времени, где о(х)=-0, приходится вы- 
кидывать, чтобы не делить ча иуль) При 
2(х) = Ех получаем {' =1укх, В = т |х|-- сопз%, 
х= Се". 

2. Теорема единственности, утверждающая, 
что не еовпадающие интегральные кривые не 
пересекаются,— чрезвычайно удивительный 
факт, противоречащий наглядной очевидности 
н физическому опыту. Например, нитеграль- 
ные кривые уравиения (3) при #=1, проходя- 
щие черее точки (0; 0) и (0; 1) при 1-=—5 
на глаз неразличимы, а при {—=—30 между 
ними не умещаются и атомы. Тем не меинсе 
математики считают их ненпересекающимися м 
при ж®— 10!”. 

3. В физической литературе последнего вре- 
мени подвергается сомнению данный Ньютоном 
ю 1684 году вывод законов Кеплера из (ука- 
занного ему Гуком в письме от 6 яиваря 
1680 г.) закона всемирного тяготения: этот вы- 
вод неявно иснользуст нс доказываемую Ньюто- 
ном теорему единственности для уравнения дви- 

` жения. В действительности, однако, едияствен- 
ность следует из существования решения, за- 
висимость которогозот начальной точки выра- 
жается дифференцируемой функцией. Доказа- 
тельство единственности Е этом случае анало- 
гично приведенному выше для уравнения раз- 
множения, нужное же решение Ньютон предъ- 
явил. В письме Галлею о своей дискуссии с 
Гуком Ньютон дал описание разницы между 
подходами математиков (Ньютона) и физиков 
(Гука) к естествознанию, остающееся актуаль- 
ным и сегодня: «Математики, которые все от- 
крывают и устанавливают и проделывают всю 
работу, должны довольствоваться ролью сухих 
вычислителей и чернорабочих; другой, который 
всего лишь все схватывает и па все претен- 
дует. присваивает себе все изобретения как 
стоих последователей, так и своих предшест- 
венников». В обязанности Гука как куратора 
Королевского общества входило доказывать 
опытами на сженедельных заседаниях обще- 
ства по @ или 3 новых закона природы, что 
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ош в делал в течении 40 лет. Доказываемые 
законы могли быть открыты и другими, но 
Гук насчитывал до 500 законов, открытых лич- 
но нм. Естественно, он не все успевал обосио- 
вывать математически. 

Вернемся, однако, к нашим кара- 
сям. Через некоторое время карасей 
станет столь много, что им не будет 
хватать корма ин им станет тесно; даль- 
неиший прирост уже не будет удовле- 
творять уравнению (3). 

| 


Караси при нехватке пищи 
(логистическая кривая) 


Если наш пруд с карасями невелик, 
или если число карасей в большом 
пруду сильно возросло, конкуренция 
из-за пищи приводит к уменьшению 
скорости прироста. Простейшее пред- 
положение состоит в том, что коэф- 
фициент Ё зависит от числа карасей 
линейно, то есть Ё=ар—бх (при не 
слишком больших х всякую гладкую 
функцию можно аппроксимировать 
линейной). Мы приходим, таким об- 
разом, к уравневию размножения с 
учетом конкуренции: х=(а—фх)х. 
Коэффициенты а и 6 можно превра- 
тить в единицы выбором масштабов 
тих. Мы получаем так называемое 
логистическое уравнение 

х=(1—х)х. (4) 

Поле направлений уравнения (4) 
в пространстве — времени показано 
на рисунке 7, а, а рядом, на рисунке 
1,6, показаны графики решений. 
5-образные интегральные кривые в 
полосс 0—х=1 называются логисти- 
ческими кривыми. Мы видим, что 

1) процесс имеет два положения 
равновесия: х=0и х=1; 

2) между прямыми х=0 и х=1 
поле направлено вверх от 0 к 1, а при 
х>1 — вниз к 1. 

Таким образом, положение равнове- 
сия 0 неустойчиво (раз появившееся 
население карасей начинает расти), 
а положение равновесия 1 устойчиво 
(меньшее население растет, боль- 
шее — убывает). Каким бы ни было 
начальное число карасей х>0, с тече- 
нием времени процесс выходит к 
устойчивому состоянию равновесия 
х=1.У каждого пруда, таким образом 
(при неизменных прочих условиях), 
имеется свое «правильное» число ка- 
расей, и любая популяция карасей 
будет к этому числу стремиться. 
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Ловля карасей 


До сих пор мы рассматривали сво- 
бодную популяцию карасей, разви- 
вающуюся по своим внутренним за- 
конам. Предположим теперь, что мы 
карасей вылавливаем (скажем, кол- 
хозный пруд регулярно снабжает 
местный рыбный магазин живой ры- 
бой). Предположим, что скорость от- 
лова постоянна. Мы приходим к диф- 
ференциальному уравнению отлова 

—=(1—х)х—с. (5) 
Величина с характеризует разрешае- 
мую скорость отлова и называется 
квотой- 

На рисунке 8 показаны три разно- 
видности графиков решений уравне- 
ния (5) при трех разных с. 

Мы видим (рис. 8, а), что при не 
слишком большой скорости отлова 
(0—с=<!/4) существует два положения 
равновесия (х=А и х—=В на рисунке). 
Нижнее положение равновесия А не- 
устойчиво. Если по каким-либо причи- 
нам (перелов, болезни) в некоторый 
момент величина популяции х опус- 
тится ниже А, то в дальнейшем вся 
популяция за конечное время исчез- 
нет. Верхнее положение равновесия В 
устойчивое — это стационарный ре- 
жим, на который выходит популяция 
при постоянном отлове с. Естественно, 
равновесное население пруда, в кото- 
ром производится отлов меньше, чем 
в пруду, в котором лов не ведется. 

Если с>>'/‹ (рис. 8, 6), то равновесий 
нет и все караси будут отловлены за 
конечное время (завышенный план по 
продаже живой рыбы в магазине при- 
ведет к ее гибели; исторический при- 
мер такого рода — истребление стел- 
леровой коровы). 

При с='/. (рис. 8, 6) имеется одно 
неустойчивое состояние равновесия 


Рис. 8. Решения уравнения отлова х= 
=(1—х)х—с при разных значениях квоты 
отлова с. При с<{{4 любая популяция стре- 
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2с=1/4 


(А=В=!/-). Отлов с такой скоростью 
при достаточно большой начальной 
популяции математически возможен в 
течение сколь угодно длительиого вре- 
мени, однако сколь угодно малое ко- 
лебание численности установившейся 
равновесной популяции вниз (см. точ- 
ку Р) приводит к полному отлову ка- 
расей за конечное время (план отлова 
с—=!/4 для магазина «Рыба» тоже не 
годится). 

Таким образом, хотя теоретически 
допустимы любые квоты вплоть до 
максимальной (с<'/4), максимальная 
квота с==!/. приводит к неустойчиво- 
сти и недопустима”). Более того, прак- 
тически недопустимы и близкие к '/; 
квоты, так как при них опасный порог 
А близок к установившемуся режиму 
В (небольшие случайные отклонения 
отбрасывают популяцию ниже порога 
А, после чего она погибает). 

Оказывается, что все же можно так 
организовать отлов, чтобы устойчиво 
получать улов со скоростью с=='/4. 
Посмотрим, как это делается. 


Введение обратной связи 


Фиксируем вместо абсолютной ско- 
рости отлова относительную, то есть 
фиксируем отлавливаемую за едини- 
цу времени долю наличной попу- 


ляции: 
х=(1—х)х—рх. {6) 

На рисунке 9 показано пространст- 
во — время для уравнения (6) (при 
р< И и графики некоторых решений. 
Видно, что нижнее, неустойчивое по- 
ложение равновесия теперь в точке 
х = 0, второе положение равиовесия В 
ЗЕЕ для экономики пыпод математической 
экологии: стремление максимизировать прибыль, 


доход или количество продукцин чревато возник- 
нойснием нсустойчнвости системы. 


с >1/4 


мится к устойчивому равновесию х=А, при 
с—=1/4 положение равновесия неустойчиво. 
при с>1/4 любая популяция вымирает. 


о : 
Рис. 9. Решения уравнения от- Рис. 
лова с относительной квотой 
х=(1—х)х—рх при р 1. 
Любая популяция стремится к 
устойчивому значению х=В. 


той. 


устойчиво при любом р (если только 
0<Рр—<\. 

После некоторого периода установ- 
ления популяция карасей выходит на 
стационарный режим х=В. Абсолют- 
ная скорость улова устанавливается 
при этом равной с=рВ. (Это — орди- 
ната точки пересечения графиков 
функций и=(1—х)х и и=рх.) Иссле- 
дуем поведение этой величины цри 
изменении р. При малых относитель- 
ных выловах (малых р) установив- 
шаяся скорость отлова тоже мала; 
при р>1 она тоже стремится к нулю 
(перелов). Наибольшее значение абсо- 
лютной скорости с равно наибольшей 
ординате графика функции о= 
—=(1—х)х. Она достигается, когда пря- 
мая и=рх проходит через вершину 
параболы (то есть при р=!/5) и равно 
с—=!/: (рис. 10). 

Выберем р='!/› (то есть назначим 
относительную квоту так, чтобы уста- 
новившаяся популяция составляла 
половину необлавливаемой). Мы до- 
стигли, как и было обещано, макси- 
мально возможной стационарной ско- 
рости отлавливания с=!/,, причем си- 
стема остается устойчивой (возвра- 
щается к установившемуся состоянию 
при малых отклонениях популяции о 
установившейся)*). 


Караси и щуки 


В нашем пруду с карасями заве- 
лись щуки. Если бы щук не было, ка- 
раси размножались бы по экспоненте, 
со скоростью Х=Ех (пруд большой). 
Но теперь следует учесть карасей, 
съеденных щуками, и мы предполо- 


А 

*} Но для этого планированне должно быть 
гибким: план умевьшается при неурожае и увели- 
чивается при благоприятных условиях. 


2* 


10. Нахождение опти- 
мального устойчивого режима 
отлова с относительной кво- 


ОИ вы х 


Рис. 11. Поле фазовой скоро- 
сти @ модели «хищник — 
жертва». 


жим, что число встреч карасей со 
уками пропорционально как числу 
карасей х, так и числу щук у; тогда 
для скорости изменения числа кара- 
сей получим уравнение Х=!х—аху. 
Что касается щук, то без карасей они 
вымирают: {= — у, в присутствии же 
карасей начинают размножаться со 
скоростью, пропорциональной числу 
“ьеденных карасей: иу= —1у--6ху. Мы 
приходим, таким образом, к системе 
дифференциальных уравнений про- 
стейшей модели системы «хищник — 
жертва»: 


х=#х—аху, (7) 
у=—{и-Е 5ху. 
Эта модель называется моделью 
Лотка — Вольтерра. 

Фазовым пространством этой систе- 
мы служит угол х>0, у>0. Нарисуем 
на нем поле фазовой скорости системы 
(рис. 11), то есть к каждой точке 
(х; у) приложим вектор 

(Ех—аху; —Ш-Ьху). 
У этого поля есть особая течка (к ней 
приложен нулевой вектор), а именно 
точка (1/6; К/а); она отвечает равно- 
весному количеству карасей‘и щук, 
когда прирост карасей уравновеши- 
вается деятельностью щук, а прирост 
щук — их естественной смертностью. 

Если начальное число щук меньше 
У‹=А/а (точка А на рисунке), то ко- 
личество карасей и щук растет, пока 
размножившиеся щуки не начнут 
съедать больше карасей, чем их рож- 
дается (точка В), затем число карасей 
начнет убывать, а число щук продол- 
жает расти, пока нехватка пищи не 
приведет и щук к вымиранию (точка 
С); затем число щук уменьшится на- 
столько, что караси снова начнут раз- 
множаться (точка О); начавшееся раз- 
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множение карасей приведет к тому, 
что со временем и щуки начнут раз- 
множаться. 

Но вернемся ли мы к точке А? 
Иными словами, будет ли процесс ко- 
лебания повторяться периодически? 
Ответ на этот вопрос может зависеть 
от выбора начальной точки А (а также 
от значения параметров системы). 
К этому вопросу мы вернемся в одном 
из следующих номеров журнала. 


Задачи 

\. Найдите уравнение логистической кривой. 

2. Являются ли интегральные кривые урав- 
иений (5) и (6) растянутыми логистическими 
кривыми? 

3. Докажите, что интегральиые кривые 
уравнений {5} и {6), расположенные вне полосы 
между А и В, имеют вертикальные асимптоты. 


4. Могут ли пересекаться не совпадающие 
интегральные кривые логистического уравне- 
ния? 

5. Докажите, что период Т колебания маят- 
ника (1) растет с амплитудой. 

6. Приближенно сосчитайте период колеба- 
ния маяткика малой амплитуды с. 

7. Найдите предел периода колебаний маят- 
ника при стремлении амплитуды к л. 

8. Докажите, что период колебания маят- 
ника равеи производной площади, ограничеин- 
иой фазовой траекторией 0/2—соз 0=Е по 
энергии Е. 

9. Частицы массы 1 иачинают двигаться 
с нулевой скоростью одновременно изо всех 
точек оси х под действием силового поля 
Р=з1п х. Через какое время частицы начнут 
сталкиваться? 

Ответы даны на с. 67. Решения можно най- 
ти в следующих книгах: 

1. В. И. Арнольд. Обыкновенные дифферен- 
циальные уравнения. М.: Наука, 1984. 

2. В. И. Арнольд. Математические методы 
классической механики. М.: Нвука, 1974. 


Города 
для электронов 


{Начало см. на с. 6) 


После формирования разводки и 
контактов БИС готовы. Каждую из 
них тщательно проверяют на работо- 
способность прямо на пластине. Кон- 
трольный автомат, управляемый 
компьютером, опускает на БИС тон- 
чайшие иглы-контакты и посылает в 
схему серию тестовых импульсов тока 
(как говорят, «прозванивает» схему). 
Если схема содержит миллион элемен- 
тов, То число тестовых импульсов — 
до десятков тысяч. Ответ экзамеяуе- 
мой схемы принимает ЭВМ. Если БИС 
отзывается не так, как надо, или мол- 
чит, контрольный автомат помечает ее 
капелькой магнитной краски. После 
того как кремниевую пластину разде- 
лят на сотни готовых микросхем (это 
делают алмазным резцом или лазер- 
ным лучом), электромагнит выберет 
меченые забракованные схемы. 

А исправные готовые БИС теперь 
осталось поместить в корпус. Неболь- 
шая коробочка из керамики, металла 
или пластмассы должна оградить 
микросхему от внешних повреждений, 
воздействия атмосферы, случайных 
электрических полей, обеспечить ох- 
лаждение работающей микросхемы. 
Поэтому, несмотря на внешнюю про- 
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стоту, конструкция корпуса тщатель- 
но продумывается и просчитывается. 
В некоторых типах микросхем стои- 
мость корпуса и работ по ‹упаковке» 
достигает трети всей стоимости гото- 
вой БИС. 


Теперь, когда процесс изготовления 
микросхемы закоячился, кончается и 
аналогия с градостроительством. Ни- 
какой город-новостройка не подвер- 
гается испытаниям на устойчивость 
к стоградусной жаре и к морозу в 
—60 °С, к землетрясению в 9 баллов, 
к удару при падении с трехметровой 
высоты; добавьте проверку на герме- 
тичность в морском тумане, на выдер- 
живание предельного рабочего режи- 
ма ит. п. Если БИС все это выдержи- 
вает, ее можно передать потребителю. 

хх жж 

Микроэлектроника — это союз мно- 
гих наук: материаловедения, точной 
механики, квантовой оптики, элект- 
рофизики, фотохимии, кибернетики... 
Нельзя сказать, что здесь главное, 
что второстепенное. Лучшее, чем рас- 
полагают сегодня наука и техника, 
создает технологию производства мик- 
росхем. Мы рассмотрели лишь самые 
типичные и сравнительно простые 
для понимания элементы технологии. 
Но и они, и другие варианты тех- 
нологии БИС полны и явных, и скры- 
тых сложностей. Однако достигнутые 
успехи и близкие перспективы техно- 
логии БИС вселяют надежды на то, 
что вершины микроэлектронной тех- 
нологии ее далеко впереди. 


Лаборатория «Кванта» 


Кардиограмма 
ртутного сердца 


Доктор физико-математических наук 
Я. Е. ГЕГУЗИН 


Из множества особенностей и 
свойств истинного сердца ртутное об- 
ладает лишь одним — способностью 
пульсировать, периодически меняя 
свою форму. Ртутному сердцу неведо- 
мы ни боль, ни перебои, ни волнения; 
перед настоящим сердцем оно имеет 
безусловное и завидное преимущест- 
во — может остановиться, сколь 
угодно долго просуществовать без- 
действуя, а затем снова ожить. 

У нас в лаборатории в шкафу, 
где хранятся химические реактивы, 
живет ртутное сердце. Конструкция 
его совсем проста: фарфоровая чашка 
с вогнутым дном, на дне чашки — 
ртуть в виде расплющенной капли- 
лужицы (диаметром 24 см). Она за- 
лита толстым слоем слабого (5-и про- 
центного) водного раствора соляной 
кислоты (1250 мл), в котором раство- 
рена соль двухромовокислого калия 
(К-Сг2О:; 260 мг). Фарфоровая чашка 
прикрыта плексигласовой пластин- 
кой, в пластинке укреплена гайка, 
а в ней — винт, заканчивающийся 
железной проволокой-иглой. Вращая 
винт, проволоку можно опустить до 
соприкосновения с поверхностью рту- 
ти, и ртутное сердце начнет работать, 
то есть ритмически пульсировать.*) 

Чтобы такое сердце работало на- 
дежно, проволока должна коснуться 
поверхности капли-лужицы либо в 
центре, либо в одной из точек на кон- 
туре. 

Пульсация ртутного сердца — зре- 
лище впечатляющее: на чистой по- 
верхности капли возникают перели- 
вающиеся блики причудливой формы, 
и контур капли приобретает быстро 
меняющиеся очертания, которые по- 

*) Ртуть — очень ядовнтое вещество, поэтому 


опыты с ной можно ороводнть только в физическом 
кабинете под руководством учителя. (Примеч ред) 


вторяются в каждом очередном цикле 
пульсаций. Сердце работает без уста- 
ли: мы оставляли его на час, на два, 
а однажды оставили на ночь — и ут- 
ром нашли пульсирующим. 

Теперь о механизме пульсаций 
ртутного сердца — лужицы ртути, 
которая непрерывно вздрагивает от 
соприкосновения с железной проволо- 
кой. 

Вначале о двух эффектах, с кото- 
рыми необходимо ознакомиться, что- 
бы понять причину периодических 
сокращений и расширений ртутной 
капли. 

Первый эффект заключается в 
уменьшении поверхностного натяже- 
ния металла, если на его поверх- 
ности имеется электрический заряд. 
Проще всего это понять на примере 
свободной сферической жидкой ме- 
таллической капли, скажем капли 
ртути. Пусть радиус капли ВН. Если 
она не заряжена, вецество, находя- 
щееся в ее объеме, будет испыты- 
вать сжимающее давление р.„=2о/В. 
Оно связано с искривленностью по- 
верхности (А) и поверхностным на- 
тяжением (5). Допустим тецерь, что по 
поверхности капли распределен за- 
ряд, величина которого 4. Очевидно, 
что носители заряда будут отталки- 
ваться друг от друга с силой, величи- 
на которой (в соответствии с законом 
Кулона) пропорциональна квадрату 
заряда. Это означает, что при неиз- 
менном объеме сферической капли (и, 
следовательно, при постоянном ра- 
диусе) наличие на ее поверхности 
электрического заряда приведет к по- 
нижению сжимающего давления. Это 
обстоятельство может быть представ- 
лено как следствие понижения по- 
верхностного натяжения на величину 
А-а’. 

Мы не стремились к тому, чтобы 
расчет был точен; важно лишь иметь 
основание утверждать, что величина 
понижения поверхностного натяже- 
ния не зависит от знака.заряда, на- 
ходящегося на поверхности. Порукой 
тому — квадратичная зависимость 
Ас от величины заряда (4. 

Все это нам необходимо знать, 
так как ртуть в растворе соляной 
кислоты получает заряд, и поэтому 
поверхностное натяжение на границе 
ртуть — раствор как бы понижается. 
(Мы не будем подробно интересовать- 
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сооцевос: 


555 


Рис. 1. Пульации ртутного 
сердца, когда металлическая 
проволока-игла касается кон- 
тура ртутной капли-лужицы. 
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ся процессами на этой границе, так как они доста- 
точно сложны.) 

Описанный эффект влияния заряда на поверх- 
ности на величину поверхностного натяжения, 
который именуется зэлектрокапиллярный эф- 
фект», был открыт и изучен французским физи- 
ком Габриэлем Липпманом (1845—1921) и нашел 
множество практических приложений. 

Второй эффект состоит в том, что в момент, 
когда металлическая игла соприкасается с поверх- 
ностью ртути, величина имеющегося на ртути за- 
ряда изменяется, следовательно, эффективное по- 
верхностное натяжение также должно измениться. 
С помощью простого опыта легко убедиться в том, 
что в момент соприкосновения величина заряда 
на ртути уменьшается, я вместе с тем уменьшается 
и то понижение поверхностной энергии, которое 
наступило, когда капля ртути была залита раство- 
ром соляной кислоты. Два последовательных отри- 
цания равносильны одному утверждению: умень- 
шение понижения означает повышение. В момент 
прикосновения железной иглы к поверхности ртути 
ее поверхностное натяжение немного увеличивает- 
ся. Следствием этого увеличения должно быть не- 
которое сжатие капли-лужицы, которая на дне 
чашки под собственной тяжестью расплющилась, 
и частичное приближение ее формы к сферической. 
Это отчетливо наблюдается, если в центре капли в 
ее тело погрузить металлическую иглу; капля-лу- 
жица вздрогнет, и ее горизонтальный диаметр 
явно уменьшится. 

Вот теперь можно понять механизм пульсаций. 
Начнем со случая, когда железная игла касается 
ртути в точке на контуре лужицы (рис. 1). В мо- 
мент соприкосновения иглы с поверхностью рту- 
ти — соприкосновения, п не внедрения! — поверх- 
ностное натяжение несколько повысится, ртутная 
лужица уменьшит диаметр, контакт между нею и 
иглой нарушится. После этого поверхностное натя- 
жение должно возвратиться к значению, которое 
было до соприкосновения иглы с каплей, то есть 
понизиться, и радиус ртутной лужицы должен 
возрасти. Это значит, что лужица соприкоснется 
с иглой и все начнется снова: сокращение лужи- 
цы — нарушение контакта, расширение лужи- 
цы — восстановление контакта и т. д. 

Интересен механизм возникновения пульсаций 
в том случае, когда игла прикасается к поверх- 
ности ртути не на контуре ртути, а в ее центре, 
в макушке (рис. 2). Казалось бы, наступающее 
при этом повышение поверхностного натяжения 
должно сопровождаться поднятием макушки и 
образованием ненарущающегося контакта с иглой. 
В действительности, однако, происходит иное. Ма- 
кушка лужицы чуть наползает на иглу, а затем 
под действием силы тяжести отрывается от нее. 
Этот первый импульс дает толчок колебаниям, 
капля раскачивается, сердце начинает пульсиро- 
вать. 

Любопытная деталь: при переноее иглы в конту- 
ра лужицы на ее макушку частота пульсаций уве- 


личивается. Это совершенно аналогично повыше- 
нию частоты колебаний гитарной струны, если 
пальцем прижать ее к грифу посередине между 
точками закрепления. 

Необходимо подчеркнуть, что ртутное сердце от- 
нюдь не вечный двигатель. Во время его работы 
расходуется энергия, выделяющаяся при химиче- 
ском взаимодействии между ртутью, железом, со- 
ляной кислотой и двухромовокислым калием. 
В этой реакции расходуются исходные компонен- 
ты, н она прекратится, когда, скажем, будет «съеде- 
на» железная игла. В «невечности» ртутного серд- 
ца можно легко убедиться, взяв более тонкую 
проволочку. Довольно скоро контакт между каплей 
и проволочкой перестанет воспроизводиться, так 
как кончик проволоки будет «съеден». Чтобы серд- 
це опять заработало, надо проволочку придвинуть 
к лужице: явно не вечный двигатель! 

Задумали мы снять кардиограмму ртутного 
сердца. Много сведений из нее не извлечешь, разве 
только определишь число пульсаций п секунду 
(а их можно просто посчитать, наблюдая за лужи- 
цей, или для верности воспользоваться кадрами 
кинофильма). То, что ртутное сердце здорово, про- 
сто отчетливо видно глазами: оно пульсирует рит- 
мично, без перебоев, явно не уставая (частота 
пульсаций нашего лабораторного сердца — около 
120 ударов в минуту). И все-таки снять кардио- 
грамму любопытно. 

Вначале решили воспользоваться работающим 
сердцем как прерывателем электрической цепи, 
регистрируя моменты включения и выключения 
с помощью самопишущего прибора. От этой мысли, 
однако, отказались, так как любое электрическое 
вмешательство н ртутное сердце неизбежно иска- 
зит его пульсации. Поступили по-иному. Тонень- 
кий луч света направлялся на зеркальную поверх- 
ность пульсирующей лужицы, а отраженный от 
нее мечущийся луч подавал сигнал на самописец, 
который и записал кардиограмму (рис. 3). На кар- 
диограмме видна последовательность чередующих- 
ся максимумов и минимумов — четких, строгих, 
периодических, без перебоев, на зависть любому 
человеческому сердцу. ; 


Вы 


Рис. 3. Кардиограмма ртутно- 
го гердца. 


Рис. 2. Пульсация ртутного 
сердца. когда металлическая 
проволока-игла касается ма- 
кушки ртутной капли-лужи- 
цы. 
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Школа в +«Квантс» 


вы 


Математика 9, 10 


Мы публикуем две заметки, адресовакные 
девятиклассникам. Они также могут быть 
полезны десятиклассникам, готовящимся к 
вступительным экзаменам в вузы. 


Задачи на сравнение 
чисел 


— Какое из двух чисел больше: — или 3,14? 
— Они равны. 7 

— Почему?! 

— Важдое из них равно п. 
Разговор на устном 


экзамене 

В этой заметке разбираются некото- 
рые основные методы установления 
отношения +‹болыше» или +‹меньше» 
между числами, записанными +в не- 
явном виде» — с помощью логариф- 
мов, радикалов и т. п. Подобные зада- 
чи часто возникают в ходе выполне- 
ния экзаменационных заданий, — и 
далеко не всегда школьники могут 
успешно с ними справиться. Широко 
распространена и та точка зрения, 
что для решения такой задачи нужно 
«вычислить» исследуемые числа; и 
нынешние школьники, зиспорчен- 
ные» прогрессом микроэлектроники, 
встречая задачу, в которой требуется 
сравнить два числа, хватаются за 
микрокалькулятор. Однако, с одной 
стороны, ясно, что здесь не требуется 
находить значения чисел с точностью 
до определенного десятичного знака 
после запятой. С другой стороны, вы- 
числительный подход может иметь 
доказательную силу лишь в том 
случае, когда имеется оценка 
точности, — без нее легко впасть 
в ошибку. Верность того или иного 
знака после запятой нужно обос- 
новывать, а это уже совсем не- 
простая задача. Поэтому предпочти- 
тельнее избрать другой способ реше- 
ния. 

Весьма общий метод определения 
знака неравенства между числами 
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{или выражениями) аи В заключаетс; 
в следующем: пытаются подобрате 
такое число (выражение) у, для кото 
рого, например, а<\ и одновременнс 
ув. Проиллюстрируем этот мето; 
следующей задачей. 

Задача 1. Выясните (не пользу 
ясь таблицами), что больше: 1ю5>* 
или 1юр; 87*) 

Решение. Легко проверить, чтс 
1< 05232 и 1< 1ю858<2, но отсюда 
не видно, какой из знаков: +>>», +<» 
«—» следует поставить между числа: 
ми 10523 и 10258. Обозначим этот не- 
известный пока нам знак з‹галоч- 
КОЙ»: ‹\/ь (знак \/ называют знаком 
сравнения) и сравним два логарифма: 
10#-3 \/1о&,8. Умножим обе части этогх 
неравенства на 2, получим 2 10828 \/ 
\/ 2 10#-8. Поскольку 3< 210823 4, а 
2—2 ю8:8<3, получаем, что 2 ю&›3> 
>2 1085.8, откуда и 10523>> 10558 (мы 
воспользовались одним из основных 
свойств неравенств: если а>>5, то ас> 
>Ье, где с — любое положительное 
число — см. «Алгебра и начала ана- 
лиза 9— 10», с. 257). 

Теперь ясно, какое число нужно 
выбрать в качестве «промежуточно- 
го» — это число 3/2: оно больше 
одного из данных чисел и меньше 
другого: 

108&:;8—3/2— 15:3. 
Конечно, в этой задаче мы все время 
неявно пользовались тем обстоятель- 
ством, что на промежутке ]0; се[ лога- 
рифмическая функция 1ов.х при а>>1 
возрастает. 

Задача 2. Что больше: 


-/9978-+-/9981 


/9979---/9980? 


Решение. Вычтем из одного чис- 
ла другое: 


(`/2981— \/9980) —(./9979 —-/9978). (+ 


Каждую разность радикалов умно- 
жим и одновременно разделим на их 
сумму: 


или 


— 
т 


(у 9981 — \ 19980) { у 9981; 9980) _ 
-/9981---/9980 


ре (3/9979—-/ 9978)! 9979-+-/ 9978) 
/ 9979; 9978 


*) Более подробно вопросы, относящиеся м эада- 
че }, см. в «Квантеь, 1974, № 3. с. 48—49. 


Поскольку (^\'а-+-/6)(а-—\5)=а-—Ъ6, 
разность (*) равна 

1 дя 1 
9981-9980 — 3997949978 
Знаменатель первой дроби болыше 
знаменателя второй дроби, откуда сле- 
дует, что первое число меньше вто- 
рого: р 

9978 -|- 9981 —-/9979 + -/9978*). 

Задача 3. Что больше: 1986'°°° 
или 1985'"*®? 

Решение. Сравним числа, полу- 
ченные после извлечения корня 
(1985-1986)-й степени из данных чи- 
сел: 1994/1986 `\/ '°*\/1985. Заметим, 
что это — значения функции у=х!* 
при х=1985 и х=1986. Производная 


1 
: — а 
этой функции у’=х* . (1—№Шх) от- 
рицательна при хе, так что на про- 
межутке ]е; с©5[ функция у-=х"” убы- 


вает. Поэтому 19/1986 — | 1985, 
а значит, 1986'°*° —1985'98®. 

Оценим количество десятичных 
цифр числа 1986'7°5: 1-1; 1986'°° —= 
—=1 -+ 1985-1 1986 = 1985-Пва + 
+ 3) = 1985(0,3--3)==6550 цифр! Та- 
кое огромное число, большее «гугола» 
(см. «Квант», 1983, № Т, с. 41), не мо- 
жет вычислить ни одна ЭВМ в мире! 

Задачи на сравнение чисел очень 
часто возникают при решении не- 
равенств. Мы разберем сейчас два при- 
мера, после чего предложим несколь- 
ко неравенств для самостоятельного 

- решения. 
Задача 4. Решите неравенство 
(2—5) @ х—Юх-3)< 0. 

Решение. Будем решать это не- 
равенство методом интервалов 
(см. «Квант», 1985, № 12, с. 18). Отме- 
тим на числовой оси корни сомно- 
жителей: х:== 10852, Х=3/1, хз=1. 
Очевидно, х.=1 — самый большой 
корень, и при х>1 данное произве- 
дение отрицательно. Чередование зна- 
ков левой части неравенства показано 
на рисунке 1 (красными точками от- 
мечены корни х, и х->). Мы видим, 
что ответ существенно зависит от того, 
что больше: 3/7 или 10#:2. Сравним 


*) Разность (%) равна примерно 0.5. 10—6, 
поэтому ее вычислезие зв микрокалькуляторе, 
когорый воспроизводит В значащих цифр има ин- 
ликаторе (например. иа калькуляторе БЭ-36) не 
дает ответа на поставленный вопрос; — мы получим, 
что эти числа равны, то есть придем н невериому 
отиету. 


«> 


Рис. 1. 


их: 3/7\/10&:2. Умножим обе части 
неравенства на 7: 

3\/7 Ююр.2 
или 

3 105553 \/ 7 ю#:27, 

10#55 105.2, 

Поскольку 5'—2’, и каждая наша 
операция не меняет знака неравен- 
ства, мы, произведя все описанные 
действия в обратном прядке, получим, 
что 3/1< 108:2, так что ответ в 
задаче 4 такой: Е 

13/71; 1о&-2[ 0 ]1; о<[. 

Задача 5. Решите систему не- 

равенств 
{ 2х—10х-4-5—0, 
х?-+-3х—2< 0. 
Решение. Разложим квадратные 
трехчлены на линейные множители; 
{ 2(х— а!) (х—а:)= 0, 
(х—61)(х—6:)<0, 
где ре 
а,=(5—4/15)/2, а›=(5-\15)/2, _ 
= —(3-+-/17)/2, 6.=(—3- У17)/2. 

Решением этой системы служит пе- 
ресечение интервалов а; а: и ]6:; 
Ь[. Таким образом, ответ зависит от 
взаимного расположения этих интер- 
валов на числовой оси. Очевидно, что 
а, и Ь-< аз, но числа а! и 6. близки 
(каждое из них немного больше 0,5). 
Поэтому реализуется одни из двух 
изображенных на рисунке 2 вариан- 
тов в зависимости от того, какое из 
иррациональных чисел, а: или 6. — 
больше (разумеется, сравнивать числа 
надо без применения калькулятора). 

Итак, сравним числа а, и 6., поль- 
зуясь основными свойствами не- 
разенств*): 


+) «Алгебра н начала аноалиса 9— 10». с. 257. 


ы а, ь, а. 
а) 
Ь, Ь, а, а 


Рис. 2. 5) 
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(5—%15)/2\/(--34 \17)/2; 
5—\15\/ —3+\17: 


Умножим на 2 
оба числа: 
Прибавим по 3 
к обоим чис- 
лам: 

Возведем поло- 
жительные 
число в квад- 
рат: 
Прибавим к 
обоим числам 
по (16`\115—17) 
и поделим их 


8-3 15/17; 


64 —16\.15415\/ 11; 


на 2: 31\/815 
Возведем поло- 

жительные 

числа в квад- 

рат: 961\/960 


Поскольку 961>>960, получаем, что 
(5—-/15)/2>(—3--/17)/2. Мы ви- 
дим, что реализуется случай, изобра- 
женный на рисунке 2, 6) — интервалы 
да; а[ и 16,;; 62 не пересекаются. 
Значит, исходная система неравенств 
решений не имеет. 


Упражнения : 
—х 
1. Решите неравенство |3 5х—2х* < 5 
2. (МИЭМ — 77). Решите неравенство 
4—2‘ —3< 0; 
Верно ли, что 2 является его решением? 
3. (МИЭМ — 77). Решите неравенство 
2*+1—5. 3х 
аЕраятт <" 


Верно ли, что 5 

4. (МГУ — 75). Решите 
2х? 11х15 

т — 

5. (МГУ — 79). Найдите все решения не- 


является его решением? 


неравенство 


равенства 980) —4Ах—х>0, лежащие в ин- 


21 
тервале ]}— 5: 0. 
6. (МГУ — 79). Найдите все решения не- 


равенства {$ 5 4+6х—х?>0, лежащие в проме- 


1 
жутке 1-3; 6}. 

7. (МГУ — 179). Решите 

1одз(х? —4х— 11) 105 (х—4х— 11] 50. 
2-—-5х— 3х 

8. (МГУ — 79). Решите 

10-х —2х—1— 1о3(х? —2х—1)° <0. 
3х’ —13х-4-4 


неравенство 


неравенство 


А. А. Власов 
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Какой же ответ? 


Поводом для написания этой замет- 
ки послужила следующая задача: 

При каких р уравнение 

Та (х°-- 2рх) —1в (8х —6р—3)=0 
имеет один корень? 

Эта задача, предлагавшаяся на 
вступительном экзамене по математи- 
ке в Белорусском технологическом ин- 
ституте им. С. М. Кирова, была в 
свое время включена в сборник за- 
дач, вышедший в 1983 году вторым 
изданием *). В этом сборнике приве- 
дено неполное решение — рассмотрен 
только один возможный случай. 

Чтобы понять, в чем здесь дело, 
мы сначала разберем более простой 
пример с точно такой же формули- 
ровкой, в котором, нарисовав картин- 
ку, можно сразу все увидеть. 

Вот этот пример: 

При каких р уравнение 

И: с 
вЫ 
имеет один корень? 

Решение. Данное уравнение эк- 
вивалентно системе 


рх>0, х>—1, 
| х>—1, то есть 2х’ 
рх=(х- 1), + (2 —р)х + 
1 =0. 


Первый случай. Квадратное 
уравнение имеет единственный корень 
(рис. 1). 

В этом случае дискриминант урав- 
нения равен нулю, то есть (2 — р)" —4, 
откуда р=Ф и р=4. Поскольку зна- 
чение р==0 нам не годится, остается 
р=4. При р=4 находим единствен- 
ный корень х=1. 

Второй случай. Квадратное 
уравнение имеет два корня, больший 
из которых попадает в ОДЗ, а мень- 
ший — не попадает. 

Таким образом, если хх и хо 
(х<х2) — корни квадратного урав- 
нения, то должно быть х2> —\, ах 
<—1 (см. рисунки 2, а, 6). Это усло- 
вие эквивалентно тому, что для функ- 
ции Дх)=х-+(2-—-рх+1 = должно 
быть (—1)<0. Отсюда находим р<0. 
Поскольку рх>>0, значение р-—=0 не го- 
дится. Таким образом, ответ п на- 


*)Е. А. Островский. И. М. Ангилейко, П. В. Атра- 
шонок, Р. В. Козлова. Задачи по математике ив 
вступительных экзаменах 6 вузох. Мииск: Вышзй- 
шая школа, с. 15. 


Рис. 1. 


шем примере: 
]—с°; 011114}. 

По этой же схеме решается и пер- 
вая задача, приведенная в начале за- 
метки. 

Снова выписываем эквивалентную 
систему: 


8х —6бр—3>0, 
х-42рх 1 
8х— бр 3 — 


(ясно, что при выполнении этих усло- 
вий неравенство х*-+{2рх 7-0 также 
выполняется), то есть 
8х— бр—3>0, 
х-+2х{р—4)- бр 3=0. 

Снова ‘возможны два случая: 

Первый случай. Квадратное 
уравнение имеет единственный ко- 
рень, то есть дискриминант уравне- 
ния равен нулю. Запишем это условие: 

р’—14р- 13 ==0, 

откуда р=1 и р=13. 

При р=1 получаем х=8; при 
р=13 получаем х= —9. Подставляя 
найденные значения х и р в нера- 


венство 8х—бр—3>0, убеждаемся, 
что значения р=13, х= -9 не го- 


дятся. И наоборот, значения р=1, 


Наша обложка 


х—3 этому неравенству удовлетво- 
ряют. Таким образом, исходное урав- 
нение при р=—1 имеет единственный 
корень х=3 *). 

Второй случай. Квадратное 
уравнение имеет два корня, больший 
из которых попадает в ОДЗ, а мень- 
ший — не попадает. 

Из неравенства 8х—6бр—3>0 сле- 


р бр- 
дует, что х> ре 


.‚ так что если Хх, 


и хх х2) — корни квадратного 

уравнения х’-+|-2х(р—4)+6р-+3=0, 

бр+3 
8 


то должно быть х2> 


бр Е. 
<=. 


‚ах 


Снова, как и в примере 


1 рх 

В РХ_ о 

ии = 2 (см. рис. 2} получаем, что 
все условия будут выполнены тогда 
и только тогда, когда для функции 


Кх)=х'+ 2х! р—4) {+ 6р-+-3 будет 
К р “ <0. Записав это условие 
(+2. 97 (р 4) +6р+ 
+30, 

получим после преобразований 

(бр 3Х22р- 3)< 0, 

1 3 
откуда —5 р —55: 
Итак, ответ в этой задаче: 
1 3 
[ее = ЛИ, 
Н. Г. Габович 


П. И. Горнштейн 


*)Такой ответ приведен я вышеупомянутом 
сборнике задач. 


Обычно решение стерсометрической задачи 
начинается г того, что мы п общих чертах 
воспроизводим рассматриваемую в ней конфи- 
гурацию. В задаче г обложки иредыдущего но- 
мера представить конфигурацию легче всего 
прямо по ходу решения. Более того, общий чер- 
теж (приведенный на обложке) нам по сути де- 
ла и не понадобится. 

Решение основано иа следующем полезном 
утверждении: две окрижности радиусов В, и 
К. касаются 9руг друга внешним образом 
тогда и только тогда. когда отрезок их общей 
внешней касательной между точками касания 
равен 2\,Ю:В, (рис. 1). Доказательство 
этого утверждения очевидно из рисунка 1. 
Рассматривая окружности п этом утверждении 
как сечения двух шаров плоскостью, проходя- 
щей через их цеитры, или как сечения шара п 
цилиндра плоскостью, проходящей через центр 
шара перпендикулярно оси цилиндра, мы полу- 
чим условия внешнего касания шаров илн ци- 


линдра; например. в последнем случае надо, 
чтобы расстояние от точки касания шара с 
плоскостью до прямой, по которой цилиндр 


{Окончание см. на с. 34} 


АВ" = О, С? == (В+ В, — (В,— В, 
Рис. 1. 
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Новости науки 


Новый метр 


То, с чем здесь будет рас- 
сказано, не новое открытие 
п какой-то конкретной об- 
ласти науки. Тем не менее 
речь пойдет о событии, © 
котором, безусловно, будет 
написано во всех учебни- 
ках и которое отразится на 
всей жизни и деятельности 
человечества. 

Более двух лет назад, в 
октябре 1983 года, Интер- 
национальный комитет 
мер и весов (его официаль- 
ное название СТРМ — 1а 
СошИиё Иуегпайопае дез 
Роз её Мезцгез) опубли- 
ковал рекомендацию вве- 
сти новый эталон метра. 
Приведем начало этого до- 
кумента: 

«Интернациональный ко- 
митет мер и весов реко- 
мендует, чтобы метр за- 
давался одним из двух ме- 
тодов — 

а) длиной пути [, прохо- 
димого в вакууме плоской 
электромагиитной волной 
за время {; длина пути вы- 
числяется по измеренному 
времени {, используя соот- 
ношение [=5{ и значение 
скорости света н вакууме 
с==299 792 458 м/с; 

6) длиной волны в ваку- 
уме А. плоской электромаг- 
нитной волны частоты у; 
длина волны вычисляется 
по измеренной частоте у, 
используя формулу А=е/Л 
и значение скорости света 
с—299 792 458 м/с...». 
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Вспомним, как опреде- 
ляется метр сейчас. Также 
официальный документ, 
принятый в 1960 году 
11-й Генеральной конфе- 
реицией по мерам и весам, 
гласит: «Метр — длина, 
равная 1 650 163,73 длины 
волны в вакууме излуче- 
ния, соответствующего пе- 
реходу между уровнями 
2р» ин 54; атома крип- 
тона-86». 

А каким был метр до 
1960 года? 

Согласно первому опре- 
делению, принятому во 
Франции во время Вели- 
кой французской револю- 
ции, метр был равен деся- 
тимиллиониой доле чет- 
верти длины парижского 
меридиана. В 1799 году 
был изготовлен и утвер- 
жден первый прототип 
метра в виде платиновой 
линейки — так называе- 
мый архивный метр. Затем 
в 1872 году Международ- 
ная метрическая комиссия 
приняла решение об отка- 
зе от зестественного» эта- 
лона длины и © принятии 
архивного метра п качест- 
ве эталонной меры длины. 
Прототип этого метра в ви- 
де бруса из сплава плати- 
ны и иридия с нанесенны- 
ми на одной из его пло- 
скостей штрихами хранит- 
ся в Севре (близ Парижа) 
в Международном бюро 
мер и весов. Относитель- 
ная погрешность воспроиз- 
ведения такого метра со- 
ставляет около 10‘. 

Такое определение мет- 
ра продержалось почти 
80 лет. Лишь к 1960 году 
оптические методы изме- 
рений достигли такого со- 
вершенства, что могли кон- 
курировать с простым при- 
кладыванием измеряемого 
образца к парижскому эта- 


лону. Они позволяют вос- 
производить метр с точно- 
стью порядка 10- $. 

Почему же тёперь наста- 
ло время вводить новое оп- 
ределение метра? Одна 
причина — принципиаль- 
ная. Новый метод основан 
на величине скорости света 
в вакууме — фундамен- 
тальной постоянной вели- 
чине, не зависящей от дви- 
жения наблюдателя и всег- 
да одинаковой. В новом оп- 
ределении метра скорость 
света считается заданной, 
она в точности равна 
299192 458 м/с (подоб- 
но тому как до 1960 года 
метр был точно равен 
расстоянию между двумя 
соответствующими штри- 
хами). 

Другая причина, техни- 
ческая, связана с расши- 
рением точных методов из- 
мерения частоты вплоть до 
видимой части спектра, в 
которой оптики умеют из- 
мерять длину волны с 
большей степенью точно- 
сти (методом интерферен- 
ции). Начиная с 1982 года, 
стало возможным —изме- 
рять частоту и длину вол- 
ны одной и той же слек- 
тральной линии с ощиб- 
кой, не превышающей 1— 
2 единиц в десятом знаке 
('). Можно в шутку ска- 
зать, что только в послед- 
ние годы проверили соот- 
ношение с—Ау для видимо- 
го света. 

Итак, когда рекоменда- 
ция Интернационального 
комитета мер и весов будет 
принята, в физических 
таблицах будет стоять точ- 
ное значение скорости све- 
та, а длины можно будет 
измерять с ошибкой, не 
большей чем две единицы 
в десятом знаке. 

Я. С. 


бант 
для младших школьников 


задачи 


]. В этом году я отпраздновал 
свой день рождения. Число испол- 
нившихся мне лет во многом при- 
мечательно. 

Если от этого числа отнять 2, то оно 
разделится на 3, а если от него от- 
нять 3, то оно разделится на 2. 

Если к нему прибавить 4, то оно 
разделится на 5, а если от него от- 
нять 5, то оно разделится на 4. 

Если от него отнять 5, то оно разде- 
лится на 6, а если от него отнять 6, 
то оно разделится на 5. 

Если к нему прибавить 7, то оно раз- 
делится на 8, а если к нему приба- 
вить 8, то оно разделится на Т. 

Сколько же лет мне исполнилось? 

2. Замените буквы цифрами так, 
чтобы выполнялись оба равенства: 

{ОН’=ВАНЯ, В-А+ЁН+Я-—ОН 
(одинаковым буквам должны соот- 
ветствовать одинаковые цифры, а раз- 
ным — разные). 

3. Дым, который мы видим, — это 
мелкие частицы несгоревшего топли- 
ва. Их плотность во много раз больше 
плотности воздуха. 

Почему же эти частицы подни- 
маются вверх? 

4. На днях я жарил оладьи. Когда 
я начал переворачивать одну из них, 
она никак не входила на старое 
место. Оладьи удалось вновь раз- 
местить на сковороде, лишь перевер- 
нув их все. 

Докажите, что всегда можно уло- 
жить перевернутые оладьи на круг- 
лой сковороде, на которой они лежали 
раньше, и приведите пример, в кото- 
ром нельзя одну из оладий, перевер- 
нув, уложить на старое место. 

5. Разрежьте каждую из двух ма- 
леньких фигур одинаковым образом 
на четыре части так, чтобы из полу- 
ченных восьми частей можно было 
сложить вдвое большую (по площади) 
подобную фигуру. 


‚ Эти задачи предложили В. Д. Вьюн, уче- 
ник 10 кл. пос. Славяносербский Всрошилов- 
градской обл. Сергей Ревхов, А. П. Савин, 
А. М. Абрамов. ЛП. П. Мочалов. 


{®н)= 


Р+А +Н+Я= 


Загадка этрусков 


Кандидат физико-математических наук 
А. С. АЛЕКСАНДРОВ 


По крупицам собирают археологи 
и историки сведения об этрусках, 
таинственном древнем народе, не- 
когда заселявшем большую часть 
современной Италии. Примерно к 
середине Г тысячелетия до н. э. их 
цивилизация достигла культурного и 
экономического расцвета. Грозную си- 
лу представляли собой этрусские го- 
рода и в военном отношении. Но после 
изгнания в 510 году до н. э. этрусских 
царей из Рима, у этрусков в Италии 
появились в лице римлян опасные 
соперники. Длительные войны закон- 
чились через несколько столетий по- 
корением этрусков, и в начале нашей 
эры они полностью растворились в 
пестрой массе народов Римской импе- 
рии. От них остались лишь немного- 
численные надписи на до сих пор не 
расшифрованном окончательно язы- 
ке, отдельные памятники выдающего- 
ся развития ремесел м искусств 
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и скупые сообщения римских авто- 
ров... 

При раскопках городов Этрурии 
археологам удалось найти самые раз- 
нообразные свидетельства высокого 
уровня развития угасшей цивилиза- 
ции. Всеобщее восхищение вызвали 
ювелирные изделия этрусков и среди 
них в первую очередь так называемые 
гранулированные украшения — под- 
линные шедевры безымянных масте- 
ров. Они представляют собой медные 
пластинки со сложными узорами, вы- 
ложенными тысячами мельчайших 
{диаметром около 0,2 мм) золотых 
шариков. Ни у одного другого народа 
гранулированные изделия не дости- 
гали такой высокой степени совер- 
шенства. 

К концу Етысячелетия н. э. искусст- 
во изготовления подобных украшений 
было окончательно забыто. Только в 
ХГХ веке исследователи предприняли 
попытки восстановить секреты техни- 
ки, но — безрезультатно. Долгое вре- 
мя никто не мог объяснить, как 
можно прикрепить золотую крупинку 
к медному основанию, не расплав- 
ляя ее при этом. Если бы крупинка 
расплавилась, капля жидкого золота 
растеклась бы по меди. При охлажде- 


нии растекшаяся капля приварилась 

бы знамертво», но был бы утрачем 

изысканный внешний вид изделия. 
1] 


А А 
° с Плевление ь 
ны. | Е» 
Си г» 


Секрет. был раскрыт только в 
1933 году. Технология оказалась сов- 
сем не простой, и чтобы ее понять, 
надо предварительно вспомнить явле- 
ние диффузии. 

Диффузией называется проникно- 
вение атомов (или молекул) одного 
вещества в другое. В жидкостях этот 
процесс можно наблюдать непосред- 
ственно. Капнем в воду каплю чер- 
нил. В первый момент капля будет 
иметь четко очерченные контуры. 
С течением времени они будут все 
больше и больше расплываться, пока 
обе жидкости полностью не пере- 
мешаются, а капля, как таковая, не 
исчезнет. Почему это происходит? 

Прежде чем ответить, вспомним 
один очень известный эксперимент. 
В 1827 году ботаник Броун наблюдал 
беспорядочное движение частичек 
цветочной пыльцы в воде. Частички 
были достаточно малы (их характер- 
ный размер около 0,005 мм), и для 
наблюдений использовался микро- 
скоп. «Маршруты» частичек не подчи- 
нялись никакой системе и были столь 
причудливы, что Броун вначале при- 
нял это движение за какое-то особое 
проявление жизни. 

Правильно броуновское движение 
было объяснено полвека спустя. Мо- 
лекулы воды постоянно находятся 
в хаотическом движении. Это они 
«бомбардируют» с разных сторон 
огромную (по сравнению с самими 
молекулами) частицу пыльцы, застав- 
ляя ее двигаться случайным образом. 
Поэтому броуновское движение может 
служить наблюдаемым доказатель- 
ством невидимого даже под микро- 
скопом движения молекул. 

А теперь вернемся к капле чернил 

стакане: воды. И 
и молекулы чернил беспорядочно пе- 
ремещаются. Некоторые иэ молекул 
воды проникают в чернила, а неко- 
торые молекулы чернил — в воду. 
То есть происходит взаимная диффу- 
зия обеих жидкостей, в результате 
которой и расплывается капля. 

Мы также регулярно наблюд 
диффузию в газах. Именно ей мы ‹ 


молекулы воды, . 


заны тем, что чувствуем запахи ве- 
ществ, находящихся от нас на расстоя- 
нии. Диффузионные процессы могут 
протекать и в твердых телах, но там 
они происходят слищком медленно, 
чтобы быть заметными при комнат- 
ной температуре. Однако с ростом 
температуры движение молекул (или 
атомов) становится более интенсив- 
ным. В частности, капля чернил в го- 
рячей воде расплывается быстрее, чем 
в холодной. Ноэтому при длительном 
выдерживании твердых тел при высо- 
ких температурах можно воочию убе- 
диться, что диффузия протекает и 
в них. 

Впервые это удалось сделать в 
1896 году английскому металлургу 
Робертсу-Аустену. Он прижал друг к: 
другу золотой диск и свинцовый ци- 
линдр и поместил их на 10 дней в печь, 
где поддерживалась температура 
200 °С. Когда печь открыли, разъеди- 
нить диск и цилиндр оказалось не- 
возможно. За счет диффузии золото 
и свинец буквально зпроросли»ь друг 
в друга. Сегодня такая технология 
соединения деталей хорошо известна 
и носит название диффузионной свар- 
ки. Так может быть именно этим 
способом этруски крепили золотые 
шарики к меди? 

От этого предположения приходит- 
ся сразу отказаться. Прежде всего, 
процесс диффузионной сварки.следует 
производить в вакууме (иначе содер- 
жащийся в воздухе кислород успеет 
окислить медь и изделие покроется 
слоем черной окалины); кроме того, 
диффузионная сварка требует доволь- 
но долгой выдержки при высоких 
температурах*). Обеспечить выполне- 
ние этих условий этруски не могли. 

Наиболее правдоподобной представ- 
ляется иная версия этрусской тех- 
нологии. Сначала узор из золотых 
шариков приклеивали к листу папи- 
руса, который затем ‘накладывался 
на медную основу шариками вниз. 
Затем драгоценный +*бутерброд»ь по- 
степенно нагревали. Во время нагрева 
успевала произойти незначительная 
диффузия золота в медь и наоборот. 


{Окончание см. на с. 3%} 


*) Робертсу-Аустену повезло, что объектами его 
опытов былн свинец и золото. Эта пара металлов 
является одним нз эрсиордеменове по темпам 

ой —  чых случаях (другие металлические 

ль низкой температуре как 200 °С 
ной сварки не хватило бы и Месяч- 
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Калейдоскои зКванта» 


Одной из древнейших 
математических дисцип- 
лин является теория чи- 
сел, многие задачи которой 
обладают тем свойстеом, 
что они допускают очень 
простую, понятную всем 
формулировку. но доказа- 
тельство задач предстов- 
ляет необычайные трудно- 
сти. 


И. М. Виноградов 


Выдающийся советский 
математик — академик 
Иван Матвеевич Виногра- 
дов (1891—1983) известен 
замечательными результа- 
тами в теории чисел. В 
своих исследованиях он 
создал мощный метод ана- 
литической  теорим чи- 
сел — метод тригоношет- 
рических сумм. Этим мо- 
тодом удалось решить мно- 
гие задачи, столетиями не 
подданавшиеся решению. 

Иван Матвеевич Вино- 
градов более иятидесяти 
лет возглавлял Математи- 
ческий институт им. 
В. А. Стеклова Академии 
Наук СССР — главный 
штаб советской математи- 
ческой нзуки. Он — дваж- 
ды Герой Социалистичс- 
ского Труда, лауреат Ле- 
нинской и Государствен- 
ной премий. 


2410 $ 


1956 


Давайте отлянемся вок- 
руг: сколько чисел окру- 
жаст нас! Номер нашего 
дома, квартиры; номера 
автобусов, трамваев, на ко- 
торых мы ездим; темпера- 
тура воздуха, атмосферное 
давление; уровень наших 
знаний по математике и 
по литературе... Я думаю, 
что вы можете многократ- 
но увеличить этот списск. 

Каждое число мы вос- 
принимаем как стеиень 
проявления чего-либо нли 
как показатель принад- 
лежности объекта к тому 
или иному классу предме- 
тов, явлений (поезд данно- 
го маршрута, самолет дан- 
ной марки, например 
ТУ-134 ин т. д.). При этом 
мы совершенно не задумы- 
заемся о самих числах. Ко- 
нечно, отмечаем при встре- 
че ‹круглые» числа; нено- 
торые проверяют номера 
билетиков в автобусе на 
*счастливость»: совпада- 
ют ли суммы первых и но- 
следних трех цифр. Но эти 
свойства присущи не са- 
мим Числам, а их пред- 
ставлениям в десятичной 
записи. 

Свойствами чисел люди 
начали интересоваться 
очень давно. Еше древние 
греки делили натуральные 
числа на простые — имею- 
щие лишь два различных 
делителя, и составные — У 
которых больше двух де- 
лителей. Единипа имеет 
только один делитель, по- 
этому ее не причисляют ни 
к простым, ни к составным 
числам. 

Древние греки умели до- 
казывать, что простых чи- 


сел бесконечно много. В 
1831 году немецкий мате- 
матик Лежен Дирихле до- 
казал, что в любой ариф- 
метической прогрессии со 
взаимно простыми разно- 
стью и первым членом со- 
держится бесконечно мно- 
го простых чисел. 

Свойства делимости по- 
могали грекам в решении 
уравнений в целых чис- 
лах. Особенно велики здесь 
заслуги Диофанта, которо- 
го называют последним ве- 
ликим математиком ан- 
тичности. Годы его жизни 
точио ие установлены, но 
имеются веские основания 
считать, что он жил в Ш 
зеке нашей эры. 

Задачи теории чисел, не- 
смотря на простоту форму- 
лировки, как правило, 
очень трудны. Так, не- 
сколько столетий ждет ре- 
шения проблема близ- 
нецов: «Конечна или 
бесконечна совокупность 
пар простых чисел, отли- 
чающихся на 2, то есть 
таких, как Зиб5, Пи 183, 
17 и 19, 239 и 31, ... А 
сколько труда затрачено 
на попытки доказать «Ве- 
ликую теорему Ферма»! 

Рассмотрение свойств 
чисел, связаниых с их де- 
лителями, породило боль- 
шую область математики, 
называемую  мультипли- 
кативной теорией чисел (от 
латинского слова тийЁр- 
Нсайо — умножать). 

Математики рассматри- 
вают также свойства чи- 
сел, связанные с их пред- 
ставлеииями в виде суммы 
чисел определенного вида. 
Существует бесконечно 


много чисел, являющихся 
квадратами и суммами 
двух квадратов одновре- 
менно; это — «‹пифагоровы 
тройки». Также существу- 
ет бескомечно много кубов, 
являющихся суммами 
трех кубов, и т. д. 


В 1142 году в переписке 
двух академиков Цетер- 
бургской Академии наук 
Х. Гольдбаха и Л. Эйлера 
возникла следующая про- 
блема (она носит название 


проблемы Гольдба-’ 


ха): верно ли, что каждое 
четное число. большее 
двух, представляется в ви- 
де суммы двух простых чи- 
сел, а каждое нечетное чис- 
ло. большее семи, пред- 
ставляется в виде суммы 
трех простых чисел. Суще- 
ственный вклад в решение 
этих проблем внесли совет- 
ские математики И. М. Ви- 
ноградов и Н. Г. Чудаков. 


Класс проблем, связан- 
ных с представлением чи- 
сел в виде сумм чисел за- 
данного вида, получил на- 
звание аддитивной теории 
чисел (от латинского а44:- 
Цоиз — прилагаемый, по- 
лучающийся в результате 
сложения). 


В противоположность 
простым числам, матсма- 
тики рассматривают чис- 
ла, имеющие очень много 
делителей. Натуральное 
число называется сверхсо- 
ставным, если у него боль- 
ше различных делителей, 
чем у любого из натураль- 
ных чисел, меньших его. 
Единица со своим единст- 
венным делителем являет- 
ся сверхсоставным числом 
(поскольку нет натураль- 
ного числа, меньшего ее). 
Следующим сверхсостав- 
ным числом будет простое 
число 2, имеющее два де- 
лителя Ги 2; далее — 
число 4 с тремя делителя- 
ми 1, 2и 4; потом 6 с че- 
тырьмя делителями. Мож- 
но было бы предположить, 
что всякое число п! 
—=1. 2- .... и будет сверх- 
составным, но это не так. 
Попробуйте отыскать сле- 
дующие десять сверхсо- 
ставных чисел. 


Для нахождения числа 
различных делителей у 
чисел существует форму- 
ла. Известно, что всякое 
натуральное число п пред- 
ставляется в виде произве- 
дения степеней простых 
чисел и притом единствен- 
ным образом: 


[3 . С} 
п=р\- р}. ...- 28’ 
(эта теорема носит назва- 
ние основной теоремы 
Признак 


делнмости на 11 

Для того чтобы число, 
записанное в десятичной 
системе счисления, дели- 
лось на 11, необходимо и 
достаточно, чтобы  раз- 
ность между суммой цифр, 
стоящих на нечетных ме- 
стах, и суммой цифр, стоя- 
щих на четных местах, де- 
лилась на 11. 


арифметики). Так вот, чис- 
ло различных делителей 
числа п равно следующе- 

му произведению: 
(ии... У. 
Числам и их свойствам 
посвящены многие статьи, 
опубликованные в +*«Кван- 
тез»; см., например, 1974, 
№ 6, с. 56; 1979, № 4, с. 38; 
1981, № 9, с. 18; 1983, №1, 

с. 30 и № Т, с. 42. 
А. П. 


Теорема Вильсона 


Число (п—1)!-{-1 делит- 
ся на п в том и только в 
том случае, если п — про- 
стое число. 


Малая теорема Ферца 


Если р — простое число.. 
то для любого натурально: 
20 числа а число а? — а 
делится на р. 
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Попирус Аи Сив Аи Сплав Аи+Си 
” =. А 
© са при нагреве Аб Плавление 


(Начало см. на с. 30} 


В результате в чрезвычайно узкой 
зоне контакта шарика и пластины 
образовывался медно-золотой сплав. 

Температура плавления чистого зо- 
лота — 1063 °С, чистой меди — 
1083 °С, а сплавы золота с медью 
плавятся при более низких температу- 
рах. Например, сплав, состоящий из 
равного количества атомов золота 
и меди, плавится уже при 910 °С. 
Именно это обстоятельство является 
ключевым для разгадки секрета 
ювелиров Этрурни. Они повышали 
температуру до того предела, что 
расплавлялась только зона образо- 
вавшегося сплава, а сами золото и 
медь оставались в твердом состоянии. 
При последующем охлаждении рас- 
плав затвердевал, и крупинка, прак- 
тически не потеряв своей сферической 
формы, приваривалась к основанию 
из меди. Этот процесс одновременно 
происходил во всех крупинках, и весь 
приклеенный к папирусу узор оказы- 
вался как бы «сведенным» (по анало- 
сии < дерезодиымил херткиками) ча 


‚ Наша обложка 


медь. Папирус при столь высоких 
температурах сгорал дотла, и изделие 
было тотово. Медь окислиться ие 
успевала, так как процесс происходил 
достаточно быстро и значительную 
часть кислорода принимал на себя 
при сгорании папирус. 

Древние ювелирные секреты и се- 
годня разгаданы не до конца. Оста- 
ется неясным, например, как этрускам 
удавалось изготовлять мельчайшие 
золотые шарики. Но более всего 
удивляет то, как вообще сумели масте- 
ра далекого прошлого выработать 
столь изощренную технологию. Какой 
Удивительной комбинации случая, 
опыта и прозрения обязаны этруски 
своему открытию? Может быть, это 
когда-нибудь станет известным, а по- 
ка мы может лишь воздать должное 
исчезнувшему народу и повторить 
слова древнеримского историка Гая 
Саллюстия: «Чего люди сумеют до- 
биться, возделывая землю, плавя ме- 
талл и возводя строения, зависит от 
ух духовной силыьъ. 


(Начало см. на се. 27) 


касается той же плоскости, было равяо 2\/ В. В-, 
где А; и В. — радиусы шара и основания 
цилиндра. 

Пусть Ди С, Ви Р — точки касания 
шаров радиусов А; ин А; соответственно п плос- 
костью, { — прямая, по которой цилиядр ка- 
сается плоскости. Из приведенного вызие ут- 


верждения «ледует, что 
АВ ВС=СО=рА=2у В В., 
то есть АВСР — ромб (рис. 2), причем его 
диагонали равны 2А, н 28.. 
Кроме того, точки А и С удалены от прямой 
{ на одно и то же расстояние (равное 2, А.г). 
Следовательно, эта прямая либо ироходит через 
середину О отрезка АС (центр ромба), либо 
параллельна АС. Последнее невозможно, так 
как точки В и Р также удалены от { на одно 
и то же расстояние (2, В ›г). В итоге получается 
чертеж, показанный на рисунке 2. 
Из прямоугольного треугольника АОВ полу- 
часм уравнение АВ?—= АО*-+-ОВ`, или 
48. В.= А? В:. (1) 
Далее, если п и В=л/2—а — углы между 
прямой _{ и прямыми ОД и ОВ, то зда= 
= 2 Вг/ В =2-/г/Ва, с0з а= эт В= 2. г/ В». 
следовательно, 


: 1 1 
= 1? а-| с03? а= +). 2 
1= з1т* &- с03* а 4" (с: = (2) 
Решая уравнения (1) и (2) совместно, полу- 


чим ответ: В, —4г(8-—/3), Е=аизт= 5/3) 
(знаки выбираются согласованно). в. Д 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в вомер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые п нем задачи не- 
стандартны, во дла нх реше- 
ния ие требуется знаний, вы- 
ходящих за рамкя школьной 
программы. Наиболее труд- 
ные задачи отмечаются звез- 
дочкой. Носле формулировки 
задачн мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Ра- 
зумеется, не все эти задачи 
публикуются впервые. Реше- 
ния задач из этого номера 
можно отправлять не позднее 
15 апреля 1986 года по адре- 
су: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
В графе «Кому» напишите: 
*Задачник «Кванта» № 2 — 
88› и номера задач, решения 
которых вы посылаете, напрн- 
мер +№м968, №969» или 
+Ф980». Решения задач из 
разных иомеров журнала или 
по разным предметам (мате- 
матике я физике) прнсылай- 
те в развых конвертах. В пись- 
мо вложите конверт с напи- 
санным на нем вашнм адре- 
сом (в зтом конверте вы полу- 
чите результаты проверки ре- 
шений). Условые каждой ори- 
гинальной задачи, предлагае- 
мой для публикации, присы- 
лайте в отдельном конверте 
в Двух экземплярах вместе 
с вашим решением этой зада- 
чи (на конверте пометьте: «За- 
дачник +Кванта», Новая за- 
дача по физяке»ь нли *...Новая 
зарача по математике»). В на- 
чале каждого письма просим 
указывать номер школы н 
класс, в котором вы учитесь. 


—————————— и. 


задачнии 
поанта 


Задачи 


м966—м№М970; Ф978—Ф982 


М966. Докажите, что любой треугольник можно` 
разрезать отрезками на четыре куска, из которых: 
можно составить два подобных ему треугольника. : 

у Л. Д. Курляндчик: 


М967. Обозначим через с(п) сумму всех натураль-: 
ных делителей числа п (включая 1 и п) и через: 
$(п) — количество чисел, меныших числа п и вза-. 
имно простых г ним. Докажите, что для любого. 
натурального п>2 


(п) (п) > 2п. | 
- В. Ф. Лев: 
№968. Три многоугольника в пространстве распо-` 
ложены так, что их плоскости пересекаются в од- 
ной точке О. 
а) Докажите, что найдется плоскость, проекции. 
на которую этих трех многоугольников имеют. 
равные площади. 
6) Сколько будет таких плоскостей, проходящих. 
через точку О? 
Н. М. Седракян` 
М969. Докажите неравенство 


3 


а` В |: + с ааа: 
ата ь? Ы рее? аекте > 3 В 


Г. Г. Алиханов: Е 


 М970. На начальной остановке в автобус вошло, 
32 пассажира, которым нужно ехать до 32 разных ' 
остановок, расположенных на расстоянии 1 км‘ 
друг от друга. Водитель решил провести голосова- 
ние: какие остановки отменить, а какие сохранить. . 
Он называет остановки в некотором порядке. Пас- 
сажир голосует за отмену остановки, если он со- 
бирается ехать дальше, против, если собирается 
выходить на этой остановке, и воздерживается, ес- 
ли — раньше (не учитывая; что при дальнейшем 
голосовании могут отменить и его остановку). Если 
за отмену подано больше голосов, чем против, 
остановку отменяют, а те, кто котел на ней вы- 
ходить, решают ехать до ближайшей к ней из еще: 
не отмененных (если таких две — до первой 
из них). Какое а) наименьшее, 6)* наибольшее’ 
число остановок может сохраниться в зависимости 
от порядка, в котором их называет водитель? 

С. Л. Елисеев 


Ф978. На жестком невесомом стержне АВС длины. 


3{ закреплены два одинаковых грузика Ви С так, ! 
1 


35. 


\Ме №ауе еп  рибИизьшя 
КуапЁ'з сопёезё ргоЫепп8 еуегу 
топ {гот 1Ъе уегу и 
1331е 0 оце таразте. Т\е 
ргоЦетз$ аге попчбадфай опез, 
Би (ет вош@оп гедий$ по 


как показано на рисунке 1: |ЛВ|=1[, |ВС|=21. 
Стержень подвешен за точку А к очень длинной не- 
весомой нити АО. В начальный момент стержень 
удерживают в горизонтальном положении, и нить 
при этом вертикальна; затем стержень отпускают. 
Какой будет скорость точки А в тот момент, когда 
стержень будет проходить низшее положение? 

Г. Л. Коткин 


Ф9Э779. В сосуде, имеющем форму двух «состыкован- 
ных» цилиндров одинаковой длины {ис площадя- 
ми сечений Зи о5$ (и>1), находится идеальный 
газ. Посредине каждого цилиндра находятся пор- 
шни, соединенные жестким стержнем (рис. 2); при 
этом давление в отсеке Г равно р, вн отсеке 111 дав- 
ление равно Вр, поршни находятся в равновесии. 
К системе подвели тепло @ так, что темцера- 
тура возросла, оставаясь во всех отсеках одина- 
ковой. Определите, как изменилось давление 
в отсеке Г. Внутренняя энергия одного моля газа 
равна СТ (с — молярная теплоемкость газа). Тепло- 
емкости цилиндров и поршней пренебрежимо ма- 
лы; трением пренебречь. 

В. С. Фадин 
$980. Четыре одинаковых металлических пласти- 
ны площади $ каждая с зарядами 1, — Чи, 42, — 92 
установлены параллельно друг другу на расстоя- 
нии 4 одна от другой (рис. 3; 4 много меньше 
линейных размеров пластин). Внешние пластины 1 
и 4 соединяют проводником. Найти разность по- 
тенциалов между пластинами 2 и 3. 

Т. В. Федотович 


$981. На груз массы М, висящий на пружине, 
кладут груз массы т (рис. 4), удерживая груз М в 
первоначальном положении, а затем грузы отпус- 
кают. Найти максимальную силу, действующую на 
груз т со стороны груза М. 

П. И. Зубков 
Ф982. Как известно, предельный размер различи- 
мой детали изображения на кинопленке определя- 
ется размерами кристалликов светочувствительно- 
го слоя. С уменьшением размера кристалликов 
четкость изображения растет. Оцените предельный 
размер кристалликов, при котором зритель пере- 
стает замечать рост четкости изображения на эк- 
ране кинозала. Предполагается, что вы хорошо 
представляете явление, можете сами задать необ- 
ходимые для решения величины, выбрать доста- 
точно правильные численные значения и получить 
численный результат. 

Г. В. Меледин 


РгоШетз$ 


мМ966—М970; Р978—Р982 


№М966. Ргоуе 11а апу ила сай 5 сщ пр Бу Иле зейтелз 

иЦо Гог ресе5 Рот мен фо ипаптез зитИаг ю Ше ойута] 
Ь Е юде!Шег. 

ТУ в 1.0. Кипуапас к 

М967. Репою Бу о(п) \Те зит о? а] роз@уе пиуевег Аглзот® 

оР &Ве пил ег п (шс№ш тк Е ап@ л) ап@ Бу $(п) Ме дай у 


1оРогваНоп оцёуве {Ше зсоре 
©{ Фе 9558, зесопдагу зсвоо! 
зуПафиз. ТЬе штоге АИЯсии 
ргоЫетв8 ахге шагкеё м\ИЬ а 
з4аг {(*). АЁег 11е зфаетепе 
о 4Пе ргоет, ме изиаНу 
такса “Во ргорове@ № №0 из. 
Ц коез уъивощ заузаЕ Маф 
поё ай {Тезе ргоШегаз аге 
1 гз рибШсайоплз. ТЬе 5011018 
о ргоШетз гот Ч з 1взще 
т Вичнао ог ш ЕпёНзЬ) тау 
Бе робей по |ег +Вап МагсЬ 
1545. 1986 1ю Ше ГоПНозтя 
зАа4гезз: 9$$8, Мозсо\х, 
103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Квант». Реаяе 
5еп4 (Не зошбопз оГ рКузсз 
ап та(етяйс ргоетс, ав 
уе! аз ргоБетз (го аегелй 
1:51ез, ипаег зерага&е соуег; 
оп 4№е елу@оре мтЙйе Ме 
мог: “КУАМТ”5  РВОВ- 
ГЕМ5” апа е липфетз оЁ 
а! (Ве зоГуей ргоШелз; п уошг 
юНег спсю5е ап ипфатре@ 
зе!аЯгезьев епуеюре — ме 
за] изе № Ю зеп& уощ Ве 
соггесйоп тезиНя. А Фе епб 
оГ {Те асадеписе усаг ме зот 
ир {Ме геи! ог Фе Кувий 
роет сопёезё. И уоц Рауе ап 
ог ата] ргоЫет 40 ргорозе 
Гог рыбНсаНоп, рсазе зеп@ И 
40 из олег зерагайе соуег, 
12 био сорез м Казмап ап@ 
БаййВ), засшдаЕ (Бе зо№- 
Ноп. Оп \Ше епу@оре мтгИе 
МЕМ РКОВЕЕМ № РНУ$!С$ 
(ог МАТНЕМАТ!5). 


07 папфетз ]езз \Вап п ай8 таайу@у ритме 4о пл. Ргоуе в 
Тог апу пабта| питбег л>2 
вп) 2п. 

У. Р. 1еь 
М968. Тьгее ро!убоп8 аге зЙлайеЯ шт зрасе зо {Баё {Вах гее 
Р1апез Науе а зле соттоп ром О. 
а) Ргоуе 1Паё (Пеге ех13{ё5 а рапе оп мБ1сЬ Фе ргодесйопз 
оЁ {}е Шфгее роуйопз Вауе {Ве зате агеа, 
Ь) Ном тапу зисН р\апез разз \ВгоцяВ О? 


№. М. 5ед4гаКувп 
ны Ргоуе \Ме тедиаШу 


а" 53 ГЫ аь-е 


авы + вес + с сафа' > 3 


С. С. АНЕВапао 
№970. ТЬз“у Ехо развейкега рот ® 32 ЧИЕегопь зорв етег 
а Баз ай Из матИпя рол. ТЬе Фз%фапсе Бежееп з4юрз т 1Ёт. 
ТЬе Чпуег 4Вел дес14ез №ю Во ап е/есйоп 10 дсс14е мВеге {Ве Биз 
\1 Ш зюр. Не саЦз оц 1Ще з0ор$ {п воте огдег. ЕасК раззепрег 
уофез ав а131 {Те зюр Ш Не и\еп48 10 ре! о аф а Гиб\Вег зюр, 
Гог Ме зюр 11 Ме дез о Ч\Меге ап абзфатв И Ве рез о 
ЪеГоте (по& Зале 1 сопз1егайоп Та № юр шау Бе 
сапсеЦе4 Ъу а 1а®@г чо). Ш 1Теге ате тоте уо%з акатвй 
а зюр \ап Тог Ш, Из зюр 13 сапсеЦеЯ ап@ аП раззепвегз 
УНо \апф № 5 017 {еге десе № п4е №ю Те пеагезй вор 
(11 {Веге аге 1\о, 30 \те Ййт3& опе). У Баф 13 \1е а) этаШез, 
Ъ)* 1аг&ез# питьЬег оЁ 5юрв мЫсСН {Ме Биз \Ш таке, дерепатя 
оп \Ве огдег т м} {Ве дмуег са {Ме зорз? 

$. Ё. Бизегь 
Р978. Туо 14епИса? меб! з В ап С ате ЯхеЯ оп а яда 
меявИезз то АВС оЁ Цей 3 аз зкомп оп 1Ве реште 
(Рис. 1, р. 36) |[АВ|-==1, |ВС]|==2:. ТВе год Бапа8 {хот 4пе рот 
А опа уегу 1орй евр Иезз ит АО. АЕ Те 111 тост 
Не го@ 15 Не@ п Богота! роз Чоп, 11е эбтя Ъете уетйсав 
{Беп {Бе го 13 @горред. \/Ва м!!! Бе Ше уеюосЙу о? Ше 
рой А я+ 1те шотей мНед \е гой раззез ФигоциВ Из }0%/е81 
роз мот? ь 
С. Е. Кот 
Р979. А уеззе|, сопузЫпя оГР мо соппесед суйпаегв оЁ {Ве 
зате 1епеН [ апЯ зесйой агеаз 5 апд аб (и«>Т), сот 
\Чеа] каз. Тмо разюпз, Ююсайе@ 1м Не пе о? &1е &\о суНп4ег® 
аге )опей Бу а ги го@ (зее Рис. 2. р. 36); 4Те ргеззиге 
п сНатЬег 1 56 р, м спатьег ИТ 25 Вр, \Ше р!зюпз аге 
11 едаШЬпит. Тре атойпе о? Беа% @ 15 соттитсаве № Ме 
\еззе] зо {Ваё {Ве 4етрега®оте 1шстеазез Биф гета!шз едца! 0 {Ве 
\Вгее сВатьЬег$. Риз@ Ве сБапае оГ ргеззике 1т сКашЪег Г. 
Тре пуегпа| епегку оЁ опе мое оЁ ваз ечца!$ СТ (с 13 Ме 
о]аг Неа сарасНу ой Це ваз). Тне Неа сарасйу оГ &Те 
суйпдехз ап рАзтола 13 пекия у вта], ысИоп 13 пеййЕЫе. 
5. У. Ра@п 
Р980. Коцг :ЧелИса|! лев! р]аез 0Ё агеа 5 мци сКагаез а. 
— 4, 92, —92 аге р}асе рага}]е4 +0 еасп о{фег аё (Ме 413елсе а 
гот еас) оЁНег (5ее Рис. 3, р. 86); И 3з тисН 1езз ЧФап те 
Цпеат @итепзюпз о? Ве раз. ТБе ежетла!| р! без [Г апа 4 ате 
соппес{е Бу а сопдисюг. ЕР Не АЧИЁетепсе оГ роепИа] 
Бебуеел р|ев 2 ап@ 3. 
Т. У. ЕедоосВ 


2981. А мощ! оЁ тазз м 13 расе оп а мещЬ* оГ тазз М 
раобая оп а рп (ее Рис. 4); ай #1т8ё $Пе меюы Е М в Беа 
т Из опита? ров ШМоп, еп пе меш аге геазед. ЕтЧ 
{Ме тахипа] Гогсе ехещей Бу Ме мевЪьу М оп Ше меяВе т. 

Р. 1. Вивкои 


Р982. 16 1в Кпомп а Фе Илципе 312е оГ @зииецзра Ще 
дез оп томе ГИт 23 деегориед Ъу \№е з12е о? \е Ве 
схузфаЦз ог &е ИяНезепзИ уе 1аует. \ЗУБеп &Бе 312е оЁ +Везе 
сгуз4а Ц 13 Чесгеазе@, 4пе аку оГ Ме илаве 1тстеазе$. Езита(е 
Че Им Ише зе о? 4Ъе сгуззаН8 Фог мысИ Те чемег сез8е3 
3% поМсе {Не шстеазе оЁ фапфу оп ЦЪе зстееп. 1 13 аззитей 
{Та уоий ахге ГгатШаг мИй Не рНепотепоп, Каф уси сап 
сКообе {Не рагатеёегз пееде № зоуе 41е ргоет, согтесЙу 
ев Ц та{е Чех питейса} уашез апд оМаш питеяса] кезиИз. 

С. У. Мыейл 


№946. Дес параболы располо- 
жены на плоскости так, что их 
оси взаимно перпендикуляр- 
ны и параболы пересекаются 
в четырех точках. Докажите. 
что эти четыре точки лежат 
на одной окружности. 


у-—сх24+а, с>0 


№М947. На доске в строку на- 
писаны числа 


а} Докажите, что как бы мы ни 
расставили знаки Ра ие» 
между этими числами. полу- 
ченная сумма не будет равна 
нулю. 

6) Какое наименьшее коли- 
чество написанных чисел не- 
обходимо стереть с доски для 
того. чтобы после некоторой 
расстановки *«[з и ®—» меж- 
ду оставшимися числами по- 
лучилась сумма. равная ну- 
лю? 


№948. Правильный треуголь- 
ник АВС полностью покрыт 
пятью меньшими равными 
правильными  треугольника- 
ми. Докажите, что треуголь- 
ник АВС можно полностью 
покрыть четырьмя такими 
треугольниками {эти тре- 
угольники разрешается пере- 
двигать). 


Решения задач 
М946—М950; Ф958—Ф962 


Выберем прямоугольную систему координат Оху 
так, чтобы оси парабол были координатными ося- 
ми (см. рисунок). Тогда уравнение одной из пара- 
бол х=ау-Ь (а>>0, 6—0), другой у=ех?- а (с>0, 
а<0).- Координаты (х;и) точек пересечения, парабол 
удовлетворяют системе уравнений х=ау?-|Ь, у== 
—=Ссх?-- а. Разделив первое уравнение на а, второе — 
на си сложив получившиеся уравнения, приходим 
после очевидных Е к уравнению 


2 
Со 5 


Поскольку его правая часть положительна, отсю- 
да следует, что точки пересечения — лежат 


= че Нав — 


на окружности радиуса В „+ а — в 
с центром в точке 2(1/2а; 1/2°). 


а 
с 


Л. П. Бупцов 


Ф 
В решении обоих пунктов задачи используется сле- 
дующее утверждение: сумма двух несократимых 
дробей а/Ь и с/а с разными знаменателями не 
может равняться нулю. (Если, скажем, Ь>а, то 
равенство а4— — 5с невозможно, так как а взаимно 
просто с БЬ, а 4 не делится на 6.) 

а) а ею сумму в виде 


1 
(= ЕН 1 


приведенного выше утверждения ни при каком вы- 
боре знаков она не обратится в нуль, так как 
наименьший общий знаменатель дробей в скоб- 
ках не равен 11. 

6) Ответ: 6. Из доказательства пункта а) сле- 
дует, что дробь 1/11 надо стереть. Точно так же 
доказывается, что надо стереть 1/9, 1/8, 1/1. Об- 
щий вклад дробей 1/5 и 1/10 в сумму, если хотя бы 
одна из них не стерта, может равняться +1/5, 
+1/10 или 3/10. Поскольку знаменатели осталь- 
ных дробей не делятся на 5, и эти две дроби надо 
стереть. Из оставшихся чисел нулевую сумму сос- 
тавить можно: 


т мы видим, что в силу 


С. В. Резниченко 
Ф* 


Возьмем в треугольнике АВС шесть точек — вер- 
шины и середины сторон. Хотя бы две из 
них должны покрываться одним из пяти мень- 
ших треугольников, следовательно, сторона такого 
треугольника не меньше половины стороны тре- 
угольника АВС. Поэтому каждый из четырех пра- 
вильных треугольников, на которые средние линии 


№949. Даны 1985 гирь Е мас- 
сами 12, 2, 3 2г,....198% г, 
1985 2. Можно ли их разде- 
лить на пять групп так, чтобы 


и число гирь. и их сум- 
марная масса были одинако- 
вы в0 всех пяти группах? 


№950. Двадцать пять короты- 
шек делят садовые участки в 
Цветочном Городе. Каждый 
участок представляет собой 
квадрат ГХ1, и все участки 
вместе составляют квадрат 
5х5. Каждый коротышка на- 
ходится в ссоре не более чем 
с гремя другими коротышка- 
ми. Докажите, что можно рас- 
пределить участки таким об- 
разом, чтобы участки двух 
поссорившихся коротышек не 
были соседними. (Соседними 


называются участки, имек- 
щие общую стороны.) 
Ф958.Космическая станция 


массой М и состыкованный с 
ней спутник массой т движут- 
ся вокруг Земли по круговой 
орбите. радиус которой равен 


разбивают треугольник АВС, можно покрыть 
одним из данных пяти треугольников. 
В. В. Произволов 


Ф 


Ответ: можно. Десять гирь с массами л-1, 
п-2,...п--10 граммов можно разделить на пять 
групп так, чтобы в каждую группу попали две 
гири с общей массой 2п--11 граммов. Схема рас- 


Таблица? 1 


ту У || 
п--4 п-+ 5 | 
п? в 6 ] 


Таблица 2; 


Ш 
п-4-3 


Номер группы | и 
Массы гирь, 


п-+1 
п-+10 


па 
входящих 
в группу 


п-9 п+8 


Номер группы | 
Массы гирь, : 
входящих | 
в группу 


пределения приведена в таблице 1. Распределим в: 
соответствии с этой схемой гири с массами от | 
16 г до 25 г, от 26 г до 35 г,..., от 1976 г до‘ 
1985 г. Оставшиеся 15 гирь можно распределить ; 
так, как показано в таблице 2. Существуют и 
другие схемы распределения гирь. 


Е. П. Ерошенков 


Ф* 
Вначале распределим участки произвольно. Будем 
считать, что на границе двух соседних участков 
стоит забор, если их хозяева в ссоре. Докажем, что 
если при этом между участками коротышек А и В 
стоит забор, то В сможет поменяться участками с 
каким-то коротышкой С так, что этот забор можно 
будет снести, а новых заборов ставить не придется. 
После нескольких таких обменов все заборы будут ‹ 
снесены и получится требуемое распределение. ‹ 

Достаточно, чтобы коротышка С отличался от А 
и удовлетворял двум условиям: а) не был в ссоре | 
ни с одним из четырех соседей В; 6) не был соседом : 
ни одного из трех ‘(или менее) коротышек, по- 
ссорившихся с В. Условие а) исключает не более . 
чем 4 : 3=—12 коротышек, в том числе и В; условие ‘ 
6) также исключает случай С=В и, кроме него, еще 
не более чем 3.4—1=11 коротышек. Учитывая, 
что С-ЁА, всего надо исключить не более чем 
121 11--1=24 коротышки, так что остается по 
крайней мере один коротышка, с которым сможет _ 
поменяться В. 

С. В. Конягин 


Ф 


После расстыковки станция и спутник движутся 
по эллиптическим орбитам, для которых точка 
расстыковки (точка А на рисунке) является соот- 
ветственно апогеем и перигеем. 


1.25 В, где В — радиус Зем- 
ли. В некоторый момент спут- 
ник катапульти руется со стан- 
ции в направлении ее движе- 
ния и переходит на эллипти- 
ческую орбиту с апогеем, уда- 
ленным от центра Земли на 
расстояние 108. При каком 
отношении т/М спутник 
встретится со станцией, совер- 
шив один оборот вокруг Земли? 


<> ’-> = 
А Бы 


Большие полуоси орбит спут- 
ника (1) и станции (2) равны 
соответственно 

45. 


= (5 илов) 48. 
а = 5 (2 в+ив)= а. 
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Пусть Т, — период обращения спутника по 
орбите 1 с расстоянием от центра Земли до апо- 
гея 10Д, Т. — период обращения станции по 
орбите 2 с расстоянием от центра Земли до пе- 
ригея пВ (п — неизвестное число). Сближение 
спутнка и станции в точке А через один обо- 
рот спутника произойдет при условии 

т 

т, 
Выражая Т', Т. через массы станции М и спут- 
ника т, используя для этой цели законы Кеплера, 
законы сохранения импульса и энергии, найдем 
возможные соотношения между этими массами, 
которые приводят к выполнению условия Т',:Т. =. 

Но третьему закону Кеплера 


=, (1) 


где а, а2 — большие полуоси соответствующих 
орбит (см. рисунок). Выразим п через мас- 
сыти М. 

При раздельном движении станции и спутника 
вокруг Земли сохраняются их полные механиче- 
ские энергии. Так как потенциальная энергия тела 
массы т в поле тяготения Земли на расстоянии г 
от центра Земли равна 


= >>1, где Ё — целое число. 


Стм, тив 
Е 
(а — ускорение свободного падения, М, — масса 


Земли), то из закона сохранения энергии следует, 
что 


ты тиБ? т{о1) тян? 
ня а (2) 
м _ мае _ Мы Ма (3) 
2 54/4 — 2 Г: ЗЫ 
где .! — скорость спутника в апогее, и> — ско- 
рость станции в перигее, и: и 0. — скорости, 


приобретаемые соответственно спутником и стан- 
цией в момент расстыковки в точке А (см. ри- 
сунок). 

Согласно закону сохранения импульса скорости 
бт и 02 связаны соотношением 


(М-- ту = ть, + Мь., (4) 


где и, — скорость станции и спутника до рас- 
стыковки. Величину го найдем из уравнения дви- 
жения станции и спутника как целого (до рас- 
стыковки): 


(т М) тм, 
5874 — бввму , 
откуда 
__ СМ. ВИА &В 
= Уз =2\У 5. (5) 
Второй закон Кеплера позволяет установить 
связь между скоростями и! и. 01, 02 и виз: 
+ Вы, =' 10, (6) 


Ф959. При относительной 
влажности воздуха г = 
—=50% вода, налитая в блюд- 
це, испарилась на открытом 
воздухе за время и=40 мин. 
«За какое время испарилась бы 
вода при гг-=80 %? 


2 Во» = поз. (1) 


Уравнения (2)—(7Т) однозначно определяют п, 
нь О» 02, 1, 05 как функции величин т, М, В, &. 
Решая систему, найдем 


_ _ 5а-мт/зм} 
п -ч0а- пм ° (8) 

Станция не упадет на Землю после запуска 
спутника, если п>1. Это условие будет выпол- 


нено при 
м 38—22 


(случай т >М не рассматривается). 
Подставив (8) в (2), получим 


м = 3—4/29—Е?), (9) 


Условие 0— и <3—2-!? накладывает следую- 


щие ограничения на допустимые значения Ё в 
формуле (9): 
10 Е< 18, Е< 5? 211,2. 
Таким образом, возможны лишь значения Ё = 
—10, 11, которым соответствуют отношения масс 
т т 


т = 0,0476 и т = 0,153. 


А. А. Бирюков 


® 


Наряду с процессом испарения жидкости идет 
н процесс конденсации пара. Скорость испарения 
в обоих случаях (при г=50 % и при г›=80 %) 
одна и та же (она зависит только от темпера- 
туры жидкости). Скорость же конденсации про- 
порциональна концентрации молекул пара в воз- 
духе, то есть пропорциональна относительной 
влажности, и во втором случае она выше, чем 
в первом. 

Очевидно, что скорость убывания воды равна 
и =0,— 0, (5., 0, — скорости испарения и кон- 
денсации). При 100 % влажности и„=и,. 

Учитывая все сказанное, мы можем записать: 


при г!=50 % и,.=и„—0„.= Е 
1 
при г:=80 % и,.—0„— „= = 0.- 
Поскольку #2: &=0,:: 0, о, время Ёь, за которое ис- 
парилась бы вода при г›==80 %, равно 


ОЕ 
{= =  —=100 мин. 


о; 


Примечание. При недостаточной конвекции 
воздуха над поверхностью жидкости у самой по- 
верхности образуется слой насыщенного пара, и 
скорость убывания воды будет меньше. В нашем ре- 
шении мы этим пренебрегли. 

А.Р. Зильбермак 
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$960. Для того чтобы полу- 
чить две совершенно одинако- 
вые катушки, их наматывают 
на немагнитный сердечник 09- 
новременно, используя сло- 
женные вместе провода 
(рис. 1). Одну из катушек 
подключают через ключ К к 
батарейке Б с напряжением 
(И, вторую — к резистору В. 
Ключ замыкают. Рассчитайте 
мощность тока на резисторе. 
Нарисуйте график  зависи- 
мости силы тока через бата- 
рейку от времени. 

Через время т ключ раз 
мыкают. Какое количество 
теплоты выделится в резисто- 
ре. начиная с этого момента? 
Индуктивность каждой из 
катушек Г. Батарейку считать 
идеальной. Сопротивлением 
проводов пренебречь, 


| 


- 


Ф9Э61. Для поддержания по- 
стоянной температуры воды п 
проточном аквариуме поль- 
зуются двумя одинаковыми 
нагревателями (см. рисунок). 
В обычном режиме исполь- 
зуют один из них, а если 
подключают параллельно ето- 
рой нагреватель. то расход 
холодной воды приходится 
увеличивать в три раза. Как 
нужно изменить расход хо- 
лодной воды, если нагревате- 
ли включены в сеть последо- 
вательно? Каким должен быть 
расход холодной воды, если 
включена одна спираль мощ- 
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‚ сирует тепловые потери — тепло, отдаввемое 


При расчете ЭДС индукции в цепи каждой катуш- 
ки нужно учитывать полный магнитный поток 
через нее, то есть сумму потоков, создаваемых 
токами обеих катушек. 

После замыкания ключа в обеих цепях возни- 
кают одинаковые ЭДС “=. —=0ъ, и мощность, 
выделяющаяся на резисторе, равна 
2: д 
Е в 

Ток, текущий через 2-ю катушку, равен Г.= 
—=(/В. Магнитный поток, пронизывающий 1-ю 
катушку, равен 

Ф,=ЬТ + Щ., 
где Г, — ток через 1-ю катушку и через батарейку. 
{Поток через каждую катушку, создавемый током 


Го, один и тот же — катушки намотаны вместе.) 
Следовательно, 


я аФ аг ат 
21-9 ра са" |-- ие: | 
(так как 7/2=<0154). Отсюда 
№ у 
[= = -- т #: 


График 1({) приведен на рисунке 2. Скачок 
тока в первый момент связан с тем, что полный 
поток через катушки не должен меняться скачком, 
и сразу после включения возникает добавочный 
поток, направленный против потока, создаваемого 
1-й катушкой. 

К моменту размыкания ключа полный поток 
через 2-ю катушку равен 


Ф., = ЕН =" — = Ост. 


Сразу после размыкания ключа в этой катушке 


возникнет ток 
от 


р" 

поскольку поток через катушку не должен ме- 
няться скачком. Тепло, которое выделится на ре- 
зисторе с момента ана 


2 212 
5 Ев= г. 


Г = 


А.Р. Зильберман 
Ф 


Тепло, получаемое водой от нагревателей, компен- 


аквариумом в окружающую среду. Мощность по- 
терь зависит от разности температур воды В аква- 
риуме и окружающего воздуха. Если эти темпе- 
ратуры не меняются, то и мощность потерь 
остается неизменной. 


Обозначим секундный расход воды в первом 
случае (включена одна спираль) Ат. Тогда 

Р=с Ат .(&—и)-На, (1) 

где 4 — мощность потерь. Во втором случае (вклю- 


чены две спирали, соединенные параллельно) 
мощность возрастает в два раза, и 


ностью Р=1О0 Вт? Темпера- 
тура холодной воды 11=10 “С. 
температура воды в аква- 
риуме 12=27 °С. Вода быстро 
перемешивается. 


Ф962. Точечные источники, 
расположенные на главной 
оптической оси линзы, обра- 
зиют равномерно светящуюся 
нить (проходящую через фо- 
кус линзы). Найти закон из- 
менения Е(х) освещенности 
& точках, лежащих на той же 
оси по другую сторону линзы 
на больших от нее расстоя- 
ниях х (х>Р. где Е — фо- 
кусное расстояние линзы). 


2Р=с - эт. (#2—Е,)-Р9- 
Из (1) и (2) сразу можно получить 


(2) 


1 
а= -_Р. 


Но в том случае, когда спирали будут включены 
последовательно, выделяемая ими мощность соста- 
вит как раз Р/2. Значит, в этом случае воду сле- 
дует отключить. 

Теперь из уравнений (1) и (2) найдем секундный 
расход воды при условии, что включена одна спи- 
раль: 


100 


Ат = = аа. 0’. а КГ/С^1 10“ кг/с. 


Р 
2е(.—6) 
А.Р. Зильберман 


Ф 


Отрезки светящейся нити, расположенные на рас- 
стояниях у>ЁР от линзы, дают действительные 
изображения на оптической оси справа от линзы. 
Для нахождения освещенности Е(х) единицы дли- 
ны на оптической си, то есть мощности излуче- 
ния, падающего на единицу длины, рассмотрим, 
как происходит преобразование малого отрезка 
предмета (у в отрезок изображения 4х (см. ри- 
сунок). 

Пусть мощность, излучаемая с единицы длины 
светящейся нити, равна Е.. Тогда суммарная мощ- 
ность излучения, попадающего на элемент ах 
изображения, равна 


Ех) - ах 99 ду. (+) 


Здесь учтено, что линза фокусирует только часть 
излучения элемента 4у — излучение, попадающее 
в телесный угол © (у), под которым видна линза 
из точки у. 

Преобразование длины элемента 4у предмета 


в длину элемента 4х изображения задается фор- 
1 1 1 
мулой линзы = + КО Поэтому у в формуле 


(*) можно выразить через 4х следующим образом: 


(Производная взята по модулю, поскольку длины 
отрезков и мощности положительны.) Подставляя 
значение (ув (+) и учитывая, что для хо>>Р у^-Е 
и телесный угол 3(у^Р) не зависит от х, получим 


вю 22 5(Е)- Е? 28 1 
(Р— х) о 4лх? х * 


верь 


М. А. Воронцов. В. Е. Куницын 
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Полупроводинковые элементы вычислительмой техники 


УТ. Логические схемы на 
транзисторах 


Доктор физико-математических наук М. Е. ЛЕВИНШТЕИН. 
кандидат физико-математических наук Г. С. СИМИН 


Получив представление об элементарных логических 
операциях (см. «Кванть, 1986, № 1), мы можем теперь 
познакомиться с тем, как они реализуются с помощью 
схем на транзисторах. 

Простейшая логическая схема, осуществляющая опе- 
рацию «ИЛИ», показана на рисунке 1. Схема содержит 
два биполярных транзистора типа «п—р— п». 

Обозначение 5 соответствует биполярному транзистору- 


типа р—п--р; обозначение К — транзистору типа п-—р—п. 

Наклонная стрелка соответствует эмиттеру, вертикальная 
черточка — базе, наклонная черточка без стрелки — кол- 
лектору. 


Коллекторы обоих транзисторов подсоединены па- 
раллельно к «плюсу» источника питания *. Эмитте- 
ры — к нагрузочному сопротивлению В,.- Если напря- 
жение между базой и эмиттером транзистора равно 
нулю, то переход база — эмиттер закрыт, ток через 
него не протекает. Поэтому не течет ток и в цепи кол- 
лектор — эмиттер (транзистор закрыт). Из рисунка 1 
видно, что если сигнал на входах обоих транзисторов 
отсутствует, то есть напряжение на обоих входах (У, 1 
и 0„„2 равно нулю, то оба транзистора.закрыты. Ток 7 
через нагрузочное сопротивление В, не протекает, и 
сигнал на выходе И(,„„„=1В„ также равен нулю. Если хо- 
тя бы одно из напряжений, подаваемых на входы схемы, 
достаточно для отпирания транзисторов Т, и Т., ток 
в цепи резко возрастает и выходное напряжение су- 
1цественно увеличивается. 

Кремниевые транзисторы обычно закрыты, если на- 
пряжение на переходе база — эмиттер меньше 0,6 В. По- 
этому в схеме данного типа уровню ‹логического 
нуля» обычно соответствует напряжение (‘, близкое 
к нулю, а «логической единице» — {/'-0,8 В. 

На рисунках 2 и 3 показаны вехемы «И» и «НЕ» 
на биполярных транзисторах. Рассуждая так же, как 
при анализе схемы «ИЛИ», легко убедиться, что для 
схемы «Иь выходное напряжение И„„„ >0 только в том 
случае, если оба транзистора Т, и Т., одновременно 
открыты, то есть на оба входа подано напряжение, 
соответствующее логической единице {Чыа=0', И 2= 
—0'). В схеме «НЕ» Чьы = при О„„=0(” и, наоборот, 

=” при И „=И". 

Важным недостатком логических схем на основе би- 
поларных транзисторов является то, что в одном из 
состояний схемы через выходное сопротивление В, 
протекает большой ток. В ЭВМ, содержащих миллионы 
логических схем, это приводит к значительному по- 
треблению мощности, разогреву схем в процессе работы 
и снижению надежности ЭВМ. Этот недостаток исклю- 
чен в логических схемах на основе комплементарных*) 
полевых транзисторов — КМОП-схемах. 

Пример КМОП-схемы представлен на рисунке 4. 


*) «Комплементарные» в переводе © английского означает 
злополняющиИее. 
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Рис. 1. Пример реализации 
схемы «ИЛИ» на двух бипо- 
лярных транзисторах типа 
п—р—п. 


Рис. 2. Пример реализации 
схемы +И». 


Рис. 3. Пример реализации 
схемы е НЕ». 


В ближайшем будущем по- 
явятся ЭВМ, логические схе- 
мы которых будут изготовле- 
ны из арсенида галлия (Са Аз). 
Эти схемы обладают значи- 
тельно ббльшим быстродейст- 
вием. 

На микрофотографии показа- 
на БИС на основе арсенид- 
галлиевых полевых  тран- 
зисторов. Размер БИС — 2,7 Х 
х2.25 мм- Длина затвора 
транзисторов в БИС-1 мкм. 
Скорость переключения эле- 
ментарных логических ячеек 
БИС -—- 150 пс. По быстро- 
действию эта схема в четыре 
раза превосходит лучшую 
кремниевую БИС аналогич- 
ного назначения. 


Принципиальная схема и ус- 
ловное обозначение современ: 
ной логической микросхемы 
серии К187 на кремниевых 
биполярных п^р—п гранзи- 
сторах. 

Схема цмеет 5 входов = 2 вы- 
хода. На одном из выходов 
(вывод 6) образуется напряже- 
ние логической суммы (опера- 
ция +ИЛИ»)} сигналов х!— Хх. 
поступающих на выводы 1 
5, на другом выходе (вы- 
вод 7) — сигнал, сочетающий 
операции логического сумми- 
рования и инверсии (операции 
«ИЛИ» — «НЕ»). 
Существенное усложнение 
реальной логической схемы по 
сравнению с простейшей ячей- 
кой, показанной на рисунке 1, 
вызвано необходимостью обес- 
печить высокое быстродейст- 
вие, малую потребляемую 
мощность. независимость па- 
раметров схемы от колебаний 
напряжения питания и коли- 
чества подключаемых к ней 
других логических схем, тре- 
бованиями помехоустойчи- 
вости логических сигналов на 
выходе и т. д. 

Время срабатывания микро- 
схемы около 10° с, потреб- 
ляемый ток —10 мА. 


Рис. 4. КМОП-схема «НЕ». 


9 БЕ ща к а ая 1 


ух х2+3+х, + Х, 


7 
ТЕ ЕЕ 
Ур = ХР х.+Хх, НХ, + Х, 


Вертикальная линия обозначает канал транзистора. Отхо- 
дящие от нее горизонтальные лииии — исток (нижняя) 
и сток. (верхняя). Линия, идущая параллельно каналу рядом 
с ним, обозначает затвор. Вывод затвора изображается на 
одном уровне г выводом истока. 

Используемые в схеме МОП-траизисторы Т, и Т. имеют 
структуру разного типа. Транзистор Т, нормально 
открыт, то есть при отсутствии напряжения на затворе 
проводимость его канала велика; транзистор Т› нормаль- 
но закрыт, при нулевом напряжении на затворе ток по 
его каналу не течет. При достаточно большом положи- 
тельном напряжении на затворе И’ нормально открытый 
транзистор Т, запирается, а нормально закрытый Т› — 
отнирается. 

В показанной на рисунке 4 схеме при О,„„-=0 Т, от- 
крыт, а Т. — закрыт, поэтому все напряжение источ- 
ника питания падает на транзисторе Т.; ты 
выходное напряжение снимается с транзистора Т., Иных 
велико. При И, =('Т, закрывается, а Т› — открывается, 
поэтому И,ы„^0. В обоих состояниях протекающий 
в цепи ток равен нулю, так как один из транзисторов 
находится в закрытом состоянии. Поэтому КМОП-схема 
потребляет энергию от источника только в момент 
переключения. На основе КМОП-схем созданы микро- 
калькуляторы ни микро-ЭВМ, имеющие рекордно низкое 
потребление мощности — доли микроватта. Такие 
микро-ЭВМ могут питаться от фотоэлемента, для работы 
которого достаточно света неяркой настольной лампы. 
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Искусстлпо программирования 
Из чего же состоит и Что умеет 


Программирование 
на микро- 
калькуляторе: 
простейшие 
программы 


Кандидат физико-математических наук 
Л. Ф. ШТЕРНБЕРГ 


В этой статье, предназначенной для девя- 
тиклассников, рассказывается, как транс- 
лировать (переводить) простейшие (линей- 
ные) программы, написанные на учебном 
алгоритмическом языке, в коды програм- 
мируемого микрокалькулятора (Б3З-34, 
МЕ-56, МК-54). Таким образом, если у вас 
есть доступ к такому микрокалькулятору, 
статья поможет вам связать школьный 
курс информатики с практикой программи- 
рования. 


Работа калькулятора. У вас в руках 
программируемый — микрокалькуля- 
тор. Можно ли считать его вычисли- 
тельной машиной, пусть маленькой? 
Давайте посмотрим. 

— Память, способная хранить про- 
грамму, и данные есть? — Да. 

— Процессор, способный без вме- 
шательства человека автоматически 
выполнять заложенную в память 
программу и обрабатывать данные, 


есть? — Да. 

— Устройство ввода есть? — Да, 
клавиатура. 

— Устройство вывода есть? — Да, 
индикатор. 

Итак, калькулятор — это ЭВМ. 
Разумеется, маломощная и низко- 
скоростная, но все же позволяющая 


выполнять довольно серьезные расче- 
ты и, что для нас самое главное, 
позволяющая хорошо понять, что про- 
исходит в любой ЭВМ — и большой, 
и малой. Вот поэтому мы и займемся 
программированием — калькулятора. 
Только как его программировать, 
если он не понимает нашего алго- 
ритмического языка, а понимает толь- 
ко команды, подаваемые нажатием 
клавиш? Значит, надо научиться пе- 
реводить алгоритмы с удобной для нас 
записи в команды калькулятора. 
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сам калькулятор? Его структура*) 
показана на рисунке 1. Пока обратим 
внимание на 14 регистров памяти, 
где будут храниться данные; они име- 
ют номера 0,1...9, а, 5, с, 4 (цифр не 
хватило — взяли буквы); а также на 


два операционных регистра Хи У — 
именно над содержимым этих ре- 
гистров выполняются операции. Про- 
чие регистры нас пока не интере- 
суют. «Лампочки», подсоединенные 
к регистру Х, означают, что содержи- 
мое Х высвечивается на индикаторе. 

С инструкцией к калькулятору вы, 
конечно, уже ознакомились, с инже- 
нерным (непрограммируемым) каль- 
кулятором вы тоже знакомы, поэтому 
описывать назначение клавиш и от- 
дельные операции мы не будем**). 
Попродуем поработать. 

Даны три стороны треугольника а=3, 5=4, 
с=5 и надо вычислить по теореме косинусов 
косинус угла лежащего против стороны а. 
ас: 

26с 
калькулятор и работаем с ним в автономном 
режиме, то есть как г обычными инженерным 


калькулятором: нажимаем клавиши, а каль- 
кулятор выполняет действия: 


заносим значение а—=3 

п РО (регистр 90) 

заносим значение 5—4 

в Р1 

заносим значение с—=5 

в Р2 

возводим значение с в квадрат 
вызываем зиачение Ь в Х 
(С° при этом уходит в У) 
возводим 5—4 в квадрат 
получаем 6-е? 

вызываем значение а в Х 
(предыдущий результат — 
и У) 

получаем а* 

получаем значение числителя 
и запомннаем его в Р4 
начинаем вычислять 2. ф: с 


(формула: ©03 и = Включаем 


5 69 сл м © > 


вычислили 2. В. с 
вызываем числитель в Х 
меняем местами ХиУ 
(делить нужно на знамена- 
тель) 

получаем результат 


* (Изложение ведется ‘применительно к моделям 
БЗ—34, МК—56, МК— 54. 

вв (См. «Науки п жизнь» № 2, 4, 6, 8, 10. 12 
(1984), № 2, 4, 6 (1985), «Техника — молодежинь 
№ 3 (1985) и др. 


Структура — калькулятора. 


г ИНН 
операция 


Память 


ия 
00 программы 


увтчик 
} одреса 
3 команды 
4 * 
Н $; Команды 
Г 
[г 87 
Рис. 1. 
Теперь, нажав клавиши В/О, Е, ПРГ, 


переведем калькулятор в программный режим 
(на индикаторе при этом загорятся два нуля 
на месте порядка числа), я затем нажмем 
те же самые клавиши в той же последо- 
вательности, добавив в коице нажатие клавиши 
СИТ (зачем она нужиа, объяснено далее). 
Теперь нажатие клавиш будет производить 
совсем другой эффект: калькулятор не выподл- 
няег нужные действия, а запоминает их. 
Для этого у иего имеется специальная память 
под команды, состоящая из 98 ячеек, прону- 
мерованных от ОП до 97 н счегчик адреса. 
содержащий номер той ячейки, в которую бу- 
дет записано очередное действие (см. рие. 1). 
Клавишей В/О (возврат к нулю) в счетчик 
адреса записывается ноль — его-то мы и видим 
на индикаторе после перехода в програм- 
мный режим. Нажатие клавиши (или пары 
клавиш), которое в автономном режиме вы- 
зывало выполнение действня, теперь вызывает 
запись чнслового кода этого действия (команды) 
в ячейку памяти и увеличение счетчика 
адреса на единицу. Текущее значение счет 
чика адреса им последние три команды видны 
на индикаторе. Итак, наша последователь- 
ность действий, превращеиная в команды, 
оказалась в памяти калькулятора и пред- 
ставляет собой программу для калькулятора. 
Ее можио прочитать и при необходимости 


исправить ошибки — как это сделать, хорошо 
описано в инструкции к калькулятору. 

Нажатием ЕР, АВТ вернем калькулятор 
в автономный режим. Нажав В/О, занесем ноль 
в счетчик адреса (этот ноль на индикаторе 
мы не вндим, но в счетчик он занесется). 
Теперь будем нажимать клавишу ПП. Каждое 
нажатие вызывает выполнение одной команды 
из памяти калькулятора — а именно той, 
адрес которой находится в счетчике адреса; 
после этого значение в счетчике увеличи- 
вается на единицу и при следующем нажа- 
тии будет выполняться следующая команда, 
на индикаторе будут последовательно высвечи- 
ваться те же значения, которые приведены 
в таблице. После 22-го нажатия увидим 
результат — 0.8. 

Таким образом можно проверить 
программу, но так выполнять ее 
долго. Для выполнения программы 
у калькулятора есть третий режим — 
автоматический. Нажмем В/О, занося 
в счетчик адреса ноль, ни нажмем кла- 
вишу С/П (Стоп/Пуск). Теперь каль- 
кулятор также будет выбирать из 
ламяти по одной команде, выполнять 
их и увеличивать значение счетчика 
адреса, но уже не будет останавли- 
ваться после каждой команды. Ре- 
зультаты на индикаторе будут мигать 
так быстро, что рассмотреть их нельзя. 
Для того чтобы увидеть конечный 
результат, надо остановить автомати- 
ческую работу — для этого мы и 
записали в конец программы команду 
С/П — при ее выполнении калькуля- 
тор переходит из автоматического ре- 
жима в автономный и можно по- 
смотреть результат. 


Итак, наш исполнитель — микро- 
калькулятор — может работать 
— в автономном режиме, исполняя 


команды по мере их подачи с кла- 
виатуры; 


— в программном режиме, заломи- 
ная подаваемые с клавиатуры коман- 
ды, 

— в автоматическом режиме, выпол- 
няя введенные в память команды. 


Рис. 2. 


4% 


Переходы из режима в режим вы- 
полняются с помощью клавиш Е, 
ПРГ, АВТ и СП так, как показано на 
рисунке 2. 

Программируем линейный алго- 
ритм. Наш исполнитель понимает 
весьма своеобразный язык — язык 
нажатий клавиш, для нас же более 
удобна и привычна запись на алго- 
ритмическом языке (см. «Кванть 
1985, № 9, 10). Чтобы успешно 
программировать калькулятор, нам 
надо научиться переводить програм- 
му с алгоритмического языка на язык 
калькулятора — как говорят про- 
фессиональные программисты: 
транслировать ее в код калькулятора 
(от англ. (тапзЮе — переводить). 
Вообще-то говоря, современная ЭВМ 
понимает весьма своеобразный код, 
но у нее есть свой «встроенный» 
транслятор, переводящий программу 
с языка программирования на ее код. 
Для калькулятора это придется де- 
лать вручную. 

Запишем нашу программу на алго- 
ритмическом языке. 


алг КОСИНУС 
(вещ а, 5, с, Ё) 
арг а, 6, Е 
рез Ё 

нач вещ Ё 


са? 
ИСТ 
кон 


Сформулируем теперь правила пере- 
вода (трансляции). 

1. По служебному слову вещ (дру- 
гих типов переменных у калькуля- 
тора нет) распределим регистры 
памяти под переменные, записывая 
в таблицу, какой регистр соответ- 
ствует данной переменной. 

2. Для запроса значения кальку- 
лятор должен остановиться и по- 
дождать, пока человек наберет нуж- 
ное значение, затем занести его в 
соответствующий регистр, затем подо- 
ждать следующего значения и т. д. 
Таким образом, арг программируется 
последовательностью команд засылки 
в память, разделенных команда- 
ми С/П. 

3. Присваивание программируется 
очевидным образом. 

4. Если за служебным словом рез 
следует лишь один параметр, рез 
транслировать нет необходимости. 
Если же таких параметров несколько, 
то в конце программы, перед словом 
кон, нужно запрограммировать вывод 
этих параметров  последовательно- 
стью команд вызова на регистр Х вы- 
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водимых значений, за каждой из ко- 
торых стоит команда С/П, приоста- 
навливающая вычисления. 

5. Кон программируется командой 
С/п. 

Отметим, что в программе может 
оказаться несколько команд С/П.При 
переходе в автономный режим по 
команде С/П в счетчике адреса на- 
ходится адрес следующей команды 
(это можно проверить, нажав Е, ПРГ, 
то есть перейдя в программный ре- 
жим, когда значение счетчика адреса 
видно на индикаторе, затем надо бу- 
дет вернуться в автономный режим, 
нажав Е, АВТ); если теперь нажать 
С/П, то начнет выполняться та коман- 
да, адрес которой находится в счетчи- 
ке адреса, то есть следующая за 
С/П — вычисления пойдут дальше. 

Оттранслируем нашу программу. 


Алгор. язык 
н комментарии 


алг КОСИНУС 
вец а, $, с, №) 
алг а, 6, с 
рез Я 
[Рисуем (для себя) таб- 
лицу распределения 
регистров.1 
[Затем вводим а, 6, с.] 
[Церед первой засыл- 
кой можно не ставить 
С/П (перед пуском про- 
граммы калькулятор в 
автономном режиме), 
надо набрать значение 
о и нажать С/П] 

= (51 с? —а?)/(ье) 
[Работаем строго по 
формуле: вычисляем 


сначала 6’, затем с”, 


складываем, и т. д.] 
[Понятно, что резуль- 
тат мы получим, но 
можно это сделать 
быстрее: после ввода 
в регистре Х осталось 
с и его можно сразу 
использовать. ] 
[Можно сэкономить не- 
сколько команд, если 
считать, так: 
ЕОс" а) Ьс 
и программировать 
сначала деление на 2, 
затем на В и наконец — 
на с.] 

Получаем результат 
кои Не забудьте вы- 
ключить калькулятор! 


Итак, работая по чисто формальным 
правилам, мы получим. программу 
для калькулятора, но она не будет 
оптимальной. С одной стороны, по 


{Окончание см. на с. 57) 


Практикум абитуриента 


» 


Законы Кеплера 
и школьная 
физика 


Кандидат физико-математических наук 
В. Е. БЕЛОНУЧКИН 


На приемных экзаменах в некото- 
рые вузы, например в Московский фи- 
зико-технический институт, а также 
на школьных физических олимпиадах 
нередко встречаются задачи, в кото- 
рых требуется рассмотреть движение 
планет (или их спутников) и опреде- 
лить соответствующие параметры их 
орбит. Большую помощь в решении 
таких задач может оказать знание 
законов Кеплера, с которыми уча- 
щиеся знакомятся в школьном курсе 
астрономии. 

Вспомним законы Кеплера. 

Г закон: каждая планета обра- 
щается вокруг Солица по эллипсу, 
в одном из фокусов которого нахо- 
дится Солнце. 

П закон: радиус-вектор планеты 
за одинаковые промежутки времени 
описывает равные площади. 

Ш закон: квадраты периодов об- 
ращения двух планет вокруг Солнца 
относятся как кубы больших полу- 
осей их орбит. 

Если центральным «светилом» яв- 
ляется не Солнце, а, например, Земля 
(или иная планета) и нас интересует 
движение ее спутников, также можно 
пользоваться законами Кеплера. Надо 
просто Солнце заменить на Землю, 
а планеты — на их спутники. 

В этой статье мы рассмотрим не- 
сколько задач, решение которых пред- 
полагает знание законов Кеплера. По- 
путно вспомним и другие, в частно- 
сти количественные, сведения из аст- 
рономии; они тоже могут оказаться 
полезными лри выяснении парамет- 
ров орбит планет, комет, спутников. 


* + * 


Ровно четверть века назад, 12 ап- 
реля 1961 года, человек, говоря сло- 


вами К. Э. Циолковского, ‹вышел из 
колыбели» в Космос. Юрий Гагарин, 
первый космонавт Земли, на космиче- 
ском корабле ‹Восток» совершил один 
оборот вокруг Земного шара. Помни- 
те ли вы продолжительность этого 
полета? сли нет, то не можете ли 
рассчитать ее? 

Задача 1. Какова минимально 
возможная продолжительность поле- 
та спутника вокруг Земли? 

В силу ИТ закона Кеплера полет 
вокруг Земли, требующий наимень- 
шего времени, должен проходить по 
эллипсу с минимальной большой по- 
луосью. Очевидно, что таким эллип- 
сом является окружность (эллипс с 
совпадающими фокусами), примы- 
кающая к поверхности земного шара. 

Продолжительность полета можно 
вычислить различными способами. 
Мы выберем, может быть, не самый 
простой метод, но зато такой, кото- 
рый непосредственно использует зако- 
ны Кеплера. 

Вспомним, что естественный спут- 
ник Земли — Луна — совершает один 
оборот за время (звездный месяц) ТГ..== 
—21,3 сут=2,36 : 10° с. Средний ра- 
диус орбиты Луны г„— 3,84 : 10° км, 
радиус Земли, а следовательно, и рз- 
днус зсамой быстрой» (по времени) 
траектории спутника В,=г„„=6,38Х 
Х 10` км. Остается подставить эти дан- 
ные в выражение ПШ закона Кеплера 


.’ и 
пов мт 


мо 
и мы найдем 
Тощ= (Г Га) 25,06 - 10‘'с== 

—84 мин=1 ч 24 мин. 
(Заметим, что полет Ю. А. Гагарина 
продолжался 1 ч 48 мин, то есть ко- 
рабль «Восток» сделал чуть более од- 
ного витка.) 

Конечно, расчет параметров круго- 
вых орбит — дело сравнительно не- 
сложное. Мы могли бы, например, 
воспользоваться значением первой 
космической скорости для спутника, 
запускаемого с Земли, и, зная ра- 
диус его орбиты, вычислить период. 
Но когда приходится заниматься дей- 
ствительно эллиптическими орбита- 
ми, имеющими заметный эксцентри- 
ситет, нас могут выручить только за- 
коны Кеплера. 

Задача 2. Спутник движется во- 
круг Земли по круговой орбите ра- 
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Рис. 1. 


диусом В--ЗВ, (рис. 1). В результате 
кратковременного действия тормоз- 
ного двигателя скорость спутника 
уменьшилась так, что он перешел на 
эллиптическую орбиту, касающуюся 
поверхности Земли. Через какое вре- 
мя после торможения спутник при- 
землится? 

До приземления спутник должен 
пройти половину эллиптической 
траектории, большая полуось кото- 
рой, как нетрудно видеть, равна 2Ю.. 
Искомое время торможения т можно 
найти непосредственно из И закона 
Кеплера, если использовать результа- 
ты предыдущей задачи: 


{2т)° _ (28." 
Те 


1 ; = 
Ти 2/27 „2=1,1. 1062 
2119 минля2 ч. 


В этом году окрестности Солнца по- 
сещает, пожалуй, самая знаменитая 
комета солнечной системы — комета 
Галлея. Впервые ученые смогут наб- 
людать ее не только с помощью при- 
боров, расположенных на Земле: на 
свидание с кометой советская косми- 
ческая ракета несет созданную меж- 
дународным коллективом ученых ав- 
томатическую станцию «*Вегаъ (она 
посетит ВЕнеру и комету ГАллея). 
Ученые постараются как можно по- 
дробнее изучить во многом еще зага- 
дочную страницу космоса (программа 
исследований очень обширна) — ведь 
следующая встреча состоится только 
через 76 лет! 

Давайте и мы проведем небольшое 
«исследование» кометы. 

Задача 3. Минимальное расстоя- 
ние кометы Галлея от Солнца г.в = 
—0,6 а. е. (1 астрономическая едини- 
ца=1 а. е.=1,5. 10% км — радиус 
земной орбиты). Зная период обраще- 
ния кометы Т=76 лет, найдите, на- 
сколько далеко она уходит от Солнца. 
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Мы недаром выбрали в качестве 
единицы времени год, а единицы дли- 
ны — расстояние от Земли до Солн- 
ца. Ведь проще всего параметры ор- 
биты кометы сравнить с параметрами 
орбиты Земли. 

Из Ш закона Кеплера найдем боль- 
шую полуось орбиты кометы Гал- 
лея а: 


а—а.,( = (ут а. е. 


(Гг=Та.е., Го—==1 год). Теперь нетруд- 
но определить максимальное удале- 
ние кометы от Солнца: 

г..х=2а-г,.., 235,2 а.е.25,3. 10° км. 

Задача 4. Используя сведения из 
задачи 3, оцените максимальную и 
минимальную скорости кометы Гал- 
лея. 

Перигелий орбиты кометы ва. много 
раз ближе к Солнцу, чем афелий. 
Следовательно, мы не допустим боль- 
шой ошибки, если будем считать, что 
вблизи перигелия комета движется не 
по эллиптической, а по параболиче- 
ской орбите. Это означает, что в. пе- 
ригелии скорость кометы равна так 
называемой второй космической ско- 
рости (или параболической скорости) 
относительно Солнца, то есть той ми- 
нимальной скорости, при которой ко- 
мета может преодолеть гравитацион- 
ное притяжение Солнца. 

Известно, что вторая космическая 
скорость о; в 2 раз больше пер- 
вой космической скорости и, вычис- 
ленной для того же расстояния от 
центра притяжения.*) Значит, нам 
надо знать первую космическую ско- 
рость для расстояния г„„=0,6 а. е. 
от Солнца. А вычислить ее можно 
с помощью законов Кеплера, исполь- 
зуя в качестве ориентира` Землю и 
зная, что скорость движения Земли 
по орбите равна 2,=30 км/с (если 
вы не помните это значение, его можно 
вычислить, поделив длину орбиты на 


продолжительность периода обра- 
жения). 

Теперь несколько преобразуем вы- 
ражение ПИТ закона Кеплера — вы- 


разим период обращения через ско- 
рость и радиус: 


*)с выводом этого соотношения можно познако- 
мнться, например. по статье В. В. Можаева 
«Закон всемирного тяготення» (‹Кванте, 1980, 
№ 3). Там же можно найти метод строгого расчета 
иктересуюлцкх нас скоростей н и его помощью 
убедиться. что мы ошиблись совсем немного. 


" 7} (Зи Ил, ® 2 
— = я. = Го о, ъ 


(ли /от2 | 


Таким образом, первые космические 
скорости и радиусы орбит (круговых) 
связаны соотношением 


ви/ о == уго Г,. 


Отсюда для кометы Галлея в пери- 
гелии получаем 


ии = 06 Го/ Гала › 
следовательно, интересующая нас ско- 
рость кометы в перигелии 


Ва = ик=Ь/2, — 20 \ у 


255 км/с. 


Скорость в афелии можно вычис- 
лить из ИП закона Кеплера. Равен- 
ство площадей, «заметаемых» радиу- 
сом-вектором за одинаковые проме- 
жутки времени, означает, что длина 
радиуса-вектора (расстояние от Солн- 
ца) и скорость кометы в данной точ- 
ке обратно пропорциональны друг 
другу, откуда 

О» — ЧикГлиа ах 20,93 км/с. 

Мы видим, что скорость кометы в 
афелии во много раз меньше скорости 
в перигелии. Очевидно, комета ббль- 
шую часть периода обращения прово- 
дит вдали от Солнца и лишь нена- 
долго наведывается в его окрестности. 

Однако продолжим «исследование» 
кометы Галлея. 


Пип 


Рис. 2. 


Плутоя 


Рис. 3. 


Задача 5. Какое время затрачи- 
вает комета Галлея на прохождение 
дальней от Солнца половины своей 
орбиты и какое — на прохождение 
ближней половины? Площадь эллип- 
са равна 5$.—=паь (а и Ь — большая 
и малая полуоси эллипса). 

Обратимся к рисунку 2, на кото- 
ром Солнце находится в точке О. При 
прохождении дальней половины ор- 
биты радиус-вектор кометы «заме- 
тает» площадь верхней половины эл- 
липса и площадь треугольника АОВ. 
Эти площади равны соответственно 
5=лаб/2 и 5;= Ба-г). 

Воспользуемся П законом Кеплера, 
сформулировав его в несколько ином 
виде — площадь, описываемая радиу- 
сом-вектором, изменяется пропорцио- 
нально времени, и сравним времена 
прохождения кометой всей орбиты и 
дальней ее половины: 


Т, 5 


в ет 


Отсюда для искомого времени полу- 
чаем 


$1-5: 1 А—Гтю 
и $ ети а ) 
к Глах — Итт 
== (1 Ч ееиве ) ^: 61,5 года. 


Остальные 14,5 лет тратятся на об- 
ход ближней к Солнцу половины ор- 
биты. Как видим, эти времена отли- 
чаются больше, чем в 4 раза. 


Упражнения 

1. Орбита космического корабля «Восток» 
имела следующие параметры: высота в пери- 
гее Я=.181 км, высота в апогее Н=-327 км. 
Используя эти данные, уточните период об- 
ращения космического корабля Ю. А. Гагари- 
на вокруг Земли. 

2. Комета Григга — Скьеллерупа относит- 
ся к группе Юпитера, то есть ее афелий рас- 
положен неподалеку от орбиты крупнейшей 
планеты солнечной системы, а именно на рас- 
стоянии Б а. е. от Солнца. Период обраще- 
ния кометы 4,9 года. Может ли эта комета 
пересечь орбиту Земли? 

3. Из-за сравнительно большого эксцентри- 
ситета орбиты Плутона (большая полуось а== 
=5,9. 10° км, малая полуось 6 =5,73. 10* км} 
его расстояние от Солнца заметно меняется — 
от минимального г„„=4,4- 10“ км до макси- 
мального ги.„=7,4. 10” км. Планета Нептун 
движется по практически круговой траекто- 
рий радиуса В =4,5: 10° км. В результате 
часть орбиты Плутона, определяемая уг- 
лом а—=100? (рис. 3). расположена ближе к 
Солнцу, чем орбита Нептуна. 

В 1969 году Плутон перешел с девятого 
на восьмое место среди больших иланет сол- 
нечной системы. Когда он вернется на свое 
законное девятое место? 
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Варианты вступительных экзаменов 


Московский 
государственный 
университет 

им. М. В. Ломоносова 


Математика 


Письменный экзамен 

Вариант 1 
(механико-математический факультет) 
1. Решите уравненис 


т. 17 
© со х— в 32 с08 х— 5 


2. Решите неравенство 


1 3 1 
1. [| 1” [х|—1° 
3. Некоторая окружность касается прямых 
АВи ВС соответственно в точках Д и Е. Точка А 
лежит между точками В н О, а точка С — меж- 
ду точками Ви Е. Найдите площадь треуголь- 
ника АВС, если длины сторон АВ и АС соот 
ветственно равны 18 и 1, а точки А, р, Еи С ле- 
жат на одиой окружности. 
А. Из трех значений р:0,24л; 0,26; 0,6л — 
найдите те, при которых уравнение 


(2 —5х 
л 
имеет хотя бы одно решение, удовлетворяющее 


4- ю&. 32) 6 зт [р—х)— :18)=0 


л 
условию 0х. 


з 


5. На плоскости а, проходящей через центр 


ара радиуса Я, задана окружность с цент ° 


ром О; и раднусом г, расположенная внутрн 
шара. Все точки этой окружности соединены 
прямыми п точкой А. принадлежащей шару и 
удаленной от плоскости и на расстояние В. 
Множество отличных от А точек пересечения 
этих прямых с имолерхностью шара является 
окружность к центром О› н радиусом г», Най- 
дите расстояние от точки Оз до плоскости я, 
если расстояние между точками А и О, равно о. 


Вариант & 
{факультет вычислительной математики 
и кибернетики) 
1. Решите систему уравиений 
6*—2.3"—2, 
6'.3"-=18. 
2. В трапеции РОАЗ длина основания ОБ 
равна 10, длина диагонали @5 равна 19, а ве- 
личина угла @ЗР равна 30°. Выясните, что 


бояыше: длииа осиования ОВ или длина сторо- 
ны Н$. 


3. Решите уравнение 
4—соз(2л (13х + 9}'] == 5 -вп[л {13х44 9)/]. 
4. Рещите нрравенство 
2105.31. (42 — 14 [х|-+1 
1-3 1х | а | | 1. 
ов} _ не 8 
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5. Найдите все тройкн чисел х, и, 2, удовлет- 
воряющие уравнению 


ни - х 24324-10244 х— 17+ 


р + 3х: 2/3 (с03 ду 0$ 12) х-+-4 0. 
6. Все ребра тетраэдра АВСР имеют равную 
длину. На ребрах АВ, АС и АР выбраны, соот 
ветственно, точки К, Г, М так, что длина отрез- 
ка КВ равна 15, а длина отрезка МО равна 10. 
Известно, что радиус шара, вписанного в тет 


раэдр АВСЬ, равен ра 6, а объем пирамиды 


АКЕМ равен 375.2. Найдите сумму радиусов 
двух шаров: вписанного в пнрамиду АКЁМ 
и описвнного около нее. 


Вариант 3 
{химический факультет) 
1. Решите уравнение 


4 ‘зап бх-- ал Ах) = с03 х (4 5" 5х5). 


2. Вешите неравенство 
9—2 х° - 
57 3 < 57-2 (5424. 

3. На координатной плоскости хОу рассмат- 
ривается треугольник АВС, у которого верши- 
на А совпадает с началом координат, верши- 
ны Ви С лежат соответственно на параболах 
у=Зх? — 10х-2 и у-= — 2х +5х—10, сторо- 
на ВС параллельна оси ордннат, а абецисса 


33 
вершины В принадлежит отрезку [5:5 Э 


Какое знвченне должна иметь абсцисса вер- 
шины В, чтобы площадь треугольника АВС бы- 
ла наибольшей? 

4. Высота пирамиды равна 2, основание 
пирамиды есть ромб, пложмадь которого рав- 
на 8, а величина острого угла равна п/6. Неко- 
торый шар касается плоскости каждой боковой 
грени и точке, лежащей на стороие основания 
пирамиды. Докажите, что прямая, соединяю- 
щая вершину пирамнды с центром шара, про- 
ходит через точку пересечения диагоналей ром- 
ба. Найдите объем шара. 

5. Решите систему 

2х4 у| Ню (и|-—2х + 5)—20=0, 

(2х у)" — 7 (2х-нудюв (у |—2х+5)— 

—8 108 ([у{—2х-+5)=0. 
Вариант 4 
{биологический факультет} 


1. Решите уравнение 
1—х 1 
=—#!1= : 
В “8-х 
2. Найдите все корни уравиения 


3 со 2х -— 5 вт (=) 


принадлежащие отрезку [л; 2л]- 
3. Решите неравенство 


1 1 
Е (3—2>х) а Ю—2а < 


4. На гипотенузе ГМ прямоугольного тре- 
угольника [КМ лежит точка №. На прямой ГМ 
взята точка Р так, что точка М находится меж- 
ду точками М и Р, а угол МКР прямой. Най- 
дите площадь треугольника МКМ, если извест- 
но, что площади треугольников ГМ и МКР 
равны а и В соответственно, а величина угла 
ТКР равна $. 


о. 


5. Сколько корней на отрезке [0;1] имеет 
уравнение 


82(1—2х7) (8х*—8х?--1)-=1? 
Вариант Б 
(факультет почвоведекия) 
Е. Решите систему уравнений 
7-2" би=2, 
3:0>+ —5у:=93. 
2. Решите уравнение 


16 9—х}=—21 (5) 


3. Найдите все корни урависния 

с08 х {+ (1-Е с03 х] 7 х—1=0, 
удовлетворяющие неравенству $8 х> 0. 

4. Через точку Р основания АВ равнобед- 
ренного треугольника АВС проведена прямая 
СР, пересекающая описанную около треуголь- 
ника А ВС окружность в точке Е. Найдите длину 
отрезка АС, если длнна хорды СЁ равна 3 и дли- 
ны отрезков ОЕ и ОС равны. 

5. Пусть х-=хо — больший из корней урав- 
нения 

х* -4- (Заь 4- За —2) х-+ 5аь + 5а —17==0. 
Найдите наибольшее значение х при а221, 
Ь > 0. 


Вариант Б 
{отделение геологии геологического 
факультета) 
1. Определите, что больше: 
215 5—0, 1 или 519% 2. 
Результат обоснуйте. 

2. Решите уравнение 

|х—2]| 


1. 
и 
3. Первый рабочнй изготовил 60 деталей 
на три чаеа быстрее второго. За сколько часов 
второй рабочий изготовит 90 деталей, если, 
работая вместе, они изготовят за один час 
30 деталей? 
4. Рецхите уравнеияе 
Бзт? х—4 вт х с0$ х— 408? х-4. 
5. Решите уравнение 
Мх-+2)(2х—-—3\х+6 = 
=—4— \Ах- 6) (2х + Зух +2. 
6. Дан куб АВСРА 'В'’С’П” г ребром длины 4. 
На середине ребра ВС взята точка М, а на реб- 
ре А’)’ из расстоянии 1 от вершины А’ взята 
точка № Найдите длину кратчайшего пути 
между точками М и М тю поверхиости куба. 


Вариант 1 

{отделение геофизики геологического 
факультета) 

1. Определите, что больше: 


1 
Зоя. 5 4+ 10° 
Результат обоснуйле. 
2. Рещите неравенство 
1х—2| =1. 
[х—1[-1 
3. См. вариант 6, задача 3. 
4. Рецтите уравнение | 
З;т х-|- 5 60$ Х25 1. 
5- Решите уравнение 
ие Ныг РЕ на рей, 
ух" —Лх- 3 — хх - 2 == 
ое тая 
—= 3х“ —5х - 1 —х"—3х-- 4. 
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"или 5198:3 4 “10. 


6. Конус вращается вокруг оси — прямой, 
перпендикулярной его высоте и проходящей 
через вершину. Найдите площадь сечения по- 
лученного тела вращения плоскостью, прохо- 
дящей через ось вращения, если длина обра- 
зующей конуса равиа 5,` а длиима высоты 
равна 4. 


Вариант В 

(географический факультет) 

1. Решите уравнение 

4 ет х | с03 2х1. 

2. Решите неравенство 

ЮйЯ, {3 —х) > 1. 

3. Две реки к прямолинейными руслами 
и одинаковой скоростью течения впадают в од- 
ном и том же месте в озеро, образуя между 
собой угол в 60°. От двух причалов, располо- 
женных на разных реках м отстоящих друг 
от друга на расстоянии 28 км, одновремеино 
вышли байдарка и лодка, скоробти которых 
в стоячей воде соответствеино равны 10 км/ч 
и 8 км/ч. Байдарка достигла озера через 2 ч, 
а лодка — через 4 ч. Найдите скорость те- 
чения рев. 

4. Величины углов Р, ©, В треугольника 
Р@В составляют арифметическую прогрессию 
с разностью (—2 л/9). Биссектрисы этого тре- 
угольника пересекаются в точке 5. Точки 
Р’, @’, В’ находятся на отрезках ЗР, 50, 5В 
соответственно на одинаковом расстоянии от 
точки 5. Докажите, что величины углов 
Р", ©’, В’ треугольника Р’@’В’ твкже образуют 
арифметическую прогрессию. Найдите ес раз- 
ность. 

5. Найдите все числа 6, удовлетворяющие 
условию —1<Ь= 1, для которых выражение 

1—2 Я авхии + 8и + 18 


принимает наибольшее значение лишь при од- 
ной паре чисел х, у. 


Вариант Я 
{отделение политической экономии 
экономического факультета) 
1. Найдите все решения неравенства 
А 
Зх-1 
2. Решите уравнеиие 
Вам х=3 сх. 
3. Укажите все а, при которых уравнеиие 
0: х-+ 108. х -Н1ов. х-=1 
имосет решения и найдите эти решения. 
4. Найдите наименьшее значение функции 


ре 2-х 1 
3х-—х+а 


5. Из пункта А в пункт В вышел пешеход. 
Не позже, чем через 40 минут вслед за ним 
вышел второй. В пункт В сначала пришел один 
из пешеходов, а другой достиг В не раныше, чем 
через час после этого. Если бы пешеходы вышли 
одновременно, то они прибыли бы в пункт В 
= интервалом ие более, чем в 20 минут. Опреде- 
лите, сколько времени требуется каждому пе- 
шеходу на путь от А до В, если скорость одного 
из нях в 1,5 раза больше скорости другого. 

6. В вынуклом четырехугольнике АВСРД точ- 
ка Е — пересечение диагоналей. Известно, что 
площадь каждого из треугольников АВЕ и ОСЕ 
равна 1, площадь всего четырехугольника не 
превосходит 4, | АБ|-=3. Найдите сторону ВС. 


53 


Вариант 10 

(отделение экономической кибернетики 

экономического факультета) 

1. Найдите все решения уравнения 

\&ш х= 1—2 вш7х. 

2. Решите неравенство 

х 108, ‚:(1/3—х) > |х|- 

3. В треугольнике АВС на основании АС 
взяты точки Р н.@ так, что |АР|<|А@|. Пря- 
мые ВР и ВФ делят медиану АМ на три равные 
части. Известно, что |Р@|=3. Найдите |АС]|. 

4. В 6 часов утра из пункта А в пувкт В 
по течению реки отправнлись лодка и катер. 
Лодка прибыла в пункт В в 16 часов того же 
дня. Катер, дойдя до пункта В, сразу повернул 
назад и на своем пути из Вв А встретил лодку 
не поздиее 14 часов, а прибыл в пункт А не 
ранее 22 часов того же дня. Найдите время 
прибытия катера в пункт В, есля его собствен- 
ная скорость (скорость в стоячей воде) вдвое 
больше собственной скорости лодки. 

5. Среди всех решений (х, у, 2, и) системы 

ху’ А, 
и? =9, 
| м4 у236 
найдите такие, при которых выражение х--= 
принимает наибольшее значение. 
Вариаит 11 


(факультет психологии) 
$. Решите уравнение 
Затх— 2 е03?* х4+3-=0. 

2. Решите неравенство 

3-9*<8.3* +3. 

3. Три столяра делают шкафы и полки. 
Все они затрачирают одинаковое время на изго- 
товление 1 шкафа, а полку каждый из них 
делает за 5 часов. Первый столяр сделал 2 шка- 
фа и 1 полку, второй — 1 шкаф и 2 полки, 
а третий — 1 шкаф. Известно, что количества 
времени, затраченные первым, вторым и 
третьим столярами, образуют соответственно 
первый, второй и третий члены геометрической 
прогрессин. Сколько времени тратит столяр 
на изготовление 1 шкафа? 

4. Найдите наибольшее и наименьшее зна- 
чения фуикции 

у= [хх + |+ 5х4 6| 
на отрезке [—2,5; — 0,5]. 

5. Отрезок АВ имеет длину 28 и является 
диаметром окружности. Длина хорды АС рав- 
на А \/2, а другая хорда той же длины пересе- 
кает отрезок АС в точке Р и отрезок АВ в точ- 
ке Е. Величина угла ВЕР равна а. Найдите 
площадь треугольника АДЕ. 

6. Найдите все значения а, при каждом из 
которых существует единственная пара целых 
чисел х, у, удовлетворяющая уравнению 


3х2 + 11ху-- 10%? =7 
и двум неравенствам 
х-4-и>0, 40*х —Зау< 0. 


Вариант 12 

{отделение структурной и прикладной 

лингвистики филологического факультета) 

1. Найдите все решения уравнения 
\/2 сов? х=е08 х, удовлетворяющие условию 
—6<х< —4. 

2. Маша, Вера, Таня н Нина собирали грибы. 
Оказалось, что количества грибов, собраиные 
каждой из них, образуют в указаином порядке 
арифметическую прогрессию. Если бы Таня 
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нашла столько же грибов, сколько Нина, а Нина 
нашла бы на двенадоать грибов больше, то 
количества грибов, собранные девочками, обра- 
зовали бы в том же порядке геометрическую 
прогрессию. Сколько грибов нашла Вера? 

3. Решите неравенство 


108, (хх 1> 1. 
з 


4. В треугольнике АВС длина стороны ВС 
ранна 16, а длина высоты ВР равна 5. На сто- 
роне АВ взята точка Р так, что длины отрезков 
АРн РВ равны соответственно 65,8 и 7,2. Най- 
дите площадь 5 треугольника ВРС, если извест- 
но, что 5 > 3. 

5. Для каждого значения 6 решите урав- 
нение 

3 соз х вл Б-- зщ Х с06 Б — 4 с03 ь—3-3. 

Физика 


Задачи устного экзамена 
Физический факультет 


1. Брусок прямоугольной формы соскаль- 
зывает без трения с наклонной плоскости, 
угол наклона которой к горизонту равен а. 
Во время соскальзывания он последовательно 
перекрывает находящиеся на некотором рас- 
стоянии друг от друга два очень маленьких 
фотоэлемента 1 и 2 (рис. 1). Определите 
эремя, в течение которого передняя грань 
бруска движется между фотоэлементами, если 
длина бруска равна [| и иитервалы времени, 
на которые брусок перекрывает фотоэлементы, 
ревны &, и > соответственно. 

2. Четыре одинаковых кубика связаны тре- 
мя невесомыми н нерастяжимыми нитями 
н расположены, как показано иа рисунке 2. 
Одределите иатяжение средней инти (между 
вторым и третьим кубиками), если масса каж- 
дого кубика равна т, а на первом (верхнем) 
кубике иаходится добавочный груз массой 
Ат. Поверхности абсолютно гладкие, трением 
в осях блоков н их массой пренебречь. 

3. Высоко над Землей по круговым орбитам, 
лежащим в одиой плоскости, двяжутся два 
спутника. Период обращения первого спутника 
в 2 раза меньше, чем второго. В некоторый 
момент времени спутники находятся над 
одной и той же точкой земной поверхности 
и расстояние между ними минимально. Опре- 
делите, во сколько раз возрастет (по сравне- 
нию с минимальным) расстояние между спут- 
никами через промежуток времени, равный 
периоду первого спутника? | 

4. Два баллона соединены между собой 
короткой трубкой с краном. Вначале краи 
закрыт. В одном баллоне находится идеальный 
газ массой т. под давлением р,, в другом — 
такой же газ массой т. под давлением р-. 
Температура газов в обоих баллонах одинакова. 
Какое давление установится в баллонах, если 
кран открыть? Температура газа не меняется. 

5. В сосуде с поршнем первоначально 
находилась смесь воздуха с насыщенным па- 
ром. Затем, переденгая поршень объем, за- 
нятый смесью, увеличили в п, =4 раза, а мас- 
су паров увеличили в п.=2 раза (накачивая 
дополнительно водяные пзры в этот объем 
через специальное приспособление). Темпера- 
тура при этом не изменилась. Считая пар 
ндеальным газом, найдите относительную 
влажность воздуха в новом состоянии. 

6. В схеме, изображенной на рисунке 3, 
коиденсатор имеет заряд @=10-—‘° Кл. Какой 
заряд будет на конденсаторе, если ключ К 


Рис. 4. 


Рис. 5- 


замкнуть? Сопротивления всех резисторов оди- 
наковые, а ЭДС источников равные. Внутрен- 
ниы сопротивлением источников пренебречь. 
7. К некоторому источнику постоянного 
напряжения через подводящие провода под- 
ключено некоторое внешнее сопротивление. 
При этом половина мощности, развизаемой 
источником, выделяется в подводящих прово- 
дах, а другая половина — во внешнем сопротив- 
лении. Какая часть мощности, развиваемой ис- 
точником, будет выделяться в подводящих про- 
водах, если они будут из того же материала 
и той же длины, ио с площадью сечения, 
в два раза большей? Внешнее сопротивление 
и источник остаются темы же. Внутренним 
сопротивлением источника пренебречь. 
8. С какой скоростью надо перемещать 
медиый стержень АВ вдоль медных рельсов 
СА в РВ (рис. 4), чтобы в течение т=з1 с тем- 
пература стальной проволоки СР узеличилась 
на АТ=0,1 К? Вся конструкция находится 
п магнитном поле с магнитной яндукцией, 
направлеиной  перпеидикулярно плоскости 
рельсов и равной В=1 Тл. Удельная теплоем- 
кость железа с—=0,46 кДж/(кг. К), плотность 
р2—7800 кг/м?, удельное сопротивление 0= 
—6.6. 10-8 Ом. м. Теплоотдачей пренебречь. 
Сопротивлениеы рельсоя и стержня пренебречь. 
9. Стекляниая равнобедренная призма 
(с сечением в виде равнобедреиного треуголь- 
ника) опущена вершиной в воду так, что ее 
основание горизонтально и совпадает с поверх- 
ностью воды (рис. 5). Показатель преломле- 
ния стекла п, показатель преломления воды 
п, (п.>>л,). Нри каких значениях угла {при 
вершине призмы) а луч света, падающий по 
вертикали на основание призмы, испытывает 
полное (внутреннее) отражение ка боковой 
поверхности призмы в точке А? 
10. С помощью тоикой линзы получено 
изображение Н точечного источника 5 (рис. 6). 


Рис. 6. 


Расстояния с, а, Ь, определяющие положения 
источннка и изображения относительно опти- 
ческой оси линзы ОО’, известны (Ба, Б-а<=<с). 
Найдите фокусное расстояние линзы. 


Механико-математический факультет, 
факультет вычислительной математики 

и кибернетики, химический, географический 
и геологический факультеты 

м факультет почвоведения 


1. Пуля, выпущенная из винтовки, попа- 
дает во вращающийся с частотой п-=50 1/с 
тонкостенный пластмассовый цилиндр диа- 
метром 4=0,2 м. Определите скорость пули, 
если выстрел произведен по диаметру ци- 
линдра, а к моменту вылета пули из цилиндра 
входное отверстие сместилось на {=0,01 м. 

2. Брусок с массой т==0,2 кг иаходится 
на гладкой поверхности наклонной плоскости, 
составляющей угол а-=30° с горизонтом. Он 
удерживается на этой поверхности с помощью 
невесомой и иерастяжимой нити, расположеи- 
ной параллельно наклонной плоскости м за- 
крепленной у ее верхнего края (рис. 7). Найдите 
силу давления груза на наклониую плоскость, 
если она движется вертикально вверх с уско- 
рением а==2,2 м/с’. Ускорение свободного па- 
дения 5=9,8 м/с”. 

3. К потолку подвешен однородный стер- 
жениь длиной Г—0,8 м. Пружины в нерастя- 
нутом состоянии имеют одинаковую длину, 
но различные коэффициенты упругости №: и 
#2. Найдите соотиошение между № и ЕЁ, если 
стержень занимает горизонтальное положение 
(рис. 8). Пружина с коэффициентом упру- 
гости №! приклеплена к одному концу стержня, 
а пружина с коэффициентом упругости #> 
прикреплена на расстоянии 4=0,2 м от другого 
конца стержня. 

Ф”: 
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ори 7 

СЕЕЕЕТ 

Рис. 10. Рис. 11. 
4. Тела с массами т, и мт. находятся 

на одной вертикали на расстояний В, друг 


от друга. причем тело с массой гт› располо- 
жено на высоте В, от горизонтальной поверх- 
ности (рис. 9). Тело массой ‘т, падая сво- 
бодно, соударяется абсолютно иеупруго в по- 
комщимся телом массой т., которое в момент 
удара отпускают. Затем эта система тел абсо- 
лютно иеупруго соударяется с горизонтальной 
поверхностью. Пренебрегая изменением им- 
пульса тел при их соударении друг с другом, 
определите, Е какой силой система тел дейст- 
вует на поверхность, если продолжительность 
соударения равна 1. 

5. В двух сообщающихся цилиндрических 
сосудах г одннаковым поперечным сечением 
площалью 5-07“ м“ находится ртуть 
{рис. 10). В один из сосудов поверх ртути 
наливают воду массой т=20 кг и в нее опуска- 
ют илавать груз массой т1= 7,2 кг. На какое 
расстояние Я переместится уровень ртути во 
втором сосуде? Плотность ртути %=13,6Х 
Ж 10? кг/м. 

6. В цилиндрический сосуд объемом И= 
=—8,31 м’ накачали вначале газ массой 
т =3,2 кг с молярной массой М,= 
=0,032 кг/моль ирн температуре Т-=300 К, 
а затем добавиля газ массой п.=4,4 кг с мо- 
лярной массой М.= 0,044 кгумоль при той же 
температуре Т. Какое давление установнтся 
п сосуде после того, как смесь газов изотер- 
мическн при температуре Т сожмут п помощью 
поршия до объема У!3? Универсальная газовая 
постоянная К=- 8,31 Дж/(моль: К). 

1. В С-образную, запаянную п одного 
конца трубку © длиной колена Г, наливается 
жидкость плотности $, причем в запаянном 
конце остается столб воздуха, а уровень 
жидкости в открытом колене совпадает с 
краем трубки (рис. 11). Затем часть жидкости 
выпускают через кран. При этом уровни 
жидкости в обоих коленах сравниваются н 
остаиавлираются на высоте [/2. Какова была 
первоначальная высота х столба воздуха в эв- 
паянном колеие трубки? Атмосфериое давле- 
ние ре. 

8. Восемь точечных зарядов |9: |=... = |9» | == 
—9 .10-° Кл находятся в вершииах куба, сто- 
рона которого а=0,2 м. Четыре положитель- 
ных заряда находятся в вершинах нижнего 
основания, четыре отрицательных — и верли- 
нах верхнего основания куба. Определите на- 


пряженность электрического поля в центре 
куба. Электрическая постоянная  во==8,9Х 
х10-!? Ф/ы. 


9. Стержень длииой 1=0,20 м, на концах 
которого находятся маленькие шарики г з8- 
рядами 4,=2. 10-5 Кл и 4:=5. 10-8 Кл, 
может вращаться вокруг вертикальной оси, 
перпендикулярной стержню и проходящей 
через его середниу. Стержень находится в од- 
нородном электрическом поле с напряжен- 
ностью &=10` В/м. Снловые линии поля гори- 
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Аз 
54 
Рис. 12. 


зонтальны и составляют с направлением 
стержня угол &а=30°. Какую по величине 
работу совершат электрические силы, еслн стер- 
Жеиь повернуть так, что силовые линии будут 
составлять с его направлением угол В—=45“? 

10. До какой разности потенциалов за- 
рядится конденсатор в цепи, нзображенной 
на рнсунке 12, если ЭДС источника “—4,8 В, 
внутреннее сопротивление его г-1 Ом, А = 


. = Ом, В. =5 Ом? Какой заряд будет при 


этом на обкладках конденсатора, 
емкость С=2 мкФ? 

11. Во сколько рвз КПД п, линии электро- 
передачи при непряженни (=-200 кВ больше 
КИД ц› линии эпектропередачи при напря- 
жешии ({/.:=100 кВ, если сопротивление линни 
В=400 Ом, а передаваемая мощность Р== 
—10' кВт? 

12. Гибкий замкнутый проводник сопротив- 
лением ИН=100 кОм, образующий квадрат 
со стороной а=0,1 м, помещен в однородное 
магнитное поле с нндукцией В-== 5 Тл. Плоскость 
квадрата перпендикулярна вектору магнитной 
индукцин. Какой заряд протечет по про- 
воднику, если из квадрата сделать равно- 
сторонний треугольник, не меняя плоскости его 
расположения? | 

13. Светущаяся точка 5. иаходящряся в 
среде = показателем преломления л,-—1,33, 
рассматривается нз среды г показателем пре- 
ломления п.›-=1,5 под небольшим углом к 
нормали, проведенной и границе раздела двух 
сред. Каково будет кажущееся расстояние от 
точки 5 до границы раздела сред, если истин- 
ное расстояние й--0,133 м? 

14. Через имеющееся в доске круглое от 
верстие диаметром 4:=10 см проходит сходя- 
щийся пучок света, который дает на экране, 
расположенном за доской параллельно ей, 
круглое пятно диаметром О-==5 см. Если в от- 
верстие вставить рассеивающую линзу с фо- 
кусным расстоянием Р>з230 ем, то пятно пре- 
вращается в точку. Найдите расстояние между 
доской и экраном. 

15. Спутник, летящий по круговой орбите 
на высоте №=- 100 км над Землей, сфотогра- 
фировали неподвижным фотоаппаратом, объек- 
тив которого имеет фокусное расстояние 
Е=0,5 м, делая выдержку {=1 с. Какой дли- 
ны получится изображение спутника на 
пластинке? Изменением снлы тяжести Е высо- 
той перенебречь. Считать, что радиус Земли 
В-— 6300 км, а ускорение свободного падения 
и=10 м". 


если его 


Публикацию подготовили 
В. С. Панферов, А. С. Пахомов, 
И.Н. Сергеев, А. Н. Соколихин 


Программирование 
на микрокалькуляторе 


{Начало см. на с, 46} 


сравнению с первым вариантом наша 
программа улучшилась: например, 
из-за того, что перед нами не было 
записи на алгоритмическом языке, 
первый вариант программы не имеет 
ввода — программа рассчитывает 
угол только для одного треугольника, 
что, конечно же, никуда не годится. 
С другой стороны, вычислительная 
часть первого варианта получилась 
лучше из-за того, что учтены некото- 
рые особенности калькулятора: на- 
пример, то, что после засылки в па- 
мять значение остается на регистре Х 
и его можно тут же использовать 
для дальнейшего вычисления. Дело 
в том, что мы используем очень 
упрощенный алгоритмический язык: 
чуть-чуть улучшив его, можно полу- 
чать оптимальные программы. 
Введем возможность записи: 
— вывод (выражение), означающий, 
что надо выражение вычислить и без 
записи в переменную вывести (на 
индикатор, печать...); 
— промежуточного присваивания: 
например, а: =(6:=6—ЁЕ)хр; означает, 
что разность с и р надо записать 
в, а кроме того, умножить на ри 
записать результат в а; 


Ответы, указания, решения 


— конструкции вида а:=ввод -—4, 
означающий, что введенное значение 
не запоминается в переменной, а из 
него вычитается 4 и запоминается 
только результат вычитания; и конст- 
рукции вида а2:= (ввод а)", означаю- 
щей, что введенное значение запоми- 
нается ва, и тут же возводится в 
квадрат с запоминанием результата 
в а2. 
Тогда нашу программу можно очень 

коротко записать в виде: 
алг КОСИНУС 

(вегца, а3, Ь, с, Е) 

арг а, 22, Б, = 

рез в 
нач 22:= (ввод 65}"-1 
кон 
а трансляция ее в коды калькулятора 


даст оптимальную программу (разбе- 
ритесь в ней самостоятельно); 

ЕХ? ПО СЛ Ц! ЕХ’ С/П ПЗ ЕХ? -- ипо 
— 2 = И - ИПа = Сл 

Инструкция по ее использованию 
такая же, как у первой программы: 
набрать значение а, нажать С/Л, 
после остановки набрать значение р, 
нажать С/П, после остановки набрать 
с. нажать С/П, после остановки про- 
читать результат. 


} (ввод <с)’—а2}/2//с 


Задачи 

1. Написать программу, которая по сто- 
ронам треугольника а. 6, с дает значения 
в радианах всех трсх углов треугольника. 

2. Написать программу решсния квадратно- 
го уравнения в предположении, что дискри- 
минант положителен, 


Эволюционные процессы н обыкновенные 
диффереициальные уравнення 

1. хе 1-е’). 

2. Нет. 

4. Нет. 


6. т 24 (+те+ 6) 
1. с. 
9. л/2. 


Задачи иа сравнение чнсел 
{см. с. 84} 


1. 9—1/193)/8; (11--,201)/8[.. 
2. }—о; 1юв,3[; да, так как 12 ]ов2 3. 


3. Ло: 3; ри: нет, так как ш 


82 
4. В [рожь 6; 3[. 


- 10.2. 
Е 


а [ 
5. [-2— 4-1 с0$ с; о. 
1 5 


7. ]— со; —2[11-2; 2— \/15[1[6; ©. 
8. ]--со; --2]1]14 \8; «(И М;  [. 


Законы Кеплера и школьная физнка 
1. Большая полуось орбиты «Востокае п— 
—=Нз4-(Н 1 81/2. Сравнение с результатами за- 
дачи } в статье дает 

Т-=Ти(а/Вз} 2289,4 мии. 
2. По аналогии се задачей 3 в статье найдем 
минимальное расстояние от кометы до Солнца. 
Оно оказывается равным 0,8 а. е. Следователь- 
ио, комета подходит к Солнцу ближе, чем Зем- 
ля, и может пересечь ее орбиту. 
3. Площадь заштрихованной на рисунке 3 

300 


в статье фигуры 
Ртш-2 -Ан 
360 п('ем 2 }. " 


Время пребывания Плутона внутри орбиты 
Нептупа 


$:= 
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$ 
лаб 
{Г==248 лет — период обращения Плутона). 
Итак, Плутон вновь станет самой далекой пла- 
нетой в 2009 году. 
Московский государственный университет 
ым. М. В. Ломоносова 
Математика 
{письменный экзамен) 
Вариант 1 


т = Т=40 лет 


1. х, = Е агссо8 а, 2лт, 
8з—л 


х› — {Е асо8 


6 4+-2лп (т. пе 2). 


Указание. Уравнение равносильно системе 


( с03° х— 6 соз хз 0, 


Вевх— 520, 


в которой неравенство следует из равенства. 
2. ]—<; —311]—1: 1101; + =. 

з. тв | 

Указание. Из конгрузэнтности углов ВРЕ 
и ВЕШ вписанного четырехугольника РАСЕ 
вытекает конгруэитность углов РАС и ЕСА, 
поэтому треугольник АВС равнобедренный. 
4. 0,26л; 0,6л. 

Решение. При р=0,6л исходкое уравнение 


имеет решение на промежутке с; з [ так как 
линейная функция 
р-5х Зр 
[(х) = + 1ю&> =: 


л 
в этом случае принимает в точках х=—0Ои х=- з 


значения разных знаков: { (0) =0,6 {Тюб; 1,8 > 
л 16 
на 1, й 
20.1 (2) 15 +108 8—0 
Пусть р-=0,24л. Тогда, с одной стороны, при 
хЕ о; з [ нмеем 


ру 0,24— 74-06 (3.0.24) < 1 {+ 10#з 5- 


1 3 1 243 
== я 1083 = з 108: 556 < 0. 


С другой стороны, если хотя бы для одного 
из корней 


х=р—(—1)" дл (п?) 


уравнения Е 
6 зт (р х)—-18=0 (*) 
выполнялось бы двойное неравенство 


хх ый то имели бы место оценки 
3 р 1 1 


а, в 
или оцеики 
рт 1 р, 1 
аа «< 


что невозможно ни при каком целом значении л. 
При р=-0,26л уравнение (2) имеет корень 


х-=0,26л — =, принадлежащий промежутку 


о: =. 
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а а — 28?м 
28Вг 

Решение. Пусть О — центр сферы. Выбе- 
рем точку В на прямой ОО» (перпендикуляр- 
ной плоскости второй окружности), так, чтобы 
для некоторой (а значит, для любой) точки К 
второй окружности прямая ВК касалась сферы 
в точке К. Тогда из прямоугольиого треуголь- 
ника ВКО п высотой КО) (опущенной на гипо- 
тенузу) имеем (рис. 1): 


ЮО; = \1ОК!? —1КОл * == В* —г1, 


5. 


? Е 
| ВО! Е ый — г ы 5 › “ 
: оо: ^ В- — 
[КОХ - 180] _ _гзВ 
ОМ Р-Я’ 


Докажем, что точка С пересечения прямой АВ 
с плоскостью а совпадает с центром О, первой 
окружности. Обозначим через В плоскость, про- 
ходядую через точку В параллельно плоскости 
а, а через Г, М — точки пересечения прямой АК 
с плоскостями а, 8 соответствеимо. Пусть 
№ — центр окружности, которая образуется 
в сечении сферы плоскостью АВК (рн. 1). 
Тогда прямая АМ перпендикулярна прямой 
ТС (а значит, н прямой МВ), так как плос- 
кость АОМ, содержащая два перпендикуляра 
АО и ОМ к прямой 1С, перпендикулярна этой 
прямой. Поскольку ВК касательная, прямые 
ВК нм МК также перпендикулярны. Треуголь- 
ник АМК равнобедренный. поотому 


^^ л ^^, л ил 9 
КМВ - 1 —КАМ- ^ — АКМ-ВКМ, 


откуда и нз подобня треугольников АЁС и АМВ 
нмеем 


АС АС 
Н]|= м ака 
[АВ| |АВ| У" 
А 
где коэффициент подобия #=- Е не зави- 


сит от выбора точки К на второй окружности. 
Таким образом, точка С равноудалена от всех 
точек первой окружности, следовательно, яв- 
ляется ее центром. 

Проведем сечение сферы плоскостью АОО,, со- 
держащей перпендикуляр АО, а значит, и пер- 
пендикуляр О-Д к плоскости а (см. рис. 2). Из 
подобия треугольииков АДО;, и АМВ с коэф- 
фицяентом 


| 
рн = 
| МВ; 


получаем [48| [^0, [== 


реме косннусов для треугольника АОВ имеем 
А 2 2 ? 
сов дов _ЛАОЁ-НВО АВ 
2|АОЦВО| 
__ 289 — и —а? 
зву 


Наконец, из прямоугольного треугольника 


ООО получаем 
: ^^ р 
10-0 += ОО: [вт ОО = —-/В*— 


С арнант 2 

. {(1; 1ю8. 2). 2. |8$| > |9В|. Указание. 
и треугольника 5@К, по теореме косинусов, 
получаем 


15К|? =-461—190\/3 > 10? = |@8|?. 
а 
13 = 13 
Указание. Подстановкой ут АИ 
уравнение приводится к виду 2у?’ —5Бу{-3 =: 


4. | 1: —7 НЕО НЫ, г о[ч] о; 


мы а $. Указание. 


2 ^^ 
72 .с0в АОВ. 


3. х=— а, пе 2, п>0. 


Поскольку 1—3|х|<1 при х:.0, иеравенство 
равносильно совокупиости двух систем: 
з 
6 ‚ 


1081 {= (45' — 14]х] +1)< 
=. 1081 —3[х| х— 


о— | 5 < 
и 
1061 —31=1(4х*—14|х| +02 
2191 в =— 5 


5 
|=— в 


5. {(— 2 в 1; 1} — 28; 7; —э}}. 
Указание. Уравнение равносильно системе 
г х — 224-102 ву 8 х—17=0, 
— 2 \ (с08 лу -+-с08 л2) хр 4—0. 
Рассматрнвая второе уравнение системы как 
квадратное относительно х, запишем условие 
неотрицательности дискриминанта: 


Др-==12 {сов пу-- со 12’ —48>0, откуда сле- 


Рис. 2. 


\\ 


| ЖК, 
Чек 


Ь 
Рис. 3. 


дует, что |соз лу {сов лг| 22. Это возможно 
лить в двух случаях: 


Еж ы { со лу= —1, 


95 лг=] 08 П2 == 1, 
то есть 
2% але 
либо 


[нев 


2 = 
Подставляя у-=2, 2-2, получим х= = УЗ, 


7—4 — 4? + 10 6Ё, что невозможно. 

В случае у-=21--1, х=2т- Ь, имеем 
= — а 3-2 {п -}-2т? |-Тт =0. Последнее 

равенство перепишем следующим образом: 

(21+ 2т + 3} (т—п-+-2)=6. Число 2п-+2т+43 

нечетное, поэтому для нахождения чисел тип 

получаем 4 системы 


21 2т +3= 1, 
т—п-{-2= 6 


в) 
113+ 43 
т а — длина ребра тетраэдра АВС, а г — 


2п-|-2т +3 = +3, 
т—п-4{2= 2. 


Указание. 


радиус вписаиного в нее шара. Тогда 
= 2 и поэтому а=30, Удвер= 2250\/2. 


Отношение объемов пирамиды АКЕМ к объему 
тетраэдра АВСО равно 


Удкьм _|АКМАЬНАМ| _ 
Улвср ПАВНАСНАВ| 


3 мс! 9 


Поэтому [4Г|=5 — |4С|=15. 


Итак, | АК | = Аи треугольник АКГ, — пра- 
вильный. Плоскость АКГ, пересекает описаиную 
около пирамиды АКГМ сферу по окружности 


_кЫ _ = безда Пусть @ — 


^^ 
2 аш КАЕ \3 
середина стороны ЁЁ (рис. 3). Тогда 
| АР! =10\3. Плоскость АМР проходнт через 
центр описанной сферы (почему?) и поэтому 
для радиуса этой сферы получаем вырвжение 


де ы но вт мар. |МР| = 
2зт МАР 


= Ам] +|АР|? ЦАР ЕМАР 
==800, то есть |МР|=10\! 


30-/3 


радиуса В = 


Итак, Вог == = Е. о: У2. 


2 
2 Уз 


Для вычисления В, — радиуса сферы, вия- 
саиной в пирамиду АКГМ, воспользуйтесь фор- 
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и 
е ; 
мулой В, == =, где $ — полная поверхность 


5 


пирамиды, а Г — ее объем. 
Варнаит В 


дл ап 
—- га 1т, ПЕЯ). 


л има 
1. Хх, = ет. х2=(—1} 30 


2. ]—с0; 8—1) 8 -- \3; <]. 

2у — т 
Указание. Обозначьте у=5” 8”. 
3. 3/5. Указание. Задача сводится к иссле- 


дованию иа максимум функции 
$1) = Е: х|{3х* — 10х--2)—(—2х--5х-— 10 |= 


5 в. 

[- [1 |= ое 
ня отрезке 5: >|. 
5\5 
4. 6 тт, 
ванисм пирамиды МАВСР служит ромб АВСП, 
а шар с центром О касается боковых граней 
пирамиды в точках Ё:, Е:, Е, Б., лежащих 
соответственно ина ребрах АВ, ВС, СО, ВА. 
Тогда четыре прямоугольных треугольника 
МОЕ, (1==1, 2, 3, 4! конгрузитны, а значит, 
имеют общую точку Ы — оенование высот Е.Н, 
опущенных на общую гипотенузу МО. Поэтому 
прямая МО пернендикулярна плоскости 
МЕ:Е-Е В, то есть плоокости осиования пирз- 
миды. Поскольку конгруэитные отрезки ЕЙ 
(1—1, 2, 3, 4) перпендикулярны соответствую- 
щим сторонам ромба АВС (ибо лежат соответ- 
ственно в плоскостях МОЁЕ.), точка И равноуда- 
лена от четырех сторон ромба м являсяся точ- 

кой пересечения его диагоналей. 
Таким образом. получаем 5двср--|АВ|Х 


ХАБ А = |АВ|?.2 28, то есть |АВ!= 4, 


Решение. Пусть (рис. 4) осно- 


Ен, = ЭАВСР. 1,1: = МН РЕЙ 


— ЗАВ 
ЕН \5 А 
3 Ею ЧЕ = 7 
у ' ГУН] 1 ! ] э 3 х 
5\5 
ЖЕ = к, 


5. (—20; 36), (3; 10). Решение, Делая за- 
мену ° цеху, и юЕ-(]у]|—2х-5). полу- 
чаем систему 

о? +|и|— 20 =0, 

{и о (и — 8} ==0, 
которая равиосильна совокупности систем: 


и — в, и = 8, 
8 [Ты 20-=0, бы е8Нь-20—0. 


Рис. 4. о 
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В случае а) имеем (|2 |—4)(|2|--5) =0, то есть 
[о |=4, и, возвращаясь к переменным х, у. по- 
лучаем систему ь 
хи 4 
[у|—2х4+5=3 За 
Складывая уравнения последисй системы, полу- 
чаем равносильную систему 
1у|-+у=3 7‘ +4- 5, 
х= 2 —у/2, 
из которой, раскрывая зпак модуля, находим 


у= 5 а —4—5}-36, х=—2—18=_—20. 


В случае 6), аналогично, имеем (|2|-—2)х 
Ж(|2|-+10)=0, го есть |в|=2 и 
2х--у= 16, 
[и|—2х45=371 
откуда получаем 
[у|-у=3=? + 16—5, 
х= +8—у/2 
и, наконец, у-=10, х=3. 


Вариант 4 

1. {1). 2. 54/3. 3. ]—318; 10; 1,56 
4. о Но- \а*- 5" 2а6 соз 24). 
Решение. Обозначим плошади треугольни- 


ков [КР и МКМ через с и 4 соответственно. 
Тогда из соотношений (см. рис. 5) 


К 
& 


Г: М М Р 


Рис. 5. 
^^ их. => т 
МКМ —= УКР-+ЕКМ - РК. =яп—ч, 
^^ 

са = - ркНымк мк НРК |- вт ЕКРХ 

Жзт МКМ —=аб т 4, 

с--а= $ км К(Змкр-| мкм та 6. 

Согласно обратной теореме Виста получаем, что 


числа си И представляют собой пару корней 
уравнеиня 


х—(@а-ЕЬБх-иь вт? ф=0, 


причем с >а, откуда 
— *а--&\ — даб эм" 9. 

5. 4. Решение Положим х_— т Е, тогда 
каждому корню х@[©; 1] исходного уравиения 
будет соответствовать ровно одии корень | 


м 
#С [: — ураннения 


За #11 --2 102 1] 18 зт' 1—8 вт? Е-- 1) ==1 
и наоборот. Преобразуя левую часть с помощью 
формул понижения степени, получаем урав- 
нение 


Вт [50$ 21 со5 4ё = Т. 

Без ограничения общиости можно считать, что 

я 
С [о: =[. так как значение #-=л/2 уравне- 

2 
нию ле удовлетворяет. Поэтому, умножая обе 
части уравиения на с0$ #2 0, получаем 

8 с0$ Е эт { с03 2 с0$ АР ==608 &, 

откуда зт 8# =с0$ 2. 
Выбирая из решений 


ы- 8 (Тая), ь= (Я ат) (п, тЕ2), 


этого уравнения 


лишь те, которые удовлетворяют условию 
0= {< л/2, получаем ровно четыре различных 
корня (при л=_-0, л=1, т-==0 н т=1. 


Вариант 5 
1. (3; —9)}. 2. :0:. 


к ы +2141: лиЕ 


Указание. Приведите уравнение к виду 
{с05 х-- 1] (608 х- :) 


05° х 
п заметьте, что если с0$ х=1, то  (х=0, я если 


1 д 
С05 Х=т— —, ТО Ш х`>0 только при х= г ка 


Е! 


(21 4-1: л, тде лей. 
3`2 
4. ==. Указание. 
ЕЛС нодобны, так как вписаииые углы ВАС и 
АЕС опираются на конгрузитные дуги. 
5. 3. Решение. Оболначая р @б--а, полу- 
чаем равенство 
х-:Зр--2)х4-5р— 11 =0, 
где рЕ[1; с[ (действительно: с одной стороны, 
ат, 6—0, поэтому р=1.0-4-1=1; г другой 
стороны, любое значение р > 1 можно получить, 
например, при 6-0 на=р> |). Таким обра- 
зом, среди всех пар Чисел р [и х==хо, удов- 
летворяющих полученному равенству, нужно 
найти пару с иапбольшим значением х.. Для 
таких пар должно быть: 
в \-— х2 

мы 1 (+) 

Зха-- 5 


так как это число 


Треугольники ЛСД п 


(хи — =. . 

воряет уравиеиию ни при каких р). Преоб- 
‚ разуя (ж), получаем 

(х—3)(х.--4) _ 

Зх.--5 в’ 


и, слоловательно, х..= 3 Накойец. проверка по- 
казываст, что пара чисел р =1 и х= 3 удовлет- 
воряет требуемому равенству. 


неё удонлет- 


Варнант 6 


1. Второе число больше. 
9105 5 — 5108) 2 


Указание. 


2. |2: оо[. 3. 9. 4. х, == атс 5 ай, х:= — а 
г (6, 162. 

5. {71. Указание. Уравнение приводится к 
виду (1х-- 6 их 2,3 2х—1--3}=4. Умно- 
жив левую п правую части иа ух6— мер. 
получим \2х—1—3=щх--6- = х- 2. 

6. 61: один путь. Указание, Путь, про- 
ходящий через грань ВАА‘В', короче пути че- 
рез соседние грани АВСЬ и А'АРО', и чем мож- 
но убедиться. рассматривая развертку куба. 


Вариант 7 


1. Первое число больше. 
ЗюЕ: б 5108: 3. 


Указанис. 


2. |--о; 0(11]2; + оо[. 4. = на 
заем 3 (162). 5. 2,. Указание. Пере- 


писав Ас ние в виде 
УЗх’—Тх--8— 3х: - 5х—1 == 

ух? —2 — хх ЗА. 

прсобразуем левую и правую части но формуле 


а) 
Рис. 5 
а 
`@— 0 = к виду 
уа- у 
—2х +4 


3х" = 17х33 — 5х —1 


3х —6 


ух’ — 24-х —Зх. 4 
Ясно, что хе: 2 удовлетворяет уравнению. При 
хи 2 левая и правая части имеют разные знаки. 
6. 50 этосоз 4/5. Указацие. Осевое сечение 
тела вращения имеет вид, показанный из ри- 
сунке б,а. п состоит из двух секторов окружио- 
сти раднуса 5. Само тело показано иа ри- 
сунке 6,5. 
Вариант 8 
1. х=лт 'пЕь 2. 1; 15. 3. 4 кмла, 
занис. Примените теорему косинусов. 
4. ==. 
18 
венствами типа 


9’Р'5’ = 9+) 


иолучите соотношения 


Ука- 


Указапие. Воспользовавигись ра- 


у 1 м 1 г 1 га 
2 — {РР ее 1 ве 
7 {2+ В), @ ) {ль В й (1-я. 


1 
5. [и Решение. Пусть 6521. 


Преобразуя нодкорениое выражение 
Ах? аЬхи- у? + Ву 18=цх +6) 


+ (и =+ т +в) 


получаем, что исходное выражение имеет ид 
1—2 А+ 8-6. 


где 
18— бд, 
х-- бу В, 
Ум чес 
1—6" 
(заметим. что для любого набора значений 


61-1; |, Ви С последияя система имеет един- 
ственное решение). Ести АД > 0 (что равноеильно 


условию =), то исследуемое выражение 


принимает наименьшее значение 1—2'А толь- 
ко при В С —0, то есть цри одной царе чисея 
х. у. Если же А < 0, то наименьшее значение 
равно 1 ш достигается уже при В=0, 
С=--у— А, то есть но меньшей мере при днух 
парах чисел х, у (в действительности же таких 
пар в этом случае бесконечно много). 

При &=— +1 исходное аыражение имеет вид 


1245. 
где 
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Рис. 7. 2 В р 


А [2 (А) 


8-1 18 =-Р 
В этом случае изименьшее значение равно 1 
и достигается при р=0, В= +у—), то есть 
ири условиях, которым удовлетворяет не едии- 
ствеиная пара чисел х, у. 


Рис. 8. 


Вариант 9 

1. ]-— 00; --1/3(1{2; Но [. 

2. х= + л/3--ЗАл (ЁЕ2). 
105:а 


3. х— 43108: @+2 при а> 0, аз: 1, а2-2^3, 


4. Ули == 9(— 3/5) = 55 


5. 40 мини1ч. Указание. Обозначим пеше- 
ходов буквами а и В, причем с движется быст- 
рее В. Пусть { время, затраченное п при пере- 
ходе из А в В, вт — время, затраченное В. По 


условию т—=3/2. По условию т = Если 


первым вышел из А пешеход а, то, по условию 
1 
#/ 25 5 
й = з’ 


{24121 

(Здесь и — время, через которое В выходит из А 
после выхода а.) Складывая первые два нера- 
веиства, получим #/2 1 л< 1. Поэтому #/2-{ п= 
—=1, п=2/3, {=2/3-—40 мин, +=1 ч. Если В 
порвым вышел из А и пришел в В, ап — время 
задержки в А пешехода а, получается система 

1/2 1/3, 

п=2/3, 

*—(# +”) = 1 ‚ 
из которой следует, что п-=1/2=21; п-{#/2>1, 
что невозможио. Бели же первым в В приходит 
с, то получается система 

1/2= 1/3, 

п 2/3, 

8—1) > 

8—=3/2п, 
или 


п-+ 1/21 

1/2 —-п>1 
что тоже невозможно. 
6. 3. Указание. Пусть Звес ==5,, Эсер == Эь 
ЗарЕ5ь АВЕ 54. Так как 8. =5$6 ЗАво = 
= ср» ТОЧКН В и С равноудалены от стороны 
АР, ВС] АР и АВЕС. ДАЕД (рис. 7). 
Кроме того, == =. то есть 5. .5:=5..54=1. 
А так как 5,1852, имеем 5, =5,=1. По- 
этому ЛВЕСг ДАЕР. 
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Вариаит 10 
3. х=(—Зул/6в яп  ‹лЕ2). 
Уравиение равносильно системе 

бзтх=0 

Эп х== 3 — вт? х. 

2. ]--<; —5/3]11[0; 1/3. 
3. 10. Указание. Из условия следует, что 
В@ — медиаиа (см. рис. 8). Из точки Н проведем 


Указание. 


ны ре Тогда |ВН| р н поэтому 
2|К@|, значит |РК|]=2, кроме того 
ЯР =(РК|, так как |[АБ|= |ЕН]|. 


4. 12.4. Указание. Пусть в скорость кате- 
ра, и — скорость течения. Условие задачи при- 
водит к системе 


Ир 
Е т е 216, 
т ее. 
5. { ее се: а. Ей Указанне. 
у13 \13 ° Е 13 


Точка (х; у) лежит на окружности х?-{ у? —=4, 
поэтому существуетугол а такой, что х==2 сов а, 
у == 2 ып а; точно так же, для некоторого угла В 
будет = =3 соз В, и=3 зщ В. Из неравенства по- 
лучаем 6(соз а эт В+ эп п соз В) >26, то есть 
вх -- В} 221. Поэтому зи Е В] =1 и а В= 


= > +21 (662), х--2=2 со я --3 сов В == 
— 2 с03 © 3 зт а = \13 зних--$), где ф= 
== агс81а —— Максимум х--=2 достигается 
^/ 13 
при «= те —ф 
5 . 
Вариаит 11 
Мы _ я бы у п 
1. х‚ = 5 +2лп, х2—( 6 +ят 
(п, тЕ2). 
2. ]1—<; Ц. 
3. 20 ч. 
4. 4 и 1,5. Указание. Функция имеет вид 
—4х— 6 при —2,6х<— 8, 
У{х}= 2х? 4+6х-+-6 при —25х=< —1, 
34х--6 при —1<х< — 0,5, 
следовательно, убывает на промежутке 


]—2,5; —1,5[ м возрастает на промежутке 
]—1.5; —0,5[. 


УЗ зиг (1+2 зла (с -1) 
дал о-в? (57 к “) 


ние. Пусть точка О — центр окружности, 
а точки Ди Е лежат на хорде А’С”, причем 


.В?. Реше- 


Рис. 9. 


точка П расположена между точками Е и А’ 

` < ые 4 : 

(рис. 9). Заметим, что АС=ВС< А'ВС’. По- 
`/ хх у ` `_ 

этому ЛА’С=А’АС’° и СА’=АС-А’А= 


х/ и `/ 
=ы("А’—А'А=С'А, следовательно, вписанные 
углы САДА’ и С’А’А конгруэнтны. Поэтому 
перпендикуляр к хорде АА’, проведенный че- 
рез ее середину, содержит обе точки ри О 
(равиоудалеииые от точек А, А’) и является 
биссектрисой угла СОС", а значит, 


—— ^^ 1 — 
АПО-- АРЕ-- 5 СОС” = 


—^ „^^ д 
поскольку АЕР=п—<, САВ—= 4 
Далее, имеем 
ро и ВА п (е Г) 
АО0р=л—РАО-—АРО=л ака + 7 
= 12 
и, применяя теорему синусов к треугольникам 
АОр, АЕБ, получаем 


р в (1) 
| 401-101. А0Р аа 
зт АБО зп ре 
82 
^^ 
[РЕ] [Арте 
зт АЕР 


Наконец, $= > 1 АР]. |РЕ|зт АББ. 


5 1 
. ] 11° Е [. 
уравнение приводится к виду 
{х + 2у}{3х+ 5) =1. 

поэтому целочисленная пара {х-+2у: 3х--5у) 
совпадает г одной из четырех пар: (1;7Т), 
(—7; —1), (—1; —-Т)и/[7; 1) и поэтому уравне- 
ние имеет соответственно четыре целочислен- 
ных решения (х;у), а именно: (9; —4), 
(33; —20). (—9;4\, (— 33; 20), среди которых 
только первые два удовлетворяют иеравенству 
ху >0. Таким образом, требуется найти все 
значения а, при которых выполнено ровно одно 
из неравенств: 


4а?-9—3а {—4)<0 


Рещение. Исходное 


или 

48?-33 — За (— 20)<0. 
Теперь остается заметить, что первое неравен- 
ство выполнено при 6 ]-- г [; 8 второе — 


ря 


при аЕ ]- —- о. 


11 
Вариант 12 
1: ; | 
1. — т — 2.2.6. Указание. При состав- 


лении уравиений воспользуйтесь свойствами 
средних членов арифметической и геометриче- 
ской прогрессий. 


3. [1; 2[. 
З 
4. т (5/26). Решение. Площади тре- 


угольников РВС и А ВС, имеющих общую высо- 
ту (опущенную из вершины С), относятся как 
длииы соответствующих оснований РВ и АВ. 
Поэтому 


ха 
АВЕ ^^. 
__ РВ] 1 
_ 1АРНРВ( 2 
Из прямоугольиых треугольников АВР и СВБ 
по теореме Пифагора имеем 


|АБ]= \/]АВ|?— [ВБ]? =12. 
12е| = Ус — ВР =10\2, 
В 


"а 
А о (А) С 
Рис. 10. 


откуда (см. рис. 10). 

ДАс|== ИЖ |аВ|= 102-12. 
Проверка показывает, что условие $5>>3 вы- 
полняется только в случае [АС|]=10у2--12 


ВО НАС] 181 АС|. 


(неравенство 18 (102 —12}-= 3 устанавливает- 


ся с помощью извлечения квадратного кория 
из неравенства 288 < 289). 


5. х— к + 2лт (тЕ2) при + 2яп (ПЕЙ 


ХТ + 2лт (те?) при 6-я (ПЕ 


прн остальных значениях 6 решений нет. 
Указание. Даняое уравнение равносильно 
уравнению 


зп (х-+ оон , (*} 
у8 эт? 6+1 
где ф удовлетворяет условиям  с08 == 
Зат В & со8 В 
=——== зп фе Правая 
\8 ва 6-1 \8 зт 6-1 


часть (») положительна и должна быть не боль- 
ие 1. Это возможно лишь при соз 6 — -—- 33/2. 


Физика 
Физическяй факультет 


+ а 
ана (к | 


__ тАт 
— 4т+Ат в: 
3 "ах _ 4+1 
ыы 4 — 1 
р: р: (т, + т?) 
4. р—=м————. 
ы рт + рати 
п 
5. = 100 % =50 %. 
6. 9^=4/З@ = 1,3-10" Кл. 
й а = Рир/Рисз == 1/3. 
те сРедт 


у] 2 в ^ 0,14 м/с. 


2. Т, 


= 4,49. 


8. = 


63 


У. < 2 агссо5 (п/п... 


тора" 
(6 --а) 


Механяко-математический факультет, 
факультет вычислительной математики 

и кнбериетикн, химический, географический 
и геологический факультеты и факультет 
почвоведения 

1. в =: ла? Л == 698 м/с. 

2. М=мт Е -{ а! со е=2Н. 

3. К --К./2. 


А. = уаестЕ В --еть + тай М. 
5. Ата К ть! 2091 =0.1 м. 

„(т т: АТ _ 5 
6. р=3 ("= м. у =18-10 Па. 
7. к о] 

20& рь 

83 [91| 


8. Е-- ^: 12-10" В/м. 


Элгиа" 
9. А— 1/2 (9:--91 ЕЁ (05 © — соз = 


24,8 -10 ‘Дж. 

10. аа, 9-=СИ=6-10 "Кл. 
г 8, Аз 

д. "= М-РН 1, 


1" ИРОРА М 


12. 4-=: (9—4 Зав /(9В)=1,2 > 10-Т Кл. 
13. А’= п/п: ==0,15 м. 

14. =ОЕ/4=15 см. . 

15. 1=Рг\, (В--В)я/в—=0,04 м. 

«Квант» для младших школьников 

(см. «Квант» А 1) 


1. Очевидно, что я окажусь посерединс канат- 
ной дороги в тот момент, когда количестно 


2 


|: 


Рис. 10. Рис. 11. 


кресел впереди и сзади окажется одинаковым. 
Поскольку всего кресел 96, искомый номер. 
встречиого кресла равен 66 —48== 18. (Если бы 
номер моего кресла был меньше 18, то номер 
встречного кресла был бы на 48 больше, и не 
меньше, чем‘номер моего кресла.) 

2. А+-2—=8—2--3Ж2=8—2--17—1=6. 


3. Нужно отметить уровень жидкости во 


флаконе, заткнуть флакон и перевернуть его. 
4. Наложим линейку на окружность так, чтобы 
по разные стороны были видны дуги разной 
длины (рис. 10). Затем проделаем построение, 
как показано на рисунке 11. Прямая АВ 
проходит через центр окружности. Проделаем 
еще одно такое же построение, наложив ли- 
нейку по-другому, и мы получим еще одну 
прямую, ироходящую через цеитр окружности. . 
5. Из слов Саши следует, что дедушке 
75 лет, п внукам вместе 25 лет. Если обозна- 
чить возраст Вани через х, возраст Пети 
через у, а возраст Сащи через 2. то из выска- 
зывания Пети следует, что 
х-4 2у=х4{у+-у=ху-(2—3)=25—3=22, 

что при х, меньшем у, но большем 5, возможно 
лишь тогда. когда х-=6. у-:8. Итак, возраст 
Вани — Б лет, Пети — 8 лет и Саши — 11 лет. 
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Шахматная страннчка 


Консультнрует — экс-чем- 
пион мира по шахматам; 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страиич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техниче- 
ских нзук Е. Я. Гик. 


ЭВМ И ШАХМАТНЫЙ 
КОДЕКС 


На прошлой шахматной 
страничке мы рассказали о но- 
вшествах в шахматном ко- 
дексе. Так, з правиле 50 хо- 
дов, для эндшпиля *король. 
ладья и слон против короля 
и ладьиь число 50 увеличи- 
вается до 100. 


Перед вами классическая 
позиция Филидора, проана- 
лизированиая великим фран- 
цузским шахматистом более 
двухсот лет назад. Для побе- 
ды белым надо прежде всего 
отогнать ладью юг седьмой 
горизонтали, где она может 
объявлять непрерывные шахи. 

1.1(8-- Ле8 2.Л{7 Ле?! 
Плохо 2... Л№8 3.Ла?Т ЛЬб-+ 
4.Себ или 2...Крс8 3.Ла? 
Л98+ 4.Крсб Крь8 5.Ла5 
18 6.Крьб. 3.Лет. Ле! 4.ЛЬ7 
Ле!. Не помогает 4...Крс8 — 
5.Ла?т ЛЬ1 6. 77 Крьз 
1.718 -- Крь7 8.Ла8-- КрЬб 
9.7158-- г выигрышем ладьи. 
5. СЬЗ! Лс3. Единственный 
ход по ляиии ‹с» (5...Лс8 
6.Ле?), но расположение ла- 
дьи на третьей горизонтали 
в дальнейшем погубит чер- 
ных. На 5...Крс8 решает 
6.ЛЬ4 Кра8 7.14 Ле 


(7...Кре8 8. С45 КрЬ8 9.Ла4) 
8.Сва4 Крс8 9.Себ Ла 
10.С45 КрЬЗ 11.Ла4. 

6.Сев Лд9З-- 7.©95 Лез 
8. 747 Кре8 9. Л!7 Крь8 
10. ЛЬ7-- Крсе8 11. ЛЬ4 Кра8 
12. Сс41, и все кончено. 

Позже известный  совет- 
скнй мастер н этюдист Н. 
Григорьев нашел симметрич- 
ный вынгрывающий вариант: 
3.ЛЬ? ЛеЕЁ 4.Л6Ь7 Лс1 5.1/7 


Лей 6.С(3 Кре8 7.1/4 Крв8 
8.СЬ5 Крс8 9.ЛЬЗ и т. д. 

Возиикают — естественные 
вопросы: всегда ли сильней- 
шая сторона может оттеснить 
непрнятельского короля на 
крайнюю линню и можно ли 
п этом случае создать пози- 
цню Филидора? Теория не 
дает четкого ответа на этн 
вопросы. Кстати, кроме фили- 
доровской лзвестны и дру- 
гие выигрышные позиции. 
Белые: Крсб. Ле!, Сс5: чер- 
ные: Крев. „197 (позиция Лол- 
ли); белые: Храв. Лей. Са5. 
черные: Кра8. ЛЬТ (позиция 
Лазы); белые: Крс7, Лет. 
ю4З. черные: Кра7. 76 (пози- 
ция Житогорского). 

А зот иозиция, где белым 
ме удается выиграть. Белые: 
КрЬб. /Л41. СЪ5, чериые: 
КРЬ8, Лс7. Игра ‘может про- 
текать так: 1.Л98-- Лс8 2.Ла7 
Я с2 3.Л{7 ЛсЗ 4.Са4 Ле 
5.Ссв ЛЬ1-- 6.Кре5 ЛЬ?! Как 
показывает анализ, другие 
продолжения ведут к позиции 
Филидоря. 7.С45 ЛЬЗ! 8. ЛЪ7 -+ 
Крс8 9.Ле? Крь8! 

Хотя традиционно считвет- 
ся, что даниый эндшпиль ни- 
чейный, на практике дело 
чаще всего кончается победой 
сильнейшей стороны. В. Смыс- 
лов — Д. Бронштейн (1949 г.}. 
Белые: Кр95, ЛЬ, Сс5; чер- 
ные: Кра5. ЛВб. Партия 
закончилась так: 1.Сез 
15+? 2.Крс4 ЛЬ4-- 3.С94 
Краб 4.7166 Краб 5.Ле6 
Яе4 6.Лё1 Краб 7.Ле7! Чер- 


`ные сдались. Вместо 1...ЛЬ5-- 


следовало играть 1...Л&б 
2.Крс5 Краб 3.С{4 Лё4 4.С96 
ЛЬ4 5.Крсб Кря5 или 2.С#4 
Ле4 3.С46 ЛЬ4 4.Креб Лад, 
и черные держатся. ° 
Стоит заметить, что анализ 
рассматриваемого окончания 
носит вполне математический 
характер. Утверждать, что 
данная позиция выиграна, 
можно только произведя пол- 
ный, исчерлываюзщий перебор 
вариантов. — общие сообра- 
жения здесь не помогают. 
Забавио, но ничейность пози- 
ции можно принять лаяшь 
< некоторой оговоркой — 
ведь ‚отсутствие непосрел- 
ствеиного пути к победе еще 
иичего не доказывает. 
По-видимому, точку в ана- 
лизе этого эндшпиля когда- 
нибудь поставит компьютер. 
Не исключено, кстати, что при 
этом будут внесены изменения 
в теорию — окончание при- 
знают выигранным, а ничью 
объявят исключеннем из пра- 
вил. Возможно, обнаружатся 
такие познции, в которых 
для выигрыша нужно более 


100 ходов. Тогда снова при- 
дется исправлять кодекс. 

Чапомннм, что ЭВМ уже 
обнаружила позицию, где 50 
ходов для выигрыша не хва- 
тает. Белые: Краб, Фаб, п.67; 
черные: Крс2. ФЬ1, ход чер- 
ных. Тонкое маневрирование 
белого короля и ферзя после 
упорной защиты чериых при- 
волит через 53 хода к такой 
позиции. Белые: Кр@2, ФЕ2, 
п.в7: черные: Крб2, ФЬЗ. 
Здесь черный ферзь вынуж- 
ден занять пассивное поло- 
женне 54...Фр8, и после 
55.ФЬб-- КраЗ 56.57 Кра4 
57.Крсз Кра5 58.ФЬа | Краб 
59.Фс4 + белые разменивают 
ферзей и проводят свою пеш- 
ху. А вот совсем свежий 
пример: король и два слона 
против короля и коня. Учеб- 
ники утверждают, что одни 
позиции выигранны, а дру- 
гие (большинство) ничейны. 
Машина установила, что вы- 
игрыш есть всегда (конечно, 
позиции, где сильнейшая сто- 
рона сразу теряет слона или 
даже получает мат, не в счет), 
но иногда требуется 67 хо- 
дов. Жаль, что члеиы ФИДЕ 
не были знакомы с дости- 
жениями ЭВМ, нначе они 
распространили бы правило 
100 ходов и на два указан- 
ных класса позиций, 


Конкурсные задания 

В предлагаемых позициях 
у черных помимо ладьи есть 
пешки, и это их подводит. 
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3. Белые начинаю 
рывают. 


Хх 
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4. Белыс начинают и вымг- 
рывают. 

Срок отправки решений — 
20 апреля 1986 г. с пометкой 


на конверте: «Шахматный 
конкурс «Кванта». задания 
3, 4». 
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У зао оллсАционсра 


От съезда к съезду 


Выдающимися успехами ознаменована один- 
надцатая пятилетка. Завершено сгронтельство 
главного пути Байкало-Амурской магистрали, 
введены в строй гысячекилометровые нефте- 
и газопроводы, в том числе трансконгинен- 
тальный газопровод Уренгой — Ужгород; за- 
вершается строительство Саянз-Шушенской 
ГЭС; проделана большая работа по выполне- 
нию Продовольсгвенной программы. Успешно 
развивалась и наша наука. Проведена серия 
новых космических полегов на станции «Са- 
лют-7», в том числе рекордный полет космо- 
навтов Л. Д. Кизима, В. А. Соловьева н 
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Индекс 10465 


О. Ю. Атькова, продолжавшийся 237 суток. 
Многие задачи, над решением которых наш 
народ трудился в одиннадцатой пятилетке, но- 
сят долговременный характер. Они включены 
в проект новой редакции Программы КПСС 
и проект Основных направлений экономиче- 
ского и социального развития СССР на 1986— 
1990 годы ы на период до 2009 года. 
Важнейшие события в жизни нашей страны, 
естественно, находят свое отражение в Фила- 
телии, о чем убедительно свидетельствуют 
воспроизведенные здесь почтовые марки, выпу- 
щенные в годы одиннадцатой пятилетки. 

В. Рудов 
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Научно-популярный 
физико-математический журнал 
Академии наук СССР 

и Академии педагогических 
наук СССР Основан в 1970 году 
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«Интуиция подсказывает человеку, что все 
должно быть связано в природе, что красота 
окружающего имеет высокий и таинственный 
смысл. Разгадать загидки Вселенной. познать 


непознанное призвано научное творчество». 
Эти слова принадлежат выдающемуся физику- 
теоретику академику Аркадию Бенедиктовичу 
Мигдалу, внесшему значительный вклад в раз- 
витие квантовой теории, теории ядра, физики 
элементарных частиц. А. Б. Мигдал уделяет 
большое внимание популяризации научных 
знаний. В своих книгах и статьях он рассказы- 
ваег п достижениях современной физики. 
вводит читателя в мир научного гворчества, 
дает почувсгвовать го, что называют. «поззицей 
науки». 

Сегодня мы знакомим наших чигателей со 
статьей А. Б. Мигдала. погвященной загадкам 
пустоты. 


Как устроена 
пустота? 


Академик А. Б. МИГДАЛ 


Речь пойдет о том, как изменились 
наши представления о самом распро- 
страненнком во Вселенной и, быть мо- 
жет, самом важном объекте физиче- 
ских исследований — пустоте. 

Что такое пустота: абстрактное по- 
нятие, «ничто», вместилище для фи- 
зических тел? 

Что останется, если идеальный на- 
сос удалит из замкнутого объема все 
частицы? 


2 


Чхо находится в межзвездном про- 
странстве, где почти нет вещества? 

Развитие физики последних десяти- 
летий показало, что наше физическое 
пространство — вакуум — не просто 
геометрический объект, не пространст- 
во, в котором ничего нет, а сложная 
система, обладающая интереснейши- 
МИ свойствами, совершенно непохожи- 
ми на свойства твердых сред, жидко- 
стей или газов; ето изучение касает- 
ся самых глубоких понятий, таких, 
как причинность, связь геометрии 
с материей, симметрии пространства 
и времени, связь симметрий с зако- 
нами сохранения... 


Нельзя толкнуть, не прикасаясь 


Мы знаем, что тела действуют друг 
на друга при соприкосновении. Бро- 
сим в воду камень — от него побе- 
жит волна и всколыхнет плавающие 
ветки — воздействие передается от 
точки к точке. Звук распространяет- 
ся потому, что давление передается 
от одного объема среды к соседнему, 
ит. д. Юсли накрыть звучащий элект- 
рический звонок стеклянным колпа- 
ком и откачать воздух, то видно, как 
по-прежнему молоточек ударяет по 
колокольчику, но звук исчезает — 
в пустом пространстве звук не распро- 
страняется. В то же время период ко- 
лебаний маятника, помещенного под 
колпак, не изменяется при удалении 


воздуха (если пренебречь трением); 
значит, не изменяется и сила тяжести. 

В отличие от сил, возникающих 
при распространении звука, электри- 
ческие и магнитные силы, гравитация 
действуют и в пустоте, в ней распро- 
страняется свет, поэтому мы видим 
Солнце и звезды. 

Естественно предположить, что в 
пространстве вблизи магнита, вблизи 
заряженного или массивного тела со- 
стояние пустоты изменяется. Про- 
странство, окружающее эти тела, ня- 
ходится в ‹напряженном» состоянии, 
которое описывается словами: зв про- 
странстве имеется поле». Заряды со- 
здают электрическое поле, магнит — 
магнитное, массивное тело вызывает 
гравитационное поле. Электрическое 
поле действует на заряженное тело, 
магнитное — на магнит, поле силы 
тяжести — на камень, заставляя их 
двигаться. Изменение скорости этих 
тел объясняется действием поля в той 
области пространства, где в данный 
момент времени они находятся. Сила 
передается через пустое пространство 
от точки к точке с помощью полей, как 
через невидимую жидкость. Такой ме- 
ханизм передачи воздействия называ- 
ется близкодействием и принят совре- 
менной физикой. 

Но существовало и другое представ- 
ление — *дальнодействие»: влияние 
одного тела на другое мгновенно пе- 
редается на расстояние. На основе 
этого взгляда Ньютон построил свою 
теорию тяготения. Предположение о 
мгновенной передаче воздействия не 
помешало ему найти закономерности 
движения небесных тел, с огромной 
точностью совпадающие с данными 
наблюдений. Сейчас мы знаем, поче- 
му: небесные тела движутся со срав- 
нительно малыми скоростями, а гра- 
витационное взаимодействие распро- 
страняется со скоростью света и мо- 
жет считаться в этом случае мгновен- 
ным. 

Идею дальнодействия трудно согла- 
совать со свойствами света: было из- 
вестно, что свет распространяется с ко- 
нечной скоростью и проходит все про- 
межуточные точки на линии светово- 
го луча. Особенно хорошо это видно, 


когда луч света проходит в тумане — 


он непрерывен. Ньютон предположил, 
что светящееся тело испускает части- 
цы, передающие свет,— корпускулы. 
Тогда конечность скорости не противо- 
речит идее дальнодействия, но оста- 


1* 


ются без объяснения волновые свой- 
ства света, доказанные опытами по 
интерференции и дифракции. Кор- 
пускулярная теория Ньютона так и не 
смогла справиться с объяснением этих 
явлений. 

Через двести с лишним лет после 
Ньютона, в 1905 году, появилась за- 
мечательная работа Эйнштейна по 
квантовой природе света. Эйнштейн 
показал, что обнаруженные экспери- 
ментально закономерности фотоэф- 
фекта (вырывание электронов из ато- 
ма при облучении) можно объяснить, 
только предположив, что свет - пред- 
ставляет собой набор частиц — фото- 
нов, которые взаимодействуют с элект- 
ронами, выбрасывают их из атомов. 
(О фотонах мы подробнее поговорим 
позже.) Представление о свете как о 
волне не могло объяснить главную 
особенность фотоэффекта — энергия 
вылетающего электрона не зависит 
от интенсивности света, 8 только от его 
частоты. 

В некотором смысле точка зрения 
Эйнштейна означала возврат к ньюто- 
новской теории корпускул. И снова 
возник вопрос, на который не смог от- 
ветить Ньютон: как объединить оба 
представления — о волновой и о кор- 


. пускулярной природе света? Возник 


важный парадокс, который был раз- 
решен квантовой теорией, доказав- 


° шей, что свет — и волна, и частица, 


так же как электрон — и частица; 
и волна! Это представление получи- 
ло название «квантово-волнового дуа- 
лизма». 

Сейчас нам известно, что в пустоте 
все взаимодействия — электрическое, 


Возник важный парадокс, когорый был разре- 
шен квантовой теорией, доказавшей, что свет — 
ши волна, ц частица... 
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магнитное, гравитационное, ядер- 
ное — передаются от точки к точке со 
скоростью, не превышающей скорость 
света. Если одно тело передвинуть, 
должна измениться сила тяготения, 
действующая с его стороны на другое 
тело. Но если это другое тело находит- 
ся далеко от первого, то пройдет замет- 
ное время, прежде чем оно получит 
воздействие. Где же находится возму- 
щение, когда первое тело уже переме- 
стилось, а второе еще не имеет сведе- 
ний о его новом положении?.. На этот 
вопрос теория дальнодействия не мог- 
ла ответить, и многие физики отказа- 
лись от нее еще в прошлом веке. 

Для объяснения передачи воздейст- 
вия на расстояние была придумана 
специальная среда — эфир, заполняю- 
щая все пространство между частица- 
ми вещества. Воздействие передается 
за счет того, что вокруг заряженных 
или намагниченных тел эфир дефор- 
мируется, и возникает сила, действую- 
щая на другое заряженное или намаг- 
ниченное тело. Деформация эфира пе- 
редается последовательно — от точки 
к точке. Свет распространяется в нем 
так же, как звук в среде. 

Вплоть до начала ХХ века физики 
пытались строить эфир по образу и по- 
добию известных твердых и жидких 
тел, а его нужно было изучать само- 
го по себе. Это — среда особого рода. 
Следствием неверного представления 
о природе пустоты было возникнове- 
ние интереснейших парадоксов, разре- 
шение которых приводило к созда- 
нию новых физических теорий. 


Электромагнитные 
свойства пустоты 


Джеймс Максвелл своими удиви- 
тельными уравнениями, найденными 
в 1865 году, объединил различные 
разделы физики: оптику, электриче- 
ство, магнетизм. 

Начало на этом пути было положе- 
но его могучим предшественником 
Майклом Фарадеем, открывшим в 
1831 году закон электромагнитной 
индукции. Если изменять магнитное 
поле, пронизывающее проволочное 
кольцо, то в проводнике возникает 
электрический ток — заряды н нем на- 
чинают двигаться под действием об- 
разующегося в пространстве кольце- 
вого электрического поля. Итак, пере- 
менное магнитное поле рождает в пу- 
стоте переменное электрическое. 
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Джеймс Максвелл своими удивительными урав- 
нениями объединил различные разделы физи- 
ки: оптику, электричество, магнетизм. 


Еще в 1820 году другой предшест- 
венник Максвелла Ханс Эрстед обна- 
ружил, что ток, текущий по проводни- 
ку, создает вокруг себя кольцевое маг- 
нитное поле! Если периодически из- 
менять напряженность электрическо- 
го поля в проводнике, возникает пере- 
менный ток и переменное магнитное 
поле. Максвелл высказал гениаль- 
ную догадку о том, что не только дви- 
жущиеся заряды создают магнитное 
поле, его образует и само переменное 
электрическое поле. 

Из этих двух замечательных 
свойств пустоты последовало третье, 
не менее важное — в пустоте распро- 
страняются электромагнитные волны. 
Когда вблизи антенны радиопередат- 
чика возникает переменное электри- 
ческое поле, оно образует вокруг себя, 
согласно Максвеллу, переменное маг- 
нитное поле, а магнитное — по закону 
Фарадея — создает уже в соседнем 
месте переменное электрическое... Так 
возмущение передается все дальше и 
дальше. 

Из уравнений Максвелла следова- 
ло, что электромагнитные колебания 
должны распространяться со ско- 
ростью света. Существование электро- 
магнитных волн было эксперимен- 
тально доказано Генрихом Герцем в 
1886—1889 годах. Естественно было 
прийти к заключению, что свет — то- 
же электромагнитная волна. Это пред- 
положение было проверено и под- 
тверждено опытом. 

Как абстрактно выглядели эти пред- 
ставления во времена Максвелла! 


И как быстро они стали основой поч- 
ти всех благ современной цивилиза- 
ции: от телефона и радио до совре- 
менных средств космической связи — 
не перечислить всего того, что роди- 
лось из опытов в маленьких лаборато- 
риях прошлого века, из смутных до- 
гадок великих умов! 

Теория Максвелла была триумфом 
близкодействия: все электромагнит- 
ные воздействия передаются через 
среду — эфир. Но тут же возникли 
новые противоречия. 

Когда в эфире движется тело, дви- 
жется ли вместе с ним эфир? Экс- 
перименты дали противоречивые ре- 
зультаты, некоторые опыты показали 
частичное или полное вовлечение 
эфира в движение, другие — что эфир 
вовсе не увлекается движущимся те- 
лом. В 1851 году французский физик 
Арман Физо измерил скорость света 
в текущей воде и показал, что эфир 
частично захватывается движущейся 
средой. Американский физик Альберт 
Майкельсон в 1881 году измерял ско- 
рость света вдоль и поперек направ- 
ления орбитального движения Земли. 
Если бы эфир был неподвижен, то ско- 
рость света вдоль движения Земли 
складывалась бы из скорости света 
в эфире и скорости Земли относитель- 
но эфира. Оказалось, что скорость 
света одна и та же, то есть она не за- 
висит от скорости источника, и если 
свет действительно распространяется 
в эфире — значит, эфир полностью 
увлекается Землей... 

Разрешить противоречия эфира 
предстояло теории относительности. 


Эфир умер — да здравствует эфир! 


В начале ХХ века идея близкодей- 
ствия получила дальнейшее развитие 
и обоснование в теории относитель- 
ности и теории тяготения Эйнштейна. 
Оказалось, что не только электромаг- 
нитные, но и гравитационные воздей- 
ствия распространяются в пустоте со 
скоростью света. Скорость света вошла 
не только в электродинамику, но и в 
механику, и в теорию тяготения. 

Противоречие между опытом Физо 
и опытом Майкельсона было снято 
новой формулой сложения скоростей, 
вытекавшей из теории относительно- 
сти, свойства эфира здесь роли не иг- 
рали. Отпала необходимость в самом 
понятии эфира, его заменил вакуум — 


Скорость света вошла не только в электродина- 
жику, но и в механику, ив теорию тяготения. 


новый непротиворечивый объект. 
Эфир умер. 

Но в науке новое, как правило, не 
отменяет старого, старые и новые идеи 
переплетаются и проникают друг в 
друга. Даже коренная научная рево- 
люция не отменяет, а только пере- 
сматривает, переосмысливает преж- 
нее, устанавливает границы примени- 
мости найденных ранее соотношений. 
Судьба эфира — убедительное под- 
тверждение этому. 

В начале ХХ века казалось, что все 
свойства пустоты объясняются грави- 
тационными и электромагнитными 
воздействиями. Но изучение атомных 
ядер показало, что существуют силы, 
удерживающие нейтроны и протоны 
в ядре,— ядерные силы. И с точки 
зрения близкодействия их тоже нужно 
рассматривать как особое, напряжен- 
ное состояние вакуума. Вакуум обога- 
тился еще одним свойством. 

Когда к электромагнитному полю 
и к полям, описывающим, например, 
пары частиц электрон — позитрон, 
протон — антипротон и так далее, 
применили квантовую механику, ока- 
залось, что в пустоте происходят не- 
прерывные колебания этих полей, 
рождаются и исчезают элементарные 
частицы... При столкновениях нукло- 
нов (нейтронов и протонов) из пусто- 
ты возникает целый сноп различных 
частиц. Вакуум полон частицами! 
Удивительно сложную и интересную 
среду — вакуум — можно было бы 
снова назвать эфиром, если бы не бо- 
язнь путаницы с наивным понятием 
Ж@Х века. 


Квантовая механика 

вакуумных полей 

Без некоторых минимальных све- 
дений о квантовой механике нельзя 
составить даже грубую физическую 
картину явлений, происходящих в ва- 
кууме. Поэтому, прежде чем гово- 
рить об удивительных свойствах ва- 
куумных полей, нам придется немно- 
го отвлечься и поговорить о том, к ка- 
ким результатам приводит примене- 
ние квантовой механики к системам, 
колеблющимся около положения рав- 
нозесия. Такие системы часто встреча- 
ются в физике и называются осцил- 
ляторами. Как бы ни был конкретно 
устроен осциллятор — будь то маят- 
ник, грузик на пружинке, колебатель- 
ный контур,— его энергия состоит из 


двух слагаемых: потенциальной энер-` 


гии, пропорциональной квадрату не- 
которой величины, которую можно.на- 
звать обобщенной координатой», 
и кинетической, пропорциональной 
квадрату скорости изменения этой 
«координаты». Для грузика на пру- 
жинке «обобщенная координатаь — 
смещение грузика от положения рав- 
новесия, для колебательного конту- 
ра — заряд на обкладках конденся- 
тора. Коэффициент пропорциональ- 
ности в кинетической энергии опре- 
деляет «обобщенную массу». Мы на- 
зываем эти величины обобщенными 
потому, что они не зависят от реа- 
лизации осциллятора — зкоординё- 
те», как вы видите, совсем не обяза- 
тельно иметь размерность длины. 

Остановим маятник — в положе- 
нии равновесия его энергия мини- 
мальна: и кинетическая, и потенци- 
альная энергия равны нулю. Так ве- 
дет себя классический осциллятор. 
Но вот что получилось, когда к осцил- 
ляторам применили квантовую меха- 
нику. 

Один из важнейших принципов 
квантовой механики — принцип неоп- 
ределенности, сформулированный 
Вернером Гейзенбергом в 1927 году, 
гласит: некоторые физические вели- 
чины не могут одновременно прини- 
мать определенные значения. Именно 
такими величинами являются *обоб- 
щенная координата» и «обобщенный 
импульс» — произведение зобобщен- 
ной массы» на зобобщенную ско- 
рость». Проделывая мысленные экспе- 
рименты, Гейзенберг пришел к заклю- 
чению, что чем точнее измерять коор- 
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Один из важнейших принципов квантовой ме- 
ханики — принцип неопределенности. 


динату электрона, тем менее опреде- 
ленным становится его импульс, и на- 
оборот. Это — принципиальное огра- 
ничение, которое природа накладыва- 
ет на понятия координаты и импульса. 

Когда квантовая механика была 
применена к осцилляторам, сразу ста- 
ло ясно, что кинетическая и потен- 
циальная энергии квантового осцил- 
лятора не могут одновременно рав- 
няться нулю: если бы это было так, 
то должны были бы одновременно 
быть определены и равны нулю и ко- 
ордината, и импульс осциллятора, 
а это противоречит принципу неопре- 
деленности. Квантовый осциллятор, 
в отличие от классического, даже в 
состоянии с наинизшей энергией не 
покоится. Он совершает «нулевые ко- 
лебания» около положения равнове- 
сия. 

Это замечательное свойство кванто- 
вых осцилляторов хорошо проверено 
на опыте и чрезвычайно важно для 
современной физики. 

Упругие колебания твердого тела, 
так же как и колебания струны, описы- 
ваются набором осцилляторов различ- 
ных частот. Если учесть, что осцил- 
ляторы должны подчиняться кванто- 
вой механике, то получится, что при 
абсолютном нуле температуры проис- 
ходят нулевые упругие колебания — 
атомы твердого тела не неподвижны, 
а участвуют в знулевых колебаниях». 
Это подтвердили опыты по рассеянию 
света в твердых телах при низких 
температурах. 

Электромагнитные волны в пустоте 
тоже можно рассматривать как ре- 


зультат колебаний набора осциллято- 
ров. Представим себе, что между па- 
раллельными металлическими экра- 
нами, перпендикулярно им, образова- 
лась стоячая электромагнитная вол- 
на,— она получится, если между эк- 
ранами укладывается целое число по- 
луволн. Стоячая волна возникает в ре- 
зультате сложения бегущих волн, от- 
ражающихся от левого и правого эк- 
ранов. Похожая волна возникнет в 
обычной струне — дернешь струну, по 
ней побегут волны, отразятся от мест 
закрепления, и установится стоячая 
волна. Подобное же происходит в ор- 
ганной трубе. 

Напряженность электрического по- 
ля в стоячей электромагнитной волне 
будет периодически колебаться — пе- 
ред нами снова осциллятор. В каче- 
стве зобобщенной координаты» тако- 
го осциллятора можно взять напря- 
женность электрического поля в ка- 
кой-либо точке (например, в точке, где 
амплитуда колебаний напряженности 
максимальна). Импульсом должна 
быть величина, пропорциональная 
скорости изменения ‹координаты»,— 
именно такая величина — напряжен- 
ность”) магнитного поля. Но раз «ко- 
ордината» н зимпульсь квантового 
осциллятора не имеют одновремен- 
но определенных значений, значит, 
энергии электрического («потенциаль- 
ная» энергия) и магнитного («кинети- 
ческая» энергия) полей не могут одно- 
временно равняться нулю. 

Даже если в пространстве нет ни 
одной частицы, ни одного кванта, 
электрические и магнитные поля со- 
вершают нулевые колебания. После- 
довательное применение квантовой 
механики к электромагнитному по- 
лю, взаимодействующему с электро- 
нами, было начато в конце 20-х годов 
в работах Дирака и завершено через 
20 лет физиками-теоретиками Фейн- 
маном, Швингером, Томонагой, Дай- 
соном. Возник раздел теоретической 
физики — квантовая электродина- 
мика, которая позволила с большой 
точностью описывать все процессы 
взаимодействия электронов между со- 
бой и с электромагнитным полем. 

Нулевые колебания электромагнит- 
ного поля заставляют дрожать элект- 


*) Школьники знакомы с силовой характерис- 
тикой. магнитного поля — магнитвой индук- 


цией В. (Примеч. ред.) 


рон, движущийся.в атоме, — он как бы 
превращается в шарик с радиусом, 
равным амплитуде дрожания. Но ша- 
рик слабее взаимодействует с ядром, 
чем точечный электрон. В результате 
энергетические уровни атома слегка 
сдвигаются по сравнению со значе- 
нием, вычисленным без учета дрожа- 
ния. Это явление называется з«лэмбов- 
ским сдвигом», по имени впервые на- 
блюдавшего его экспериментатора 
Лэмба. Квантовая электродинамика 
позволяет рассчитать «лэмбовский 
сдвиг» с огромной точностью. Полу- 
чилось удивительнейшее совпадение 
с данными, найденными на опыте. 

Еще одно свойство квантового ос- 
циллятора — его энергия изменяет- 
ся порциями величины Вх, где й — 
постоянная Планка, а * — частота ко- 
лебаний соответствующего классиче- 
ского осциллятора. В применении к 
электромагнитному полю это означа- 
ет, что энергия электромагнитного 
осциллятора с определенной длиной 
волны 2. и частотой у ==е/^А тоже изме- 
няется порциями йу. Когда энергия 
волны изменяется на одну порцию, 
говорят, что «появился квант элект- 
ромагнитного поля». В бегущей элект- 
ромагнитной волне одновременно с 
увеличением энергии на величину 
йух увеличивается и импульс на вели- 
чину йх/с. Таким образом, в бегущей 
волне каждый квант имеет энергию 
в: и импульс р==В\У/с. Можно сказать, 
что квантовое поле описывает набор 
частиц-фотонов (так называются 


Вакуум наполнен не вполне родившимися, об- 
разующимися и исчезающими частицами, они 
называются «виртуальными». 


кванты бегущей электромагнитной 
волны) с разными энергиями и им- 
пульсами. В этом и состояла гипоте- 
за световых квантов, развитая Эйн- 
штейном за 20 лет до того, как она 
была доказана квантовой электроди- 
намикой. 

В результате квантования поля са- 
мо собой возникло понятие части- 
цы как характеристики возбуждения 
электромагнитной волны с определен- 
ной длиной. Так была решена про- 
блема «дуализма волн-частиць». Уди- 
вительная идея — воспринимать ча- 
стицы как квантовые состояния осцил- 
ляторов некоего поля — оказалась на 
редкость плодотворной. Она пронизы- 
вает всю современную теоретическую 
физику. Поле оказалось первичным 
понятием. Элементарные частицы воз- 
никают в результате его квантования. 

Применение квантовой механики к 
полям, описывающим не фотоны, & 
другие частицы, например электроны 
и позитроны или пи-мезоны, приво- 
дит к очень похожему результату. 
В пустоте существуют нулевые коле- 
бания электрон-позитронного, пион- 
ного и вообще полей всех возможных 
частиц. Эти нулевые колебания про- 
являются в том, что в вакууме возни- 


Наша обложка 


В «Кванте» уже не раз ло- 
являлись статьи. содержание 
которых было навеяно карти- 
нами замечательных худож- 
ников. В этом номере мы пред- 
лагаем вам еще раз лолюбо- 
ваться картиной И. И. Леви- 
тана «Март» и ...решить две 
задачи, которые художник 
«сформулировал» своими изо- 
бразительными средствами. 

Первую задачу мы приве- 
ли в Задачнике «Кванта» это- 
го номера — задача 2987. 
Ее решение будет опубликова- 
но в июльском номере журняа- 
ла. А вот вторая задача: ка- 
кое время дня запечатлел ху- 
дожник? 
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кают и исчезают пары зчастица — 
античастица»: электрон — позитрон, 
нуклон — антинуклон... Вакуум на- 
полнен такими не вполне родивши- 
мися, образующимися и исчезающи- 
ми частицами, они называются «вир- 
туальнымиь от латинского уш4ие — 
«возможность». 

Но стоит в вакууме столкнуться 
двум нуклонам или электрону с пози- 
троном, как виртуальные частицы 
могут превратиться в реальные — 
при столкновениях рождаются новые 
частицы. 


ж жж 


Мы рассказали лишь о малой ча- 
сти удивительных свойств пустоты. 
ЗВ последние годы стало известно, что 
в пустоте под влиянием внешних по- 
лей или высокой температуры могут 
происходить переходы в другие со- 
стояния, подобно плавлению твердых 
тел. Но самое замечательное — это 
«нулевые колебания» геометрических 
свойств пространства, которые, воз- 
можно, дадут ключ к пониманию свя- 
зи сил тяготения с другими силами 
природы. 

Однако об этом — в другой раз. 


Наш календарь 


Доминик 
Франсуа Араго 


Стремясь ревностно к откры- 
тиям, он был осторожен в 
своих выводах и больше всего 
любил прокладывать новые 
пуги, по которым можно было 
бы прийти к установлению 
тождества причин различных 
явлений. - 


Александр Гумбольдт 


26 февраля 1986 года ис- 
полнилось 200 лет со дня рож- 
дения Доминика Араго, заме- 
чательного французского уче- 
ного. одного из самых попу- 
лярных людей Франции саое- 
го времени. 

Араго родился в Эстажеле, 
крохотном городке в Восточ- 
ных Пирииеях, на границе = 
Исланией. Никакими особыми 
способиостями в раннем дет- 
стве он не отличался. При- 
лежно посещал начальную 
11колу. мечтая, когда вырас- 
тет, стать воениым. Затем про- 
должил обучение в училище 
соседнего городка Перпинья- 
на. Порядки в этом училище 
не отличались большой стро- 
гостью, и Араго проводил поч- 
ти все время за чтеннем фран- 
цузской классики. Читать ой 
предпочитал сидя на порос- 
шем травой старом городском 
валу. Здесь-то и произошла 
встреча, круто изменившая 
всю его жизнь и лоложившая 
начало рождению Араго-уче: 
ного. 

Однажды Доминик Фран- 
суа увидел офицера ннженер- 
ных войск, производившего за 
старым валом какне-то слож- 
ные геодезические измерения 
на местности. Юношу поряви- 
ла молодость этого офицера 
(они были чуть ли не ровесни- 
ками). Поскольку застенчи- 
востью Араго никогда не отли- 
чался, он немедленио подошел 
к офицеру и спросил, как ему 
удалось в таком молодом воз- 
расте получить зполеты. Офи- 
цер ответил, что получил их 
по окончании Политехниче- 
ской школы в Париже. 

В тот же день в библиотеке 
училища Араго разыскал про- 
тремму зкзаменов, которые 
нужно было сдавать при ло- 
ступленни ип Политехннче- 
скую школу. Больше всего мо- 


лодого человека пугала мате- 
матика — ее он не знал со- 
вершенно. Однако страх перед 
математикой боролся г жела- 
нием получить офицерское 
звание. Мечта стать военным 
победила, и Араго засел за 
изучение математики. 

Очень скоро он проштуди- 
ровал все имеющиеся в его 
распоряжении учебники, но 
зтого было явно недостаточно. 
Тогда пятнадцатилетний Аряа- 
го стал читать «взрослые» ма- 
тематические книги. В резуль- 
тате за полтора года он про- 
двинулся в математике на- 
столько, что с блеском сдал 
длившийся два с половиной 
часа вступительный экзамен 
«самому Моижу»*). Знания 
Араго отдельных вопросов 
математики соответствовали и 
тому времени уровню выпуск- 
ного курса. 

Началась студенческая 
жизнь, которая длилась три 
года. 

Окончив в 1806 году Шко- 
лу, Араго становится секрета- 
рем Бюро долгот в Париже, 
и с 1809 по 1830 год — он 
профессор Политехнической 
колы. В 1809 году, когда 
Доминику Франсуа Араго 
было всего 23 года, он изби- 
рается членом Парижской 
Академии наук. 

Следующие примерно 20 
лет были годами наибольшей 
творческой активностн Араго. 
В должности профессора По- 
литехнической школы, а позд- 
нее на посту директора Па- 
рижской обсерватории он ус- 
лел сделать необычайно мно- 
го. Широта его научных ин- 
тересов поражает. Араго зани- 
мался эстрономней, оптикой, 
злектромагнетизмом. Ему 
принадлежат важные работы 
п области метеорологии и фи- 
зической географии. Наконец, 
он оставил заметный след как 
историк науки. В небольшой 
заметке имет никакой зозмож- 
ности даже вкратце расска- 
зать обо всех проблемах, в ре- 
шение которых внес вклад 
Араго. Поэтому мы приведем 
здесь лишь короткий перечень. 

Араго проверил празвиль- 
ность закона Бойля — Мариот- 
та для различных газов и 
воздуха, провел ряд опытоа 
по изучению упругости водя- 
ных ларов при высоких тем- 


*) Гаспар Мопж  (1746- 
1818} — известный фраицуз- 
ский математик. один из созда- 
зелей Политехнической школы. 


пературах и давлениях, Много 
лет отдал Араго оптическим 


экслериментам, сделав ряд 
важных открытий з области 
поляризации света. Араго пер- 
вым составил таблицу коэф- 
фициентов преломления света 
в газах в зависимости от их 
состояния: Как астроиом и 
геофизик Араго прославился 
тем, что установил связь 
полярных сияний с магиитны- 
ми бурями, усовершенствовал 
телескоп. Он занимался также 
уточнением формы Земли, из- 
мерением дизметров планет, 
фотометрией звезд и Луны, 
нзучением колец Сатурна, 
солнечными затмениями. 
А раго изобрел один из первых 
актинометров (прибор для из- 
мерения интенсивности сол- 
нечного излучения) н опреде- 
лил удельный вес воздуха. 
Он обнаружил намагничива- 
ние железных опилок вблизи 
проводника с электрическим 
током ш исследовал уровни 
и температуру морей на раз- 
личных широтах. Поистине 
не было области современиой 
ему естественной науки, к 
которой он не приложил бы 
свои руки, свой ум, свою 
неистощимую энергию. 

Об одном открытин Араго 
хотелось бы сказать чуть 
подробиее. В 1826 году он 
обнаружил явление, назван- 
ное позднее магнитным явле- 
нием Араго. Объясиение зто- 
му явлению дал знаменитый 
английский физик Майкл Фа- 
радей. Вот описание зявле- 
ния Араго» со слов Фарадея: 
* Если медная иластиика ново- 
рачивается вблизи от магнит- 
ной стрелки или от магнита, 
лодвешенного таким образом, 
что он может вращаться 
п плоскости, иараллельной 


{Окончание см. с. 50) 
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Пик Делоне 


Кандидат физико-математических наук 
Н. П. ДОЛБИЛИН 


Одна из красивейших вершин в массиве 
Белухи на Алтае называется «Пик Дело- 
не», по имени ее первовосходителя. @ жиз- 
ни и творчестве этого удивительного чело- 
века рассказано здесь. 


Борис Николаевич Делоне был 
прежде всего крупным математиком, 
и математическое творчество было 
безусловно основным в Жизни этого 
замечательного ученого. Однако гово- 
рить о Борисе Николаевиче только 
как о математике невозможно, точно 
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так же, как невозможно выделить в 
сложном полифоническом произведе- 
нии его основную, пусть самую яр- 
кую, тему, так неразрывно она связа- 
на с другими темами. 

Жизнь Б. Н. Делоне, а прожил он 
90 лет, можно сравнить с цельным 
произведением искусства. Она была 
исключительно насышена и много- 
гранна. Даже простое перечисление 
наиболее характерных моментов его 
биографии потребовало бы слишком 
много места для одной статьи. В та- 
ком перечислении хронологически од- 
ним из первых шел бы 


1897 год — семилетний мальчик читает 
и подлиннике «Фауста» Гёте, знает наизусть 
отдельные главы лоэмы, пишет маслом первые 
свон пейзажи. 

Где-то в конце списка был бы от- 


мечен 


1975 год, 6 июля — Борис Николаевич 
на 86-м году жизни проводит при 25° мороза 
ночь ия леднике под вершиной семитысяч- 
ника Хан-Тенгри на высоте 4200 м. Утром он 
на вертолете спускается к озеру Иссык-Куль 
и оттуда перелетает во Фрунзе, где стоит 40-гра- 
дусная жара. К исходу дия он оказывается в 
подмосковном азролорту, откуда ему предсто- 
ит добраться до дачи, расположенной в 'ок- 
рестноетях Абрамцева. Приехав на станцию 
последней электричкой, Борис Николаевич 
с тяжелым рюкзаком идет поздней ночью че- 
рез лес и сбивается с путн. Проилутаз п ноч- 
ном лесу, он сбрасывает в укромном месте 
рюкзак и налегке лишь к рассвету находит 
свой Дом. 


Эти биографические детали показы- 
вают, с одной стороны, что разносто- 
роннее дарование Б. Н. Делоне прояви- 
лось в очень раннем возрасте. С другой 
стороны, до преклонных лет он сохра- 
нил по-юношески задорный темпера- 
мент, а незаурядное физическое здо- 
ровье позволяло ему с полной отда- 
чей заниматься на закате жизни как 
научной работой, так и туризмом. Гео- 
метрия чисел, математическая кри- 
сталлография, дискретная  геомет- 
рия — таков спектр научных работ, 
написанных Борисом Николаевичем, 
когда ему было уже за восемьдесят. 
Алтай и Кавказ, Карпаты и Тянь- 
Шань — такова география путешест- 
вий, совершенных Борисом Николае- 
вичем в преклонном возрасте. 

* * * 

Борис Николаевич Делоне родился 
в семье профессора механики в 
1890 году. Он, как говорили прежде, 
получил прекрасное воспитание. Его 
занятия музыкой: были основательны. 
Хорошо знал, любил Баха, Моцарта. 
Играл все сонаты Бетховена, много 


сочинял сам. Учитель музыки настаи- 
вал на том, чтобы одаренный маль- 
чик поступал в консерваторию по 
классу композиции. Но ничуть не 
меньше оснований было и у препо- 
давателя рисования, когда он реко- 
мендовал Борису Делоне продолжить 
свое образование в Художественной 
академии. Занятия рисованием, жи- 
вописью были пронизаны талантом 
и серьезным отношением. 

Пока учителя и родители размыш- 
ляют о будущем 'Бориса, мальчик пи- 
шет пейзажи и путешествует по го- 
рам, занимается музыкой и играет в 
футбол, воспроизводит в карандаше 
«Тайную вечерю» Леонардо и лазает 
по деревьям (с младшей сестрой на 
плечах для нагрузки), сочиняет музы- 
кальные пьесы и ставит физические 
опыты. Свою комнату он превратил 
в физическую лабораторию, в кото- 
рой немало приборов было сделано им 
самим. Он часто вспоминал с чувст- 
вом гордости о тех маленьких хитро- 
стях, которые позволили ему полу- 
чить с помощью лейденской банки 
«во-0-от такую искру» (красноречи- 
вый жест). | 

Увлекаясь астрономией, он постро- 
ил телескоп, зеркало для которого 
илифовал сам. Рассказывая об этом, 
Борис Николаевич не забывал добав- 
лять: «шлифовать зеркало из бронзы 
было глупо — и трудоемко, и быст- 
ро тускнелоъ. 


Отец Бориса Николаевича — Нико- 


лай Борисович Делоне — будучи сам` 


известным ученым, дружил со знаме- 
нитым ученым, «отцом русской авиа- 
ции» Н. Е. Жуковским. Под влияни- 
ем Жуковского Николай Борисович 
организовал в 1907 году в Киеве пер- 
вый в России планерный кружок. Сем- 
надцатилетний Борис активно вклю- 
чается зв работу кружка и в течение 
следующих двух лет строит один за 
другим, постоянно совершенствуя их 
конструкции, пять планеров, соверша- 
ет полеты на них, иногда с риском 
для жизни. Однажды кинематографи- 
сты, приехавшие снять фильм о рабо- 
те кружка, уговорили его, несмотря 
на. сильный ветер, подняться в воз- 
дух. Порыв ветра опрокидывает пла- 
нер,и Борис падает с 15-метровой вы- 
соты, но, к счастью, на глубоко вспа- 
ханное поле. 

Конечно, с точки зрения современ- 
ных представлений об авиации дости- 


жения членов кружка могут показать- 
ся наивными: полеты на несколько 
десятков метров, запуски при помощи 
жгута, лошади, зимой при помощи са- 
нок, летом —- велосипеда. Однако это 
было время зарождения авиации, 
и деятельность кружка имела пионер- 
ский характер. Работа киевского 
кружка оказала влияние на развитие 
отечественного авиастроения. Доста- 
точно сказать, что один из членов 
кружка — И. Сикорский, заполучив 
необходимые средства, уже в 1913 го- 
ду построил огромный по тем време- 
нам 4-моторный самолет, ставший хо- 
рошо известным в истории `` отечест- 
венного самолетостроения под назва- 
нием +*Илья’ Муромец». Интересно, 
что крупнейший советский авиакон- 
структор Андрей Николаевич Туполев 
в своих мемуарах, когда писал об 
исключительном значении, которое 
имело для него знакомство с Жуков- 
ским, отмечал, что познакомил его, 
тогда еще молодого студента, с Жу- 
ковским Б. Н. Делоне. 


Пока еще ничего не было сказано 
о математическом даровании юного 
Бориса Делоне, а проявилось оно меж- 
ду тем довольно рано. В 12 лет он знал 
основы анализа, чуть позднее присту- 
пил к самостоятельным исследовани- 
ям по алгебре, теории чисел. Семей- 
ная обстановка безусловно способ- 
ствовала развитию и этой грани его 
таланта. Отец, к примеру, взял его с 
собой на Международный конгресс 
в Гейдельберг, где 14-летний Борис 
Делоне видел и слышал Гильберта и 
Минковского. Нередко Борис присут- 
ствовал при беседах отца с его кол- 
легой, замечательным русскйм мате- 
матиком Георгием Феодосьевичем Во- 
роным. Работы Вороного оказали ог-. 
ромное влияние на математическое 
творчество Б. Н. Делоне. Однако лич- 
ных научных контактов у Бориса Ни- 
колаевича с Вороным не было. Воро- 
ной умер в возрасте 40 лет в 1908 г., 
в том самом году, когда Борис Дело- 
не поступил на физико-математиче- 
ский факультет Киевского универси- 
тета. 

Получилось так, что почти одновре- 
менно на этот же факультет посту- 
пили еще несколько очень одарен- 
ных молодых людей, ставших впо- 
следствии широко известными учены- 
ми: среди них были О. Ю. Шмидт и 
Н. Г. Чеботарев. 
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Из семейного альбома — Борис Делоне (справа) с отцом и братом 


Н. Г. Чеботарев (1891—1947) стал 
одним из крупнейших алгебраистов, 
был избран членом-корреспондентом 
АН СССР. О. Ю. Шмидт (1891—1956), 
человек огромного дарования и колос- 
сальной энергии, стал выдающимся 
ученым и общественным деятелем. 
Как математик он получил ряд перво- 
классных результатов в теории групп 
‘и основал московскую школу алгеб- 
раистов. Имя Героя Советского Союза 
О. Ю. Шмидта прекрасно знают в на- 
шей стране в связи с легендарной экс- 
педицией на ледоколе «Челюскин», 
которую он возглавлял. В науке имя 
академика Шмидта хорошо известно 
и в связи с тем, что ему принадле- 
жит теория происхождения Солнеч- 
ной системы. 

Делоне, Шмидт, Чеботарев стали 
участниками алгебраического семина- 
ра под руководством профессора 
Д. А. Граве. Именно в эти годы и на 
долгое время вперед определилась об- 
ласть научных интересов Бориса Де- 
лоне — алгебра и теория чисел. Его 
студенческая работа «Связь между 
теорией идеалов и теорией Галуа» 
была удостоена «Большой золотой 
медали» университета. В первой сво- 
ей печатной работе, опубликованной 
в 1915 году, Б. Н. Делоне предложил 
гораздо более короткое, чем предыду- 
щее, принадлежавшее Гильберту, до- 
казательство одной важной алгебраи- 
ческой теоремы. 


*% $ * 


Вершиной математического творче- 
ства Б. Н. Делоне является цикл ис- 
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следований в теории диофантовых 
уравнений третьей степени с двумя 
неизвестными. Остановимся на этом 
подробнее. 

Диофантовы уравнения — это урав- 
нения вида ри(х, у, 2, ...)—0, где р — 
многочлен с целыми коэффициента- 
ми, для которых ищутся решения в 
целых (иногда в рациональных) чис- 
лах. Например, целые положительные 
решения диофантова уравнения 

х--у?=2? 
суть не что иное, как извсестные «пи-. 
фагоровы тройки» (такие, как (3, 4, 
5) или (5, 12, 13)), дающие все реше- 
ния прямоугольных треугольников с 
целыми сторонами (подробнее см. 
«Квант», 1986, № 1 с. 11). Название 
этих уравнений связано с именем вы- 
дающегося древнегреческого матема- 


‘тика Диофанта (П век н. э.). 


В своем докладе на международ- 
ном математическом конгрессе 
1900 года выдающийся немецкий ма- 
тематик Давид Гильберт сформули- 
ровал ряд фундаментальных про- 
блем, адресованных математикам на- 
ступающего ХХ века. В одной из них, 
десятой по счету, Гильберт поставил 
вопрос о существовании такого алго- 
ритма, который по коэффициентам 
конкретного диофантова уравнения 
позволял бы узнавать, имеет ли оно 
решение или нет. Сейчас, после работ 
советского математика Ю. В. Матиясе- 
вича, точно известно, что такого ал- 
горитма нет (см. «Квант», 1970, № 7, 
с. 37). Более того, Ю. В. Матиясевич 
построил такой многочлен с целыми 


коэффициентами р(а, хи, .... х„), что не 
существует алгоритма, позволяющего 
для каждого целого значения пара- 
метра а узнавать, имеет ли целое ре- 
шение уравнение . 

Ра, хи, ... х,)==0. 

Простейшим диофантовым уравне- 
нием является, пожалуй, уравнение 
первой степени с двумя неизвестными 

ах ву=1, 

хде аи 6 — целые числа. Еслиаи Ь 
имеют общие множители, то решений 
нет. Если же а и $ взаимно просты, 
то решений бесконечно много (подроб- 
нее см. «Квант» 1973, № 4, с. 38). Тео- 
рия таких уравнений, как утвержда- 
ют историки математики, была изло- 
жена еще индийским математиком 
Ариабхата в У— У] вв. н. э. (кстати, 
его именем назван первый индийский 
искусственный спутник Земли). 

Следующей по сложности ступень- 
кой после линейного уравнения есте- 
ственно считать аналогичное квадрат- 
ное уравнение 

а? ьху-+ су? =1. 

Важный частный случай уравнений 
2-й степени — уравнение Пелля 
х?—4у=1 
— был изучен Эйлером (подробнее 
см. «Квант» 1985, № 1, с. 20). Если 
с (->0) — кзадрат целого числа, то, 
кроме очевидного решения (1; 0), дру- 
гих целых решений нет. Если же с 
не является квадратом целого, то ре- 
шений бесконечно много. Исследова- 
ние общего вида диофантовых урав- 
нений 2-й степени было проведено 
знаменитым французским математи- 

ком Лагранжем (1736—1813). 

Что касается решений диофантовых 
уравнений более высоких степеней, то 
серьезных успехов в этом вопросе не 
было вплоть до начала ХХ века. Это 
придало вопросу о диофантовых урав- 
нениях 3-Й степени авторитет труд- 
ной проблемы. На этой проблеме Бо- 
рис Николаевич, которого всегда от- 
личало стремление браться за труд- 
ные, важные задачи, не разменивать 
свой талант и время на мелочи, и оста- 
новил свой выбор. 

К сожалению, а, возможно, и нет, Делоне 
не знал 06 онубликованной незадолго до это- 


го работе норвежского математика А. Туз. 
Туэ рассматривал диофантовы уравнения 
вида 
аох" ах" 1у--...На, ху" ау" (1) 


м доказал, что при п>3 они могут иметь лишь 
конечное число решений, если, разумеется, 


Портрет отцз {рисунок Бориса Делоне) 


левая часть уравнения не расскладывается 
в произведение многочленов с рациональны- 
ыи коэффициентами, содержащее сомножители 
степени меныше 3. (Если в разложении при- 
сутствует многочлен второй или первой степе- 
ни, то решений может быть бесконечно много.) 

Теорема Туз является одной из наиболее 
фундаментальных в теории диофантовых урав- 
нений. Однако, утверждая для каждого дио- 
фантова уравиения указанного тила конеч- 
ность числа решений, теорема Туэ ничего 
не может сказать п том, как найти эти решения. 
В ней ничего не говорится ю верхней оценке 
значеиий решений конкретного уравнения. 
А это важно. Представим себе, что по коэф- 
фициентам конкретного диофантова уравне- 
ния мы можем вычислить константу с, кото- 
рая заведомо превосходит абсолютные значе- 
ния |х| |/.| для любого целого решения 
(х.. у.) этого диофантова уравнения. Тогда, 
подставляя в уравиение всевозможные пары 
целых чисел {х. у) с условием |х|, |у|<с, 
можио иайти все решения коякретного урав- 
нения. Сама же теорема Туэ в этом отноще- 
нни неэффективна. 


Исследования Б. Н. Делоне относи- 
лись к уравнениям 3-Й степени, но, 
как мы увидим, дали весьма эффек- 
тивные и исчерпываюкцие результаты. 
Сначала он приступил к исследова- 
нию кубического аналога уравнения 
Пелля: 

ах*- у=1, 

где целое число а не является кубом 
целого. (В случае, когда а есть куб 
целого числа, левая часть уравнения 
раскладывается в произведение мно- 
гочленов с целыми коэффициентами, 
н кубическое уравнение Пелля сводит- 
ся к решению диофантовых уравнений 
1-Й и 2-й степеней.) 

Кубическое уравнение Пелля всег- 
да имеет по ‘крайней мере одно реше- 
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ние — (0; 1). Имеются ли другие реше- 
ния, и если да, то какие? 

Ответы на эти вопросы связаны с 
изучением совокупности чисел вида 
АЗ/а?+ Ва С (А, В, СЕ2), 
где а — коэффициент уравнения 

Пелля). 

Среди этих чисел выделяются еди- 
ницы, то есть такие числа, обратные 
к которым имеют такой же вид. На- 
пример, при а=2 число 4\/2—1 явля- 
ется единицей, поскольку обратное к 
нему равно =—'-4/2? {4/2 +1. Из- 
т что для каждого целого а 

[6% ав 7) среди единиц найдется такая 
(основная) единица го, 0< го<1, из ко- 
торой все остальные (положительные) 
единицы получаются возведением в 
целую степень. 

Проявив исключительную изобрета- 
тельность, Б. Н. Делоне доказал 
трудную теорему: уравнение ахз-- 
+ у?=1, где а — целое, но не куб це- 
лого, может иметь, кроме решения 
(0, 1), еще не более одного решения в 
целых числах; второе решение суще- 
ствует тогда и только тогда, когда ос- 
новная единица :. двучленна, то есть 
имеет вид и=Х.\а-+ Уи, и тогда вто- 
рое решение есть (Х%, У„). 

Что касается нахождения основной 
единицы, то еще лет за двадцать до 
этого Вороной дал алгоритм ее вычис- 
ления. 

Например, для уравнения 4х°+ 
+ у?=1 основная единица трехчлен- 
на, поэтому других решений, кроме 
(0; 1), это уравнение не имеет. А урав- 
нение 37х°-у`=1, для которого ос- 
новная_ единица двучленна, г.= 
=—3\ 37-10, имеет два решения 
(0,1) и (—3, 10). 

Затем Б. Н. Делоне перешел к бо- 
лее общему случаю кубических урав- 
нений с двумя неизвестными отри- 
цательного дискриминанта 

ах? Ьх?у + сху? + 4у?=1, (А) 
где коэффициенты а, 6, с, 4 — целые 
числа, а слова зв случае отрицатель- 
ного дискриминанта» означают, что 
соответствующий уравнению много- 
член а" РЬР- с 4 имеет единствен- 
ный вещественный корень %.. В против- 
ном случае задача также сводится к 
исследованию двучленных единиц. По- 
средством созданного им чалгоритма 
повышения» Б. Н. Делоне получил 
следующий фундаментальный резуль- 
тат: в общем случае уравнение вида 
(А) имеет не более трех решений в 
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целых числах. Только в двух случаях 
уравнение вида (А) имеет четыре ре- 
шения, п еще в одном случае уравне- 
ние имеет пять решений. Никакое 
уравнение вида (А) не имеет более 
пяти „Решений. (Так, уравнение х’— 
—ху’+{у‘=1 имеет пять решений: 
(1; 1, (1; 0), (0; 1), (—1, 1), (4, —3), 
а то, что других решений нет, следует 
из теоремы Делоне. 


жж + ж 


Работы Б. Н. Делоне по кубическим 
диофантовым уравнениям обозначили 
едва ли не первый после Эйлера и 
Лагранжа серьезный сдвиг в направ- 
лении конкретного исследования 
уравнений более высоких степеней. 
Успех не был случаен. Тысячи часов 
напряженнейшей работы — такова 
цена победы над трудной проблемой. 
Трудолюбие, воля, целеустремлен- 
ность и, конечно, любовь к науке — 
без этих качеств цель не была бы до- 
стигнута. Тем более, что работать при- 
ходилось в исключительных усло- 
виях: деникинцы и петлюровцы, чкай- 
зеровцых и белополяки, ззеленые» 
и ‹жовтоблакитные» — кто только не 
терроризировал Киев в годы граждан- 
ской войны... 

Можно сказать, что в определенном 
смысле результаты Б. Н. Делоне оста- 
вались непревзойденными около полу- 
века, до конца 60-х годов. Как писал 
член-корреспондент АН СССР 
Д. К. Фаддеев: 


«По конкретности анализа, простоте и яс- 
ности цикл работ Б. Н. Делоне, посвящен- 
ных неопределенным уравнениям, является 
исключительным в математике ХХ столетия 
с ее часто громоздким аппаратом н` абстракт- 
ными лостроениями. По своему стилю этот 
цикл близок к лучшим образцам классиче- 
ских работ Гаусса и Чебышева по теории чи- 
сел». 


* * *% 


После цикла работ по диофанто- 
вым уравнениям у Б. Н. Делоне еще 
было впереди 60 лет творческой дея- 
тельности, которая добавила к автори- 
тету крупного алгебраиста авторитет 
крупного геометра. Смещение его ис- 
следований в сторону геометрии про- 
исходило естественно. Определенную 
роль здесь сыграло соприкосновение 
в процессе исследований неопределен- 
ных уравнений с работами Вороного. 
Но основная причина геометризации 
исследований Б. Н. Делоне заключя- 
лась в его исключительно образном, 
художническом восприятии мира. 


: 8 
Б. Н. Делоне походом 


(70-е годы) 


перед туристским 


Характерно, что Борис Николаевич 
никогда не жалел сил, времени на то, 
чтобы довести понимание, каза- 
лось бы, уже законченного матема- 
тического результата до такого уров- 
ня, на котором результат оформил- 
ся бы в зримый геометрический об- 
раз. «Что это означает попросту?» — 
любимый вопрос Бориса Николаеви- 
ча, который он задавал и себе и кол- 
легам, когда обсуждалась очередная 
работа. Не случайно в его работах 
«натягиваются разделенные паралле- 
лепипеды», «вытягивают носы», меж- 
ду точками, рассыпанными в про- 
странстве, члетают пустые шары». 

Признание научных заслуг не за- 
ставило себя долго ждать: в 1929 го- 
ду Б. Н. Делоне выбирают в члены- 
корреспонденты АН СССР. К этому 
моменту он уже семь лет профессор- 
ствует в Ленинградском университе- 
те. Его предельно ясные, продуман- 
ные лекции вызывают большой инте- 
рес у студентов. Б. Н. Делоне никог- 
да не упускал возможности расска- 
зать им о трудной, нерешенной про- 
блеме. В своей педагогической прак- 
тике Б. Н. Делоне руководствовался 


известным принципом зУченик — 
не сосуд, который нужно наполнить, 
а факел, который нужно зажечь». 
Высокий научный авторитет, предан- 
ное и вместе с тем эстетическое от- 
ношение к науке, личное обаяние, 
артистизм — все это притягивало к 
нему молодых людей. Неудивитель- 
но, что у Бориса Николаевича было 
много учеников, среди которых не- 
сколько выдающихся математиков: - 
академик А. Д. Александров, члены- 
корреспонденты АН СССР Д. К. Фад- 
деев и И. Р. Шафаревич. 

Весной 1934 года: в Ленинграде 
Б. Н. Делоне организовал для школь- 
ников первую олимпиаду по матема- 
тике, с которой фактически началось 
олимпиадное движение в нашей стра- 
не. Участники ленинградской олим- 
пиады до сих пор вспоминают, какое 
зошеломляющее впечатление» произ- 
вели на них встречи с Борисом Нико- 
лаевичем (см. «Квант» 1984, № 9, 
с. 52). 

В 1934 г. в Ленинграде был соз- 
дан Математический институт 
им. В. А. Стеклова, где Б. Н. Делоне 
со дня его основания заведовал отде- 
лом алгебры (до 1960 года), а затем 
отделом геометрии. В 1935 году Ма- 
тематический институт наряду с дру- 
гими ведущими учреждениями Ака- 
демии наук СССР переводится в Моск- 
ву. С этого же года Б. Н. Делоне заве- 
довал кафедрой геометрии в Москов- 
ском университете. В период работы 
в МГУ. он читает оригинальный курс 
лекций по аналитической геометрии, 
который отличался исключительным 
богатством геометрических идей. Сту- 
денты, имевшие счастье слушать лек- 
ции ВБ. Н. Делоне, вряд ли подозре-. 
вали, что за их великолепием скры- 
валась тщательная подготовка. Так, 
в первые годы на подготовку двух- 
часовой лекции у него уходило два 
полных дня, в дальнейшем — день. 
Борис Николаевич не переносил вер- 
хоглядства, небрежности, он отшли- 
фовывал каждую идею, выверял каж- 
дое слово, оттачивал каждый рису- 
нок. И, как следствие этого, во время 
лекции на доске легко и быстро 
появлялись симпатичные заффинные 
коты», изящные параболоиды и ги- 
перболоиды, четкие додекаэдры и ико- 
саэдры.. Одно время у студентов 
мехмата МГУ в ходу была серия анек- 
дотов о своих профессорах на тему: 
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«Кто (из профессоров) в чем варит 
суп». Согласно студенческой версии, 
не лишенной иронии, Борис Николае- 
вич варил суп в. п-мерной решетке: 
суп, правда, вытекал, зато оставалась 
геометрическая наглядность. 

О Делоне ходили легенды. Однаж- 
ды на лекции, для того чтобы выте- 
реть верхнюю часть доски, он начал 
подпрыгивать, после чего с неподра- 
жаемой интонацией обратился к сту- 
дентам: «А вы знаете, что я не толь- 
ко знаменитый математик, но и из- 
вестный альпинист. Вот вы, наверное, 
не только не знаете математики, но 
даже стойку на руках не умеете де- 
лать». И тут же на столе кафедры 
сделал стойку. Шел ему в то время 
восьмой десяток... 

Борис Николаевич действительно 
был известным альпинистом. Увлече- 
‘ние альпинизмом зародилось еще в 


детские годы, когда он поднимался. 


в Альпах на Монблан, Монтроз и дру- 
гие вершины. Позднее он совершил 
много восхождений в горах Кавказа, 
Алтая. В 1931 году Б. Н. Делоне орга- 
низовал на Кавказе для рабочих ле- 
нинградского завода «Красный пути- 
ловец» первый в стране альпинист- 
ский лагерь. В изданной им книге 
«Вершины Западного Кавказа» он 
описал несколько десятков основных 
вершин этого района. Описание со- 
провождалось выполненными им же 
самим рисунками каждой верши- 
ны и панорамы района в целом. 
Б. Н. Делоне разработал принципы 
технической классификации вершин, 
действующие и поныне. В соответст- 
вии с этой классификацией верши- 
ны и маршруты восхождений распре- 
деляются по степени трудности на де- 
сять категорий. В 1935 г. Б. Н. Дело- 
не был удостоен почетного звания 
«Мастер советского альпинизма». 

С возрастом на смену альпинист- 
ским восхождениям пришли турист- 
ские походы. Не прогулки на 5— 
10 километров, а именно настоящие 
30—40-километровые походы, иног- 
да очень трудные, и проходившие 
неизменно по самым красивым местам 
Подмосковья. Борис Николаевич был 
физически исключительно закален- 
ным человеком. И все равно было не 
по себе наблюдать в конце зимы быст- 
ро идущего с рюкзаком, обнаженно- 
го по пояс пожилого человека. Падаю- 
щий снег таял и, стекая по седой го- 
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лове, 
сулек. 

Борис Николаевич очень любил 
природу и восторгался ее красотой 
всегда молча, словно стараясь впи- 


застывал в виде крупных со- 


‚тать в себя все и вся. Его восхищение 


невольно передавалось спутникам. 
Общение с природой походило на та- 
инство, и ему было неприятно, хотя 
он и не подавал виду, когда это таин- 
ство нечаянно нарушалось чьими-то 
разговорами. Зато у костра или в 
электричке его спутники становились 
слушателями многочисленных исто- 
рий, одна другой интересней. Рассказ- 
чиком Б. Н. был замечательным... 
*Вы, конечно, не знаете, что моя сест- 
ра святая (пауза, лукавый взгляд рас- 
сказчика, недоумение слушателей). 
Да-да, совершенно серьезно, святая...» 
и начинался интереснейший рассказ 
о его двоюродной сестре, русской пат- 
риотке, монахине и героине француз- 
ского Сопротивления Е. Кузьминой- 
Караваевой (ей посвящен фильм 
«Мать Мария»). 

В приветственном адресе по слу- 
чаю 80-летия, Германская академия 
естествоиспытателей +‹Леопольдина» 
пожелала члену этой академии 
Б. Н. Делоне +спокойного вечера 
жизни». «Вечер жизни» продолжался 


- еще 10 лет и не получился таким уж 


спокойным — он оказался достойным 
всей жизни. 

Но жизнь подходила к своей есте- 
ственной границе. Я никогда не забу- 
ду, как месяца за три до конца Бо- 
рис Николаевич читал одно замеча- 
тельное место у Пуанкаре. Голос дро- 
жал: з‹..жизнь есть лишь беглый эпи- 
зод между двумя вечностями смер- 
ти и... в этом эпизоде прошедшая и 
будущая длительность сознательной 
мысли — не более чем мгновение. 
Мысль — только вспышка света по- 
среди долгой ночи. Но эта вспышка — 
все». 


Математический кружок 


О касательной 
к графику 
функции 


Член-корреспондент АН СССР 
Д. К. ФА ДДЕЕВ, 
Ф. СОКОЛОВСКИИ 


Основная цель этой статьи — ма- 
глядно пояснить, чем касательная к 
графику дифференцируемой функции 
отличается от других прямых, прохо- 
дящих через точку касания. Оказы- 
вается, ответ на этот вопрос не только 
проясняет геометрический смысл ка- 
сательной, но позволяет находить ее 
уравнение, не вычисляя производную 
‚функции. 

Касательная к графику функции 
у = 7 (х) в точке М (хо; } (хо)} чаще все- 
го определяется как предельное поло- 
жение секущей ММ, когда точка М 
неограниченно приближается к точ- 
ке М, двигаясь по графику функции 
(рис. 1). Из этого определения выво- 
дится («Алгебра и начала анализа», 
п. 23) известное уравнение касатель- 
ной 


УР (хохх — хо) + 1 (хо), {1) 
где }’ (хо) — значение производной /{^ 
функции } при х=х.. Эта формула 
верна в предположении, что функ- 
ция } имеет производную в точке хо. 

Может возникнуть вопрос: «Поче- 
му собственно понятию касательной 
уделяется столько внимания? Чем ка- 
сательная в точке (х; у), где уу = 
= (хо). «лучше» других прямых, про- 

„ходящих через эту точку?» Ведь в об- 
‚щем случае о касательной к графику 
функции нельзя даже сказать (по ана- 
логии с касательной к окружности), 
что она имеет единственную общую 
точку с графиком функции. Далее, ка- 
сательная к графику функции может 
пересекать график, переходя с одной 
стороны графика на другую, именно в 
точке касания; например, так ведет 
себя касательная к графику функции 
у=х? в точке (0; 0), или касательная 


2 «Кваить № 3 


к графику функции у= х3 — Зх? в точ- 
ке (1; —2). А касательная к графику 
функции у=х“ т (1/х} пересекает 
график бесконечное число раз. 

Итак, чем же примечательна каса- 
тельная к графику функции у=] (х) 
в точке (ху; и)? Оказывается, что 
в достаточно малой окрестности точки 
касания касательная прижимается к 
графику функции плотнее, чем любая 
Оругая прямая, проходящая через 
точку касания. Разберемся в этом де- 
тальнее. 

Пусть у=#!(х} — данная функция, 
имеющая производную }’ (хо) в данной 
точке х.. Уравнение произвольной на- 
клонной прямой, проходящей через 
точку (хо; Ио), имеет вид у= 
= (х— хо) 1 \- При Ё==[Р (хо) полу- 
чаем уравнение касательной к графи- 
ку функции у=/(х) в точке (хо; у). 
Ордината точки на графике функции 
у—1{(х) отличается от ординаты соот- 
ветствующей точки на прямой на ве- 
личину 


в=$ (х) —(® (х — хо) + У [ко 


= (х)— 1 (хо) — Ё (х — хо) = 
=(х—х его т —#). 
Вводя обозначения АХ и 


{(х)— 1 (х,)=АР (х). это выражение 
можно записать короче: 


е==Ах. (Мо —#). 


Если Ё =} (хо), то есть в случае ка- 
АР (х} ра 
Ах 


сательной, при Ах—0 имеем 


—[’ (х‹) и, следовательно, каждый со- 
множитель в правой части равенства 
стремится к нулю. 


У 


Рис. 1. 
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Если №5 |’ (хо), то Ё==[’ (хо) + с, где 
с — некоторая константа, не равная 
нулю. Тогда 


#=Ах (абы —й (хо) — с). 


При Ах-—-0 второй сомножитель в пра- 
вой части равенства стремится к с>-0. 
Таким образом, при Ах->0 точка на 
касательной существенно быстрее 
приближается к соответствующей точ- 
ке графика, нежели точка с той же 
абсциссой, на прямой, отличной от 
касательной. 

Что особенно важно, касательная 
прижимается к кривой не просто ко- 
личественно лучше других прямых, 
а в некотором смысле зна порядок 
лучше». Поясним это. 


Перепишем выражение для # в слу- 


чае =} (хо) в виде 


е=Ах( 1 1 (х) — сАх. 


Из такой формы записи видно, что 
в случае, когда прямая отлична от 
касательной, разность между ордина- 
тами соответствующих точек на пря- 
мой и на графике функции содержит 
слагаемое пропорциональное Ах, 
то есть вида С -Ах, гдес — постоянная, 
в случае же приближения по каса- 
тельной расстояние между точкой на 
прямой и соответствующей точкой на 
графике уменьшается «на порядок 
быстрее», чем само Ах, то есть имеет 
вид у-Ах. где у — переменная, стре- 
мящаяся к нулю вместе с Ах. Таким 
образом, среди всех прямых, прохо- 
дящих через точку графика функции, 
только касательная отличается от 
функции на величину, не содержа- 
щую линейного слагаемого относи- 
тельно Ах. 


Это свойство касательной и состав- 
ляет ту особенность, которая выделяет 
ее из всего семейства прямых, прохо- 
дящих через точку касания. Оно впол- 
не характеризует касательную и по- 
этому может быть положено в основу 
определения касательной; тогда про- 
изводную функции в точке можно 
определить как угловой коэф- 
фициент касательной к графику функ- 
ции в этой точке. Выведенное свой- 
ство. касательной обосновывает метод 
получения уравнения касательной че- 
рез приближенные равенства, оцени- 
вающие значение функции вблизи 
точки касания. Покажем применение 
этого. метода на примерах. (В даль- 
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нейшем Ах будем обозначать бук- 
вой 9.) 

Пример 1. Напишем уравнение 
касательной к графику функции 
7(х)=х'—3х—6 в точке х.-= —1. 

Решение. Пусть х= -— 1-а, где. 
[а | близок к нулю. Тогда / (—1-а)= 
(ра 3-1 6)--6=1— 2а+ 
а? +3 — За — 6 —= — ба + а?— 2. Пре- 
небрегая а’, получим {(—1{9а)= 
— —ба—2. Вернемся к старым обо- 
значениям; получим /(х)= —5х—1 
вблизи х,== —1. Прямая у-= —5х—Т 
вблизи .х. = —1 отличается от `}{(х) 
на величину, не содержащую линей- 
ного относительно п слагаемого, а та- 
ким свойством обладает только каса- 


тельная, значит, у= —5х —1Т — урав- 
нение касательной к графику данной 
функции в точке х. = — 1. (Проверьте 


этот результат, получив уравнение 
касательной по формуле (1).) 
Пример 2. Выведем уравнение 
касательной к графику функции 
[(х)=х? в произвольной точке ху. 
Решение. Пусть х=х. | а, где 
[а| близок к 0. Тогда Ух. а)= 
=ж2-+ 2х а На". Пренебрегаем ‘и 
получаем Я (жо-- а) = 2 -- 2жоа. В ста- 
рых . обозначениях | (х) = 2 2% х 
Х(х— хо х— 2х2 =2х,х— хо. 
Прямая у=2х.х —хо — касательная 
к графику функции ' в точке хо, угло- 
вой коэффициент касательной 2х, — 
производная функции х’ в точке х.. 
Особенно простым становится вывод 
уравнения касательной в случае, ког- 
да выражение, задающее функцию 
{(х), содержит линейные множители 
вида (х-—х.). 
Пример 3. Напишем уравнения 
касательных к графику функции 


у=(х—хо)(х —х,)(х—х.) 
в точках пересечения графика с осью 
абсцисс. 

Решение. Пусть х=х. а, 
у=а (хо— хм +а)(х—х, + а). — Ясно, 
что при раскрытии скобок слагаемое, 
линейное относительно @, имеет вид 
м (хо —х, (хо —х2). тогда 

у=(х — х0) (хо — (хо —х) 
— уравнение касательной к графику 
функции в точке хо. Аналогично полу- 
чаем уравнения касательных в точ- 
ках х, их: 
у=(х—х,)(х, — хо)(х, — <), 
у=(х — х›)(х — ж)(х.—х). 

Покажем конкретные примеры, в 
которых надо найти уравнение каса- 
тельной в точке ху. 


Пример 4. Напишем уравнение 

касательной к графику функции 
1(х)=(х-- 2)? —4х— 10) 
при х=— 2. 

Решение. Пусть х = — 2-ра, тог- 
да /(—2-а)= ((—-2+а}—4(—2+ 
+ а) 10). Линейное относительно а 
слагаемое имеет вид а ((—2}— 
—4(—2)— 10), то есть второй сомно- 
житель {(х) просто заменяется его 
значением при х= —2. Возвращаясь 
к старым обозначениям, получим 

9=(+2)(4+8—10)=(&+-2).2. 
Значит уи—2х--4 — уравнение каса- 
тельной. 


Упражнение 1. Наадите касательные 
к графикам функций в указанных точках: 


(х-— 1 (> -— 3х 4+1) 


а) р(х)= и +1 х=1. 
6) Г(х)=х(х- 3) (+ 2(х— 1, х=0. 
Следующий пример — несколько 


особый случай, и мы остановимся на 
нем подробнее. 

Пример 5. Найдем уравнение 
касательной к графику функции 
1(х)=(х— 2х - 3) при ж=2. 

Решение. Пусть х=2-р а, тогда 
#1 (2-а)=а? (5+ а). Выражение для 
{(2-+ а) не содержит слагаемых, ли- 
нейных относительно а. Это означает, 
что угловой коэффициент касательной 
равен нулю. График функции у=[{(х) 
наиболее плотно примыкает к прямой 
у=0, то есть касательной является 
ось Ох. 

Рассуждения, приведенные выше, 
в несколько видоизмененной форме 
дают уравнения касательных в слу- 
чае, когда функция имеет вид 
(х —хо) а (х), где в (х) — произвольная 
функция. Сначала заметим следую- 
щее: на значении произведения двух 
сомножителей существенно сказыва- 
ется относительное изменение сомно- 
жителей. а не абсолютное. Поэтому, 
если один из сомножителей слабо из- 
меняется в относительном смысле, а 
другой сильно, то при оценке прибли- 
женного значения произведения со- 
множитель, изменяющийся относи- 
тельно слабо, можно считать постоян- 
ным. 

Приведем конкретный числовой 
пример. Рассмотрим произведение 
3х 1000—3000. Изменим на 1 первый 
множитель, получим 4х 1000 —=4000: 
произведение выросло на 1000. Изме- 
ним на 1 второй множитель, получим 
3х 1001 = 3003: произведение вырос- 
ло всего на 3. 


2+ 


Воспользуемся этим свойством про- 
изведения для нахождения касатель- 
ных. 

Пример 6- Найдем уравнение 
касательной к_ графику функции 
#(х)=(х— 3) УТ —х, х=3. 

Решение. При неограниченном 
приближении х к числу 3 относитель- 
ное изменение -/7 — х стремится к ну- 
лю, так что этим изменением можно 
пренебречь и считать, что М —х= 
=^/4=2 при х-—3. Сомножитель 
(х—3) при х-+3 претерпевает сильное 
относительное изменение, поэтому 
оставляем его в неизменном виде. 
Тогда (при х->3)} {(х)=(х—3).2; пря- 
мая у=2х— 6 и есть касательная к 
графику функции / (х) в точке х›=3. 

Пример Т. Найдем уравнение 
касательной к графику функции 

1х) = 
в точке х=—1. 

Решение. Воспользуемся преоб- 
разованием, полезным при оценке зна- 
чения квадратного корня. Заметим, 
что 3/5 х=/4==2 при х—>—1. 
Имеем 


1) =\5 + —2+2= 
— 65+ — 252+ о 


№54 3-2 
ЕЛИ 
№54 342 5+2 


Слабо меняющиеся при х-—>— 1 мно- 
жители заменим их значениями в точ- 


ке х= —1. Получим 
1 (х) = а 2—3 (4 1)42; 
\5—1+2 4 


прямая у=3х/4|- 11/4 — искомая 
касательная. 
Пример 8. Найдем уравнения 
касательных к графику функции 
1(х)=(х—5)(х— 4х +3) 
в точках а) хо =5; 6) хо=4; в) хо = — 3. 
Решение. а) х, =5. Слабо меняю- 
щиеся множители — второй и третий; 
считаем их постоянными. Тогда 
у = (х —5)(5 —4) (5 + 3); искомая каса- 
тельная: у=8х — 40. 


6) х›=4. Слабо меняющиеся мно- 
жители — первый и третий, поэтому 
здесь у=(4—5}х —4)(4-|- 3). Это вы- 
ражение не содержит п = х — 4 в пер- 
вой степени, значит, угловой коэффи- 
циент касательной равен нулю и каса- 
тельной является ось абсцисс у=0. 

в) хо = —3. Слабо меняются первый 
и второй множители, поэтому у> 
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Рис. 2. Рис. 3. 
—={(—3— 5) —-3—4)(х-+ 3); уравнение 
касательной — у= — 392х — 1116. 


Оказывается, совершенно элемен- 
тарное соображение об оценке величи- 
ны произведения позволяет иногда по- 
лучить ответ на довольно сложный во- 
прос ю форме графика вблизи точки 
хо. Рассмотрим такой пример. 

Пример 9. Выясним форму гра- 
фика функции ___ 

1(х)=\х—1)(х—2)(=—3) 
вблизи точек хх. =1; х.=2; х.=3. 

Решение. Те. же рассуждения, 
что и в предыдущих примерах дают: 

а} около точки х, =1 


7 (х)=Дх —1).12=-/12.-/х—1; 

6} около точки х.=2 __ 

1(х)=У—@&— 8) =У2—х: 

в) около точки х,=3 ти 

1(х) = 2 (х— 3) =-/2- ух — 3. 

Следовательно, вблизи точек х, =1, 
х. =3 график функции #(%) получа- 
ется из графика функции -/х сдвигом 
на Ги 3 соответственно, а вблизи 
точки х.-=2 — сдвигом на 2 и отра- 
жением относительно прямой х=2 
{рис. 2). 

Аналогичные рассуждения можно 
применить и в случае, если мы хотим 
оценить вид графика данной функции 
при больших значениях х. При не- 
ограниченном возрастании х отбрасы- 
вание слагаемых —1, —2и — 3 отно- 
сительно мало меняет сомножители, 
а значит, слабо сказывается на произ- 
ведении. Можно считать, что {#(х)= 
== = хх при х—оо. Ясно, что при 
больших значениях х функция 
у=х\/х растет быстрее, чем у=йх, 
так как у/ х=/х, — растет не только 
у, но и отношение у/х, в то время 
как у прямой у=Ёх это отношение 
постоянно. Таким образом, у=х\/х 
«обгоняет любую прямую. Отсюда 
вытекает, что при достаточно боль- 
ших х графнк функции все более кру- 
то поднимается вверх, то есть имеет 
форму, выпуклостью обращенную 
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Рис. 4. 


вниз, показанную на рис. 8. 

Таким образом, на основе элемен- 
тарных рассуждений, не использую- 
щих производную, мы получили до- 
вольно полное представление о форме 
графика весьма сложной функции. 
Схематический график функции [{(х) 
показан на рисунке 4. 


Замечание. Приближенное равенство 
{(х)==х\/х в примере 8 при болыших и возра- 
стающих х не означает. что график функции 
асимптотически. то есть сколь угодно близко, 
приближается к графику функции у=хух. 
Зиак приближенного равенства в этих случаях 
означает, что мала лишь относительная ло- 
грешность приближения. абсолютная же по- 
грешность неограниченно возрастает вместе = 
ростом х, но тем не менее она составляет все 
меньшую долю самого значения функции { (х). 
Графически это означает, что при любом выбо- 
ре масштаба графики даиных функций и даи- 
ной функции и—=хо\/х в пределах точности по- 
строения ствиут неразличимы при достаточно 
больших х. 


Упражнение 2. а) Постройте график 

функции ЕЕ 
1(х)== Ме 1—3). 

6) Определите знаки &(х} вблизи точки 
х.=\, не прибегая к методу интервалов. если 
(х—и(х —14х+ 8) 
21531 ^ 

В заключение заметим, что цель 
настоящей статьи вовсе не в том, что- 
бы заменить известные вам из начал 
анализа методы исследования функ- 
ций и построения их графиков эле- 
ментарными приемами решения по- 
добных задач. Нам хотелось показать, 
что если отвлечься от проблем обосно- 
ваний и строгости, то основная идея 
дифференциального исчисления сво- 
дится к очень простому соображению: 
на небольшом участке график *хоро- 
шей» функции успевает мало изо- 
гнуться и тем меньше, чем меньше 
рассматриваемый участок. Поэтому 
малый участок кривой линии почти 
совпадает с отрезком некоторой пря- 
мой — эта прямая и есть касатель- 
ная — и их различие постепенно ис- 
чезает по мере стягивания участка 
кривой к некоторой точке. 


Е (х)= 


Школа в «Кванте» 


Согласно теореме о кинетической 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Вторая космиче- 
ская скорость» предназначена восьмиклассни- 
кам, «Магнитный момент тока» — девятиклас- 
сникам, «О ядерном веществе» — десятиклас- 
сникам. Материалы подготовил Н. К. Белкин. 


Вторая 
космическая скорость 


Если некоторому телу сообщить ско- 
рость, равную первой космической 
скорости, то оно не упадет на Землю, 
а станет искусственным спутником, 
движущимся по околоземной круго- 
вой орбите. Напомним, что эта ско- 
рость должна быть перпендикулярна 
направлению к центру Земли и равна 
по величине 


5,—=-/яВ=1,9 км/с, 
гдея =9,8 м/с’ — ускорение свободно- 
го падения тел у поверхности Земли, 
В —6,4 - 10°м — радиус Земли 
(см. «Физику 8», 8 40). 

А может ли тело и вовсе порвать 
цепи тяготения, +«привязывающие» 
его к Земле? Оказывается, может, но 
для этого его нужно «бросить» с еще 
большей скоростью. Минимальную 
начальную скорость, которую необхо- 
димо сообщить телу у поверхности 
Земли, чтобы оно преодолело земное 
притяжение, называют второй косми- 
ческой скоростью ии. Найдем ее зна- 
чение. 

При удалении тела от Земли сила 
притяжения совершает отрицатель- 
ную работу, в результате чего кине- 
тическая энергия тела уменьшается. 
Одновременно с этим уменьшается и 
сила притяжения. Если кинетическая 
энергия упадет до нуля до того, как 
станет равной нулю сила притяже- 
ния, тело вернется обратно на Землю. 
Чтобы этого не произошло, нужно, что- 
бы кинетическая энергия сохранялась 
отличной от нуля до тех пор, пока 
сила притяжения не обратится в 
нуль. А это может произойти лишь 
на бесконечно большом расстоянии 
от Земли. 


энергии (см. «Физику 8». 5 55) измене- 
ние кинетической энергии тела равно 
работе действующей на тело силы. 
Для нашего случая можно записать: 


2 
по 
0— а =А, 
или 
ти! 
5`= ад, (*) 
где т — масса брошенного с Земли 
тела, А — работа силы притяжения. 


Таким образом, для вычисления вто- 
рой космической скорости нужно най- 
ти работу силы притяжения тела к 
Земле при удалении тела от поверх- 
ности Земли на бесконечно большое 
расстояние. Как это ни удивительно, 
но работа эта вовсе не бесконечно 
большая, несмотря на то, что пере- 
мещение тела как будто-бы бесконеч- 
но велико. Причина тому — уменьше- 
ние силы притяжения по мере удале- 
ния тела от Земли. Чему же равна 
работа силы притяжения? 

Воспользуемся той особенностью, 
что работа силы притяжения не за- 
висит от формы траектории движения 
тела (см. «Физику 8». 8656), и рас- 
смотрим самый простой случай — те- 
ло удаляется от Земли по линии. 
проходящей через центр Земли. "На 
приведенном здесь рисунке изображен 
Земной шар и тело массой т, ко- 
торое движется вдоль направления, 
указанного стрелкой. 


Найдем сначала работу А, которую 
совершает сила притяжения на очень 
малом участке от произвольной точки 
№ до точки М№,. Расстояния этих то- 
чек до центра Земли обозначим через 
гиг; соответственно, так что работа 
А, будет равна 

А, ——Р (г,-г)=Р (г-г,). 
Но какое значение силы РЁ следует 
подставить в эту формулу? Ведь оно 
изменяется от точки к точке: в М оно 
равно @СМт/г? (М — масса Земли), в 
точке №, — СМт/т1. Очевидно, нуж- 
но взять среднее значение этой си- 
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лы. Так как расстояния ги г мало 
отличаются друг от друга, то в ка- 
честве среднего можно взять значение 
силы в некоторой средней точке, 
например такой. что Г‚==гг,. Тогда 
получаем 


Аб М" (-к,) =6Мт (#- т 


Рассуждая таким же образом, най- 
дем, что на участке №, №, совершается 
работа 


а на участке №№ работа равна 


1 1 
А, + А, А. =СМт (;.-— 5). 

Закономерность ясна: работа силы 
притяжения при перемещении тела от 
одной точки к другой определяется 
разностью обратных расстояний от 
этих точек до центра Земли. Теперь 
нетрудно найти и всю работу А при 
перемещении тела от поверхности 
Земли (г=В) на бесконечно большое 
расстояние (г -+ со, 1/г =0): 


Как видно, эта работа и в самом деле 
не бесконечно велика*). 

Подставив полученное выражение 
для А в формулу (*). найдем значе- 
ние второй космической скорости: 


Е И 
са а Ра. 
— {1,2 км/с. 


Отсюда видно, что вторая космическая 
скорость в -/2 раз больше первой 
космической скорости: 


От —=-,/? в. 


В проведенных расчетах мы не при- 
нимали во внимание то, что наше тело 
взаимодействует не только с Землей, 
но и с другими космическими объек- 
тами. И в первую очередь — с Солн- 
цем. Получив начальную скорость, 
равную и;, тело сумеет преодолеть 
тяготение к Земле, но не станет истин- 
но свободным, а превратится в спут- 
ник Солнца. Однако если телу у по- 
верхности Земли сообщить так назы- 
ваемую третью космическую скорость 


*} Десятиклассникам понятно, что таким спо- 
собом мы вычислили интеграл- 
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2, =16,6 км/с (попробуйте получить 
это значение самостоятельно), то оно 
сумеет преодолеть и силу притяжения 
к Солнцу. 


Магнитный момент тока 


Из курса физики девятого класса 
(«Физика 9», 5 88) известно, что на 
прямолинейный проводник длиной [1 
с током Г, если он помещен в однород- 
ное магнитное поле с индукцией В, 
действует сила Р, равная по модулю 


Е —= ВП эт а, 

где о — угол между направлением то- 
ка и вектором магнитной индукции. 
Направлена эта сила перпендикуляр- 
но и полю, и току (по правилу левой 
руки). 

Прямолинейный проводник — это 
только часть электрической цепи, по- 
скольку электрический ток всегда 


замкнут. А как магнитное поле дей- 
ствует на замкнутый ток, точнее — 
на замкнутый контур с током? 

На рисунке 1 в качестве примера 
показан контур в форме прямоуголь- 
ной рамки со сторонами а и 6, по кото- 
рой в указанном стрелками направ- 
лении течет ток Г. Рамка помещена 
в однородное магнитное поле с индук- 
цией В так, что в начальный момент 
вектор В лежит в плоскости рамки и 
параллелен двум ее сторонам. Рас- 
сматривая каждую из сторон рамки 
по отдельности, мы найдем, что на 6бо- 
ковые стороны (длиной а) действуют 
силы, равные по модулю Ё= В1а и на- 
правленные в противоположные сто- 
роны. На две другие стороны силы не 
действуют (для них зла=0). Каждая 
из сил ЕЁ относительно оси, проходя- 
щей через середины верхней и ниж- 
ней сторон рамки, создает момент си- 
лы (звращающий момент), равный 
В/1а5/2 (Ь/2 — плечо силы). Знаки мо- 
ментов одинаковы (обе силы повора- 
чивают рамку в одну сторону), так что 
общий вращающий момент М равен 
ВТоь, или, поскольку произведение 
аь равно площади 5 рамки, 

М= В!1аб= В{5. 
Под действием этого момента рамка 
начнет поворачиваться (если смотреть 
сверху, то по часовой стрелке) и будет 
поворачиваться до тех пор, пока не 
станет своей плоскостью перпендику- 
лярно вектору индукции (рис. 2). 
В этом положении сумма сил и сумма 


++ 9 +++ 
{ 
> 


моментов сил равны нулю, и рамка 
находится в состоянии устойчивого 
равновесия. (На самом деле рамка ос- 
тановится не сразу — в течение неко- 
торого времени она будет совершать 
колебания около своего положения 
равновесия.) 

Нетрудно показать (сделайте это са- 
мостоятельно), что в любом промежу- 
точном положении, когда нормаль 
к плоскости контура составляет произ- 
вольный угол В с индукцией маг- 
нитного поля, вращающий момент ра- 
вен 

М = В/$ эп В. 

Из этого выражения видно, что при 
данном значении индукции поля и 
при определенном положении контура 
с током вращающий момент зависит 
только от произведения площади кон- 
тура $ на силу тока 1 в нем. Величину 
1$ и называют магнитным моментом 
контура с током. Говоря точнее, 15$ — 
это модуль вектора магнитного момен- 
та. А направлен этот вектор перпен- 
дикулярно плоскости контура и при- 
том так, что если мысленно вращать 
буравчик в направлении тока в кон- 
туре, то направление поступательного 
движения буравчика укажет на- 
правление магнитного момента. На- 
пример, магнитный момент контура, 
показанного на рисунках 1 и 2, на- 
правлен от нас за плоскость страницы. 
Измеряется магнитный момент в 
А. м.. 

Теперь мы можем сказать, что кон- 
тур с током в однородном магнитном 
поле устанавливается так, чтобы его 
магнитный момент «смотрел» в сторо- 
ну того поля, которое вызвало его по- 
ворот. 

Известно, что не только контуры 
с током обладают свойством созда- 
вать собственное магнитное поле и по- 
ворачиваться во внешнем поле. Та- 
кие же свойства наблюдаются и у на- 
магниченного стержня, например у 
стрелки компаса. 


Еще в 1820 году замечательный 
французский физик Ампер высказал 
идею о том, что сходство поведения 
магнита и контура с током объяс- 
няется тем, что в частицах магнита 
существуют замкнутые токи. Теперь 
известно, что в атомах и молекулах 
действительно есть мельчайшие элект- 
рические токи, связанные с движе- 
нием электронов по своим орбитам 
вокруг ядер. Из-за этого атомы и мо- 
лекулы многих веществ, например па- 
рамагнетиков, обладают магнитными 
моментами. Поворот. этих моментов 
во внешнем магнитном поле и приво- 
дит к намагничиванию парамагнит- 
ных веществ. 

Выяснилось и другое. Все частицы, 
входящие в состав атома, обладают 
также магнитными моментами, вовсе 
не связанными с какими-либо движе- 
ниями зарядов, то есть с токами. Для 
них магнитный момент является та- 
ким же «врожденным» качеством, как 
заряд, масса и т. п. Магнитным мо- 
ментом обладает даже частица, не 
имеющая электрического заряда, — 
нейтрон, составная часть атомных 
ядер. Магнитным моментом обладают 
поэтому и атомные ядра. 

Таким образом, магнитный мо- 
мент — одно из самых важных поня- 
тий в физике. 


О ядерном веществе 


В состав атомного ядра входят ча- 
стицы двух типов: положительно за- 
ряженные протоны и нейтральные 
нейтроны. Они очень близки по мас- 
се т, = т, ^= 1,67. 10-7 кг. Величи- 
на эта ничтожна, но, тем не менее, 
плотность вещества в ядре очень ве- 
лика. Попытаемся оценить ее. 

Опыты Резерфорда, в которых было 
открыто существование атомного яд- 
ра, показали, что размер его —10^““— 
10`'° м. Последующие измерения 
дали для радиуса ядра с массовым 
числом А > 10 значение _ 

В,=1,3-10- 5 3/А м. 
При этом для объема ядра (считая 
его сфсрическим) имеем 


м 5 лЕ} = 10-4 А м. 
Масса ядра 


М. =т,А, 
поэтому плотность вещества в ядре 
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М, трА 
о» = У, у, 


А 107 кг/м?. 


Она оказывается чудовищно большой. 
Если бы можно было сплошь запол- 
нить ядрами кубик объемом один ку- 
бический сантиметр, то масса этого 
кубика была бы равна примерно 
100 миллионов тонн! 

Такая грандиозная плотность ядер- 
ного вещества свидетельствует, оче- 
видно, о существовании огромных сил 
притяжения, действующих между ча- 
стицами, составляющими ядро. (Об 
основных свойствах ядерных сил рас- 
сказывается в $ 107 «Физики 10».) 

Кроме обычных ядер, физики-теоре- 
тики предполагают возможность су- 
ществования и «необычных»: чисто 
нейтронных, сверхплотных (в них ве- 
щество сжато еще в несколько раз 
сильнее) и т. п. Экспериментальные 
поиски их пока не привели к поло- 
жительным результатам. 

Может ли в природе ядерное ве- 
щество существовать в виде больших 
образований? Положительный ответ 
на этот вопрос был получен, когда 


Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс 
1. Решите уравнение 
х—9х2-- 27 хе 19. 

2. Докажите, что число 1984. 1985. 1986. 
х1987--1 является полным квадратом. 

3. Докажите, что если у двух выпуклых 
четырехугольников середины сторон совпада- 
ют, то их площади равны? } 

4. х, у — целые числа, причем число 
6х--11у делится на 31. Докажите, что число 
х--Ту также делится на 31. 

5. Из пунктов А и В, расположенных на 
расстоянии 100 км, одновременио выезжают 
навстречу друг другу два велосипедиста, ко- 
торые двигаются со скоростью 20 км/ч и 
80 км/ч. Вместе с первым велосипедистом 
из пункта А вылетает муха-слепень со ско- 
ростью 60 км/ч и летит по направлению к 
пункту В до встречи со вторым велосипеди- 
стом, затем поворачивает и летит обратно до 
встречи с первым велосипедистом, снова пово- 
рачивает м т. д. Сколько километров проле- 
тит слепень в направлении от пункта А к 
пуикту В до того момента, как велосипе- 
дисты встретятся? 


®*) Эту же задачу нам прислал С. Р. Сефибеков. 
(Примеч. ред.) 
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астрономы обнаружили (в 1967 году) 
нейтронную звезду. 

Такая звезда может образоваться из 
обычной при быстром сжатии. В обыч- 
ной звезде существует равновесие 
между силами гравитации, стремя- 
щимися сжать звезду, и силами дав- 
ления нагретого звездного вещества, 
препятствующими этому сжатию. 
Сжатие начинается, когда внутри 
звезды термоядерные источники энер- 
гии исчерпают свои ресурсы. Звезда 
остывает, равновесие нарушается, и ве- 
щество устремляется к центру звезды. 
Плотность материи резко возрастает, 
атомные электроны «вдавливаются» 
в ядра и начинаются ядерные реак- 
ции превращения протонов в нейт- 
роны. Приходит момент, когда веще- 
ство внутри звезды будет состоять, 
н основном, из нейтронов и иметь 
ядерную плотность. При этом звезда 
с массой, равной солнечной, должна 
сжаться до шара радиусом —10 км. 


Возможность существования ней- 
тронных звезд предсказал выдающий- 
ся советский физик Л. Д. Ландау. 


Девятый класс 
6. Постройте график функции 


=> (-\/ х-+2ух—1 —\/х—2х—1). 


7. Какое число больше: 18711 или 1 12? 
8. Докажите, что если отрезок, соединя- 
ющий середины двух противоположных сто- 
рон выпуклого четырехугольника, равен полу- 
сумме двух других его сторон, то это трапеция. 
^ 9. Существуют ли заданные на всей чис- 
ловой оси функции Ёи в такие, что для всех 
х и у выполняется равенство 


Г) в(у=х-у1? 
10. Постройте квадрат по четырем точкам, 
лежащим по одной на его сторонах. 


Десятый класс 


11. Какое число больше: 
з1т соз 17 
12. Сколько у уравнения 


(хуй =х-у 


целочисленных решений, удовлетворяющих не- 
равенствам |[х |< 100, |у| < 100? 


13. Диагонали делят трапецию на четыре 
треугольника. Пусть в — площадь трапеции, 
8: и 32 — площади двух треугольииков, кото- 
рые примыкают к основаниям трапеции. Дока- 
жите, что 3/8 =, 4-1!8.. 

14. Действительные числа х, у. а таковы, что 
х+у=а—\ ху=а'—7в-+14. При каком значе- 
нии а сумма х?-- у? принимает наибольшее 
зиаченне? 

15. Может ли сечение л-угольной призмы 
быть правильным (п-|-2)-угольником? 


с0з т & или 


Публикацию подготовил Л. Д. Курляндчик 


— ИИ 


ант 
для младших школьников 


Задачи 


1. Руслан купил для своей коллек- 
ции четыре марки: кубинскую, мон- 
гольскую, болгарскую и польскую, 
Стоимость покупки без кубинской 


марки — 40 копеек, без монголь- 
ской — 45 копеек, без болгарской — 
44 копейки, а без польской — 27 ко- 


пеек. Сколько стоит каждая марка? 

2. Если к двадцати прибавить шест- 
надцать, получится 36 — полный 
квадрат. Если от двадцати отнять 
шестнадцать, получится четыре — 
тоже полный квадрат. Существуют ли 
еще числа, которые становятся пол- 
ными квадратами после прибавления 
и вычитания числа 16? 

3. Туристы подошли к небольшой 
речке, через которую переброшено 
бревно. Им нужно перебраться на дру- 
гую сторону. Первый турист пошел 
по бревну и упал в воду, но сумел 
перебраться на другой берег вплавь. 
Тогда руководитель быстро перебежал 
по бревну. За ним перебежали на дру- 
гую сторону и остальные туристы. 

Почему по бревну лучше перебе- 
жать, чем перейти? 

4. Точки А и В, взятые внутри пря- 
моугольника СДЕР, соединили с его 
вершинами. Два из образовавшихся 
треугольников закрасили в синий 
цвет, еще два — в красный цвет, 
так же как и центральный четырех- 
угольник (см. рисунок). Докажите, что 
площадь красной части прямоуголь- 
ника равна площади его синей части 
для любого’ расположения точек А 
и В внутри прямоугольника. 

5. При каком оснований системы 
счисления имеет решение (и какое) 
числовой ребус на рисунке? (О систе- 
мах счисления см. ответ на шуточное 
стихотворение «Необыкновенная де- 
вочка» на с. 60.) 

Эти задачи нам предложили В. Д. Вьюн, 

ученик 7 класса школы № 60 г. Баку На- 


зим Шоиринов, С. С. Кротов. Г. А. Галь- 
перин, А. В. Швецов. . 
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1985 года. 


четвертом 


“Я 986 года: 


По математике 


А. АКСЕНОВ — Великие Луки, с. ш. № Т, 9 кл. 
М. АЛЕКСАНДРОВ — Москва, с. ш. № 542, 
10 кл. 

Я. АРГЕНТОВ — Алма-Ата, РОФМШ, 10 кл. 
Я. ВАРШАВСКИЙ — Харьков, с. ш. № 27, 8 кл. 
Т. ГАЗАРЯН — Ереван, ФМШ при ЕрГУ, 10 кл. 
Д. ГАМАРНИК — Тбилиси, ФМШ им. В. М. Ко- 
марова, 10 кл. 

О. ГЕВОРКОВ — Тбилиси, ФМШ им. В. М. Ко- 
марова, В кл. 

Р. ГЕНДЛЕР — Ташкент, с. ш. № 110, 9 кл. 


Н. ГРИГОРЬЕВА — Андропов, с. 1. № 33, 10 кл. 


А. ГРИГОРЯН — Ереван, ФМШ при ЕрГУ, 
10 кл. 
А. ДАВТЯН — Бреван, ФМШ при ЕрГУ, 10 кл. 
Д. ДОБРИЦЫН — Москва, с. ш. № 91, 9 кл. 
А. ДЫННИКОВ — Жуковский, с. ш. № 1, 10 кл. 
Д. ЗАЙЦЕВ — Киев, с. ш. № 145, 9 кл. 
А. ИВАНОВ — Первомайск, с. ш. № 15, 
10 кл. 
С. ИСМАИЛОВ — Баку, ФМШ № 1, 10 кл. 
В. КАПОВИЧ — Хабаровск, с. ш. № 2, 10 кл. 
О. КИРНАСОВСКИЙ — Винница, с. ш. № 15, 
8 кл. 
А. КИСЕЛЕВ — Ленинград, с. ш. № 30, 10 кл. 
А. КОНОНЕНКО — Киев, с. ш. № 145, 9 кл. 
Б. КРУГЛИКОВ — Харьков, с. ш. № 149, 9 кл. 
М. КУРИННОЙ — Харьков, с. ш. № 27, 10 кл. 
Н. КУШЛЕВИЧ — Москва, с. ш. № 91, 9 кл. 
С. КЯРАС — Молетай, с. ш. № 2, 19 кл. 
. О. ЛИМЕШКО — Куйбышев, с. ш. № 16, 9 кл. 
К. МАМУРОВ — Душанбе, с. ш. № 53, 10 кл. 
В, МЕХРАБОВ — Баку, с. ш. № 20, 10 кл. 
Г. МИХАЛКИН — Ленинград, с. ш. № 30. 
10 кл. 
М. МУНЬКИН — Алма-Ата, РОФМШ, 10 кл. 
Д. МУРАЛАШВИЛИ — Тбилиси, ФМШ 
им. В. М. Комарова, 10 кл. 
И. РАСКИНА — Витебск, с. ш. № 31, 10 кл. 
М. РЗАЕВ — Баку, с. ш. № 94, 9 кл. 
И. САМОВОЛ — Гайворон, с. ш. № 5, 9 кл. 
Р. СИБИЛЕВ —- Ленинград, с. ш. № 30, 10 кл. 
И. СИМОНЕНКО — Великие Луки, с. ш №1, 
10 кл. 
Д. ТАМАРКИН -— Горький, с. ш. № ИМ, 9 кл. 
К. ТИЩЕНКО — Минск, с. ш. № 65, 10 кл. 
Ю. ШАМРУК — д. Новый Даор Гроднен- 
ской обл., 8 кл. 
В. ЭПИКТЕТОВ — Алма- -Ала, РОФМШ, 10 кл. 
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Победители 
конкурса 
«Задачник 
« Кванта » 


Ежегодно наш журнал про- 
водит конкурс среди школь- 
ников по решению задач 

из Задачника' «Кванта». 
Ниже публикуются списки 
победителей конкурса 
«Задачник «Кванта» 


Награждаются Дипломом 

и значком журнала «Квант» 
Й ц получают право 
участвовать сразу 


(республиканском) туре 
ь Всесоюзной олимпиады 


По физике 

А. АБАНОВ — Красноярск, с. ш. № 170, 10 кл. 
М. АХМЕДОВ — Сумгаит, с. ш. № 28, 10 кл. 
К. БЕДОВ — Челябинск, с. ш. № 188, 10 кл. 


А. БЕРЕНГОЛЬЦ — Кишинев, с. ш. № 3, 10 кл. 


0. БЕСМАН — Алма-Ата, РОФМШ, 10 кл. 
А. БЕСПАЛОВ — Тбилиси, с. ш. № 37, 19 кл. 
А. БЫЦКО — Ленинград, с. п. № 239, 9 кл. 
А. ВОЛОШИН — Ивановка Кирг. ССР, с. ш. 
№ 2. 10 кл. 
А. ГАМАЮНОВ — Полтава, с. ш. № 6, 9 кл. 
Б. ДОБРОВОЛЬСКИИ — Тбилиси, с. ш. № 42, 
10 кл. 
т ДОДА — Корсунь-Шезченковский, с. ш. № 4, 
кл. 
Д. ЕЖИКОВ — Минск, с. ш. № 32, 9 кл. 
А. ЖАРИКОВ — Киев, с. ш. № 157, 10 кл. 
К. ЗАХАРОВ — Фрунзе, с. ш. № 61, 10 кл. 
Н. ЗАХАРОВА — Алма-Ата РОФМШ, 
10 кл. 
Б. ЗИНГЕРМАН — Самарканд, с. ш. № 51, 
10 кл. 
С. ИВАНОВ — Уфа, с. ш. № 12, 10 кл. 
В. КАЛАЦКИИ — Солигорск, с. ш. № 2, 10 кл. 
М. КЕЛЬМАНСОН —- Москва, с. ш. № 417, 10 кл. 
П. ЛУШНИКОВ — Москва, с. щ. № 47, 10 кл. 
А. МАКСИМОВ — Ташкент, 6. ш. № 110, 10 кл. 
Ю. МАХЛИН — Москва, с. ш. № 67, 10 кл. 
В, МЕЛИК-АЛАВЕРДЯН — Ереван, ФМШ при 
ЕрГУ, 10 кл. 
Г. НИКОЛАИШВИЛИ — 
им. В. М. Комарова, 10 кл. 
Й. ОБИЖАЕВ — Ташкент, с. ш. № 50, 10 кл. 
А, ПАРЕЦКИЙ — Минск, с. ш. № 23, 10 кл. 
С. РАХАМОВ — Казань, с. ш. № 131, 10 кл. 
А. РОЗЕНВАЙН — Киев. с. ш. № 206, 9 кл. 
Е РОЗНОЩИК — Киев, с. ш. № 206, 9 кл. 
С. РОСЯ — Минск, с. ш. № 76, 10 кл. - 
Р. САДЫКОВ — Фрунзе, с. ш. № 61, 10 кл.- 
В. ТАРНЕЦКИЙ — Алма-Ата, РОФМШ, 10 кл. 
С. ТУЖАНСКИЙ — Виниица, с. ш. № 33, 10 кл. 
Р. УЛЬМАСОВ — Душанбе, с. ш. № 8, 10 кл. 


Тбилиси, ФМШ 


Г. ФИНКЕЛЬШТЕЙН — п. Черноголовка 
Моск. обл., с. ш. № 82, 9 кл. 
Г. ШВЕЦ — Киев, с. ш. № 145, 10 кл. 


А. ШУЛЯК — Черкасская обл., Молодецкая 
с. ш., 9 кл. 


{Окончание см. на с. 59) 


Этот раздел ведется у нас из 
номера в иомер с момента ос- 
норания журнала. Публикуе- 
мые в нем задачи нестандарт- 
ны, но для их решения не 
требуется знаний, выходящих 
за рамки школьной програм- 
мы. Нанболее трудные задачы 
отмечаются звездочкой, После 
формулироики задачи мы 
обычно указываем, кто нам ее 
яредложил. Разумеется, же все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. Решения задач яз этого 
номера можно отправлять не 
позднее 15 мая 1986 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кванте. 
В графе «Кому» напишяте: 
«Задачник «Кванта» № 3 — 
86» м номера задач, решения 
которых вы посылаете, напри- 
мер «М971, №972» или 
«Ф983». Решения задач низ 
разных номеров журнала нли 
по разным предметам (мате- 
матике я фязыке) присылайте 
в разных конвертах. Фамн- 
лию, имя и отчество пипгите 
печатными буквами. В письмо 
вложите конверт с написан- 
ным на нем вашим адресом 
(в этом конверте вы получите 
результаты проверки реше- 
ний). Условне каждой орягн- 
нальной задачы. предлагае- 
мой для публикации, присы- 
лайте в отдельяом конверте в 
двух экземплярах вместе с ва- 
шим решением этой задачи 
(яа конверте пометьте: +За- 
дачнык «Кванта», новая за- 
дача по физике» или +...мовая 
задача по математике»). В на- 
чале каждого письма просим 
указывать номер школы н 
класс, в котором вы учитесь. 


задачние 
анта 


Задачи 
№971 — М975; $983 — Ф987 


№911. Восемь волейбольных команд провели тур- 
нир в один круг (каждая сыграла с каждой один 
раз). Докажите, что можно выбрать из них такие 
четыре команды А, В, С, О, что А выиграла у 
В, С и Ь, В выиграла у С и О, С выиграла у О. 


А.Т. Украинцев 
№М972. Последовательность х,, Х., ... задается усло- 
виями х, = >, Жана х, (п=1 2, ...). Найдите 
целую часть числа 

= :. т ет ет. 
4. А. Анджанс 
№М973. В треугольнике АВС проведены высота АН 


и биссектриса ВЕ. Докажите, что если / ВЕА =45°, 
тои ХЕНС=45°. 


И. Ф. Шарыгин 


М974. Двое играют в шахматы с часами. После 
того как оба сделали по 40 ходов, часы обоих пока- 
зывали 2 часа 30 минут. 

а) Докажите, что в партии был момент, когда 
часы одного обгоняли часы другого более чем на 
1 минуту 50 секунд. 

6) Можно ли утверждать, что в некоторый момент 
разница показаний часов была не менее 2 минут? 


С. В. Фомин 
М975. На зшахматной доске» размером пхп 
стоит 20 различных фигур. Известно, что каждая 
фигура с любого поля бъет не более 20 полей. 
а) Докажите, что при п=100 эти фигуры можно 
переставить так, чтобы они не били друг друга. 
6) Пусть дополнительно известно, что если фигуру 
сдвинуть, то множество полей, которые она бьет, 
тоже параллельно сдвинется (на тот же вектор). 
Докажите, что при п=30 эти 20 фигур можно 
переставить так, чтобы они не били друг друга. 


А. К. Толпыго 
$983. На шероховатом столе лежит брусок мас- 


сой т=1 кг; коэффициент трения покоя бруска 
о стол що, =1 Н/м, коэффициент трения скольжения 
и==0,9 Н/м. К бруску прикреплена пружина жест- 
костью Ё={ Н/м. Пружину начинают тянуть в 
горизонтальном направлении так, что ее свободный 
конец движется с постоянной скоростью и (рис. 1). 


2 
Как будет двигаться брусок? ет 


— 
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\Уе Каузе Бееп ру бИизршая 
Куапе8 сол408{ ргоШезтз еуегу 
тол В {гот Бе уегу г 1ч5ще 
ой оцг таза?ще. Те ргоетз 
аге поозбопдаг@ олез, Би 
Шег зо шоп геашгез по гпГог- 
панов оц е {Ще зсоре оЁ {Ве 
0$$Е зесолдагу зсЪ00! зу1- 
1аЪиз. Тье шоге аИЙсшЕ рго- 
Мега аге штаткей “ИВ а Шаг 
(*). АЦег Ше зёметеле о? 1е 
ргоЫет, че изиаНу ш@сае 
УВо ргорозей Ё №0 из. 1 #063 
“ИЪоц зауте Ша по аП 
{Безе ргоетз аге г ри !- 
саНопз, Тве 50] аНопз оЁ рго- 
Метзз {гот (3 13506 (п Киз- 
Зап ог 11 ЕБлуйзЬ) мау Ъе 
розёе по 1а(ег {Вай Мау 15%. 


$984. При колке дров топор иногда застревает 
в расщелине полена. В таких случаях дальше ко- 
лют либо так, как показано на рисунке 2, либо — 
как на рисунке 3. Какой способ более эффективен? 

Т. С. Петрова 


ФЭ85. В сосуд, заполненный жидким эфиром, по- 
гружают перевернутую пробирку А. Из нее сразу 
же начинают выходить пузырьки. Пузырьки +со- 
бирают» в первоначально полностью заполнен- 
ную эфиром пробирку В (рис. 4). длина которой в 
два раза больше, чем длина пробирки А. При 


2 
этом из пробирки В вытесняется 3 первоначально- 


го объема эфира. Температура в комнате поддер- 
живается равной 20 °С, давление равно нормаль- 
ному атмосферному. Объясните происходящее яв- 
ление и определите по имеющимся в задаче дан- 
ным давление насыщенных паров эфира при ука- 
занной температуре. 

А. И. Буздин 


$986. Две хорошо очищенные пластины, платино- 
вая и вольфрамовая. находятся в вакууме, обра- 
зуя плоский конденсатор. Пространство между 
ними заполняют окисью углерода СО. Определите 
возникающую при этом разность потенциалов 
между пластинами. Считайте, что молекулы СО 
осаждаются на поверхности металла с образова- 
нием химической связи углерод — металл; моле- 
кула СО представляет собой диполь (рис. 5), 
1Аа|-1=3,3.10-" Кл-м. 

Е. Н. Юносов, И. В. Яминский 


4987. На картине И. Левитана «Март» (см. с. 8 
я 1-ю с. обложки) тени иа снегу, отбрасываемые 
деревьями в ясный солнечный день, голубого цвета. 
Не правильнее ли (с физической точки зрения) 
было нарисовать их темными бесцветными (черны- 
ми или серыми)? 

А. С. Бутов 


Рто]етз 


М971—М975; Р983—Р987 


№М971. БР: уоНеуьаЙ 1еатвз 400к рагё т а гоип@ гоп фоцгпа- 
теп& (еасЪ ат р1ауя олсе УИ еас№). Ргоуе а 1 13 
розз1Ые \ю сВоозе {оцг \еатз А, В, С. Р атопв Фе ев В+ зо 
#Наф А Каз Дегез{еЯ В, С апд О, В Наз ФеЁевфе4 С апа РО. С 
наз де(егфе4 2. А. Т. Ивганивеи 


№М9712. Тне зедцепсе х:, х2, .. 18 деблед Бу Зе сопаопя 
Ху 11, ХХХ, (Пю1, 2, ...). Рт@ Ве и\ебег рам 
оЁ Ще пимБек 

1 


х, +1 


} 


1 
+—— РТ . 


х.-1 

А. А. Апа}апз 
№973. т уЧапе АВС, АН 18 ап айыце ап@ ВЕ а ывзесюг. 
Ргоче {Наё 2 ВЕА=45 ° ипрЦ!ез СЕНС»=45°. 

1. Е. Звагуют 
№974. Туо р!ауегз р!ауе4 а сВезв кате, изиЯ а запдата 
(доцЫе) ите-рипсЫ лв с10сК. АЦег Бо На таде 40 тоуез, 
ЪофВ с1осКз ввозе 2 Воигз 30 липифез. 


1986 ю 1е ГоЙомлая а@гез8: 
$38, Мозсот, 103006, Мо- 
сква К.6, ул. Горького, д. 32/1, 
«Кзант». Р1елзе вел {Бе зоо 
Нопв оГ рьузс8 ап шта{фета- 
Исв ргоШетаз, аз ме! ав рго- 
Ыеп18 $тош &егесф 138463, 
цофег зерагафе соуег; оп Фе 
епу@оре зэтце Ве зог8з: 
“КУАМТ$ РКОВГЕМ$” зад 
4Ве ситога 0{ а {Фе зо[уей 
ргоетвз; ш усопг е ег елс1озе 
ап  цоатреЯ  зеМадЧгеззе8 
елу@форе — зе зВаЦ цзе № 0 
зеп4 уоп Ве соггосйол гевий. 
А%® 4Ъе еб о №е асадепис 
уеаг зе вит ир (Фе гевшз 
о? Ве Кудо ргоМега сопёевё. 
Ц уоц Вауе ав ога! ргоенз 
4+0 ргорозе Гог рибйсаНол, 
реаве ев № № 1$ ипдег 
зорага{е соуег, 1 мо сорез 
Са Вазфаа ог м ЕБаеЫзЬ), 
шсадоя (фе зоабой. Оп ще 
епуеоре мгие МЕМ’ РКО- 
ВЪЕМ ИМ РНУЗС$ (ог МА- 
ТНЕМАТ!С 5). 


№М951. Все стороны выпуклого 
шестиугольника АВСЬЕЕ рав- 
ны 1. Докажите, что радиус 
описанной окружности одного 
из треугольников АСЕ и ВОЕ 
не меньше Г. 


а) Ргоуе {Та! а{ зоше з4аке оЁ {Ме кате опе ой Ве сЧосКв зав 
тоге ФВап 1 им. 50 зес. аВеа@ оЁ {Ве офег. 
Ъ) Сап ме апп \Ват аь зоте з4аве \Не 9\егепсе Ъейуееп Пе 
5Но\аляз ой &Ве с10сКз мгаз песеззагИу по 1езз &Вап © п!птвез? 
5. У. Ротт 
№М975. 20 а1{Гегеп% сВезз р1есез зфап4 оп ап п Бу п «сНеззБоаг@». 
Ц 13 Кпоуп {Наф еасН рёесёе, \Негеуег 1 13 1осще@, аМаскз по 
тоге 1Вап 20 роз!Волз. 
а) Ргоуе Фафа]\ 20 р1есез сап Ъе р1асед опа 100Ъу 100 сНеззЪоаг@ 
\ИПоце аЦасктЕ сасН о Тег. 
Ь) Мом зиррозе {}аф уНепеуег а ресе 13 д1зр\асе@, {Те зеё о? 
роз оп аМаскКей Бу #1 ипдегкосз рага!е] фгап$]аНоп (%ИВ Фе 
зате 415р]асетепф уестог). Ргоуе Штат 41езе 20 ресез сап Ъе 
р1асе@ оп а 30 Ъу 30 Ъоага чИРоцЕ амасЮ пя еасй отек. 
А. К. То риво 
Р983. А зо! ой табз 1 Кр 15 расе оп \Не гоцвйВ зихРасе оЁ а 
фаЪе; {Не асИоп сое сете оЁ {Не зоП@ (аё тез) ава!1т8Е те 
фаЫе 13 по=1 М/т, Ве зи тв Ге Ноп сое Я се пф 13 д= 0.9 М/т. 
А зрипв о га 4ну Е—=1 М/ут 13 цей ю \1е зо\а. Те зрипе 
18 риЦед ат {Те Вогёхопфа1 ахесйоп зо а №3 Ёгее еже! у 
тоуез \ИЛ сопз{ап& уеюсКу и (5ее Пкоге Рис. 1). Ном ми Ве 
зо!а томе? 
Т. Г. Мат 


Р984. 1п {Ве ргосезз ой зр И пя 1ояз Гог Йге\жоо3, (Ве ах зоте- 
Итез вез зшсК м 4Ве 1ов. Опе сап {еп у Ю взр! те 05 
ей\ег аз зВо\и оп Нииге Рис. 2, ог аз зВоуп оп Ввиге Рис. 3. 
Уыев №8 тоге еЁ слет? 

Т. $. Рагооа 


Р985. А 1е31 ифе А 13 уттегзебд прзз4е Фоз’п 11 а \еззе! йПеа 
\ИЯ Паша етег. БАШе БиЪЫез зтлхлеа1е!у Бей} п 40 соте оп оЁ 
3% ап аге «ва етгед»ь зп Ве 403% 1аЪе В (огпаПу Шей зи 
сет) \Возе 1епяф\ 23 фи юе Та оЁ А (5ее Иииге Рис. 4). 
Аз а тезаМ, 2/3 оЁ Ме усфате оГ е\Мег опктаМу сощатед 
10 (36 Бе В 1: Тогсеё ош. ТЬе 4етрегафате п 4№е гоот 3 
тла!пфа1тей аф 20 °С, 4Ве ргеззихе 13 погтла! абтозркКемс. Ехр\ат 
{Фе рНепотелоп дезсг! Бе аЪоуе апй зе {Не Дафа ой {Те ргоМет 
{© Вееогицае {Те ргезвихе 0{ 5а\игабей уарогз оГ о Вег а{ {те 
фетзрега&ите п@1са4е аЪоуе. 
А. 1. Виг4ат 
Р986. То рез “ИВ ме! Итизрей зигГасез, таде оЁ рабпит 
апё могат апа р1асей }3п уасиит, сопзИ ие а рапе сарасИюг. 
ТВе зрасе Бефуееп 4Ветш 13 ИШед %ИП сатЬоп топож4е СО. 
Реегпипе Фе @94{егепсе ой роепИа! Бемуееп Фе р1а(ез. Уоц 
ау в8зите {На фе СО мюо]есез$ дерозЦей ироп \\е раз 
Гогт а свела] Бопа о{ {1е сагБоплле!а1 $уре; еасп СО тоесше 
13 п Фрое (зее Пкоге Рис. 5), |А9|. #=3. 3: 10-31 С. м. 
Е. М. Гиповоо. 1. У. Уапил8 
Р987. Оп 1. Геуцап’з ГАтоцз раминЕ «МатсВ» (зее 4Не {гоп\ со- 
уег ап@ р. 8) 4Ве знадоме ипаег {Ве 4хеез оп Ве зпом оп а еаг 
зцплу ау ахо раке Ыще. 18 3 соггеси (Ёгот &Ве рой о? мле\м 
оЁ риуз1с8), ог зНош@ {Пеу Лауе Бееп ра! {п сооцт]ез8 бюпез 
({ЫасКк ог втау)? 


4.5. Вшоо 


Решения задач 
М951 — М955; 9963 — Фо67 


Обозначим радиусы описанных окружностей тре- 
угольников ВОР и АСЕ через г и г; условимся, 
что гг, . | 

Доказательство поведем от противного. Пусть 
г< 1 (значит, иг, < Р). Оценим сумму углов шести- 
угольника. Поскольку равнобедренные треуголь- 
ники А ВР и ОВР, где О — центр описанной окруж- 
ности треугольника ВОР, имеют общее основание 
ВЕ и при этом АВ=1>> ОВ-==г, угол при вершине 
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№952. Обозначим через {х} 
Оробную ‘часть числа х; 
{<} =х—[х|, где [х] — наи- 
большее целое число, не пре- 
' восходящее х. 
’ в) Приведите пример числв п 
‚ такого, что 


ф 

| . 
й (аз-ииа) = 1. 
| 6) Докажите, что такое число п 
| не может быть рациональным- 


1953. На плоскости даны 
ищесть точек, никакие три из 
‘которых не лежат на одной 


прямой. Проводятся все 
115 прямых, соединяющих по- 
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у первого треугольника меньше: ХА< РОВ: 
Аналогично, /С< ХВОБ, КЕ< Г БОР. Следова- 
тельно, 

А+ С+ЕЕ< ХЕОВ- Е ВОО Г БОЕ, (*) 
а сумма в правой части (+) или равна 2л (когда 
треугольник ВОЁ остро- или прямоугольный; 
рис. 1), или меньше (когда этот треугольник тупо- 
угольный; рис. 2). Точно так же доказывается, 
что ИВЕИО+ЕЕР-2л (поскольку г < 1), и ПО- 
этому сумма всех углов шестиугольника меньше 
4п, что невозможно. Таким образом, г— 1. 

Справедливо и более сильное утверждение: в наших обо- 
значениях либо г>1>и, либо г-==г, ==1. Для доказательства 
прежде всего покажем, что треугольники АСЕ и ВОЕ остро- 
угольные. Допустим, например, что угол. ВЕР не острый. 
Тогда точка Е лежит в круге с диаметром ВО. то есть МР = МВ, 
где М — середина ВД (рис. 3). Следовательно. точка № пере- 
сечения серединного перпендикуляра и ВЕ с отрезком ВР ле- 
жит между Ви М. Равнобедренные треугольники ВРА и ВЕМ 
имеют общее основание ВЁР и при этом ВМ=.ВМ<1=ВА 
(так как 28ВМ= Вр ВС-+СО=2), 
Аналогично, ( ОЕЕ>> Г РЬВ. Но тогда угол шестиугольника 
при вершине ЕР больше п (УР. Х АЕВ+- { ВРО-- ХОРЕ 
> ИРВР-- ( ВЕР (РОВ = л), а это протиаоречит выпук- 
лости шестиугольника. 

Тем самым доказано, что правая часть в неравенстве (*) 
разма 21 и, рассуждая так же, как выше. мы получим, что 
г, =1 (иначе сумма всех углов шестиугольника оказалась 
бы больше 4л). 

Наконец, если один из радиусов, скажем г, равен 1, то, 
очевидно. точки А, Си Е симметричны центру О описанной 
окружности треугользика ВОР относительно его сторон 
(рис. 4). Отсюда легко вывести. что ЛДАСЕ= ЛЬРВ, значит. 
И г, =1. (Более того, в этом случае треугольники АСЕ и РЕВ 
симметричны относительно середины отрезка ОН. где Н — точ- 
ка пересечения высот треугольника ВОР. так что противопо- 
ложные стороны шестиугольника параллельны.) 

Б. Хорват, В. Н. Дубровский 


Ф 
а) Ответ: один из примеров — А Дей- 
ствительно, поскольку (2-3) (2—5: 3)=1, 

{а /а-=6В—1-+@—3)=1. 
Вообще, годится любое число вида п" — и 
где п.— целое и больше 1. 


6) Допустим, что число а рационально и пред- 
ставим его в виде несократимой дроби: а=т/п. 
Если |а}{+{1/а}=1, то очевидно, а-+{-1/а — это 
целое число; о и: его через Ё. Итак, 
т/п+п/т-=Е, то есть т? -+- п? =Атп. Отсюда сле- 
дует, что т? делится на п, а п? — на т, а по- 
скольку т и п взаимно просты, это возможно 
лишь при |т | =|п| =1, то есть при а= +1. Но в 


поэтому ДАРВ>> ( РВЬ. 


этом случае {а}-+{1/а} =0. Следовательно, рас- | 


сматриваемое уравнение не имеет рациональных 
решений. 


И. Варга 


Ф з . 
Ответ: 10 точек. Пример расположения с 10 точ- 
ками тройного пересечения прямых показан на 
рисунке 1: за исходные 6 точек здесь берутся 
вершины и центр правильного пятиугольника. 


парно эти точки. Каково наи- 
большее число точек (отлич- 
ных от данных), в которых 
пересекаются 3 из этих 15 пря- 
мых? 


Рис. 2. 


№М954. 2) В треугольник впи- 
сан прямоугольник со сторо- 
нами а пЬ так, что все его 
вершины лежат на сторонах 
треугольника. Пустьа и В, — 
длины проекций треугольни- 
ка на прямые, параллельные 
сторонам ин 5 прямоуголь- 
ника. Докажите равенство 


а |.) 


а Г 
6) В произвольный тетраздр 
вписан прямоугольный парал- 
делепипед с ребрами а, Бис 
так. что все его вершины яе- 
жат на поверхности тетразд- 
ра. Пусть а., В ис, — длины 
проекций тетраздра на пря- 
мые. параллельные ребрам 
а, Бы с. Докажите равенство 
а Г.) с 
а, +Ь Е # 


1 


Покажем теперь, что на каждой из 15 рассмат- 
риваемых прямых лежит не более двух точек трой- 
ного пересечения (отличных от данных), то есть 
что общее их число не превосходит (15-2):3 =10 
{при подсчете учитывается, что каждая из этих 
точек лежит на трех прямых). 

Заметим, что 6 прямых. попарно соединяющих 
любые 4 из данных точек, пересекаются по две в 
трех точках (если среди этих прямых нет парал- 
лельных), причем эти три точки не могут лежать 
на одной прямой (рис. 2). Поэтому на прямой. 
соединяющей две оставшиеся точки, могут лежать 
самое большее две точки тройного пересечения, 
что и требовалось доказать. 


Выделенное курсивом утверждение нетрудно доказать стро- 
го. пользуясь тем, что ирямая. не проходящая через вершины 
треугольника и пересекающая одну из его сторон, пересекает 
ровно одну другую сторону *). Интересно. что п некоторых 
неевклидовых геометриях это утверждение принимают за 
аксиому (заксиома Фано»). а в некоторых геометриях оно и 
вовсе ие выполняется. 

В. В. Прасолов 


® 
а) Очевидно. на одной из сторон треугольника 
должны лежать две соседние вершины прямо- 
угольника, а на двух других сторонах — еще по 
вершине (рис. 1). В обозначениях рисунка 1 из го-. 
мотетичности треугольников АВС и ММС, АСЬ 
и АМК получаем 

а, в ММ, КМ №, АМ 
ое лес Зыаещыис = = 


Поясним подробнее равенство а, =АВ, имея в виду. что 
в задаче 6) аналогичные утверждения не столь очевидны. 
Проекция точки С на прямую АВ лежит на отрезке А В (иначе 


‚одна из точек К и Г, — проекций № и М на АВ — должна была 
‘бы лежать вне этого отрезка); следовательно. проекция тре- 


угольника на прямую ЕЁ = АВ совпадает с его стороной АВ. 

6) Ясно, что на одной грани тетраэдра может 
лежать либо целая грань параллелепипеда, либо 
одно его ребро, либо одна вершина, либо вовсе 
ни одной (впрочем, последнее, как мы увидим да- 
лее, невозможно). Рассмотрим два случая. 

1) Пусть какая-то грань КЕММ параллелепипе- 
да лежит на грани АВС данного тетраэдра АВСО. 
Тогда параллельная грань К’Г'М’М№’ вписана в 
сечение А’В”С’ тетраэдра плоскостью этой грани 
(рис. 2). Пусть КЁ ==а, КМ =, КК’=с. Поскольку 
проекция Е вершины О на плоскость АВС лежит 
н треугольнике АВС (иначе одна из точек К, М, № 
должна была бы лежать вне его), проекции а, 
и Ь, тетраэдра на прямые КГ и КМ совпадают 
с проекциями грани АВС на эти прямые. Проекция 
же с; тетраэдра на прямую КК”, очевидно, равна 
его высоте ОЕ. Треугольник А’В’С’ гомотетичен 
треугольнику АВС с центром О и коэффициентом 
Е =ДЕ’/РЕ— (се, —с)/с =1— с/с, (Е’ — точка пе- 
ресечения ОЕ и плоскости А’В’С”, следовательно, 
проекции треугольника А’В’С’ на К’Г’ и К'М№’ 


*) См. учебник А. В. Погорелова «Геометрия 6—10» (теорема 1. 2). 
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Рис. 2. Показанные здесь три 
возможных случая рассмат- 
риваются совершенно одина- 
ково. 


М955. За круглым столом си- 
дят п участников «безумного 
чаепития». Важдую минуту 
одна пара соседей меняется 


местами. Через какое наи- 
меньшее время все участники 
чаепутия могут оказаться си- 
дящими в противоположном 
порядке (так что левые соседи 
у всех станут правыми в на- 
оборот)? Рещите эту задачу: 
а) для п-=4, 5 и 6; 6) для лю- 
бого п>3З. 
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8} 


равны Га, и ЕЁ, и в силу задачи а) 
Ь (5 Г: [2 С с 
а т =" 

2) Пусть ни одна из граней параллелепипеда 
не лежит целиком в грани тетраздра. Тогда на 
каждой грани тетраэдра должно лежать по две 
вершины параллелепипеда, то есть по одному реб- 
ру. Легко понять, что среди этих четырех ребер 
два, скажем КР и ММ, обязательно лежат в одной 
грани параллелепиледа и параллельны, а два дру- 
гих — К’№’и Ё’М’ — в противоположной грани 
и перпендикулярны первым двум. Поэтому общее 
ребро АВ граней тетраэдра, содержащих отрезки 
КГ. и ММ, параллельно им, в противоположное 
ребро тетраэдра СР параллельно К’№’ и Ё’М'’ 
(и перпендикулярно АВ; рис. 3). 

Пусть ЕР — общий перпендикуляр прямых АВ 
и СО, Ри @ — точки его пересечения с плоскостя- 
ми КЬМ и К'Ъ’М’. Проекция с, тетраэдра на КК’, 
очевидно, равна ЕЁ, а его проекции а, и $, на пря- 
мые АВ и СР (которые параллельны КЁ и КМ№) 
совпадают с проекциями треугольника АВЁ на АВ 
и СПЕ на СО. Рассмотрим проекции наших много- 
гранников на плоскости АВЕ (рис. 4, а) и СРЕ 
(рис. 4, 6). Рассуждая так же, как в коице пункта 
а), убеждаемся, что точка Е лежит между А и В, 
а — между С и ВР. Следовательно, @а-= АВ, 
ь, =СР. Теперь, пользуясь гомотетичностью тре- 
угольников на рисунках 4, ди 4,6, получаем 

а Ь с Ро, РЕ, РО 
а. Ра Та РЕ ПРЕ 


Узнерждение задачи справедливо и для произвольного па- 
раллелепипеда, впиеанного п тетраэдр, если под а1, 6:, 2: по- 
нимать длины параллельных проекций тетраэдра на ребра 
а, Ь, с параллелепипеда вдоль плоскостей соответствующих 
граней параллелепипеда. 

В. Н. Дубровский 


Ф $ 
а), 6) Ответ: пусть Ё, — искомое наименьшее вре- 
мя (в минутах), тогда 2? — В, 12441=7; в част- 
ности, 1. — я. 1; —= 4, [9 — 6. 

Докажем, что при п>4 


т (1) 


([а] — целая часть числа а). Представим, что 
унастники чаелития сидят в вершинах правиль- 
ного п-угольника. Тогда их итоговое расположение 
получается из исходного симметрией относительно 
некоторой оси. Пусть А — один из участников, наи- 
более удаленных от оси, В — симметричный ему. 
Кратчайший путь от А к В по границе много- 


Ф963з.Плоскости Ри @ пересе- 
каются под прямым углом и 
плоскость Р составляет угоз а 
с горизонтом (рис. 1). Из неко- 
торой точки А пространства 


й 


Не, 29. 


угольника (красная ломаная на рисунке 1) содер- 
жит >[(п—1)/2]| сторон (см. рис. 1), поэтому А 
должен пройти по пути к В не менее Ё сторон, 
то есть сделать не менее Ё пересаживаний. Но при 
этих пересаживаниях порядок взаимного располо- 
жения остальных п—1 участников не меняется 
и им нужно сделать еще ло меньшей мере #1 


` пересаживаний между собой, чтобы разместиться 


в противоположном порядке, откуда и следует (1). 
Поскольку #. =1 (рис. 2), из оценки (1) получаем, 
что 


1>>1+[3]+] 1+... = 
—=2(1-+2+...+(8-П)=ЬЫь, (2) 
вк 1+[ 8 |+... НА. (3) 


Покажем, что найденного здесь числа пересажива- 
ний достаточно, то есть знак >> в (2) и (3) можно 
заменить на знак —. Занумеруем участников чае- 
пития по порядку от 1 до п и разобьем их на две 
группы — от 1-го до Ё-го и от (Ё--Т)-го до п-го. °` 
Чтобы поменять порядок в первой группе, переса- 
дим последовательно 1-го участника со 2-м, 
3-м, ..., Е-м, затем 2-го — с 3-м, 4-м, ..., Ё-м ит. д. 
(рис. 3). На это уйдет (ЕП (Е —2)+...+1= 
—=(к?—К)/2 пересаживаний. Аналогично, за 
(п—К)(п—Е—1)/2 пересаживаний мы получим 
обратный порядок во второй группе. Всего при 
п=2Ё или п=2Е--1 (тоесть Е=|(п-- 1)/2] надо 
будет произвести Е’—Ё или Е’ пересаживаний, 
соответственно. 

Приведем идею другого вывода оценок (2) и (3). Заметим, 
что из любых трех участников чаепития хотя бы двое должны 
поменяться местами (иначе их порядок сохраняется). Соеди- 
ним двух участников отрезком. если им ни раву не приходи- 
лось пересаживаться друг в другом. Мы получим набор отрез- 
ков с концами в л точках (или. как говорят, граф к п вершина- 
ми). В силу сделанного замечания. эти отрезки (ребра графа) 
не образуют ни одного треугольника. Нетрудно доказать по 
индукции, что граф с п вершинами без треугольников содер- 
жит не более [п*/4] ребер (это частный случай так называемой 
теоремы Турана: доказательство для четного п было дано в ре- 


шении задачи М9З4а в «Квантеь № 11 за 1985 г.). Следова- 
тельно, количество пар участников, которые хотя бы раз пере- 
саживались друг г другом. не меньше п (п— 1)/2—[п*/4}. что, 
как легко проверить, соападает се правой частью (2) или (3) — 
н зависимостн от четности п. 


В. Б. Алексеев. В. Н. Дубровский 


Ф 

Свободное падение шарика из точки А на плос- 
кость Ри дальнейшее его движение по параболиче-. 
ским траекториям удобно представить как супер- 
позицию движений в двух взаимно перпендикуляр- 
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на плоскость Р свободно па- ных направлениях — вдоль осей Х и У (см. рис. 1). 
дает маленький шарик. Со «Составляющие» движения будут равноускорен- 
ударения шарика с плоскостя- Е 0 р ы 

ми абсолютно упругие. При  НЫМИ © ох =1,—09 и с ускорениями 8, — 6 эта и 
каком условии шарик вновь &.= & со0$ а. Упругие удары шарика о плоскости 
окажется в точке А? Изобра- Ри делают эти движения периодическими. Обо- 


зите одну из возможных тра- значим расстояния от точки А до плоскостей @ иР 

екторий возвращения. я 2 
через [и й; времена прохождения этих расстояний 
(«тудаь или «обратно») — 


и 2 на / 28 
т — У азта’ и 8 созе` 

Возврат шарика в точку А будет реализован 
при одновременном его появлении в точке А как 
в движении по оси Х, так и в движении по оси У, 
то есть если будет соблюдаться равенство 

т. АТу, 
где Ё — рациональное число. При этом условии 
всегда найдутся некоторые четные числа т и п, 
равные «числу ходов» шарика по осям Х и Уот 
начала движения до его появления в точке А: 
тах = пт, 

Найдем реальную траекторию, по которой шарик 
сможет опять попасть в точку А. Используя соот- 
ношения отрезков путей, проходимых в равноуско- 
ренном движении за равные последовательные 
интервалы времени (при г, =0), можно графически 
точно показать места ударов шарика о плоскость Р 
и точки касания его траектории (отрезков пара- 
бол) оси Х. 

На рисунке 1 траектория спуска от точки А до 
} удара о плоскость Я показана синим цветом. Воз- 
врат в точку А возможен лишь в том случае, если 
шарик после «отражения» от плоскости @ где-то 
| 
| 
} 
| 


ОПЯТЬ «сядет» на эту же траекторию и будет дви- 
гаться по ней «вверх». Никакая другая траектория 
не приведет шарик в точку А (в той точке обяза- 
тельно 9.=и,=0). 

В частности, если плоскость @ шарик встретит 
на линии АВ, (т=2, п=2), или на линии 
А.В), (т=2, п= 4), или на А.В; (т=2, п=6) ит. д., 
то он сразу же после упругого удара окажется 
на синей траектории и обязательно вернется в точ- 
ку А. 

Теперь обратим внимание на красную траекто- 
рию на рисунке 1. Если после отражения от плос- 
кости @ шарик попадает на эту траекторию, то, 
двигаясь по ней «вверх», он в точке В отразится от 


Рис. 1. 
1 АА, |: [А,А›|:| АА, |= 
= } ВВ, |: |В,В; |: |В:В; |= 


==]:3:5. 
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$964. Мотериальные точки 
образуют замкнутую систему. 
Между любыми двумя точка- 
ми системы действует сила 
— 
притяжения, равная Ё.= 
— 
=Ат.тг,, где т, т, — массы 
> 
точек. |Ё.| — сила, действую- 
шая па точку Е со стороны 
-ы 
точки |, |г.| — расстояние 
между точками (рис. 1), Е — 
постоянный ^ коэффициент. 
В начальный момент все час- 
тицы покоятся. Докажите. что 
через некоторое время все точ- 
ки столкнутся. Определите 
это время, если известны мас- 
%) 
са всей системы М=Х т, и 
} 


коэффициент К. 


плоскости Р, вновь окажется на этой же траекто- 
рии и пойдет по ней в обратную сторону (красная 
траектория отвечает движению шарика, брошенно- 
го из точки В со скоростью 50 такой, что ио,= 
— \2ай с0$ а, 0х =0). 

В точках пересечения красной и синей траекто- 
рий [или [= [их [и [и [= 6.2 | согласно закону со- 
хранения знергии, и становится понятным, что 
если в одной из этих точек (в точке РБ или в точке Ё) 
окажется плоскость @, то шарик © синей траекто- 
рии Е этой точке «пересядет» на красную траекто- 
рию, пройдет по ней до точки В и обратно до плос- 
кости @ и, вторично чпересев» на синюю траекто- 
рию, вернется в точку А. При этом для точки О 
ть=4, п,=6; для точки Е т, =4, п: ==10. " 

Но в общем случае пересадки с синей траекто- 
рии на красную и обратно должны осуществлять- 
ся через «промежуточные лараболы» (они на ри- 
сунке 2 показаны зеленым цветом), причем ка- 
кая-то из них, имея касание с осью Х, будет обя- 
зательно иметь касание с осью У. (На рисунке 2 
приведена вся трасктория движения шарика при 
т=8 и п=10.) 

Если Ё — иррациональное число. на плоскости @ 
зеленые параболы никогда не пересекутся с крас- 
ной, и шарик никогда не окажется в точке А. 

Г. С. Лапидус 


Ф 
Докажем, что частицы одновременно столкнутся 
в центре масс системы. 

По определению центра масс радиус-вектор г, 
проведенный из начала координат в центр масс, 
есть 


г=Хт; Г/М, (1) 
И: 


где Г, — радиус-вектор, проведенный из начала 
координат в точку с массой т. 
Поместим начало координат в центр масс систе- 


мы. Тем самым мы положим г=0. Но согласно (1) 
это означает, что УХ ти’=0. (Это равенство мы в 
Г 


дальнейшем используем.) 
Сила, действующая на {1-ю точку со стороны точ- 
ки }, можег теперь быть выражена так: 


= — — 

Е: == вттти — Етит; (г; —г). 
Со стороны всех точек системы на -ю точку дей- 
ствует сила 

1 3 
} 

(мы учли, что У тг) =0). Перепишем (2) в виде 
Е.= —сг,, или В скалярной форме 

ЕР; = — а: г, где а: = ЕМт.. 
Мы видим, что каждая точка движется так, как 
если бы она была соединена с центром масс систе- 
мы пружиной жесткостью ©: = ЕМпь, и в нерастя- 


Е. = кт, УХ т. рф п) = т, Х ту— Вт, Х тт. = 
] 


$965. Длинный цилиндриче- 
ский сосуд наполнен идеаль- 
ным газом до давления р.- 
Сначала температура цилинд- 
ра поддерживается постоян- 
ной и равной Т.. Затем темпе- 
ратуру одной из торцевых сте- 
ном сосуда повышают на АТ, 
а температура противополож- 
ной стенки остается прежней. 
Найти установившееся давле- 
ние в сосуде и положение 
центра масс газа. Считать, что 
АТ То. 
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1 а 


нутом состоянии длина пружины нулевая. 

Так как в начальный момент все точки покои- 
лись (и пружины при этом были растянуты), 
в дальнейшем каждая точка будет двигаться пря- 
молинейно по направлению к центру масс. Время, 
за которое точка Е дойдет до центра масс, — это 
четверть периода колебаний груза массой т; на 
пружине жесткостью св: 


Как видно, & не зависит от параметров конкрет- 
ной точки; следовательно, все частицы одновре- 
дл’ 1 

2 км 
4. Г. Самосват 


менно придут в центр 


хФ 


После установления равновесия в разных местах 
сосуда давление газа будет одним и тем же, а тем- 
пература будет различной: больше вблизи более 
теплой стенки и меньше — у противоположной. 
Если АТ< Ту, то можно считать, что температура 
меняется по линейному закону 


т (х)=То (1+7 =) 


(см. рисунок). Мысленно бы сосуд на тонкие 
слои толщиной Ах такие, что в пределах каждого 
слоя можно считать температуру газа постоянной. 
Для газа в каждом таком слое выполняется 
условие 


р=п (х)-Е-Т (х)}, 
где р — давление в сосуде, ® — постоянная Больц- 
мана, п(х) — объемная концентрация газа в дан- 


ном слое. Видио, что концентрация тоже зависит 
отх 


п РР (И) 


АТ. т. 1 
ит (1+7. АТ т , [: 


{мы воспользовались Сы равенством 


11а при а< 1) и по линейному закону ме- 


няется от П[Ьы у холодной» стенки до 


_Р_ 
АТ, 


п! = 2 (1 т -—.:} у зтеплой». Среднее значение 
То Т. 
концентрации 
п —п Ёп Р — 1 АГ. 
<р 2 То вт. 
Выразим через п. полное число молекул в сосуде: 
ВИ — РЯ (1 _тАТ 
МЕТ, (1-5 Г) а) 
(5 — площадь торца цилиндра). С другой стороны, 
ро 
МЕ, (2) 


где п, — концентрация газа в сосуде при ре, Т.. Из 
(1) и (2) находим давление в сосуде при установив- 
шемся равновесии: 


Ф966. Для иллюстрации по-. 


верхностного натяжения одну 
из мыльных пленок, натяну- 
тых на параллельные «на- 
правляющие» п разделенных 
ниткой АВ (см. рис. 1), про- 
калывают; при этом нить АВ 
‘катягивается. Определите си- 
°лу натяжения нити. Расстоя- 
ние между «направляющими» 
равно 4, длина нити 1 (1> 


> л4/2), коэффициент по- 
верхностного натяжения 
мыльного раствора в. 

А 


В| `Плеёнки 


Рис. 2. 


$967. Стопку очень тонких 
металлических пластин, нахо- 
дящихся на одинаковых рас- 
стояниях друг от друга, заря- 
жают от батареи следующим 
образом. 
клемму батареи соединяют Е 
самой правой пластиной, а по- 
ложительную клемму присо- 
единяют по очереди к самой 
левой пластине, затем ко вто- 
рой слева. к третьей и т. д. до 
предпоследней (второй спра- 


Отрицательную - 


=) = р (1+ 1). 
2 Т 


Теперь найдем положение центра масс газа: 


1 Аг) 
12 и. 


=> 


ве — 


`Таким образом, центр масс сместился в сторону бо- 


лее холодной стенки на 
ГА 
№4= г“ 

Смещение центра масс кажется на первый взгляд 
парадоксальным, однако естественно объясняется 
взаимодействием молекул газа со стенками сосуда. 
Дело в том, что в процессе установления равнове- 
сия изменение импульса молекул, сталкивающих- 
ся с более теплой стенкой, будет больше, чем у тех, 
которые сталкиваются с противоположной стенкой. 
Это приведет к передаче импульса от стенок сосуда 
газу, а значит, и к смещению центра масс газа. 

В. И. Комов 


Ф 
Выясним сначала, вид какой кривой примет нить 
под действием силы поверхностного натяжения. 
Легко догадаться, что в случае [< л4/2 это будет 
дуга окружности, так как, предположив противное 
(то есть что радиус кривизны нити не постоянен), 
придем к тому, что равновесие нити невозможно. 
С учетом этого найдем, что в случае {>ла/2 


`нить будет иметь два прямолинейных участка дли- 


ной х = и полуокружность (так как точки 
Сир =) радиусом 4/2 (рис. 2). 

Пусть сила натяжения нити Т (см. рис. 2). Рас- 
сматривая симметричные участки нити, можно за- 
писать: 


2Т = Хо. А1:-с0$ &=04 = 5 


„Л. Г. Маркович 


Ф 
Обозначим через 5 площадь каждой пластины, 
4 — расстояние между пластинами, ® — ЭДС ба- 
тареи. Найдем, какой заряд соберется на самой 
правой пластине (1) после того. как зарядили Ё-ю 
пластину справа. 
Расстояние между этими пластинами равно 
(Е —1)4. разность потенциалов равна ЭДС бата- 
реи ®, и, следовательно, напряженность электри- 
ческого поля в промежутке между этими пласти- 
нами должна быть равна 
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ва: рис. 1}. Найдите отноше- 
ние заряда на самой правой 
пластине к заряду на третьей 
справа пластине. Считать, что 
толщина стопки много мень 
ше, чем линейные размеры 


пластцин. 


Список читателей, 
приславших правильные 
решения 


Это электрическое поле создается отрицательным 
зарядом, расположенным на пластине 1, и всеми 
положительными зарядами, находящимися на уже 
заряженных пластинах (рис. 2). Так как напря- 
женность поля бесконечной заряженной плоскости 
не зависит от расстояния до нее и не меняется при 
ее перемещении, то мы можем мысленно придви- 
нуть все положительно заряженные плоскости к 
Ё-й справа. При этом получится плоский заряжен- 
ный конденсатор с расстоянием между плаетина- 
ми {Е —1) 4. Так как поле в плоском конденсаторе 
равно @/е5, где @ — заряд каждой пластины, 
то отрицательный заряд самой правой пластины 
(Г) после зарядки Ё-Йй справа будет равен 
__ ЯЧ=5$ 
9—=иуа: (1) 
Таким же по величине будет суммарный заряд 
на всех положительно заряженных пластинах. 
Заряд самой Е-й пластины можно найти из 
следующих соображений. До ее зарядки положи- 
тельный заряд всех пластин слева до (Ё-|1)-й 


82.5 > 
включительно был равен @’ = т ‚ общий поло- 
жительный заряд после зарядки #-й пластины стал 


ЖЕ Е ка 
равен @ — те З. Следовательно, заряд самой Ё-й 


пластины равен 
=15 ( 1 1 ) 
@= 4 \Е—1 Г {2) 


Теперь можно ответить на вопрос, поставленный 
в задаче. Отрицательный заряд, который в конце 
концов соберется на самой правой пластине, как 
следует из выражения (1) для Ё=2, будет равен 


__ 158 

9, = а 

Заряд пластины 3 (выражение (2) &=3) — 
—Я5(1 _ 1) “$ 
— (3 3) ба ° 

Таким образом, искомое отношение зарядов 


@,:6. =6. 


Е. П. Соколов 


Математика 

Х. Агаев (с. Тюркоба Аз. ССР) 33, 37; Н. Ага- 
зарян (Абовяи) 33—35; Н. Азамов (С. Балыкчи 
Андижанской обл.) 37—39; А. Аксенов (Вели- 
кие Луки) 28, 34, 37, 88; М. Александров 
(Москва) 28, 33, 31—40; А. Алексейчук 


Большинство чигагелей, приславших реше- (Одесса) 37; М. Альг (Одесса) 28, 37, 38; 
ния задач М926 — М940, Ф938 —$Ф352, спра- Л. Аргентов (Алма-Ата) 32, 33, 37; В. Асамбаее 
вились с задачами №926, М929, М931, МЗ36, (Алма-Ата) 37; А. Асташкевич (Томск) 28, 
$938, Ф941—ФЭ43, $937, ФЗ51, ФЭ52. 33—35, 31, 38; В. Балахонцев (Алма-Ата) 37; 
Ниже мы публикуем фамилии тех, кто А. Баран (Киев) 28, 30, 33, 37, 39; 
прислал правильные решения остальных Н. Безденежных (Нижний Тагил) 30, 32—34; 
задач (цифры после фамилии — послед- Р. Безрукавников (Калуга) 28, 30, 33, 34, 38; 
ние цифры номеров решенных задач). В. Берездивин (Донеци) 33, 37; О. Бесман 
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{Алыа-Ата) 37; И. Биндер (Ленинград) 28; 
Е. Богомол (Алма-Ата) 37; М. Бойко (Киев) 
30, 32, 39; М. Бона (Секешфехервар, ВНР) 
33, 39; А. Буга (Ульяновск) 87; Я. Вар- 
шавский (Харьков) 28, 32, $3, 35, 37, 38; 
М. Векслер (Пенинград) 28; И. Вербовский 
(Алма-Ата) 37; Т. Газарян (Ереван) 32—35, 
31—40; Д. Гамарник (Тбилисн) 33, 37—40; 
Г. Гевондян (Ереван) 371, 38; О. Геворков 
(Тбилиси) 28, 37, 38; О. Гендельман (Харь- 
ков) 30, 38; Р. Гендлер (Ташкент) 28, 33, 
38—40; О. Геупель (Дрезден, ГДР) 28, 30, 
32—35, 37—40; А. Глуцюк (Харьков) 28, 38; 
Р. Гой (Львов) 28, 33; Г. Горбатенко (Арза- 
мас) 28; А. Гороховский (Киев) 28, 32, 33, 
35, 38—40; Д. Гребнева (Алма-Ата) 37; 
П. Григорьёв (Алма-Ата) 37; Н. Григорьев 
(Андропов) 28, 33, 35, 37—39; Л. Грив- 
берг (Алма-Ата) 37; М. Гринберг (Харьков) 
30; Р. Гринив (Львов) 928, 33, 31, 38; 
А. Давтян (Ереван) 32—35, 37—40; А. Де- 
ментьев (Нальчик) 28; Г. Дементьев (Алма- 
Ата) 37; А. Джафаров (с. Тюркоба Аз. ССР) 
33, 37; М. Добрицын (Москва) 28, 32—35, 
31—39; А. Донченко (Киев) 28, 32, 33, 35; 
С. Дубаденко (Алма-Ата) 37; М. Дудник 
(Алма-Ата) 33, 37; А. Дынников (Жуков- 
ский) 28, 32, 33, 35, 31—40; И. Дынников 
(Жуковский) 28, 32, 33, 35, 31—40; А. Жак- 
сыбеков (Алма-Ата) 87; С. Жевноватый (Алма- 
Ата) 37; С. Железовская (Саратов) 33, 37, 38; 
В. Журавлев (Гайворон) 28, 30, 32, 33, 35, 38; 
П. Задорожный (Киев) 32, 33, 35, 371, 38; 
Д. Зайцев (Киев) 28, 33, 35, З71, 38, 40; 
Л. Запольский (Москва) 37, 38; А. Захаров 
(Гатчина) 28; Н. Захарова (Алма-Ата) 37; 
А. Иванов (Первомайск Николаевской обл.) 
38, 40; М. Игнатьев (Саратов) 28, 32, 33; 
И. Кан (Семипалатинск) 38; В. и И. Капо- 
вичи (Хабаровск) 28, 33, 34, 38; Х. Каримбер- 
диев (Ташкент) 28; О. Кирнасовский (Винница) 
28, 33, 37; А. Киселев (Ленинград) 28, 
32—34, 37—39; А. Козинский (Гайворон) 33, 
35; И. Козуля (Жуковский) 33. 38; Д. Коно- 
валенко (Севастополь) 30; А. Кононенко (Киев) 
38, 35, 31—39; Ю. Королев (Казань) 37; 
А. Коршков (Мозырь) 33, 38; Д. Кохманюк 
(Киев) 28; В. Кращенко (Алма-Ата) 37; 
Б. Кругликов (Харьков) 33, 38; Н. Крылов 
(Ленинград) 32, 33; О. Крылов (п. Эльдикан 
Як. АССР) 35, 39; М. Кукс (Зьвов) 28, 37; 
А. Купчишин (Влмыа-Ата) 37; М. Куринной 
(Харьков) 28, 32, 33, 31—40; С. Кутайцев 
{Конаково) 28; Н. Кушлевич (Москва) 28, 32, 
З7, 38; И. Ларцев (Донецк) 33, 37; Л. Леня- 
шин (Ленинград) 28, 32, 33, 87, 38, 40; 
О. Лимешко (Куйбышев) 28, 33, 35, 38; 
А. Литвак Ленинград) 28, 32, 33, 37—39; 
М. Литвинов (Киев) 28, 32, 37, 38; А. Лоб- 
ковский (п. Черноголовка Московской обл.) 
38; Н. Лучинин (Алма-Ата) 37; М. Макаров 
(Севастополь) 28, 30, 32, 34; К. Мамуров 
(Душанбе) 28, 30, 33. 35, 37—39; В. Матвеев 
(Челябинск) 37, 38; Ю. Махлин (Москва) 

‚ 37, 38, 40; С. Меленцевич (Минск) 28; 
Б. Меркулов (Куйбышев) 38; А. Минасян 
{Ереван} 33, 35; Т. Мисирпашаев (Москва} 28, 
32, 33, 37, 38; Г. Михалкин (Ленинград) 28, 
33, 35, 38, 40: С. Михно (Краснодар) 28; 
Д. Музаффаров (п. Герматук Аз. ССР) 30; 
М. Мунькин (Алма-Ата) 28, 32, 33; 3. Мусина 
(Алма-Ата) 37; А. Нагорный (Слуцк) 32, 33, 38; 
Е. Нагорская (Ереван) 28; И. Неронов (Алмыа- 
Ата) 33; Ю. Ним (п. Черноголовка Московской 
обл.) 38; О. Ниц (Одесса) 28, 30, 32, 33, 37, 


38; А. Новичков (Жуковский) 33, 35; 
О. Овецкая (Донецк) 83; Е. Орынбасаров 
(Алма-Ата) 37; Е. Осипова (Алма-Ата) 37; 
О. Падалко (Уфа) 37; В. Парьев (п. Красно- 
гвардейское Белгородской обл.) 28; Д. Пастур 
(Харьков) 38, 39; И. Пачин (Алма-Ата) 33, 
37; Я. Печатников (Ленинград) 37, 38; А. Пин- 
чук (Киев) 28; А. Покровский (Киев) 28, 30; 
М. Померанцев (Черкассы) 28, 82, 33, 35, 
37—39; В. Попеня (Алма-Ата) 37; В. Попов 
(Подольск) 28; И. Портной (Одесса) 28, 32, 
33, 35, 37, 38: А. Пришляк (Киев) 28, 32, 
33, 35, 37, 39; В. Протасов (Москва) 28, 30; 
И. Пухов (Москва) 28; Т. Радько (Корсунь- 
Шевченковский) 28. 32, 33, 37—39; А. Рай- 
скин (Алма-Ата) 37; И. Ройскин (Алма-Ата) 
37; И. Раскина (Витебск) 33, 35, 37—39; 
Е. Растигеев (Барнаул) 28; В. Ратнюк (Евпато- 
рия) 32, 38, 39; С. Рубан (Цнепролетровск) 
28; Т. Руденко (Киев) 38; Румынин 
(Красноярск) 33; А. Рывзчин (Киев) 28; 
В. Сакбаев (Алма-Ата) 37; Э. Салканова (Алма- 
Ата) 37; И. Симовол (Гайворон) 28, 30, 32, 
33, 35, 38; Р. Сибилев (Пенинград) 32, 33, 37— 
39; И. Симоненко (Великие Луки) 28, 34, 37, 
38; В. Слободянюк (Киев) 30; С. Стафеев 
(Петрозаводск) 32; К. Стыркас (п. Черно- 
головка Московской обл.) 28, 30, З7, 38; 
В. Судаков (Тбилиси) 28, 32, 33, 35, 31—40; 
Р. Сулейманов (Алма-Ата) 37; Ж. Сушинскас 
(Вильнюс) 38; А. Тоджибаев (Пскент} 28, 30; 
Д. Тажибаева (Алма-Ата) 317; Д. Тамаркин 
(Горький) 28, 33, 37—39; В. Тарнецкий 
(Алма-Ата) 37; А. Тен (Алма-Ата) 37; 
Б. Те (Алма-Ата) 37; К. Тищенко (Минск) 38, 39; 
Г. Топровер (Волгоград) 38; К. Туз (Евпато- 
рия) 37; Д. Туляков (Жданов) 28, 38; М. Ту- 
маш (Льзов) 35, 38; А. Тымко (Алма-Ата) 37; 
К. Узких (Сморгонь) 33; С. Ферлегер (Таз 
кент) 32; В. Филимоненков (Свердловск) 33, 
37—39; Л. Филипенко (Алма-Ата) 31; М. Фукс 
(Москва) 30: М. Хованов (Москва) 32, 33, 
87, 39; В. Цвиркунов (Киев) 28, 30, 32, 38, 
39; А. Чагиров (Алма-Ата) 33, 35; Д. Чижов 
(Алма-Ата) 37; К. Чурашев (Новосибирск) 
38; Шабельников (Алма-Ата) 37; И. Шадрин 
(Алма-Ата) 33, 37; Ю. Шамрук (д. Новый 
Двор Гродиенской обл.) 33; С. Шейнин 
(Молодечно) 28. 33, 37, 38; И. Шефтель 
(Ленинград) 28; Б. Шойхет (Москва) 28; 
В. Шульга (Евпатория) 32, 38; В. Эпиктетов 
(Алма-Ата) 28, 32, 33, 37; Т. Юрьева 
(Алма-Ата) 37. 


Физика 

А. Абоенов (Красноярск) 39, 44, 49; А. Аби- 
буллаев (Ташкент) 49, $0; Д. Абсатов (Алма- 
Ата) 49; М. Албегов (Москва) 44, 45, 50; 
С. Анатольев (Ярославль) 45, 48—50; В. Апаль- 
ков (Харьков) 39, 44, 45; М. Ахмедов 
(Сумгаит) 48; В. Барарь {п/о Боровуха Ви- 
тебской обл.) 45, 50; Д. Барц (Харьков) 38; 
В. Башкиров (Чебоксары) 45, 48—50; А. Бегла- 
ров (Тбилиси) 49; К. Бедов (Челябинск) 44, 
45, 50; С. Беловолов (Новосибирск) 48; 
А. Белопольский (Киев) 39, 42, 44—46, 49; 
И. Бена (Васлуй, СРР) 45; А. Бендерский 
(п. Черноголовка Московской обл.) 45; А. Бе- 
ренгольц (Кишинев) 44, 45, 49, 50; А. Бермус 
(Ростов-на-Дону) 39, 45; О. Бесман (Алма-Ата) 
45, 49; Л. Блинов (Черновцы) 45, 48; 
С. Бобылев (Березники) 44, 49; С. Болдырев 
(Мытнщи) 49; Ю. Боровский (Киев) 48, 49; 
П. Бреннер (Хуст) 48—50; А. Быцко (Ленин- 
град) 39, 44, 45; К. Вайнберг (Тбилиси) 60; 
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И. Варга (Салоита, СРР) 45; А. Васильев 
(Красноярск) 39; А. Вилькоцкий (Минск) 38, 
45, 49, 50; Р. Воливач (Днепропетровск) 
45, 48; В. Волков (п. Пограннчный При- 
морского кр.) 45; С. Волков (Нижний Тагил) 
49; А. Володько (Одесса) 39; А. Волошин 
(п. Ивановка Иссык-Атинского р-на) 39; 
Г. Габададзе (Тбилиси) 42; А. Гаек (Днепро- 
петровск) 48—50; О. Гендельман (Харьков) 
49; А. Глазок (Киев) 50; МЛ. Головань 
(Красногорск Московской обл.) 46; Л. Гольд- 
штейн (Киев). 33; С. Гончарик (Барановнчи) 
468; Л. Горкин (п. Научный Крымской обл.) 
49; А. Гречишников (Миасс) 49; В. Гринберг 
(Москва} 44, 49; В. Гурарий (п. Черного- 
ловка Московской обл.) 45, 48, 50; Л. Гуревич 
(Кемерово) 44; А. Дементьев (Нальчик) 46, 49; 
Д. Дементьев (Нальчик) 46, 49; Б. Добро- 
вольский (Тбилиси) 49, 50; А. Дода (Кор- 
сун6-Шевченковский) 42, 44, 45, 48, 49; 
А. Дынников (Жуковский) 39, 45, 48, 50; 
И. Дьяков (п. Черноголовка Московской обл.) 
49: Д. БЕжиков (Минск) 39, 48; М. Ермаков 
{Рига) 45; С. Бфремов (Запорожье) 39, 45; 
А. Жариков (Киев) 39, 42, 44, 45, 48—50; 
В. Жевлаков (п. Черноголовка Московской обл.} 
42, 45, 49, 50; А. Желудев (Москва) 44, 
45; А. Жуков (Киев) 49; О. Заборонский 
(Москва) 49, 50; Р. Зайнуллин (Белорецк) 42; 
Н. Захарова (Алма-Ата) 45; К. Зварич (Киев} 
44, 45, 50; В. Зелов (Новосибирск) 49; 
Е. Зельцер (Киев) 48; К. Зимин (Запорожье) 
45, 48, 49; Б. Зингерман (Самарканд} 45, 49, 
50; И. Иванов (Калуга) 49; С. Иванов 
(Уфа) 44, 45, 48, 49; О. Игнатьева (Ново- 
полоцк) 44; В. Калацкий (Солигорск) 45, 49; 
А. Калашников (Киев) 49; В. Каменькович 
(Харьков) 49; И. Каплан (Сумгаит) 49; 
А. Карлкин (Тамбов) 39; М. Кац (Саратов) 
45; В. Кирьяшкин (Саратов) 48, 49; А. Киселев 
(Пенинград) 45, 49; П. Кларк (Тула) 44, 45, 
49; И. Коваленко (с. Термаховка Киевской обл.) 
49; &. Кожевников (Москва) 49; Ю. Кондратек- 
ко (Киев) 42, 50; А. Краковский (Харьков) 
48, 49; В. Красиков (Мозырь) 50; А. Красота 
(Киев) 45; В. Кращенко (Алма-Ата) 45; 
С. Крючков (Ногинск) 49; А. Курачев. (Ново- 
сибирск) 389, 48—50; Д. Кушнер (Мытищи) 
48, 50; П. Лаврентьев (п. Черноголовка 
Московской обл.) 45; А. Ларкин (Армавир) 
49; 4. Левенштейн (Донецк) 45, 49, 50; 
Л. Лиознов (Москва) 49, 50; М. Литвинов 
(Киев) 89; Ю. Лобзаков (Киев) 44—46; 
А. Лобковский (п. Черноголовка Московской 
обл.) 49; Н. Луценко (Доиецк) 44, 45, 49, 
50: П. Лушников (Москва) 42, 44, 45, 50; 
А. Максимов (Ташкент) 45; М. Маргулис 
(Харьков) 45; Г. Марченков (Саратов) 45; 
С. Маслов (Москва) 49; Ю. Махлин (Москва) 
39, 44, 45, 50; 3. Мачарадзе (Тбилиси) 45; 
В. Мелик-Алавердян (Ереван) 44, 45, 49; 
К. Мельников - (Пермь) 45; А. Мельничук 
(Хабаровск) 38; В. Микизиль (Ростов-на-Дону) 
39;-Т. Мисирпашаев (Москва) 39; Е. Михалюк 
(Минск) 42, 48—50; С. Михно (Москва) 50; 
А. Мищаненко (Новосибирск) 48, 4%; Д. Мо- 
гилевцев (Шклов) 39, 45, 49, 50; А. Мудрик 
(Брест) 45; С. Настенко (Киев) 39, 48, 49; 
А. Недачин (Киев) 48; С. Никитенко (Киев) 
48, 49; И. Никитин (Горький) 39, 42, 45; 
Г. Николаишвили (Тбилиси) 39, 44, 45, 48, 
49; Т. Никольская (Донецк) 45, 49, 50; 
С. Новиков (Херсон) 45, 48—50; А. Нурмагам- 
бетов (Новосибирск) 45; А. Оводенко (Донецк) 
45, 48, 50; В. Овчаров (Шостка) 45; О. Освудлен- 
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ко (Киев) 39, 49, 50; В. Остроушко (Кривой 
Рог} 48; Р. Паламарчук (Нежин) 49; А. Панич 
(Ленинград) 45; А. Панычев (Магадан) 39; 
А. Парецкий (Минск) 39, 45, 48, 49; В. Парьев 
(п. Красногвардейское Белгородской обл.) 39; 
А. Пекарь (Москва) 48; В. Песоцкий (д. Дворец 
Брестской обл.) 38, 42, 48, 49; Е. Петров 
(Минск) 48—50; В. Полищук (Львов) 45; 
В. Поляшов (Кстово) 45, 50; О. Посуднев- 
ский (Береза) 39, 48—50; К. Пугач (Ленин- 
град) 45, 48—50; Т. Пустогова (Киев) 49; А. Пу- 
тилин (Мннск) 45, 49, 50; А. Пяллинг 
(Новосибирск) 44, 45; И. Раджабов (с. Хив. 
Даг. АССР) 45; С. Рахамов (Казань) 44, 45, 
49, 50; С. Ревков (Киев) 44, 45; В. Родин 
(Сасово) 49; А. Розенберг (Уфа) 48,. 45; 
А. Розенвайн (Киев) 39; Н. Ромец (Киев) 45; 
С. Рося (Мннск) 39, 44, 46, 49; Ю. Рыбалочка 
(Киев) 39, 44, 45, 49, 50; С. Рыжков 
(Москва) 39, 45; В. Рябуха (Брест) 45; Д. Савви- 
чев (Таганрог) 50; Р. Сагайдак (с. Матугов 
Черкасской обл.) 38, 45; Т. Сагайдак (Ка- 
нев) 44; Р. Садыков (Фрунзе) 49;.В. Сакбаев 
(Алма-Ата) 39, 44, 45; Д. Самборский (Истра) 
39; О. Самойленко (Киев) 49; Б. Самойлов 
(Киев) 39, 44, 45, 50; В. Сандомирский 
(Братск) 48; М. Свердлов (Минск) 889; А. Сен- 
чик (Киев) 44; О. Серафимович (Пинск) 45, 
49; А. Сиваченко (Москва) 45, 49, 50; 
С. Сильвестов (Москва) 48, 49; М. Ситников 
(Климовск) 39, 48, 49; А. Скачков (Тула) 39: 
С. Скобаро (п. Коряжма Архангельской обл.) 
39. 44, 50; А. Снижко (Запорожье) 45, 49, 
50; А. Сомов (Киев) 44, 45, 48, 49; А. Сот- 
ников (Губкин) 39; С. Сочнев (Киев) 48— 
50; Е. Степанов (Ленинград) 39; И. Стре- 
шинский (Кнев) 44, 45, 48, 49; И. Стругов- 
щиков (Киев) 39, 44, 45; К. Стыркас 
(1. Черноголовка Московской обл.) 44, 50; 
Н. Суконников (Викиица) 39, 44, 48—50; 
В. Сысов (Киев) 44, 45, 49; В. Тарнецкий 
(Алма-Ата) 45, 60; А. Татаринов (Тула) 45; 
Б. Татиевский (Киев) 49; А. Ткаченко (Киев) 
44; С. Толмачев (Минск) 39, 45, 48, 49; 
В. Троян (Джанкой) 39; С. Тужанский (Вин- 
ница) 39, 49, 60; М. Тумаш (Львов) 49, 50; 
Р. Ульмасов (Душанбе) 49; С. Ушаков (Яро- 
славль) 49, 650; М. Федоров (Ульяновск) 
39, 45, 49; Г. Финкельштейн (п. Черноголовка 
Московской обл.) 44, 45, 48, 50; А. Фуре (по 
Дричин Минской обл.) 45; А. Хафизов 
(п. Красногорский Звениговского р-на) 39; 
Ю. Ходоровская (Киев) 49; А. Хонахбеев 
{Рига} 49, 50; В. Черных (Хабаровск) 48—50; 
Р. Черныш (Пермь) 39, 50; Ю. Чернявский 
(п. Раздольное Крымской обл.) 49, 60; 
А. Чунаев (Волгоград) 50; Л. Шаповаленко 
(Канев) 39, 44, 48—50; В. Шаповалов (Донецк) 
49; А. Шарипов (Сатка) 48, 49; Г. Швец 
(Киев) 39, 44, 46, 48; А. Шуляк (с. Молодецкое 
Черкасской обл.) 39, 45, 49, 50; М. Юдин 
(Запорожье) 44, 45, 49, 50; О. Юсухно 
(Киев) 45, 49, 50; В. Яковлев (Киев) 48, 49; 
И. Яковлева (Киев) 50; А. Янчук (Дубровица) 
45, 50. 


Искусство программирования 


Программирование 
на микро- 
калькуляторе: 
ветвление и цикл 


В. В. РОЖДЕСТВЕНСКИЙ. 
С. Г. ХЛЕБУТИН 


Эга заметка предназначается в первую оче- 
редь для девятиклассников, изучающих 
курс «Основы информатики и вычислитель- 
ной техники» и имеющих доступ к про- 
граммируемому микрокалькулятору. 


В предыдущем номере *Кванта» 
рассказывалось о том, как простей- 
шие программы, написанные на учеб- 
ном алгоритмическом языке, можно 
«транслировать в коды программи- 
руемого микрокалькулятора»ь, то есть 
автоматически превращать такие про- 
граммы в списки команд для микро- 
калькулятора (см. статью Л. Ф. Штерн- 
берга «Программирование на микро- 
калькуляторе: простейшие програм- 
мы»). Здесь мы продолжаем этот рас- 
сказ. Речь пойдет о трансляции двух 
основных конструкций алгоритмиче- 
ского языка: ветвления и цикла. Из- 
ложение ведется применительно к 
микрокалькулятору «Электроника 
МК-54», но незначительными изме- 
нениями может быть приспособлено 
к другим моделям отечественных про- 
граммируемых калькуляторов. 

Прежде всего, посмотрим как рабо- 
тает калькулятор в автоматическом 
режиме, то есть когда программа вы- 
полняется без вмешательства челове- 
ка. Для управления выбором команд 
из памяти служит некоторая спе- 
циальная ячейка, называемая счетчи- 


ком адреса. Эта ячейка может со- 
держать любой адрес программной 
памяти. 

Если в автономном режиме нажать 
клавишу С/П,то тем самым -отдается 
приказ калькулятору начать автома- 
тическую работу. Это значит, что 
калькулятор анализирует содержимое 
ячейки программной памяти, на ко- 
торую указывает счетчик адреса, вы- 
полняет ту или иную операцию и из- 
меняет содержимое счетчика адреса. 
Такие действия называются тактом 
работы программы. Последовательно 
выполняя такты, программа считает, 
пока не встретит команды СТОП. 

Если в программе нет операций пе- 
реходов, то в процессе выполнения 
одного такта значение счетчика адре- 
са увеличивается на единицу. Опера- 
ции перехода предназначены именно 
для того, чтобы менять содержимое 
счетчика адреса по нашему усмот- 
рению. Как же работают команды 
перехода? 

Рассмотрим команды БП и Ех\0, 
где \/ обозначает один из знаков опе- 
рации сравнения: <, =, >>, =. Для 
работы этих команд необходимо ис- 
пользовать две ячейки памяти: одну 
для хранения кода команды и сле- 
дующую для хранения некоторого ад- 
реса. 

Работа команды БИ осуществляется 
так: калькулятор помещает в счет- 
чик адреса тот адрес, который у нас 
записан в следующей после кода ВП 
ячейке. 

Команда Рх\/0 делает следующее: 
если условие х\/0 выполнено, то ста- 
рое содержимое счетчика адреса уве- 
личивается на два, если же условие 
не выполнено, то в счетчик адреса 


помещается адрес из следующей за 
кодом команды Рх\/0 ячейки. 
Пример 1. Проследим за изме- 
нением счетчика адреса в процессе 
потактового выполнения следующих 
программ (см. таблицы ниже). 
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Итак, мы видим, что наличие опе- 
раций перехода позволяет нарушать 
естественную (по порядку следования 
адресов) последовательность команд, 
а это как раз и необходимо при 
программировании конструкций 
*ЦИКЛ» и ветвление». 


Конструкция «цикл» 


На алгоритмическом языке такая 
конструкция выглядит следующим об- 
разом: 
пока условие 

нц 

серия 

кц 

Для облегчения перевода конструк- 
ции «цикл» на язык калькулятора 
мы будем записывать ее и несколько 
ином виде, а именно: 


пока 
2\0 
серия 
кц 
Здесь о — арифметическое выра- 
жение, \ — один из знаков срав- 


нения, описанных выше. 

Предлагаем следующую схему пере- 
вода оператора цикла с алгоритми- 
ческого языка на язык калькулятора 


(здесь Х обозначает вершину стека): 


адр. нока 


Заметим, что команда К НОП (нет 
операции) хотя и не влечет никакого 
действия, но удобна для установле- 
ния соответствия между ключевыми 
словами (пока, кц) алгоритмического 
языка и командами калькулятора, 
а также облегчает прослеживание ло- 
гики программы. Выравнивание запи- 
сей по вертикали удобно для поиска 
адресов перехода и для чтения про- 
граммы. 

Пример 2. Разработаем ирограм- 
му вычисления т=л! 

На учебном алгоритмическом язы- 
ке программа выглядит так: 
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алг факториал (цел т. п) 
арг п 
рез т 
нач цел 
ввод п 
т:= 


кон 


Обратите внимание на то, что в 


тело программы мы вставили две до- 
полнительные команды (ввод и вы- 
вод) — они облегчают трансляцию. 

Теперь можно транслировать про- 
грамму. Сначала опишем место хра- 
нения перемеиных в виде таблицы. 


Оттранслированная программа вы- 
глядит так: 


Алгоритмический 


Адреса Команды Коды язык 


23 - ВЫВОД Ш 


Конструкция «ветвление» 


На алгоритмическом языке эта кон- 
струкция записывается так: 


если условие 
то серия 1 
нначе серия 2 
все 
Для удобства перевода на язык 
калькулятора мы будем записывать 
ее так: 
если 
2/0 
серия 1 
иначе 
серия 2 
все 
Предлагаем следующую схему пере- 
вода: 


| адр. иначе | . иначе 


алр иначе 


адр все 


Для зукороченного» оператора вет- 
вления (если... то... все) схема пере- 
вода может быть такой; 


адр. все 


Пример 3. Разработаем програм- 
му нахождения большего из двух чи- 
сел а и 6. 


На алгоритмическом языке эту про- 
грамму можно записать следующим 
образом (как и выше, для удобства 
трансляции мы ввели дополнитель- 
ные команды ввод и вывод): 


алг бид (вещ а, 6, и) 
арг а, 65 
резу 


ввод а, В 
если а>ь 
то у:=а 
иначе у:=Ь 
все 
вывод у 
кон 


Зыпишем в виде таблицы адреса 
переменных: 


Программа транслируется следую- 
щим образом: 


В заключение заметим, что схемы 
перевода могут быть лучше или хуже, 
но само их наличие позволяет осу- 
ществлять перевод автоматически н 
почти без ошибок. Таким образом, 
если программа на алгоритмическом 
языке составлена грамотно, то дове- 
сти ее до калькулятора совсем не- 
сложно. 


Поправка 
В первом номере «Кзантаь за этот год до 
пущена опечатка в условии задачи 2 варианта | 
на стр. 52. Неравенство в условии следует чи- 
тать так: №ю8 1 и (1—25х*)>0. 

——5х 

4 


4“ 


Полупроводвиковые элементы вычислительной техники 


у 


5 
УП. Элемент памяти — триггер 


Доктор физико-математических наук М. Е. ЛЕВИНШТЕЙН, 
кандидат физико-математических наук Г. С. СИМИН 


Предыдухзий раздел, посвященный логическим схе- 
мам (см. «Кванть, 1986, № 1, 2), мы начали с обсуж- 
дения логических задач, которые приходится решать 
устройству, управляющему движением лифтов в обыч- 
ном доме. Теперь, наверное, самое время упомянуть 
о том, что даже такое простое устройство не может 
функционировать, если в нем не предусмотрены элемен- 
ты памяти. В «памятиь управляющего устройства лифта 
постоянно записано несколько данных: сколько секунд 
должна стоять открытой дверь после того, как лифт осво- 
бодится; что делать, если автоматически закрываю- 
щиеся двери натолкиулись на препятствие; какова 
последовательность операций при нажатии аварийной 
КНОПКИ «стоп» и т. д. Кроме этих постоянных дан- 
ных, в «память» лифта вводят и записывают опе- 
ративные данные, меняющиеся в процессе работы — 
на каких этажах нажаты кнопки; куда движется лифт 
в данный момент: вверх, вниз, стоит на месте. 

В памяти ЭВМ, решающей сложную задачу, зафик- 
сироваиы сотни тысяч, а иногда и миллионы данных. 
Эти данные, как уже говорилось, записаны в форме, 
которую ЭВМ способна воспринимать и обрабатывать, 
то есть с помощью знулейь и зединиц» (в двоичной 
системе счисления).*) 

Ясно, что ни рассмотренные нами элементы вычисли- 
тельной техники — транзисторы, ни логические схемы 
на их основе сами по себе элементами памяти быть 
не могут. Все они после прекращения действия вход- 
ного импульса сразу возвращаются в исходное состоя- 
ние. 

Для элемента памяти нужно устройство, которое под 
действием входного импульса могло бы переключаться 
из состояния«О»ьв состояние «1» и обратно; и при этом, 
после прекращения действия входного импульса, запо- 
минало бы свое состояние и могло находиться в нем 
неопределенно долго (до прихода следующего пере- 
ключающего входного импульса). 

Радиотехническая схема, удовлетворяющая этим 
требованиям, называется триггером (от английского 
фиквег — защелка). 

Понять принцип работы триггера легче всего, вос- 
пользовавшись уже известным нам свойством логиче- 
ской схемы НЕ (инвертора). 

Рассмотрим два последовательно соединенных инвер- 
тора (рис. 1). Напряжение на входе первого инвертора 
„= может равняться либо (* (логическому нулю), 
либо Е! (логической единице). Напряжение на выходе 
инвертора всегда равняется х (не х), то есть (' при 
И „х=19 и 03 при О „„=И‘. Выходное напряжение первого 


*) Шуточное стихотворение +Необыкновеиная девочка» (с. 50) 
поможет вам разобраться, как связаны двончиая ш десятичная 
системы счисления. 
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1 2 


Рис. 1. Последовательное сое- 
динение двух логических схем 
типа е НЕ». 


х х 


Рис. 2. Кольцо из двух инвер- 
торов. 


Рис. 3. Триггер на двух БТ. 
Схемы а) п 6} полностью экви- 
валентны. 


Рис. 4. Ячейка памяти на триг- 
гере с двумя входами. 


В машине немецкого инжене- 
ра К. ДЦузе, часть которой 
представлена на снимке, про- 
грамма, то есть последова- 
тельность команд, управлю- 
щих действиями машины, бы- 
ла задана в виде отверстий. 
пробитых в обычной кино- 
ленте. 

Идея представления про- 
граммы в двоичном коде и 
хранения ее так же, как и чи- 
сел, принадлежит американ- 
скому математику Джону 
Нейману (1946 г.). Он же раз- 
работал проект первой ЭВМ 
с «электронным» хранением 
„программы — «ЭДВАК», — 
создававшейся Е 1945 по 
1950 годы. ЗЭлементами памя- 
ти в этой машине были лам- 
повые триггеры- 


$ + ж 


Триггерная память современ- 
ных быстродействующих ЭВМ 
выполняется на основе бипо- 
лярных кремниевых транзи- 
сторов. БИС триггерной памя- 
ти, фрагмент которой показан 
на фото, имеет объем до 


сотен килобит (1 килобит ра- 
вен тысяче двоичных разря- 
дов). Быстродействие таких 
БИС порядка нескольких де- 
сятков наносекунд, включая 
и время поиска ячейки с нуж- 
ной записью. 


инвертора является входным для второго. Поэтому на 
выходе второго инвертора напряжение всегда равно 
(х) (не (не х)), то есть х. 

А теперь соединим выход второго инвертора со вхо- 
дом первого (рис. 2). При этом, очевидно; ничего не 
изменится: ведь напряжение на входе первого инвертора 
и до присоединения было равно х, и после соединения 
осталось таким же. Образовавшееся «кольцо» из двух. 
инверторов, очевидно, будет‘ оставаться в равновесии 
сколь угодно долго. При этом возможны два состояния: 
либо слева «1», а справа «0», либо, наоборот, слева «0», 
а справа *]». Схема «запомнит» то состояние, в котором 
были инверторы в момент образовання кольца, и будет 
находиться в этом состоянии неограниченно долго *). 

На рисунке 3, а показана принципиальная схема 
триггера, реализованная на двух биполярных транзи- 
сторах (БТ). Каждый из БТ образует инвертор, а соеди- 
нение инверторов соответствует рисунку 2: выход Т', 
соединен со входом Т., а выход Т. — со входом Т.. 

Схема, представленная на рисунке 3,б — это та же 
схема, что и на рисунке 3, а, только несколько иначе 
нарисованная. Посмотрите внимательно на обе схемы 
н убедитесь в этом. Симметричное и изящное представ- 
ление триггера, показанное на рисунке 3, б, общеприня- 
то, хотя, быть может, оно и не так наглядно поясняет 
принцип его работы, как первая схема. 

Показанный на рисунке 3 триггер не может, однако, 
служить элементом памяти, поскольку состояние, в кото- 
ром он находится, нельзя изменить с помощью сигнала. 

Схема триггера, дополненная двумя транзисторами 
(рис. 4}, лишена этого недостатка. Под воздействием 
входных сигналов такой триггер может изменять свое 
состояние. 

Условимся, например, считать, что триггер находится 
в состоянии «0», если /,„,.=0” (в этом случае, как 
мы знаем, ({/„„„ =). Если, наоборот, И,„„.= 
(а (,.,=0”), будем считать, что триггер находится 
В СОСТОЯНИИ «1». Можно сказать и так: в первом случае 
в ячейку памяти, показанную на рисунке 4, записан 
«0», во втором — +1». 

Пусть в ячейке памяти записан +0». Это значит, что 
транзистор Т; заперт (напряжение И, ,=0И”"), а тран- 
зистор Т. открыт (О. „ 50) Если подать на вход 
транзистора Тз напряжение „=“, то через него 
потечет большой ток, напряжение на сопротивлении 
К,„! возрастет, а на транзисторе Т, — уменьшится и ста- 
нет равным (,„„,=0°. Но напряжение на Т; служит 
входным сигналом для инвертора Т.›. Инвертор Т› 
*‹перевернется»: транзистор Т. «запрется». На его выхо- 
де появится напряжение И,„,.=0". Это напряжение 
поступит на базу транзистора 7, и... ничего не изменит. 
Транзистор Т! и так открыт; напряжение на его выходе 
ых 1=0°. В результате ячейка памяти перейдет во 
второе возможное стабильное состояние, которому, по 
условию, соответствует +1». 

Это новое состояние будет сохраняться неопределен- 
но долго; пока на вход транзистора Т. не поступит 
входной сигнал (‘'. После этого триггер вновь «перевер- 
нется» и в ячейке памяти снова окажется записан- 
ным 40». 

Более подробный разговор о записи, хранении 
и считывании информации в ЭВМ будет продолжен 
в следующей заметке. 


*) Это изящное объяснение принципа работы триггеря прннадле- 
жит известному советскому ученому и педагогу профессору И. П. Сте- 
паненко. . 
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Доминик У АР УПБС 


Франсуа 
Персовальные компьютеры в картинках 

Араго (по материалам «РЕВКОМРОТИ.А 1М5ТВОАРО,, 1985, № 2 
{6] (Венгрия) 


{Начало см. на с. 9} 


плоскости пластинки, то маг- 
нит стремится следовать за 
движением пластинки; если 
же поворачивается магнит, 
пластинка стремится следо- 
вать за его движением; и это 
взаимодействие является на- 
столько сильным, что ловора- 
чивает магниты или пластин- 
ки весом {массой} в несколь- 
ко фунтов (1 фунт=454 г.›. 
Если магнит ин пластинка 
неподвижны друг относитель- 
но друга, то между ними Устные команды ты уже выполняешь, попробуй освоить 
иельзя наблюдать ни малей- компьютерное управление. 

шего взаимодействия, ни при- 
тяжения, ни отталкивания». 
Попробуйте самостоятельно 
объяснить это явление. 

Большой интерес предствв- 
ляет  литервтурно-историче- 
ское наследие Араго. Это и 
учебннки, и различные попу- 
лярные книги. А его труд 
«Биографин знаменитых аст- 
рономов, физиков и геомет- 
рове до сих пор является 
одним из фундаментальных 
исследований пос . истории 
науки. 

Надо сказать, что наука 
не была единственным увле- 
чением Араго. Последиие 20 
лет своей жнзнн он активно 
занимался политикой. Из- 
бранный в 1831 году в Палату 
депутатов, в 1848 году он 
вошел во временное прави- 
тельство, став военным, & 
позднее и морским минист- 


ром. Современники отмечали, Необыкновенная 
что в политике, как и в науке, 
ему были свойственны чест- девочка 


ность, беспристрастиость, 
твердость характера, хладно- 
кровие и находчивость в труд- 
ных ситуациях. 

Девизом жизни Араго бы- 
лн слова, сказанные Даламбе- 
ром одному молодому челове- 
ку, встречавшему трудности 
при изучении математики: 
*Идите, идите вперед — 
м обретете уверенность». Вер- 
ность этому девнзу позволнла 
Доминику Франсуа Араго 
стать одним из сподвижников 
развития и совершенствова- 
ния нвуки, промыиглениости 
и образования во Фраиции. 


А. Н. Стариков 


ЕЙ было тысяча сто лет, 

Ома в сто первый класс ходила, 
В портфеле по сто книг иосила — 
Все это правда, а не бред. 
Когда, пыля десятком ног, 

Она шагала по дороге, 

За ней всегда бежал щенок 

С одним хвостом, зато стоногий. 
Она ловила каждый звук 
Своими десятью ушами, 

И десять загорелых рук 
Портфель и поводок держали. 
И десять темно-синих глаз 
Рассматривали мир привычно... 
Но стаиет все совсем обычным, 


Б. И. Геллер Когда поймете наш рассказ. 
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Практикум абитуриента 


ый 


ру 


Уравнение 
касательной 


Б. М. БЕККЕР. 

В. М. ГОЛЬХОВОЙ, 
кандидат педагогических 
наук Ю. Н. ИОНИН 


В этой статье мы разберем несколько ти- 
пов задач по теме «Касательная», часто пред- 
лагаемых на конкурсных экзаменах по матема- 
тике. 


Напомним, что уравнение прямой, 
имеющей угловой коэффициент #Ё и 
проходящей через точку М(хзу,), 
можно записать в виде у—=^(х— х,)-|у- 
Так как угловой коэффициент каса- 
тельной к графику дифференцируе- 
мой функции У=Ех) в точке с абс- 
циссой х. равен Ё(х.). уравнение ка- 
сательной имеет вид 

у=Р (хо) (х— ж) Их). 

Таким образом, чтобы написать 
уравнение касательной, нужно знать 
три числа: хо, Кх) и Ё(х). Начнем 
с задач, в которых из условия 
легко находится значение х, в затем 
вычисляются [(хь). {(хо)- 

Задача 1 (МГУ, психологический 
факультет, 1980). Вычислите площадь 
треугоЛьника, ограниченного осями 
координат и касательной к графику 


х 
функции у= 


‚ В точке с абецис- 
сой Хх =1. 

Решение. Найдем уравнение ка- 
сательной. Для этого вычислим по- 


следовательно /(1), /(х). (1): 
1 

1)=1, Е (х)==— ———, (а) —=—1. 
ПИ, =. Га) 

Уравнение касательной имеет вид 
у=—(х—1)+1, то есть у=—х-2. 

Эта прямая пересекает оси коор- 
динат в точках А (2; 0) иВ (0; 2). 
Таким образом, искомая площадь 

1 

Злов== > ОА | . |ОВ|==2. 


Задача 2 (Красноярский ГУ. мате- 
матический факультет, 1980). Хорда 


параболы у=—а’х? + 5ах—4 касается 


кривой у= = в точке х.=2 и де- 


—х Е 
лится этой точкой пополам. Найдитеа. 
Решение. Напишем уравнение 
касательной к графику функции 


в точке М с абсциссой 


И2)=Ь—1, Рх)= 
(1—х): 


так что уравнение касательной имеет 
вид у-х— $3. 

Предположим, что эта касательная. 
пересекает данную параболу в точ- 
ках Аи В. Абсциссы точек Аи В — 
это корни уравнения —а?х?’ + Б5ах—4= 
—х— 3, или 

—а’х?4+(5а—1)х—1=0. (1) 

Точка М является серединой отрез- 
ка АВ в том и только в том случае. 
если ее абсцисса равна полусумме 
абсцисс точек А и В. Воспользо- 
вавигись теоремой Виета. это условие 
можно записать в виде равенства 
5а—1 


а 


‚ (=, 


—4, которое выполняется при 


а=1 и при а=-. Остается прове- 


рить, пересекаются ли при этих зна- 
чениях п данная парабола и прямая 
у=х—3, то есть имеет ли корни 
уравнение (1). При а=1 получаем 
уравнение —х?’+-4х—1==0 с положи- 
тельным дискриминантом, а при 


р Е | 
а—=-, — уравнение 16% + чх 
—1==0 с отрицательным дискрими- 
нантом. 

Таким образом, а=1. 

Задача 3. Напишите уравнение 
касательной к параболе у=2х—х—1 
8 точке с ординатой 5, если известно, 
что эта касательная не проходит 
через точку М (1; —2). 

Решение. В условии задачи зада- 
на не абсцисса, а ордината точки 
касания. Для нахождения абсциссы 
решим уравнение 2х’ —х— 1-5. По- 
лучим два корня х=— 5. 
Пусть /(х)=2х'—х— 1. Тогда /’(х)= 


— ы 3 у 

=4х—1, Г(— 2) =—7. гот. На- 

пишем уравнение касательных: у= 

=—1(х+ 3)+5 и у=7(х—2)45, 

то есть у=—71х—5,5 ы у=Чх-9. 
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х.—=2. 


Подставив координаты точки М в каж- 
дое из уравнений, мы обнаружим, 
что первая касательная не проходит 
через точку М, в вторая проходит 
через эту точку. 

Итак, ответ: у=—1х— 5,5. 

В задачах 4, 5, 6 условие, задаю- 
щее касательную, позволяет найти 
значение производной в точке каса- 
ния, я затем абсциссу и ординату 
этой точки. 

Задача 4 (ЛГУ, биологический 
факультет, 1977). К графику функ- 
ции у=хз— х?—13х--4 проведена ка- 
сательная в той точке второй четвер- 
ти, где угловой коэффициент равен 3. 
Найдите точки пересечения этой каса- 
тельной с координатными осями. 

Решение. Пусть п — абсцисса 
точки касания. По условию Г’(а)=3. 
Так как /’(х)=3х’—2х— 13, для на- 
хождения @а получаем уравнение 
За? —2а—13= 3, имеющее корни —2 и 
8/3. Значение а=8/3 нужно отбро- 
сить (по условию задачи точка каса- 
ния лежит во второй четверти). 
При а= —2 точка касания имеет коор- 
динаты (—2; 18) и лежит во второй 
четверти. Уравнение касательной име- 
ет вид у=3х--24. Эта прямая пере- 


секает оси координат в точках 
(—8; 0) и (0; 24). 
Задача 5 (ЛГУ, математико- 


механический факультет, 1977). При 
каком значении п касательная к гра- 
фику функции у=ар—х” отсекает от 
первой четверти равнобедренный пря- 
моугольный треугольник с площадью, 


. 9 
авной =? 
о. 

Решение. Из условия задачи сле- 
дует, что угол наклона касательной 
к оси абсцисс равен 135°. Поскольку 
+6 135°—= —1, абсцисса точки каса- 


ния — это корень уравнения —2х= 
—— 4. Следовательно, уравнение касяа- 


тельной имеет вид у=—х-а- с : 
Эта прямая пересекает оси координат 
в точках А (о; а-+ 1). в (+ =; 0). 

По условию задачи точки А и В 
лежат на положительных полуосях, 
так что а-- + >0. Площадь треуголь- 
ника, о котором говорится в условии, 
равна 1 (а+ —). Решив уравнение 


2 
2 (++) = 


55 того, что 


(с учетом 
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1 
2 

Если прямая задана уравнением 
вида у-Ёх--Ь, то коэффициент № 
равен тангенсу угла наклона этой 
прямой к оси абсцисс (мы пользова- 
лись этим, решая задачу 5). Отсюда 
следует, что прямые, заданные урав- 
нениями и=Ах-Ь и У=Ах-Ьь, 
параллельны в том и только в том 
случае, если =>. 

Задача 6 (Ереванский ГУ, фа- 
культет прикладной математики). 
В какой точке кривой у=`\) 1-х” каса- 
тельная параллельна прямой 


у=- +1? 


Решение. Вычислим производную 
х 


а >0}, получим ответ: а= 


данной функции: у’= 


ЕЯ 
Угловой коэффициент касательной 
к графику функции в точке с 
абсциссой а равен значению произ- 
водной в этой точке. По условию 
этот угловой коэффициент должен 


быть равен — Таким образом, 


абсцисса искомой точки — это корень 


а. 
уравнения ——_ =. Решая 


Ут-а гы 
уравнение, получаем а=1 А 3. 

Ответ: (1//3; 2/-!/3). 

Задача 7 (МАИ, 1981). В каких 
точках графика функции у=(1—х)х 
х (1-х) надо провести к нему каса- 
тельные, чтобы они проходили через 
точки (—1; 0)? 

Решение. Обозначим через { абс- 
циссу точки касания. Так как у’—= 
=— (1+) 2+ х)а —х)=@а+х) х 
х (1—3х), уравнение касательной 
имеет вид У—(1--1)(1—31(х—П-+ 
+ар—ва-а’. Условие. прохождения 
касательной через точку (—1; 0) 
запишется теперь в виде уравнения 
относительно {: 


0—=(1+0а—30(—-1—Э-+ 
+а—0а+., 

которое легко преобразуется к виду 

(1+ #)?. 21=0. Корни этого уравнения 


это 


ь>[ = 


1—0, 1——1 — абсциссы искомых 
точек; их ординаты находим, вы- 
числяя соответствующие значения 
данной функции. Ответ: (0; 1), 
(—1; 0). 


Задача 8 (Воронежский ГУ, мате- 
матический факультет). Найдите 
уравнение касательной к кривой 


‚о если известно, что каса- 


у 


тельная проходит через точку М (а; 6). 
Сколько существует решений в зави- 
симости от точки М (а; 6)? 
Решение. Ответ на второй вопрос 
задачи легко представить себе, если 
посмотреть на график данной функ- 
ции. На рисунке красным цветом изо- 


—_ вв 
т х 


бражена гипербола 1-|- с и ее асимп- 


тоты (кроме точки их пересечения). 
Через каждую красную точку можно 
провести одну касательную. Синим 
цветом изображены области, из точек 
которых можно провести две каса- 
тельные к одной ветви гиперболы. 
Через точки зеленых областей также 
проходят две касательные, но по од- 
ной к каждой ветви гиперболы. 
Из точек же областей, закрашенных 
желтым цветом, к данной гиперболе 
касательную провести нельзя. 
Обозначим теперь через Е абс- 
циссу произвольной точки данной 
гиперболы м напишем уравнение 


касательной в этой точке: у— — ты 
: 


—- +1. Эта прямая проходит через 
точку М (а; 6) в том и только в том 
р 
случае, если ь=— За 1: Это 
р 


условие равносильно системе 


(5—1) — иё-а=0, 
#20. (2) 
Прежде всего рассмотрим случаи 


Ь—=1 (в этом случае уравнение (2) 
является линейным) и а=0 (это един- 
ственный случай, когда Уравнение 


(2) имеет корень 1—0). 


При Ь=1 уравнение (2) имеет 
единственный корень {= , отлич- 


ный от нуля при а-0. Уравнение 
единственной касательной в этом слу- 


чае имеет вид у=— ох = ве, 


При а=0 и 6-21 уравнение (2) 
имеет единственный отличный от ну- 


о 
ля корень т . Уравнение един- 


1 
ственной касательной в этом случае 
имеет вид у=— 6 х--Ь. 
Наконец, при а=0, 6—1 уравнение 
(2) ненулевых корней не имеет. 
Пусть теперь 6521, @-20. Дискри- 
минант квадратного уравнения (2) 
равен 4(1--а— аб). Если 11+а—а65<0, 
то уравнение (2) корней не имеет, и, 
следовательно, через точку М (а; 6) 
нельзя провести касательную к гра- 
фику данной функции. Заметим, что 
неравенство 1--а—а6<0 можно при 
{а 
а 


а<0 — в виде ое. Таким обра- 


а>—>0 записать в виде Ь> 


‚а при 


зом, это неравенство задает желтые 
области на рисунке. 

Если 1|-а—а6=0 (то есть точка 
М(а; Ь} лежит на гиперболе), то 
уравнение (2) имеет единственный 
корень Ё—а, и уравнение касательной 


имеет вид уи=— ый х-- ей -Е1. 
а` (3 
Если 1+ а—а6`>0, то уравнение (2) 


`` в 
о 
имеет два корня #= 12119 92  Цод. 


6—1 
ставляя эти корни в уравнение 
Я 
у:=— хе мы получим урав- 
Р: 


нение двух касательных, проходящих 
через точку М(а; 6). Неравенство 
1--а—@6->0 вместе с неравенствами 
Ь--1, а-20 задает области, окрашен- 
ные на рисунке в синий и зеле- 
ный цвета. 


Задача 9 (МФТИ, 1982). Из точ- 
ки М(1; |) проведены касательные 


к двум ветвям гиперболы и=— (#— 0), 


касающиеся этих ветвей в точках 
А и В. причем треугольник МАВ пра- 
вильный. Найдите коэффициент Ё и 
площадь треугольника МАВ. 
Решение. Пусть # — абсцисса 
произвольной точки данной гипербо- 
лы. Касательная в этой точке зада- 
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Ё 2Е 

ется уравнением у= —гх Не и прохо- 
дит через точку М(1; 1) втом и только 
в том случае, если ЕЕ или 
Р_2ЕЕ+-Е=0. Это уравнение при 
Е< 0 имеет два корня #, #2 — абсциссы 
точек А и В. По теореме Виета 
Н-+Ь=2Е, Нр=Е. Поскольку ветви 
данной гиперболы симметричны отно- 
сительно прямой у==х, а точка М ле- 
жит на этой прямой, точки А и В 
симметричны относительно прямой 
у=х. Впрочем, в этом можно убе- 
диться и так: ВВ-=Ё, то есть абс- 
цисса точки В равна ординате точки А, 
а ордината точки В равна “абс- 
циссе точки А. Таким образом, точка 
А имеет координаты (Ё; 12), в точка 
В — координаты (5; #). Отсюда сле- 
дует, что |МА|=|МВ| при любом 
Е<0. Таким образом, К нужно на- 
ходить из равенства |МА|=|АВ|. 
Вычислим |МА]?и |АВГ: 


АВР=(и—5 (в) = 
—=2(11 —#> ‚у =2((и +) —4нв)= 
—=8“— 87; 
МА 
= 2(-+ь)+2= 
==(# +15) —2(1, Е) —21-+2= 
. =4“— 6-2. 
Мы по лучили относительно # урав- 
нение 8—8 —=4К?—6#--2, которое 
имеет единственный отрицательный 


1 
корень к=р—-.. Для нахождения 


площади правильного треугольника 
МАВ подставим найденное значение 
Е в выражение для |АВ|”. Получим 
[АВ|’=6 и, следовательно, Зм„,= 


—_ 3,3 
Е 

Задача 10 (МИСиС, 1978). Най- 
дите уравнение общей касательной 
к параболам у=х?-+-4х-+8 и у= 
—=л?4-8х--4. 

Решение. Обозначим через ии 
абсциссы точек касания. Уравнение 
касательной к первой параболе в точке 
с абсциссой и имеет вид у= 
= (2и--4)х— и? +-8, а уравнение каса- 
тельной ко второй параболе в точке 
с абсциссой и имеет вид у—=(20--8х— 
—0'+1-4. Так как оба уравнения — 
это уравнения одной и той же прямой, 
имеем 2и--4=20-8, — и? 8—= —02- 
+4. Из полученной системы урав- 
нений находим и=2, и=0. Следова- 
тельно, уравнение искомой касатель- 
ной у=8х-4. 
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Задача 11 (2-й тур Ленинград- 
ской математической олимпиады). 
Найдите уравнение прямой, касаю- 
щейся графика функции Кх)=х— 

— 23+ х-+-х—-2 в двух точках. 

Заметим, что Их) —(х—2)= 
—=х?(х—1)?. Оказывается, если много- 
член К(х) представляется в виде {(х)= 
= (х— а)’ в (х)--Цх), где (х) — линей- 
ная функция, а &(х) — произвольный 
многочлен, то прямая у=Их) являет- 
ся касательной к графику функции 
у=Кх) в точке с абециссой а. 
Действительно, в этом случае /(а)= 
—=Ка), Р(а)=Г(а), так что прямая 
у=Их) проходит через точку (а; Ка)) 
и имеет угловой коэффициент ГЁ(а). 
В нашем случае отсюда сразу же сле- 
дует, что прямая УИ=хХ—2 касается 
графика данной функции в точках 
с абсциссами 0 и 1. Таким образом, 


прямая у=х—-2 касается графика 
данной функции в двух точках. До- 
кажите самостоятельно, что никакая 
другая прямая не касается графика 
данной функции в двух точках, 
Итак, уравнение искомой касатель- 
ной у=х— 2. 


Упражнения 

1 (ЛГУ, мат.-мех. факультет, 1977). При 
каком значении К касательная к графику 
функции у=Ах” образует о осью абсцисс 


й 
угол, равный -3 `И отсекает от четвертой 


четверти треугольник 
8—/ 3 

1 

2 (Казанский ГУ, физический факультет, 
1978). На кривой у=х'’—3х*-+-2 найдите точки, 
п которых касательная параллельна прямой 
у=3х. 

8 (МГУ, факультет выч. мат. и кибер- 
нетики, 1918). Найдите урввненис прямой, про- 
ходящей через точку с коордииатами 


(>; 2}, 


} 
> +2 н лересекающей п двух различ- 


с пложадью. равной 


касающейся графика функции 


у=— 
ных точках график функции у=\/4—х”. 
4 (МГУ, мех.--мат. факультет, 1980). Ка- 


сательная к графику функции у= \ х’ такова, 
что абсцисса с точки касания принадлежит 


1 
отрезку [.: 1]. При каком значении с 


площадь треугольника, ограниченного этой ка- 
сательной, осью абсцисс и вертикальной пря- 
мой х=2, будет наименьшей н чему равна 
эта ивименьшая площадь? 

5 (2-й тур Ленинградской математиче- 
ской олимпиады, 1984). Докажите. что если две 
касательные к параболе у=х’ взаимно пер- 
пендикулярны. то расстояние между точками 
касания не меньше 1. 


Варианты вступительных экзаменов 


Московский 
инженерно-физический 
институт 


Математика 


Письменный экзамен 


Варивнт 1 

3. Разность цифр двузначного натураль- 
ного числа А по модулю не превосходит 3, 
а сумма цифр числа А равна 9. Найдите А. 

2. Решите уравнение 
108. -(9*-+а)-+108.(2- 3”) =0, а6В. 

3. Ремнте уравнеинс 


ва (6 5—1 += )=0.5, ЬСВ. 


4. Основанием треугольной пирамиды ЗАВС 
служит правильный треугольник АВС. Высо- 
ты 5Р и АР боковой грани АЗС имеют дли- 
ну Ен № соответственно, & все плоские углы 
при вершине 5 пирамиды имеют одинаковую 
величину. Найднте площадь сечения пирв- 
миды плоскостью, проходящей через середины 
ребер 45. АВ и ВС, если иэвестно, что точ- 
ки А иС удалены на одинаковое расстояние 
от плоскости ВЗР. 


Вариант 2 
1. Решите уравнение 


а—З=т 2х = 

2. Имеются два сосуда с раствором шело- 
чи разных коицентраций (по объему). Первый 
сосуд содержит 4 л раствора, второй — бл 
раствора. Если их слить вместе, то получит- 
ся раствор, содержащий 35 % щелочи. Если же 
слить вместе по 3 л раствора из каждого сосуда, 
то получится раствор, содержащий а % щелочи. 
Сколько литров щелочи содержит второй со- 
суд? 

3. Через вершину 5 прямого кругового ко- 
нуса проведена плоскость, пересекающая ок- 
ружность основания конусв и точках А и В. 
Медианы АС и $Р треугольника АЗВ имеют 
длины т, и т, соответственно. Определите 
величину угла при вершине 5 в осевом сече- 
нии конуса, если известно, что площадь тре- 
угольника АЗВ имеет наибольшее возможное 
значение. 


определена 


3. Функция Ех) = и 


иа отрезке [5; 7]. Найдите /(х) и все зна- 
чения сЕ В, при которых наибольшее значе- 


ние функцин /(х) на отрезке [5; 7] не превы- 
шает 0,1. 

Физнка 

Задачи устного экзамена 

1. Система состоит из невесомого стержня 
длиной [—=35 см, положенного на неподвиж- 
ную призму, а также невесомого блока с двумя 
грузами массой т! и т› и груза массой М= 
=2 кг (т. Ёт.=М), прикрепленных к концам 
стержня (рис. 1). При движении грузов от- 
носительно блока равновесие стержня имеет 
место, если точка опоры стержня сдвинута на 
расстояние ^А{:=5 см влево от середины стерж- 
ня. Определите массы т, и т.. Трением пре- 
небречь. 

2. Плоская шайба массой т=0,2 кг начи- 
нает скользить с начальной скоростью и,= 
—\{2 м/с вверх по наклонной плоскости, со- 
ставляющей угол а=30“ = горизонтом. Коэф- 
фициент треиия между шайбой и плоскостью 
и=0,3. Какую работу совершат над. шайбой 
силы трения в течение времени (—=3,5 с после 
начала движения? 

3. В установке, изображениой на рисунке 2, 
масса каждого груза (А и В) т=?2 кг, угол 
«=30°, массы блока и нити пренебрежимо ма- 
лы, трения нет. Найдите мощность, которую 
разовьет сила натяження нити, действующая 
на груз А, через время 1-2 с после иачала 
движения. 

4. Один моль идеального газа перевели из 
состояния 1 в состояние 2 изохорически, так, 
что его давление уменьшилось в п=1,5 раза, 
а затем изобарически нагрели до первоначаль- 
иой температуры Т:. При этом газ совершил 
работу А=0,83 кДж. Найдите Т'. 

5. Шарик массой т=2 г, имеющий заряд 


9=2,5 - 10-? Кл, подвешеи на нити и движет- 
ся по окружности радиусом В=З3 см п угловой 
скоростью ==? с””! (рис. 3). В центр окруж- 
ности поместили шарик с таким же зарядом. 
Какой должна стать угловая скорость ‹; вра- 
щения шарика, чтобы радиус окружиости не 
изменился? 

6. Шар с массой т=1 кг и зарядом 4= 
—=2 .10—“ Кл подвешен на изолирующей нити 
в одиородном электрическом поле с напряжен- 


ностью Е=З3 . 10* В/м, причем вектор Е перпен- 
дикулярен силе тяжести и направлен влево. 
1ЩШарик отвелн вправо так, что нить отклони- 
лась на угол а=30” от вертикали, и отпу- 
стили. Найдите натяженис нити при прохож- 
дении ею вертикального положения. 

7. Электролампа к вольфрамовой спиралью 
в момент включения потребляет мощность 
Ре. 500 Вт. Какую мощиость оиа будет по- 
треблять после нагревания спирали от комнат- 
ной температуры до температуры :=2500 °С, 
если температурный коэффициент сопротивле- 
ния вольфрама «=4,5 - 10-2 К—1? 

8. Пучок протонов, ускоренных разиостью 
потенциалов И=20 кВ, падает на заземлен- 


`- 
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Рис. 5. С 


ную металлическую пластинку нормально к ее 
поверхности. Полагая, что все протоны погло- 
щаются пластинкой, определите силу, © кото- 
рой пучок действует на пластинку, если ток 
в пучке 1-80 мА. Отношение электрического 
заряда протома к его массе е]т=10° Кл/кг. 
Силой тяжестн пренебречь. 
9. Протон влетает в область поперечного 
к его траектории однородного магнитиого поля 
под углом и==30°. Для указанного на рисунке 4 
иаправления индукции магнитного поля Б вре- 
мя движения протона в области поля состав- 
ляет т==0,5 - 10-5 с. Найдите В. Отношение 
заряда протона к его массе е/ т == 10*. Клукг. 
10. Контур п источником тока, имеющим 
внутреннее сопротивление гг 0,2 Ом, находится 
в однородном магнитном поле с мндукцией 
В=0,1 Тл. Вектор В перпендикулярен к пло- 
скости контура и иаправлен так, квк показа- 
но на рисунке 5. Найдите ток и цепи при 
движении проводника АС со скоростью в; 
—=10 мД вираво, если при движении его п том 
же направленим со скоростью :=40 м/с ток 
отсутствует. Сопротивление проводника АС 
В=-0,1 Ом, его длина {=10 см. Сопротивле- 
нием направляющих рельсов пренебречь. 
Публнкацию подготовили 
д. И. Руденко, В. Е. Чижов, 
И. В. Шолохов 


Московский институт 
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Вариант письменного экзамена 
1. Упростите до числового значения при 
а*?—8а! 36 


@а=21 
3 
аи” 


2. При каком ивимсньшем целом зивче- 
нии А уравнение 


(Еее Их-—3=0 
имеет даа различных корня? 
3. Решите уравнение 


УЗ -+1-- ух 3= 6х4 10. 
П ответе запишите менылий корень уравне- 
иия. 
4. Предприятие узеличивало объем выпус- 
каемой продукции ежегодно на одно и то же 
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число процентов. Найти зто число, если из- 
вестно, что за два года объем выпускаемой 
продукции увеличился на 44 %. 

5. Решите неравенство 


х+3 
(0,2) 1—х< 0,04. 
В ответе запишите наибольшее целое решение 


неравенства. 
6. Решите уравнение 


(8 *):—100х*=0. 
В ответе запишите больший корень уравне- 
ния. 

1. Проведена’ касательная к графику 
функцин у=х’-—4х—3 п точке пересечения 
этого графика с осью ординат. Найдите пло- 
щадь треугольгика, образоваиного касательной 
и осями координат. 

8. Найдите разность между наибольшим и 
наименьшим зиачениями функции /(х)=3х"-- 
+-2х—18х'--15 иа отрезке [—3; 1}- 

9. Упростите выражение и вычислите при 


7л 
ааа 


и= — 
6 
———_ . 
«(7 +9) = а) 
Аз 7] 
10. Решите уравнение 
ЧЕ (х-- 1) - 18 (2х- =. 
В ответе запншите количество корней урав- 
нения, приивдлежащих отрезку Ю; 15]. 

11. Длины оснований трапеции равны 10 
и 24, длины боковых стором равны 13 и 
15. Найднте плошадь трапеции. 

12. Объем конуса равен 81. Высота конуса 
разделеив на три равные части н через точки 
деления проведены плоскости параллельно ос- 
кованню. Найдите объем части конуса, нахо- 
дящейся между проведенными плоскостями. 

Физика 


Вариант письменного экзамена 

1. Тележка массой М=20 кг может ка- 
титься без трения по горизонтальиому пути. 
У задиего края тележки лежит брусок массой 
т=2 кг (края бруска и тележки совпадают). 
Коэффициент треиия между бруском и тележ- 
кой р==0,25. К бруску приложена горизон- 
тальная сила Р=20 Н. Через какое время бру- 
сок упадет с тележки, если его длина {=1 м? 

2. Пля расплавления т=] т ствли исполь- 
зуется электропечь мощностью 100 кВт. 
Сколько времени продолжается плавка, если 
слиток до начала плавления ивдо нагреть иа 
АТ-=1500 К? Удельиая теплоемкость стали 
с=500 Дж/(кг - К), удельная теплота плавле- 
ния стали ^==2,1 - 10°Дж/кг. 

3. Определите массу меди, зыделидшейся 
при электролизе, в ходе которого затрачено 
У!-—8 кВт: ч энергии. Напряжение на злектро- 
дах злектролнтической ванны И=12 В, КПД ус- 
тановки ц==80 %. Электрохимический эквивв- 
лент меди #=3,3 - 10 ' кг/кл. 

А. В стекляную -образную трубочку (рис. 1) 
налита ртуть так, что весь столбик имеет 
длину {-=20 см. После заполнения трубочку 
есяегка наклонили и возвратили в вертикальное 
положение, от чего столбик ртути начал ко- 
лебаться. Найдите период этих колебаний. 

5 Металлическое изделие массой т, =0,8 кс 
было нагрето до температуры #,2:950 °С, в 
затем с делью закалки опущейо и ванну, за- 
полнённую жидкостью массой т›==50 кг ю иа- 
чальной температурой {1,=16 °С. Какую равно- 


весиую температуру будут иметь изделие и 
жидкость в ванне? Потерями тепла пренеб- 


речь. Удельная теплормкость изделия с,—= 
—460 ДждДкг. К), жидкости — 6.= 
—=4100 Дж/(кг - В) 

6. На какой глубине расположен точечный 
источник света в воде, если с поверхности 
воды лучи света выходят в воздух из круга 
днаметром О-=2 м (рис. 2)? Показатель пре- 
ломления воды п=1,333. 

7. Воздух в помещении имеет температуру 
{—=24 °С и отиосительную влажность ф,—= 
—=50 %. Определите влажность воздуха после 
его охлаждения до :.=20 °С. Процесс охлаж- 
дения считать изохоричееким. Давление насы- 
денного водяного пара при 20 °Си 24 °С равны 
соответственно р„›=2330 Па и р,!=-2943 Па. 

8. До замыкания ключа К сопротивление 
группы резисторов, соединенных по схеме, 
изображеиной ив рисунке 3, А=-504 Ом. Най- 
дите сопротивление этой груплы резисторов 
после замыкания ключа. 

9. Два иона, имеющие одинаковый заряд и 
одинаковую кинетическую энергию, но разяич- 
ные массы, влетели в однородиое магнитное 
поле. Первый ион описал окружность радиусом 
г, =3 см. &а второй — г2>==1,5 см. Вычислите 
отиошение масс монов. 

10. Горизонтально расположенный диск вра- 
щается вокруг вертикальной оси. делая п= 
—15 об/мин. Наибольшее расстояние от оси 
вращения, ив котором тело удерживается на 
диске в равновесии, равно г-=10 см. Чему равеи 
коэффициент трення тела о диск? 

11. Определите максимальную кинетиче- 
скую энергию электронов. вылетающих из не- 
которого металла при его освещении светом 
с длиной волиы 2—=0,345 мкм. Работа выхода 
для этого металла А-=2,45 эВ. 

12. Пучок параллельных лучей проходит че- 
рез две тонкие собирающие линзы, оставаясь 
параллельным. Расстояние между линзами 
{=35 см. Определите фокусное расстоянне 
первой линзы, если для второй линзы оно 
равмо Р.=9 см. 

Публикацию подготовили 
В. А. Карасев, В. И. Марченко 


Московский 
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Математика 
Вариант письменного экзамена 


1. Упростите выражение 


В В Е 
(а 5)’ 4аб {&—в}?- 4аь 
2—6: 10-17457) 
жечь т. 


Я 28 


ЗВ 4К 
Рис. 3. 


2. Решите систему уравнений 


21 
х{иу= з. 


х у 37 
у + х =. 5. . 
3. Разность двух чисел равна наибольшему 


значению функции /(х)== з —х--1 на отрез- 


ке [0; 2Ъ а сумма этих чисел в два раза 
больше наименьшего значения той же фуикции 
не указанном отрезке. Найдите эти числа. 

А. Найдите все корни уравнения 

(чт х-— (аш х-- У3с0$ х)5т Ах—2]==0, 
удовлетворяющие неравенству 


щ(х+ 23) (—х— т) +110. 


5. Найдите углы ромба, если известно, 
что паощадь вписвнного в иего круга вдвое 
меньше площади ромба. 

Задачи устного экзамена 

1. Каким свойством должны обладать диа- 
гонали параллелограмма, чтобы: а) парал- 
лелограммы можно было виисать н окружность? 

6) в параллелограмм можно было впи- 
оать окружность? 

2. Каким свойством должны обладать 
стороны треугольника, чтобы центр вписан- 
иой в него окружиости совпадал п центром 
описаниой около него окружности? 

3. Докажите неравенство 


2? аще? ВЕ а В ша. 


при а, В5Е 5 42 162. 
4. Упростите выражение 


Аб — а 6+ + абс са. 


5. Найдите наименьший период функции 
у-:5зт х+{ят 2х. 


6. Найдите наибольшее и 
значения функции 


Кх)=3 - эт х-+-4зтх - с0$ х+с08° х. 


ШВ 


нвименьшее 


71. Сколько действительных корней имеет 
уравнение 


ххх? 
8. Найдите область определення функции 


ха 16—х' 
и ИХ * 


9. Постройте графики следующих функций: 


а) у--/ —@-—<?):; 6) уавгсьт хх! 1. 
10. Найдите производную функции 
ь 3 а 1ой.^* 
у 2 З К > 
а] 
11. При каком значении х функция 


$ 2 
уха (ха: +... (х—фа,у 
достигает наименьшего значения? 
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Физика 


Письменный экзамен 
Вариант 1 


1. Количество теплоты. Единицы измерения. 
Удельная теплоемкость. Формула подсчета ко- 
личества тепжоты, необходимого для нагрева- 
ния тела. Нервый закои термодинамики. 

2. Два тела движутся вдоль оси координат 
ОХ. На осиовании графиков зависимости ско- 
рости тела от времени ь(#) (рис. Г) запишите 
формулу скорости для каждого тела. Начертите 
графики зависимости координат тел от времени 
х(!), если начальная коордиивта тел х,.=0. 

3. При температуре #1—=27 °С давлеиие газа 
в замкнутом сосуде было равно р,-—3 - 10° Па. 
Какой будет температура газа при давлении 
р.=2,5 - 10° Па? 

4. Какую максимальную скорость могут по- 
лучить вырванные из калия электроны при 
облучении его светом я длиной волны 
^=0,4 мкм? Работа выхода электрона для 
калия А=З3,2 - 10-19 Дж, масса электрона 
т=9,1 + 10-31 кг, постоянная Планка #= 
26,63 + 10—34 Дж - с. 

5. Частица массой т=107^* кг и зарядом 
а=10` -® Кл влетает в область однородного 
электрического поля ширииой В=:0,1 м под 
углом а=45°. а вылетвет под углом вВ=60* 
(рис. 2). Определите первоначальную скорость 
частицы, если напряженность однородного по- 
ля Е-=10° В/м. Траектория частицы лежит в 
плоскости чертежа. Силой тяжести пренебречь. 


Вариант 2 

1. Два родв электричества. Взаимодействие 
электрических зарядов. Закои Кулона. Диэлект- 
рическая проницаемость вещества. Единица из- 
мерения заряда. 

2. Узкую, длиниую, запаянную с одного 
коинца стеклянную трубку частично заполнили 
водой н перевернули закрытым концом вверх. 
Что находится в образовавшемся объеме? 

3. Свеча находитея на расстоянии 4—10 см 
от тонкой рассеивающей линзы с фокусным 
расстоянием Р—5 см. На каком расстоянии от 
линзы находится изображение и какое оно? 

4. Напряжение на конденсаторе п идеаль- 
ном колебательном контуре изменяется ло зако- 
ну /=50 соз (1. 109) (В) и при этом макси- 
мальное значение заряда коиденсатора равно 
9.=5 * 10—65 Кл. Определите индуктивность 
катушкн контура. 

5. В цепь, состоящую из аккумулятора 
и резистора к сопротивленнем А=20 Ом, под- 
ключили вольтметр сначала последовательно, 
затем параллельно резистору. Показания вольт- 
метра п обоих случвях одннаковы. Сопро- 
тивление вольтметра А,=500 Ом. Определите 
внутреннее сопротивление аккумулятора. 

Публикацню подготовили 
В. Ф. Сафонов, М. Г. Тимошин 
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Московский институт 
радиотехники, 
электроники и 
автоматики 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. Решите уравнение 


(2-х) +48 (2х): 5 ах. 
2. Решите неравеиство 
10& „1053 (9*—6)>1. 
3. Найдите наибольший ив 
}—л/2; л[ корень уравнения, 


интервале 


3 х 1 
эл > х с05 = со8—- (5х—/2). 

4. В окружиости проведены две взаимо 
перлендикуляриые хорды АВ и СП. Найдите 
радиус этой окружиости, если АС=б см, 
ВО 8 см. 

5. Река имеет ширину 160 м и скорость 
течения 6 км/час. Лодка, скорость которой 
в стоячей воде 4,8 км/час, пересекает реку 
за 2 минуты, высаживает пассажиров и воз- 
вращается обратно. На каком минимальном 
расстоянии от места старта может оказаться 
лодка? 


; Вариант 2 
1. Решите уравнение 


^/=— +^/ о, 
х х 


2. Решите уравнение 


1 
< ЮЕ 19-1 Юз 3-=0. 


3. Найдите иаибольший на 

]--л/6: п/2[ корень уравиения 
— 23 т хсоз 2х=с0з (5х л/2). 

4. В окружность вписан треугольник 
АВС. Расстояние от точек А ин С до прямой, 
касающейся окружиости в точке В, равны 4 см 
и Я см. Найдите высоту треугольника, про- 
веденную из вершииы В. 

5. При каких значениях параметра а 
каждое решение неравенства 

х’—3х- 2—0 
будет содержаться среди решений неравенства 
ах" —(За+1)-+3>0? 


интервале 


Физика 


Задачи устного экзамена 

1- На наклонной плоскости, имеющей угол 
наклона м горизоиту а=30°, находится ци- 
линдр. Цилиндр удерживается в покое огибаю- 
щей его нитью, один конец которой закреп- 
лен на вершине наклонной плоскости, а другой 
тяиут вертикально вверх. С какой силой нужно 
тянуть нить, если масса цилиидрв т-=30 г? 

2. В сообщающиеся сосуды налили ртуть. За- 
тем в один из сосудов ивлили еще столб масла 
высофой }.=30 см, а в другой — столб воды 
высотой #й:=20 см. Определите разность уров- 
ней ртути в сосудах. Плотность ртути 
0=13,6 - 10? кг/м’, масла ц,=0,9 - 10’ кг/м', 
ВОДЫ 02=1,0 . 10‘ кг/м‘. 

3.’ Стеклянный шарик объемом №--0,5 см' 
равномерно падает в воде. Какое количество 
теплоты выделится при перемещении шарика 


на #=6 м? Плотность стекла и:-2505 кг/м*, 
воды ©.—=1000 кг/м". 

4. Стеклянная трубка, запаянная с одного 
конца, расположена горизонтально. Воздух, иа- 
ходящийся в трубке, отделен от атмосферного 
столбиком ртути длииой 1= 10 см. Трубку пере- 
мещают вдоль ее оси равномерно с ускорением 
а—10 м/с’ сиачала запаяиным коицом вперед, 
затем открытым концом вперед. Онределите 
атмосферное давление, ссли в первом случае 
длина воздушного столбика в трубке в п=1,3 
раза болыцше, чем во втором. Плотность ртути 
с=13.6- 10° кг/м. 


5. Шарик массой т, подвешенный на длин- 
ной нити, совершает колебания. Во сколько 
раз изменится период колебаний, если шарику 
сообщить положительный заряд 9 и поместить 
его в однородное электрическое поле напряжен- 


ностью Е. силовые линии которого иаправлеиы 
вертиканьно вниз? 

6. Дуговая лампа горит под напряжением 
(5-80 В и потребляет мощиость Р=800 Вт. 
На сколько градусов икагреются подводяшие 
провода через г=1 мин после аключения лам- 
пы, если проводка выполисна медным проводом 
сечением 5=4 мм*? Половина выделившегося 
количества теплоты отдается окружающей сре- 
де, удельное сопротивление меди о=11Ж 


х10 -* Ом. м, плотность Р=8,9. 10 кгум?,. 


удельная теплоемкость с=395 Дж/кг-К). 


7. В электрическую цепь последовательно 
включены батарея ге ЭДСф —=12 В, реостат и 


катушка гс индуктивностью Ё=1\ Ги. При со- 
противлении реостата А=10 Ом в цепи проте- 
кал некоторый постоянный ток. Затем сопротив- 
ление реостата начали измеиять так, чтобы ток 
в цепи уменьшался п постояниой скоростью 
АТ/М==0,2 А/с. Каким будет сопротивление 
цепи через 1—2 г после начала изменения тока? 
Внутренним сопротивлением батареи и актив- 
ным сопротивлением катушки пренебречь. 

8. Протон влетает в однородное магнитное 
поле п индукцией В-=0,4 Тл перпендикулярно 
вектору магнитиой индукции В. Определите. 
на какую глубину в область поля может про- 
никнуть протои, если его энергия И/=16хХ 
х 10—13 Дж; Масса протона м-= 1,67 - 10-27 кг, 
его заряд 9=1.6. 10-19 Кл. 

9. На главной оптической оси собирающей 
линзы расположены две светящиеся точки: на 
расстояниях 4,=20 см и 4.=40 см от лиизы. 
Зная. что их изображения находятся в одиой 
и той же точке, определите фокусное расстоя- 
ние линзы. 

10. Объектив фотоаппарата изготовлен из 
двух линз — рассеивакищцей и собирающей. 
Рассеивающая линза п фокусным расстоянием 
Г,—=5 см ваходится на расстоянии [—=45 см 
от фотопленки. Где необходимо разместить со- 
бирающую линзу г фокусным расстоянием 
Р.—8 см, чтобы на плеике получались резкие 
изображения удалениых предметов? 

Публикацию подготовили 
В. В. Варфоломеев, М. Н. Данилычева, 
И. М. Матусевич 


Победители конкурса 
«Задачник «Кванта» 


(Начало ем. на с. 30} 


Награждаются Дипломом и значком журнала 
«Кваит» и книгами серии «Библиотечка 
*«Квант» за активное участис в конкурсе: 


По математике 


Н. АГАЗАРЯН — Ереван, ФМШ при ЕрГУ, 
10 кл. 

М. АЛЬТ — Одесса, с. ш. № 109, 8 кл. 

А. АСТАШКЕВИЧ — Томск, с. ш. № 24, 10 кл. 
Г. ГЕВОНДЯН — Ереван, ФМЩ при ЕрГУ. 
10 кл. 

О. ГЕУПЕЛЬ — Дрезден (ГДР) 

А. ГОРОХОВСКИЙ —- Кизв, с. ш. № 79, В кл. 
И. ДЫННИКОВ — Жуковский, с. ш. № 1, 
9 кл. 

В. ЖУРАВЛЕВ — Гайворон, с. ш. № @, 9 кл. 
М. ИГНАТЬЕВ — Саратов, с. ш. № 13, 10 кл. 
И. КАПОВИЧ — Хабароаск, с. 11. № 2, 10 кл. 
А. КОЗИНСКИЙ — Гайворон, с. ш. № 2. 9 кл. 
Т. МИСИРПАПТАЕВ — Москва, с. ш. № 571, 
10 кл. 

О. НИЦ — Одесса, с. 1, № 100, В кл. 

Д. ПАСТУР — Харьков, с. 13. № 146. 10 кл. 
М. ПОМЕРАНЦЕВ — Черкассы, с. ш. № 4, 
10 кл. 

А. ПРИШЛЯК — Киев, с. ш. № 1179, 10 кл. 
Т. РАДЬКО — Корсунь-Шевченковский, с. ш. 
№4, 10 кл. 

К. СТЫРКАС — п. Черноголовка Моск. обл., 
с. ш. № 82, 9 кл. 

В. СУДАКОВ — Тбилиси, ФМШ иы. В. М. Ко- 
марова, 10 кл. 

Д. ТУЛЯКОВ — Жданов, с. ш. № Т, 8 кл. 


А. ЧАГИРОВ — Алма-Ата, с. 111. № 56, 10 кл. 
С. ШЕЙНИН — Молодечно, с. ‘ш. № 1. 
10 кл. 


По физнке 


т АНАТОЛЬЕВ — Ярославль, с. ш. № 33, 

кл. 

2 БЕЛОПОЛЬСКИЙ — Киев, с. ш. № 145, 
кл. 

И. БЕНА — Васлуй (СРР) 

Ю. БОРОВСКИЙ — Киев, ФМШ № 2 при 

КГУ, 10 кл. 

А. ВИЛЬКОЦКИЙ — Минск, с. ш. № 16, 10 кл. 

Л. ГОЛЬДШИТЕЙН — Киев, с. ш. № 145, 

10 кл. 

В. ЖЕВЛА КОВ — п. Черноголовка Моск. обл., 

с. ш. № 82, 10 кл. 

В. ЗЕЛОВ — Новосибирск, ФМШ № 165 при 

НГУ, 10 кл. 

В. КИРЬЯШКИН — Саратов, с. иг. № 13, 10 кл. 

П. КЛАРК — Тула, с. ш. № 36, 10 кл. 

К. ЛОПИН — Фрунзе, с. ш. № 61, 10 кл. 

Д. МОГИЛЕВЦЕВ — Шклов, с. ш. № 4, 10 кл. 

С. МЯГЧИЛОВ — Одесса, с. ш. № 16, 10 кл. 

А. НЕДАЧИН — Киев, с.ш. № 145, 9 кл. 

и ОСАУЛЕНКО — Киев, ФМШ № 2 при КГУ. 
кл. 

В. ПЕСОЦКИЙИ — Брестская обл., Дворецкая 

с. ш., 10 кл. | 

О. ПОСУДНЕВСКИЙ — Береза, с. хи. № 1, 10 кл. 

Ю. РЫБАЛОЧКА — Киев, ФМШ № 1 при 

КГУ, 10 кл. 

Т. САГАЙДАК — Канев, с. ш. № 4, 10 кд. 

В. САКБАЕВ — Алма-Ата, РОФМИШ, 10 кл. 

Ее. САМОЙЛОВ — Киев, ФМШ № 2 при КГУ, 

10 кл. . 

М. СИТНИКОВ — Климовск, с. ш. № 5. 10 кл. 

О. ЮСУХНО — Киев, с. ш. № 145, 9 кл. 
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Ответы, указания. решения 


= 


Уравнение касательной 


З 
1. К=- 16° . . 
2. {1—-/2; 3/2), (1+1/2; —\/2). 
5 
3. у —х+ >. 
4 ыы и и р 
ПБ а РИ 5, 


«Квант» для младших школьннков 
1. Сумма указанных чнсел 40-+45--44--27= 
—156 есть утроенная стоимость всех четырех 
марок. Таким образом, четыре марки стоят 
52 копейки. Вычитая из 5# копеек сумму в 
40 копеек, получим 12 копеек — стои- 
мость кубииской марки. Аналогично стоимость 
монгольской марки 7 копеек, болгарокой — 
8 копеек, польской — 25 копеек. 
2. Обозначим искомое число через х. Тогда 
х-+ 16—12, а х—16=й?. Отсюда л?—#1=32.= 
—=1. 322. 16=4. 8=(л-А)(п—^). Получа- 
ем две системы уравнений: пл &=16, п--&=2 
ил-- 4-8, п_Е—=4. (Случай п- =32, пщк=1 
отпадает, так как числа п и А должны 
иметь одииаковую четность). В первом случае 
п—9, А=7Т, х=65; во втором случае л=6, 
К=2, х-=20. Таким образом. только числа 
20 и 65 обладают указаниым в задаче 
свойством. 
3. Когда человек бежит по бревну, он просто 
не успевает упасть. 
4. Заметим, что сумма площадей четырех 
треугольииков АПЕ, АСЕ, ВОЕ и ВСЕ равиа 
площади прямоугольника. С другой сторокы, 
эта сумма равна удвоеиной площади крас- 
ной части прямоугольника плюс площадь бе- 
вой его части. Аналогично сумма площадей 
четырех треугольииков ВСО, ВЕЕ, АСР и АЕЕ 
равняется площади прямоугольиика, и в то же 
время равиа площади белой части плюс 
удвоеиная площадь синей части. Отсюда сле- 
дует утверждение задачи. 
5. Примем за основание системы счисления 
число л. Из первого справа столбца следует, 
что бука О равна иулю. Таким образом, 
переносы единиц будут из второго столбца в 
третий и из четвертого в пятый. Отсюда 
получаем соотиошения: 2Т=л--И, И-+1=К, 
К+-И=л, К+1=тТ. Таким образом, п=Т, 
И-3. К—=4, Т=5. 
Необыкновенная девочка 
(см. с. 50) 
Когда мы говорим, Что у человека две ноги, 
а у собаки — четыре, мы даже не заду- 
мываемся п том, в какой системе счисления 
мы считаем. Говоря, *зэтой черепахе сто лет», 
мы подразумеваем, что 

100=1. 10?-|-0- 10'+-0- 10°. 
И вообще, есни а,, а., ...а, — цифры числа, то 
само число А--а,а....а, мы считаем равным 
в,- 107 а›- 10'—1+..{а„. 10°. На самом де- 
ле так будет только в десятичной системе 
счисления, основание которой равно десяти. 
Однако в качестве основания системы счиеле- 
ния можно взять любое натуральное число 


9>1; число аа..та„ в такой д-ичиой системе 
счисления будет равно 
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а'а....а,=а14“--а297"—1--...4а,„- 9". 

В какой же системе счисления у девочки 
может быть 10 рук, 10 ушей и 10 глаз? 
Только п такой, в которой 10 будет равно 
числу 2, то есть 10,=1. а'+0. а’=2. Таким 
образом, 4=2, значит, в этом стихотворении 
все происходит в двоичиой системе счисления. 
В этой системе 


100=1. 2740. 2'-+-0- 20-4, 
101=1. 2°+40. 2-41. 2—5, 
1100=1. 2341. 220. 2'+0- 2°—12. 


Девочке было 12 лет, она училась в пятом 
классе. 


Московский инженерио-физический киститут 
Математика 


Письменный экзамен 
Вариант 1 
1. 36, 45, 54, 63. Указание. Если А—=10х-+ у, 
где хиу — цифры, то по условию 
Пх— и! = 3, 
х+{у=9. 


2. Повз (1+ \1—2)] при а ]-—с5: 0]; (108.(1+ 
+—^1-—а), 108: (1 — \1—а)\ при а6]0; 1]; 5 при 
261; <<[. Указание. Уравнение после 
замены {=3*х приводится к виду #'— 2: а=0 


и имеет корни 1,2=1+\/1—@ при а<4. 
Необходимо еще учесть, что 2>0. 


242 д? 
8: жа ( Е") , Жа+ (ВИА, 167), 
Е 20, 120 при 6Е]0; {+ о [; хЕ[1; | оз[ при 6==0; 


2лк\? - 
х=14 (27%); кл г {3-51 ци, 162), 


[12 
50. 1—0 при 66 ]— со; 0[. 
Указаиие. При 5-20 уравиение приводится 
к виду 5 ух—1=— в +(—1" 6 дл при пЕ7. 


Если п= 26. то ь\/х—1 —=2лё. Если 5-0, то при 


8л 


2. \8 
&—>0 имеем хит Г й) . Если 6< 0, то х,= 


218 \- 
=1+( ы ) при &=0. Аналогично рассмат- 
ривается случай нечетного п=21- 1. 
Аня АЕ В) 

4. = ей. 

Г ЖЕ $2 Е если 
я — в 
— 1; + 4[. $:== — ; 
к И; м2 а если -, Е]10; 1. 


Указание. Поскольку точки А и С (рис. 1) 
одинаково удалеиы от плоскости В5Р, |АБ|= 
= [С |. Это зиачит, что ДАЗ$С — равиобедрен- 
ный и (АС) 1(В5$0). Пусть |АЗ|={. |АС]==а, 


|5В | =х, АЗС а. Тогда @ак—= м 
ю° =, 
откуда а— ЗЕ т 22 
Е причем 
Г 
= <2. 


Пусть К, М. М — середины ребер А$. АВи ВС 
соответственно. Сечение пирамиды плоскостью 
КММ — параллелограмм КЁММ, так как 


Рис. 1. 


© 


(Ем) ||(5В), (кто | (АС) и (58)1(4АС), парал- 
лелограмм КЁЕММ№ является прямоугольником 


По теорсые 


АСР —22с08 «= |ВСр?=х? РР х с05 «, 
откуда х,—=[, х.={1—2 со3 а). 


ах 
с площадью га. . косинусов 


22—18? 
Из АЛ5С получаем со3 “= ‚ поэтому 
А, 
= Если <, иместся лишь одна 


пирамида, удовлетворяющая условию задачи. 
Если К-й-К\2, то имеются две нирамиды 
(правилытая в х; =Ё н неправильная с х›={К1— 
— 2с084). 


Вариант 2 


1 9—4а лп 
ы =— ы —, 
1 х 7 8гссо5 9 о 5 


(167) ири 


9 
0-а=-. При остальных значениях п решений 


нет. Указание. При а==0 решений нет. При 
а-20 воспользуйтесь соотношением зиг2х:= 


_ 1—с054х 
=. 5 ы 
2. 105— Ба: задача имеет решение при 
175 175 
ас 5 Зы 35; ной Указание. 
Пусть в первом сосуде содержится х литров 
щелочи. п во втором — и литров. Из условия 
следует система 
БО 35 
0 — 100' 
Зх Зуи 
4 + В ш 
Б — 100’ 


у4т? — п?) 1 т о 
т 
р = Зть та =. \ 2 

& [ х. :| и 5 

С а - при т, = 5 та. 
Указанне. Пусть О — точка пересечения 


медиан трсугольннка АВ. Из ЛАОР полу- 
1 т > 

чаем | АБ} = г \4т: — т-. Рассмотрим два слу- 
чая: а) ^А5В — остроугольный, 6) ^А$В — 
неостроугольный. В случае а) треугольник А5В 
является осевым сечением конуса, и ноэтому 
Е. ь \Ати — т: 
искомый угол =-2 атс 3; : 
ы 1 


. Этот слу- 


чай рэализуется при &Е 5 <1. то есть когда 


1 т ы / 5 ы 
= НГ а \ =. В случае 6} треугольник АЗВ 
2 т. 2 

наибольшей плошдади должен быть прямоуголь- 
ным (это следует из того. что площадь всякого 


сечения АЗВ конуса. проходящего через вер- 
1 Е 
шину $. равен я р зп а. где а — угол между 


образующими А5 и В$. и поэтому приннмает 
9 


наибольшее значение при % = >. Таким обра- 


- 5 
зом. так как при #7, > \ 5 т. треугольник 


А5ЗВ тупоугольный. он не может быть сече- 
нием конуса. имеющим наибольшую площадь. 


Если же п = ь т.. треугольник А5В пря- 


моугольный и угол 4. осевого сечения конуса 


может ирннимать любые значения 5 < < ла 
4—2х 
3. К (х)= а] >; ЦИ: ЕС 
Г’ (х} И } (5; Не 
Указание. Для того чтобы {их\ была опре- 
делена при всех х$[5;7]. необходимо и до- 
статочно, чтобы уравнение ‹(х)=х'—4х-ра=0 
не имело корией на этом отрезке. Это в свою оче- 
редь будет тогда пм только тогда. когда 
ч(5)>0 и ч(7)>0. или ч(5)<0 и ч(7)<0. 
то есть. когда ‹(5)-4(7) > 0. Поскольку /^(х) < 0, 
лри хё[15:7] задача- сводится к решению не- 


равенства /(5)= 16; 
Физика 
1. Залишем 


м-р —м). 21(-- +м). 


гле Т — сила натяжения нити, на кото- 
рой подвешены грузы массой пи м 22. Эту 
силу можно найти, используя второй закон 
Ньютона: у 


условие ровновесия стержня: 


та=т,8--Т, 
—пза=тою—Т, 


откуда 
тата 
—  теЁпы “ 
Подставляя этот результат в условие рав- 
новесия стержня и используя равенство 


т, + т;-- М, получаем 
для масс т ин т:: 


следуклцее уравнение 


№2 /1/2—М 
тёти М = ( ЕЕ. |) 
2— т М 4\12=М | 
Решение этого уравяения дает 
М Ам 
т т '—_— ща |916 
1 2 ( 1-- у мае 1.67 кг. 


г зе 
м ам 
то > (1— УМтаа) 038 кг. 
2. При движении вверх по наклонной плос- 
кости шайба замедляется силой тяжести и си- 
лой трения. При этом ускорение нойбы 
а1 == (т а со и) 
время движения 
7 [01 Че 16 
Я и О 
а (ям а-- исо$ и) С 
Поскольку условия задачи требуют. вычнеле- 
ния работы за время 1=3,5 г {17>{1),; исобходимо 
рассмотроть также движение шайбы вниз по 
наклонной плоскости. В этом случае ускоре- 
ние шайбы 
а == (т а—исоб а) 
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и время движения 


—=${—.. 
За время г шайба проходит путь 
— 5 аз 
в: 


На этом пути сила трения Ё, 
вершает над шайбой работу 


а 
ны _. __ М7 ©03 и 25 
Ар = — Вр я 5 аи со3 я + 


рН сов  со- 


бо В 
я (эт а - и со м1 
—=— 7,2 Дж. 

3. Для нахождения силы иатяжения нити Т 
и ускорения грузов п запишем второй закон 
Ньютона для тел А и В: 

та-=Т— таз а. 

та=тя-—Т. 


откуда получаем 


- 87 {т а— п с05 2! (, — 


а— = {1 --5т а); Г= а эт а). 


Мощность №. развиваемая силой натяжения 


инти, через время { после начала движения 
можно найти по формуле 


№=Та!= —— в —^— (1 — эп а) -Езт а)= 


2 
{ 2 
= : с0$`а=75 Вт. 
4. Давление р. и объем И газа в начальном 
состоянии Ё связаны с давлением р. н объе- 
мом У. в конечном состоянии 3 уравнением 
состояния 
р И, = р: У. =ВТ,. 
Газ совершаст работу только при переходе 
из промежуточного состояния 2 конечное 
состояние 3: 
1 
а оо ВНЫ РВ Т" з И а. 
А и) = т 1 =). 
Отсюда получаем 


лА - 
= тт ==300 К. 
5. Занниюм второй закон Ньютона для 


движущегося шарика до и после внесения 
заряда в иентр окружности: 


те В= таб а, 
и ПРЫ 
тез А= те а ЧлеоЙ" ' 


тде м — угол между нитью подвеса нп 
вертикалью. Из этих уравнений находим 


и 
‚М 
Ал. Ат 
6. В тот момент, когда нить занимает вер- 
тикальное положение, второй закон Ньютона 
в проекции на вертикальную ось запишется 
в внде 


= с“ 


4 — 


2 
ти 
Р—таи= ь. 
Г 
где ЕР — сила натяжения нити, © — ско- 
рость шарика в этот момент, { — длина нити. 


Скорость г можно найти с помощью закона 
сохранеиня энергии 


2 
“ = тв (1 —с08 а) ЕЁ т ч. 
Решая полученную систему уравнений, пахо- 
дим 
Р=ти-|{ 2т8(1 —с0$ а)-4+29Е $т и= 
=78(3—2 608 «)--209Е т и-= 18,4 Н. 
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7. Мощность, потребляемую лампой сразу жи 
после ее включения, занишем в виде 


хх 
Р= — 
В ° 
где { — нанряжение на лампе, А=Вх 


ха+щ,) — сопротивление спирали при ком 
натной температуре 1,720 °С (К, — сопротив 
ление при 0°С). После нагревания сопротив 
ление спирали увеличивается до значени: 
П’с=г И,(1-- ий), и лампа потребляет мощности 


- Ю 1 ! 
о 
71 1’. 1-Е 
8. Сила, Е которой пучок действует на плас 
тинку. может быть вычислена по формуле 


АР 
Ег= —_—, 
Ш 
где АР — импульс пучка протонов, пере 
данный пластннке за время \. Преобразуем 
эту формулу следующим образом: 


АМ ти е\М ть Аа ть 
Е= — ——ы—=—- — —— — — С 
тт = \М е \ е 7 
Здесь ю — скорость протонов, \№ — чнелс 


протонов, поладающих на пластинку за врем; 
АГ, №9 — заряд протонов, достигающи» 


пластинку за врсмя А!. Скорость ь найдем с по 
мощью закона сохранения энергии: 


9. В области магнитного поля протон движетс; 
по дуге окружности и вылетает под углом — ‹ 
(рис. 2). Время т движения протона в область 
магнитного поля связано со временем полногх 
оборота 7 соотношением 


л2а, 
5 1 


Для вычисления временн Т= 21 К/ь необходим 
найти отношение скорости протона г к раэднусу 
трасктории А. Это отношение получим и: 
уравнения Ни протона 

ти’ ©В 


В —=е5В. == Е 


Таким образом, 


На 
еВ 


Подставив этот результат к формулу для вре 
мени т н решив полученное уравнение отно 
сительно индукции магнитного поля, найдек 


(+ 2а)т 
ет 


Т = 


в = 28.1. 10-3 Тл. 


16: 


Рис. 8. 


10. При движении проводника со скоростью 
г, ЭДС индукнии В. оказывается равной 
ЭДС # ясточника тока: 
и—Вь.=0, “=Вь.. 
Следовательно, при движении проводиика со 
скоростью о; по цепи потечет ток 
“—Вьо В (0. 
А. 
+ Е +В 


Московский иистнтут стали ин сплавов 
Математика 
1. (3). 2. (2). 3. (--1.. 4. (20). 5. (3). 6. {100). 


7. (1.125). 8. (67). 9. (1,5). 10. (5). 11. (204). 
12. (21). 


Физяка 


2 

1. -^/ Рида т/7М) 20,52 с. 
2. «= п(еАТ-+-^)/Р:-= 10 200 с. 
3. тецАй’/ 0 =0,63 кг. 

4. Т= лу 2 н= 0,63. с. 

5 ори -Есты 


м 11,7 °С. 
1 сит, езть о Е 


„ в=Р\т? —1/2=0,885 м. 


Рнл Г, 
. Че —— 2=62%. 
Ры2 , 
. В’=500 Ом. 
от (ль ИГ: у=4. 
10. неа Ал? л/а 0,025. 
11. Б,=1с/).—А 21,84. 101 Дж=—1,15 эВ 
(здесь }й==6,62. 10-34 Дж. к — постоянная 


Планка, с=3- 10’ м/с — скорость света, 
1 2В=1,6. 10-!9 Дж). 
12. Г. —=1—Р.-=0,06 м=6 сы. 


Московский энергетический институт 


фо мч 


Математика 


аи ное экзамен 
124-57) ' при а 20, 6-20, а: 6. 
2. СС. 


(3 


. ._ 2 
5. атом — ; л-агсат —7. 
д х 


Задачи устного экзамена 

1. а) Диагонали параллелограмма должны 
быть конгруэнтны друг друту; 6) диаголали 
параллелограмма должны быть перпендику- 
лярны друг другу- 

2. Воспользуйтесь неравенством Коши: а-- В 2> 
52 уаь, а, 50. 

3. 0. Указание. Учтите, что областью опре- 
деления данного выражения является мно- 
жество 


фа, 6. ог а-Рь те=0; а6-+-5с 1 са>0 = 
== (а, 6. ста Б-е=0; аб} Бе са. 0}. 
4. Т= 21. 
5. М=2-+у5, т=2— 55. 
6. Два. 


7. |х|54. Указание. 
зп х-зт 7х1. 

8. Указанис. Учтите область определения 
функций. 


Докажнте. что 


9. 1 при х> 0. 


1 
10. х—= и @ 16? +... | ао). 
Физика 


Письменный экзамен 
2. 6 (И=#; и:()-:3—0,6:; см. 


рис. 3. 


#- 
Рис. 3. < 
3. Т.=Т,р./р, -= 250 К; 1, =—23 "С. 
21 2А . 
4. тах = о 256,2. 10° м/с. 


=2,7 м/с. 


Вариант #@ 

2. Насыщенный водяной пар. 

3- Мнимое, прямое и умсньшенное изображе- 
вие находится на расстоянии {= аАРда ЕЕ] = 
= 3,3 см от линзы. 

4. Г=Ч- Де а.}=10`: 

5. "= А*/К, ==0,8 Ом. 


Московский ииститут радиотехники, 
электроиики и автоматики 

Математика 

Вариант 1 

1. {0; 126/65}. Указацие. Поскольку х=2 


не является корнем данного уравнения, оно 
приводится к виду Ё-+-4#—5=0, 


З-+х 
где $ эх 
2. АВ: 1[1:]15 +]. 
3. та. 
4. 5 см. 
5. 320 м. 


я-а 2 


а — 2. (\21—3)/61. 3. л/З. 
1 
в ег |. 
сы. 5 ео 5 
Физика 
эта 
1, - 
ое Н 
-. ми в 0.5.10 2м =. 0.5 см. 
3. О — >) Уяй 4.5.10" Дж. 


4. р.-= Ша й+1) Ди -— = 10° Па. 


5. И нод. колебаний уменьшается в 
- | Е 
1-+ = раз. 
в т ПР озк 
и$ер `` 
ВАА 
7. К. = о -=]5,25 Ом. 
Ц. = > Ат, 15,25 Ом 
м 


8. х=2 \2И’тловВ)-- 0,172 м. 

9. Е=2а4. а, +-4)\= 26,7 см. Указание. 
Светящиеся точки находятся по разиые сторо- 
ны от линзы. о 

10. Расстояние от собиракицей линзы до фото- 
пленки раяно а, ‘40 см либо а,==10 см. 


2. 17>—=4913,4--9--1-4-3=17. 

3. Частицы несгоревшего топлива {дым) под- 
нимает вверх поток теплого воздуха, образу- 
ющийся при горении. После остываиия воздуха 
эти частицы оседают на землю. 

4. Возьмем такую же сковороду и перевернем 
в нее оладьи. Они лягут другой стороной и 
вновь не будут излезать друг ча друга. Пример 
расположения, когда невозможно перевернуть 
одну из оладий, изображен на рисунке 4. 

5. См. рисунок 5. 


«Квант» для младших школьников 


(см. «Квант» № 2} 
1. 41 год. 


Шахматная страничка 
(см. «Квант». 1985, № 11. 12} 


Задание 21 (Л. Кайсв, 1947, г.). 1. с5 84 2. Себ 
де 3. сб 13 4. с7 12 5. с8Ф ыФ 6. Фез- 
Краб 7. Фе5-+ Кре4 8. Феб-+. 

Задание 22 (А. Селезнев, 1927 г.}. 1. Крс4! 
Кр:{4 2. а5 Кре5 3. Крс5 а4 4. 96 Креб 
5. Крсб а3 6. 97 22 7. 98Ф а1Ф 8. Фе8-- 
КрГб 9. Ф!8-, 3...Г4 4. 96 Кроб 5. Креб [3 
6. 47 Г2 7. 98Ф г14 8. Фе8+ и 9 ФЕ. 
Задание 23 (Э. Погосянц, 1982 г.}. Для решения 
задачи прежде всего следует повернуть доску на 
180°. после чего король переставляется с е] на 


ст, завершая длинную рокировку (исдостающие 
полхода!). 


Е Е в Задание 24 (Б. Сидоров, 1981 г.). Вот одна из 
ВЕНЕ ЕЕГТЕРАЕЕ позиций, где любой шах ферзем ведет к ем 
восоееаваове а потере. Белые: КрЬ5, Фе8; черные: Крь2, Фн2. 

Рис. 5. 
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Шахматная страничка 


ом 

Консультирует — экс-чем- 
пнов мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 


шахматам, кандидат техни- 
ческих наук Е. Я. Гик. 


головоломки 
В ШАХМАТНОЙ 
ПАРТИИ 


Название очередной +«стра- 
нички» кажется несколько 
страиным. Практическая 
партия — это настоящие 
тахкматы, Ш головоломки, 
шахматио-математическая за- 
дача — совсем иной жанр, 
как будто не имеющий отно- 
шеиия к реальной игре. Но... 

Однажды Сэм Лойд, зиа- 
менитый шахматный компо- 
зитор и *гроссмейстер зани- 
мательной математики» объя- 
вил, что иашел способ замато- 
вать одинокого короля в 
центре доски двумя ладьями 
и коием без поддержки соб- 
ственного короля. Любители 
шахмат поиачалу пришли 
в ярость, но когда Лойд 


показал разгадку своей голо- 
они 


воломки, 
смеялись. 


ВДОвВОЛЬ Иа- 


< 


Наверное, вы решили, что 
такой мат возможен только 
в головоломке, ио вот по- 
смотрите, какая одиажды слу- 
чилась история (рассказал 
ее мастер О. Сабитов). В 
одиой из партий на турнире 
в Душанбе возиикло такое 
окончание. 


В сильнейшем  цейтиоте 
белые потянулись рукой к 


ладье #2, а черные, успев 
разглядеть, что после 1.Ле2-| 
отступать королем нельзя из- 
за потери ладьи (1...Крё5 
2.128 Креб 3.Ле8 +). схва- 
тили свою ладью с3, намере- 
ваясь загородиться ею от 
шаха. И шах действительио 
последовал, но с другого по- 
ля — 1.Л#4-Р. Чериые в су- 
матохе не обратили внимания 
иа изменение ситуации и мол- 
ниеносно ответили заготовлеи- 
иым 1...Ле3!? Флажок белых 
угрожал вот-вот рухнуть, и, 
позабыв о шахе, объявленном 
предыдущим ходом, они ок- 
ружили неприятельского ко- 
роля и г другой стороны — 
2.194\И, создав уникальиую 
позицию, подобную которой 
не сыскать во всей шахматной 
истории. 


Мат в 1 ход. 
Чтобы объявить мат в 1 


ход, белый конь... встает 
на дыбы! После такого *ма- 
невра» поля 88 и ВТ по 
прежнему под его охраной 
(ведь он не покинул поле 
#6, а только приподнялся 
пад ним), а матует белый 
слон с3. Эта идея может 
вызвать вполне реалистиче- 
скую ассоциацию... Анализи- 
руя как-то свою встречу с 
А. Гипслисом, гроссмейстер 
Э. Гуфельд пришел к такой 
позиции. 

Поначалу Гуфельд решил, 
что белые, которыми ои играл, 
проигрывают: материальный 
перевес на его стороне, но 


а 


слон под боем, п отступать 
им бесполезио ввиду обнажен- 
ности первой горизонтали 
{Фс1-|). Но, вспомнив шутку 
с конем, вздымающимся иа 
дыбы, он нашел выход: 
1.Пе?! Ф:с7 2.Сс3! Сравните 


это положение п головолом- 
кой, и вы поймете, что раз- 
ница невелика. Вновь конь 
готов взметнуться в \оздух 
н нет защиты от потери фер- 
зя — 3.Ка5-- или мата — 
3.КяА-- Кря8 4. КЬбХ. 

Задача. Конь стоит на а1. 
Может ли он обойти всю дос- 
ку, посетив каждое поле ровно 
один раз, и завершить свое 
путешествие на #8? 

Конь на каждом ходу ме- 
няет цвет поля, на котором 
находится. Исходное поле а1 
черное, на 63-м ходу конь 
окажется на белом поле. Но 
поле №8 — черное, и, стало 
быть, условие задачи выпол- 
нить невозможно. 

Подобных головоломок су- 
ществует немало. Имеют ли 
они отношение к шахматиой 
игре? Самое непосредствеииое. 

Рассмотрим такую пози- 
цию: 

Белые: Крь8. КЪ2, п. №7. 
Черные: Ку!7. 

Как ее оценить? Для побе- 
ды белым иужно освободить 
своего короля. Если код их. 
это возможно: 1.КаЗ КрЁ8 
2.Кеб и т. д. При ходе 
черных из угла не выйти: 
1...Кр!8 2.К4З КрёТ 3.Ке5- 
Кр!8. Ход белых, и они вы- 
нуждены уступить черному 
королю поле {7. Ничья. 

Для подобных позиций 
полезио запомиить следующее 
правило: слабейщая сторона 
добивается ничьей, если при 
своем ходе может поставить 
короля на поде того же 
цвета, что и поле, на котором 
стоит неприятельский конь. 

Конкурсные задания 

Первая задача серьезная, 
а вторая —  головоломка- 


$. Белые начинают и дают 
мат в 5 ходов. 

6. На доске стоят лишь два 
короля — белый на 36, чер- 
ный на а8. Куда следует 
поставить белого ферзя, чтобы 
белые не могли дать мат 
в одии ход? 

Срок отправки решений — 
20 мая 1986 г. с пометкой 


на конверте: «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 
5. б+. 


Цена 40 коп. 
Индекс 70465 


На этих четырех фотографиях показаны модели 
замкнутого сферического купола (слева вверху) 
и грех куполообразных конструкций, полу- 
ченных стыковкой частей таких киполов. 

Сферический купол реслизован в виде сети 
из тонких плоских колец, жестко скрепленных 
в местах пересечения. Каждое кольцо парал- 
лельно трем кольцам; кождое такое семей- 


ство из четырех колец отвечает четырем 
сеченцям сферы равноотетоящими параллель- 
ными плоскостями. Сосчитайте число этих 
семейств и сообразите, как расположены 


относительно друг друга кепараллельные плос- 

кости разных сечений. 

Подумайте, какие еще куполообразные формы 

можно составить из кусков сферического купола- 
О. Я. Боднар 
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К читателям «Кванта» 

обращается летчик-космонавт СССР, 
дважды Герой Советского, Союза, 
доктор физико-математических наук 
Г. М. Гречко 


Дорогие друзья! 


Сегодня мы встречаем двадцатипятилетие начала эры полетов человека в 
космос. Четверть века назад, 12 апреля 1961 года Юрий Гагарин ступил первым 
на тот путь, который ныне становится все более наезженной магистралью. 

25 лет — мало и много. Мало — ибо события тех лет настолько ярки и незабы- 
ваемы, что кажутся совсем недавними. Много — потому что за четверть века 
меняются поколения и в мире техники, и среди людей. 

В первых полетах космонавт был единственным в корабле, а основное занятие 
его — испытания корабля и самого себя в экстремальных условиях. За то время, 
пока космонавты первого набора ожидали своего второго полета, сама косми- 
ческая техника и задачи исследований изменялись настолько, что приходилось 
не раз и не два проходить переподготовку. Слетать дважды по схожей програм- 
ме просто не представлялось возможным. Каждый полет был полетом 

- в неведомое. Работа в космосе, научные и технические эксперименты делали 
лишь первые, не всегда уверенные, шаги... 

Сегодня, по прошествии четверти века, возникло новое поколение косми- 
ческой техники и новое поколение космонавтов. Их теперь не просто числом 
больше, оии теперь больше летают (как дольше, так и чаще). Можно всерьез 
говорить о профессионализме, емногоразовости», что ли, космонавтов, об оте- 
чественной школе их подготовки. 

С развитием орбитальных комплексов открылись особенно широкие 
возможности научного эксперимента в уникальных условиях космоса. Теперь 
космический экипаж — коллектив экспериментаторов, где взаимовыручка и 
помощь не исключают углубленнной специализации по отдельным проблемам. 

Как пример — исследования оптических явлений в околоземном 
пространстве. Серебристые и перламутровые облака, светящиеся «усы» суме- 
речной атмосферы и полярные сияния над горизонтом, расплющенное Солнце 
м мерцающие звезды на восходах и заходах — вот далеко не полная палитра 
любопытнейших явлений верхней атмосферы. Трижды мне посчастливилось 
быть участником экспедиций на орбитальные станции, и полученный за это 
время обширный материал наблюдений составил содержание многих научных 
работ. Обработка результатов этих наблюдений приносит немалую пользу. 

И как радостно знать, что результат эксперимента нужен науке, так и 
горестно слышать, как строятся планы приспособления космоса к целям 
уничтожения. Досадно, что средства уходят на осуществление воениых 
программ, что наличие оружия массового уничтожения приводит к недоверию. 

Хочется верить, что люди мира преодолеют опасные планы, и мы будем сви- 
детелями и участниками многих мирных иаучных экспериментов в косми- 
ческом пространстве. 


С уважением . М. Гречко / 


Снова 
на свидание 
с Марсом 


Кандидат физико-матемотических наук 
Т. К. БРЕУС 


Венера и Марс — ближайшие соседи 
Земли. Вместе с Меркурием они со- 
ставляют так называемую земную 
группу планет, сходных по своим 
свойствам (массам, размерам, составу) 
и, по-видимому, по происхождению 
ни эволюции. 

Ножалуй, ни с какой другой плане- 
той солнечной системы человечество 
не связывало такого множества ле- 
генд, экзотических гипотез и смелых 
фантазий, как с планетой Марс. Из-за 
своего чуть красноватого цвета Марс 
казался нашим предкам зловещим. 
Собственно, с этим связано само на- 
звание планеты и ее спутников: в пе- 
реводе с греческого «Марс» — бог 
войны, «Фобос» и «Деймос» — страх 
и ужас. Не удивительно ли, что пред- 
сказанные сказочными лапутянскими 
астрономами в знаменитых «Путеше- 
ствиях Гулливера» Дж. Свифта два 
спутника Марса были действительно 
обнаружены спустя полтора столетия 
американским астрономом А. Хол- 
лом! А обнаруженные итальянским 
астрономом Дж. Скиапарелли *мар- 
сианские каналы», породившие опти- 
мистические надежды на существова- 
ние «братьев по разуму» на Марсе, 
оказались естественными геологиче- 


скими структурами — руслами «вы- 
сохщших рек»! 
Теперь, когда число космических 


станций, посылаемых к Марсу, исчис- 
ляется десятками, надо признаться, 
что мечтатели и оптимисты разоча- 
рованы, специалисты многое узнали, 
но загадок и гипотез не убавилось, 
хотя они уже не столь экзотичны, 
как раныше. Первые серьезные иссле- 
дования Марса советскими автомати- 
ческими межпланетными станциями 
серии «Марс» были проведены в 1971 
году. А сейчас в Советском Союзе 
идет подготовка нового космического 
проекта исследований Марса и двух 


1* 


его спутников. Этот проект получил 
название *Фобос». Академия наук 
СССР пригласила участвовать в про- 
екте научные организации социали- 
стических стран, а также ФРГ, Авст- 
рии, Финляндии, Швеции и Европей- 
ского Космического агенства. 

Два космических аппарата будут 
запущены с космодрома Байконур 
в июле 1988 года и в течение двухсот 
дней по дороге к Марсу будут иссле- 
довать Солнце и свойства межпланет- 
ной среды. Затем аппараты станут 
искусственными спутниками Марса и 
начнут «жить» на круговой орбите, 
по которой обращается вокруг Марса 
его естественный спутник Фобос. Один 
из аппаратов начнет зохоту» за Фобо- 
сом, постепенно приближаясь к нему, 
чтобы рассмотреть его с «разных точек 
зрения». Второй аппарат либо после- 
дует за первым, либо направится к 
Деймосу. 

Оба спутника Марса, по-видимому, 
являются захваченными Марсом асте- 
роидными телами. Астероиды, так же 
как и кометы, не претерпели серьез- 
ных геологических изменений с мо- 
мента образования солнечной систе- 
мы. По этой причине исследование 
астероидов и комет дает возможность 
судить об условиях формирования тел 
солнечной системы и их последующей 
эволюции. А это очень важно для 
понимания происхождения и эволю- 
ции Земли, проблемы происхождения 
жизни. 

Первый знаг на этом пути уже сде- 
лан — космические аппараты +Вега» 
встретились с кометой Галлея. 
В проекте «Фобос» будет осуществле- 
но, по-видимому, непосредственное 
знакомство с астероидным телом — 
с Фобосом. 

Можно многое рассказать об инте- 
ресных задачах проекта «Фобос». С 
орбиты искусственного спутника Мар- 
са будут проводиться исследования 
самой планеты — ее рельефа, поверх- 
ности, атмосферы и т. д. Есть и задачи 
по изучению свойств Марса как пла- 
неты в целом. В одном из таких экспе- 
риментов, называемом условно «Плаз- 
ма», будет исследоваться ионосфера 
Марса. 

Как и у Земли, ионосфера Марса 
состоит из плазмы, содержащей элек- 
троны и ионы. В ионосферах Земли 
и других планет концентрация заря- 
женных частиц сначала увеличивает- 


з 


ся с ростом высоты, достигая макси- 
мума на некоторой высоте, а затем 
начинает спадать. 

В проекте «Фобос» предполагается 


получить высотное распределение 
концентрации электронов в верхних 
слоях ионосферы Марса. Изучение ио- 
носферы важно само по себе, так как 
ее свойства определяют во многом 
«жизнь» планеты. Кроме того, знание 
«устройства» ионосферы планеты по- 
может ответить на вопрос: есть ли 
У Марса собственное магнитное поле? 
С тех пор, как открыли солнечный 
ветер — потоки плазмы, испускземой 
Солнцем в межпланетное простран- 
ство, — стало ясно, что планеты суще- 
ствуют не в космической пустоте. 
Обдувающий планеты солнечный 
ветер чрезвычайно разреженная 
среда, содержащая всего несколько 
частиц или несколько десятков частиц, 
в 1 см*. Однако, если у планеты нет 
экрана собственного магнитного 
поля, две плазмы — солнечная и пла- 
нетная (ионосферная) — интенсивно 
взаимодействуют друг с другом. В ре- 
зультате этого взаимодействия обра- 
зуется резкая верхняя граница ионо- 
сферы, разделяющая две плазмы — 
ионосферную и солнечную. Ионосфер- 
ная плазма под «напором» солнеч- 
ного ветра оказывается поджатой со 
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Эти изображения были поли- 
чены телевизионными каме- 
рами. установленными на 
станции „Вега 2», во время 
пролета станции вблизи коме- 
гы Галлея за несколько се- 
кунд до максимального сбли- 
женил (1), при максимальном 
сближении (2. 3) п через не- 
сколько секунд ([4). уже при 
отлете от кометы. В момент 
максимального сближения 
расстояние от «Веги 2» до 
кометы — примерно 8 тыс. км. 
Изображения были переданы 
на Земяю п реальном вре- 
мени и воспроизведены на 
дисплеях в Институте косми- 
ческих исследований 
ды СССР. 


стороны Солнца. Именно это происхо- 


дит у Венеры, не имеющей собст- 
венного магнитного поля. 

Совершенно другая картина наблю- 
дается у Земли. Земля имеет защит- 
ный экран — собственное магнитное 
поле, которое останавливает» поток 
солнечного ветра далеко от земной 
поверхности. Ионосфера Земли защи- 
щена таким образом от солнечного 
ветра и ведет себя п основном неза- 
висимо от него. 

А что происходит на Марсе? Соб- 
ственное магнитное поле у Марса есть, 
но оно очень слабенькое, в десятки 
тысяч раз слабее, чем у Земли. Но 
все-таки оно есть! (Венера пока един- 
ственная немагнитная планета из ис- 
следованных). Однако неясно, служит 
ли марсианское магнитное поле таким 
же экраном для планеты, как земное 
поле для Земли. Если — да, то верх- 
няя ионосфера Марса должна вести 
себя так же (или похожим образом), 
как земная. Если же — нет, если 
магнитное поле Марса настолько ма- 
ло, что солнечный ветер не «ощущает» 
его присутствия, то ионосфера Марса 
должна быть похожа на венериан- 
скую. 

Ответа на этот и многие другие 
вопросы ждут ученые от экспедиции 
к Марсу и Фобосу. 


Генетика 
популяций 
и геометрия 


Доктор физико-математических наук 
и. м. яглом 


Математика 
и нематематика 


В ряду всех наук математика зани- 
мает совершенно особое, принадлежа- 
щее лишь ей одной место. Естествен- 
ные науки — физика, химия, астроно- 
мия, биология, геология, минерало- 
гия,...— изучают мир, в котором мы 
живем; гуманитарные науки — линг- 
вистика, литературоведение, юриспру- 
денция (право), история, этика, эсте- 
тика, социология,...— изучают чело- 
веческое общество в разных его про- 
явлениях, то есть также нечто реально 
существующее, поддающееся наблю- 
дениям и даже эксперименту. В про- 
тивоположность этому математика ис- 
следует некоторые абстрактные 
конструкции, вроде числа ^/2 или 
(также на самом деле не существую- 
щей в природе!) линии, не имеющей 
ширины, а только длину; точнее всего 
объекты математики можно опреде- 
лить, указав, как, скажем, в геомет- 
рии, полный список аксиом, которым 
эти объекты должны удовлетворять. 
При этом выдающаяся роль матема- 
тики связана с приложимостью 
ее как к естественным, так и к гумоа- 
нитарным наукам, с возможностью 
«математического моделирования» 
объектов реального мира. При мате- 
матическом моделировании произво- 
дится такое отождествление этих 
объектов с теми или иными матема- 
тическими понятиями, при котором 
отношения между этими понятиями 
достаточно Точно передают отноше- 
ния между интересующими нас реаль- 
ными звещамиь. Это и позволяет изу- 


чать эти звещиь с помощью чисто 
математических рассуждений. Эту 
общую схему использования матема- 
тики мы проиллюстрируем здесь на 
примере изучения явлений наследст- 
венности, точнее, популяционной ге- 
нетики. 


Наследственность 


Следуя простейшей классической схе- 
ме, идущей от Г. Менделя*), мы сосре- 
доточим внимание на каком-то одном 
передающемся по наследству призна- 
ке, который определяется парой генов; 
таким признаком является, например, 
цвет шерсти (черный или коричне- 
вый) морских свинок. Каждый из ге- 
нов, ответственных за этот признак, 
может быть одного из двух типов — С 
или #: один из них, обозначаемый 
большой буквой С, задает доминант- 
ный (главенствующий) вариант при- 
знака (в нашем примере — черная 
окраска), другой — & — рецессивный 
{подавляемый) вариант (коричневая 
окраска). Это означает, что внешний 
вид гибридной свинки Н со смешан- 


*) Австрийский естествоиспытатель Грегор 
Иогани Мендель (1822—1884), служивший настоя. 
телем монастыря на территории иынешней Чехо- 
словакин. заложил основы современного учения в 
наследствеиности (генетикн). 


р. Фе ФФъе 
я ЕСО 
Зея 


Рис. 1. Если сторона СОНЕВ равна Фа (а=е 
—1/\/3 ‚ так как высота АОНЕ равна 1). то его 


площадь Зрив-а=Зрнр-Нарр-+5нир=а4 + 
-фай-Гаг. поэтому А-В -Ёг-=1. 


ным набором генов (генотипом) СЕ 
будет таким же, как у доминантной 
особи ЮО с генотипом СС (гибридные 
морские свинки — черные). Напро- 
тив, рецессивная особь В, с генотипом 
== внешне отличается от доминаих- 
ной и гибридной особей. 

Закон наследования рассматривае- 
мого признака можно сформулиро- 
вать так: один из двух своих генов 
потомок получает от отца, другой — 
независимо от первого- — от 
матери, причем оба гена отца, как и 
оба гена матери имеют одинаковые 
шансы передаться потомку. Поэтому 
у двух черных морских свинок могут 
родиться коричневые детеныши (если 
родители гибриды); как нетрудно по- 
нять, в достаточно большом потомст- 
зе такой пары они будут составлять 
примерно четверть. 


Задача 1. Выясните, какие доли будут 
составлять доминантные, гибридные и рецес- 
сивные особи в (достаточно большом) потом- 
стве брачной пары каждого из 6 возможных 
тинов (р. 0). (О, В), (В, В), (И. 0), (М, В) ин 
{8, \)- 


Биологические популяции 
и геометрические точки 


Рассмотрим определенную биологиче- 
скую популяцию, то есть (достаточно 
общирную) совокупность особей одно- 
го вида, такую что образование брач- 
ных пар происходит лишь внутри этой 
совокупности. В генетике популяций 
изучается изменение от поколения к 
ноколению долей 4, В и г доминаит- 
ных, гибридных и рецессивных осо- 
бей, где, например, 4 — это отноше- 
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ние числа доминантных особей в по- 
пуляции к числу всех особей. С этой 
точки зрения популяция Р характери- 
зуется тройкой неотрицательных чи- 
сел (4, №, г), удовлетворяющих оче- 
видному условию а --г=1. 

Рассмотрим правильный треуголь- 
ник ОНВ с высотой 1. Заметим, что 
сумма расстояний а, Й, г от любой 
точки Р этого треугольника до его сто- 
рон НВ, ЕО, ОН постоянна и равна 1 
(рис. 1). Мы будем называть числа 
а, й, г координатами точки Р (отно- 
сительно треугольника ОНВ) и 
писать, как и в случае обычных коор- 
динат, Р-Р (а, В, г). Как видно из ри- 
сунка 2, эти координаты тесно связа- 
ны с обычными прямоугольными ко- 
ординатами в пространстве. 

Таким образом, каждой популяции 
Р, характеризуемой долями 4, Й иг 
доминантных, гибридных и рецессив- 
ных особей, можно сопоставить 
обозначаемую той же буквой точку 
Ра, В, г) треугольника ОНЫВ; в част- 
ности, популяциям, состоящим только 
из доминантных, гибридных или ре- 
цессивных особей отвечают, соответ- 
ственно, вершины Д (1, 0, 0), Н (0, 1, 0,) 
и В (0, 0, 1) нашего треугольника. 

Задача 2. Выразите расстояние между 
точками Р (а, В, г) н Р, (4, В, г.) через 
их координаты относительно треугольннка 


ОНИ. (Указание: воспользуйтесь рисун- 
ком 2.) 


Очень важной генетической харак- 
теристикой популяции является отно- 
сительный состав ее генофонда, то 


Рис. 2. Популяции Г {4, В, г) можно сопоставить 
точку Р пространства с координатами (х, у, 
2)—4'973 . (а, В, г). Все эти точки принадлежат 
правильному треугольнику ОНЕ — пересече- 
нию плоскостй х--у--2=щ'2/3 2 положитель- 


ным октантом !х>0. у>0. =>0)}. При этом 
расстояния от точки Р до сторон треугольника 
РНЕ будуг как раз равны 4, В, г. 


есть доли генов С и & в совокупности 
генов всех особей, входящих в попу- 
ляцию; эти доли мы будем обозна- 
чать буквами Г и у—=1—Г. Легко 
понять, что для популяции Р (а, №, г) 


Г—=а-+^/2, з=г-В/2. 

Каков геометрический смысл этих 
величин? Из рисунка 1 видно, что Ги 
} — это 4- и г-координаты проекции 
Р, точки Р(а, №, г) треугольника 
ОНИ на сторону РА. Таким образом, 
популяции с заданным составом гено- 
фонда Г:у (Г-Ру=1) изображаются 
точками треугольника ОИА, лежа- 
щими на перпендикуляре к стороне 
ОЕ, проведенном из точки Р, (Г, 0, у). 

Теперь можно сформулировать на- 
шу основную задачу. Возьмем 
некоторую популяцию Р, изображае 
мую точкой Р—=Р(а, В, г) треугольни- 
ка ОНВ и рассмотрим наследствен 
ную популяцию Р”’, то есть совокуп- 
ность всех особей, порожденных 
брачными парами из популяции Р. 
Популяции Р также отвечает неко 
торая точка треугольника ВНВ. Как 
устроено «мас; д твенное преобразо 
вание», переводящее точку Р тре 
угольника ОНА в его точку Р”? 


Примеры 


Скрещивание с +‹доминанта- 
ми». Предположим, что особи попу- 
ляции Р=Р(а, В, г) скрещиваются с 
одними лишь доминантными особями 
Ю. Тогда один из генов каждого по- 
томка заведомо будет доминантным. 
Второй ген, наследуемый от родите- 
ля из популяции Р, выбирается как 
бы в два этапа: можно считать, что 
сначала случайным образом выбира- 
ется родитель, а затем — один 
из двух его генов. При этом все гены 
в генофонде популяции Р совершен- 
но равноправны, и следовательно, 
доля потомков, у которых этот вто- 
рой ген будет иметь тип С, просто 
равна доле Г этих генов в гено- 
фонде популяций, в ген & перейдет 
к }-й части потомства. В первом слу- 
чае образуются доминантные, во вто- 
ром — гибридные особи. Итак, до- 
ли а’, №’ иг’ особей типов О, Ни 
К в наследственной популяции Р” 
составят 
@=Г=а-в/2, в’=у=й/2-г, 
=). 

Выясним, как устроено соответ- 

ствующее преобразование }, : Р-Р” 


РР,‚-ПР,./:0560°- 
-2ОР,-20Р' 


Рис. 3- 
треугольника ОНР. Сравнивая коор- 
динаты точек Р”^(Г, у, 0) и РХТ, 0, $) 
(напомним, что Ро — это проек- 
ция Р на ОВ; рис. 3), мы видим, что 
точка Р’ лежит на стороне ОН на 
расстоянии ОР’=ОР. от вершины ПО. 
Пусть Р; — точка пересечения пря- 
мых Р.Р и ОН, то есть проекция Р на 
прямую ОН в направлении, перпен- 
дикулярном ОВ (в дальнейшем для 
краткости будем говорить просто 
«в направлении #»). Тогда очевидно, 
РР,=2ОРо, то есть ОР’=ОР,/2. Дру- 
гими словами, для того, чтобы полу- 
чить из Р точку Р’=Р(Р) надо спроек- 
тировать Р на прямую ОН в направ- 
лении й. а затем приблизить вдвое 
полученную точку Р`! к точке О. 

Жтак, насль венное 3 
ние } представя обой результа 
последовательног выполнени 


преоор 


нозицию двух преоораз 
раллельного проектирования 
п направлении Й ина прямую ОН и 
го мотетии центром О и 


эффФициентом 1 

Отсюда видно, Что это преобразо- 
вание переводит весь треугольник 
РОНВ (множество всех возможных по- 
пуляций) в одия отрезок — сторону 
РН (множество популяций без рецес- 
сивных особей). При этом единствен- 
ная точка, которую наше преобра- 
зование оставляет на месте (непо- 
Овижная точка преобразования), — 
это точка О, как и должно быть с 
точки зрения генетики. Следующие за 
Р’ поколения потомков искодной по- 
луляции, очевидно, изображаются 
образами точки Р’ ири последова- 
тельных гомотетиях с центром О и 
коэффициентом 1/2 и становятся все 
ближе к чисто доминантной попу- 
ляции ШО. у 


Скрещивание с +‹гибрида- 
Ми». Пусть теперь особи популяции 
Р=Р(а, й, г) скрещиваются только 
с гибридными особями Н. Рассуждая, 
как в первом примере, мы получим, 
что половина потомков получит от 
гибридного родителя ген С, а другая 
половина — &, причем в каждой из 
этих половин особи, у которых вто- 
рым геном (наследуемым от родите- 
ля из популяции Р) будет С, со- 
ставят долю Г, а особи со вторым 


геном & — долю %. Следовательно, 
для наследственной популяции 
Р”(а’, В’, г’) имеем 
ПЕ ЕЕ а 1 
"шо шве о =. 


Сравнивая координаты точек Р”(Г/2, 
1/2, 71/2) и РГ, 0, т), убеж- 
даемся, что точка Р’ получается из 
Р при гомотетии с центром Н и коэф- 
фициентом 1/2 (рис. 4). А это зна- 


чит, что образование {. перево 
дя Р ,.Р, можно представить 
как импозицию —* | кти рования 
в направл.‹ и А на прямую, 

единяюу  серединь Ми № торон 
ОН и НВ Юле греугольцика, н 
го ин центром в редине Г 

ре М№ и коэффициентом 1,2 


Из этого представления непосред- 
ственно видно, что наследственное 
лреобразование #{, сразу переводит 
треугольник ОНЕ (множество всех по- 
пуляций) в среднюю линию ММ 
(множество популяций, наполовину 
состоящих из гибридов) и имеет 


единственную неподвижную точку 
(устойчивую популяцию, сохраняю- 
щую свой состав) — точку Т (1/4, 


1/2, 1/4). Последовательные поколе- 
ния Р’, Р”-—=/(Р’), ... изображаются 
точками прямой ММ; каждая из них 
переходит в следующую при гомо- 
тетии с центром Т и коэффициен- 
том 1/2 (проектировать их, конечно, 
уже не нужно). Поэтому популяции 
Р’, Р", ... неограниченно прибли- 
жаются к устойчивой популяций Т. 


Задача 3. Пусть г — Наследствен- 
нос преобразование, отвечающее скрещиванию 
популяции Р(а, №, г) в фиксированной по- 
пуляцией Р(а, Ь, с) (конечно, а.Б,с220 п 
а -+с=1); ваиример, До и Ви — это 
рассмотренные в тексте преобразования / и 
Г.. Запишите формулы преобразования ре 
п выясните его геометрический смысл, най- 
дите устойчивые популяции. Что происходит 
ыы повторении преобразования 
юые 


Паимиксия. 
Закон Харди — Вейнберга 


Рассмотренные выше наследственные 
преобразования {, и 7. имеют, в пер- 
вую очередь, учебный характер. 
Гораздо большее значение для попу- 
ляционной генетики играст наслед- 
ственное преобразование Р’—=КР), где 
популяция потомков Р’ получается в 
предположении чисто случайного об- 
разования пар из состава популяции 
Р — этот метод образования брач- 
ных пар биологи называют пан- 
миксией (полным смешиванием осо- 
бей популяции). При этом считается, 
что в женской и мужской частях по- 
пуляции Р (4, В, г) доли особей каж- 
дого из типов О, Н, В одинаковы 
(и, конечно, равны 4, Ё, г). Ясно, что 
производимый наугад выбор брачных 
пар и последующий выбор пары ге- 
нов, передаваемой потомку (по одному 
гену от родителя), можно заменить 
прямым случайным выбором пары ге- 
нов из генофонда популяции Р. При 
этом частота, с которой будут возни- 
кать пары СС (то есть доля 4’ до- 
минантных особей в наследственной 
популяции Р’), будет равна Г”, час- 
тота пар Са и #С (доля й гиб- 
ридных особей) — 2Гъ, а пар && 
(доля г’ рецессивных особей) — у’. 
Итак, 


Г —=(а-+й/2), 


В = 2 Гоа * В. 2812 гу, 
(обратим внимание на то, что 


ав" ==(Г-)=1). 
Формулы в рамке выражают один 
из основных законов популяционной 


тенетики — так называемый закон 
Харди — Вейнберга, с которого на- 
чинается буквально любое изложение 
этой столь важной сегодня дисципли- 
ны; они показывают, как меняется 
состав популяции при условии +чис- 
того смешивания» — при отсутствии 
каких-либо дополнительных факто- 
ров, регулирующих образование брач- 
ных пар. 

Выясним геометрический смысл 
преобразования {| (то и есть за- 
кона Харди — Вейнберга). Заметим, 
прежде всего, что состав генофон- 
да популяций Р’ и Р одинаков, 
поскольку 
Гав” /2= Г Гу (Г-З) Г. 
Как мы уже знаем, это значит, 
что точки Р и Р”’ лежат ива пря- 
мой, перпендикулярной стороне ОВ. 
Положим теперь ОР,=х (рис. 5), 
тогда ?==Го=х эт 60 °=ху3/2, следо- 
вательно, 


в'—=2Гу—=2(а—уу=8ха—=\/3/2). 
Как известно, в обычной (прямо- 
угольной) системе координат (рис. В 
это уравнение при 0<х=РА=2/\/3 
задает дугу П параболы; отметим, 
что в наших «координатах относи- 
тельно треугольника ОНВ «она имеет 
уравнение #’=44г (поскольку #”= 
—4Г?у? =44'г”). Легко проверить, что 
эта парабола проходит через точки 
р, В иТ (середину средней линии 
ММ) и касается в этих точках пря- 
мых ОН, ВН и ММ. 

Таким образом, точка Р’=ЕР) ле- 
жит на пересечении перпендикуляра 
к ОА, проведенного через Р и ука- 
занной иараболы, другими словами, 


преобразование “ гет эраег т 
ное просктированиЕг треугол; 
ник БРНЫА и; у П араболы в 


заправлении й 

Отсюда сразу вытекает, что все 
точки дуги П неподвижны, то есть 
все популяции Р (А, Л, г) такие, что 
й2—4аг устойчивы относительно на- 
следственного преобразования /. По- 
следний результат, в определенном 
смысле, является парадоксальным: 
из него следует, что в достаточно 
большой популяции при отсутствии 
мутаций и (искусственного или естест- 
венного) отбора эволюция всегда осу- 
ществляется за один шаг. Цальней- 
шее скрещивание особей в таких усло- 
виях уже не меняет относительного 
состава популяции: если Р’=КР), 
Р”=ИР”’), и т. д, то Р’=Р”=... 
Однако в реальной жизни такие 
идеализированные условия скрещива- 
ния никогда не имеют моста: вы- 
полняются они всегда лишь более или 
менее приближенно. Поэтому и закон 
Харди — Вейнберга задает лишь 
первое приближение к реально проте- 
кающим в биологических популя- 
циях процессам; степень же отличия 
реальных процессов биологической 
эволюции от этого грубого описания 
находится с помощью дальнейших, 


`усложненных математических моде- 


лей (см., например, задачу 4.). Разу- 
меется, полученные с их ПОМОЩЬЮ 
результаты надо каждый раз сравни- 
вать с наблюдениями над живой 
природой. 

Задача 4. Пусть брачные пары в но- 
пуляции Р образуются чисто случайно (как 
при панмиксии), но гибриды отличаются по 
жизнеспособности от доминантиых ин рецес- 
сивных особей; точнее, из общего числа гиб- 
ридов наследственной популяции в живых оста- 
есся лишь Ё-я часть (пи Ё`1Т это озна- 
чает, что напротив, сохраняется лишь (1 №)-я 
часть особей типов О п В). Опишите соют- 
ветствующее геометрическое преобразование 
треугольника ОНА. Как оно устроемо при 
К—=0О (полное вымирание гибридов} п при 
Ё==о (полное вымирание особей Р и В}? 


* * * 

Закон Харди — Вейнберга был 
независимо открыт в 1908 г. в Кемб- 
ридже молодым английским матема- 
тиком Годфри Харольдом Харди и в 
Вене австрийским врачом Вильгель- 
мом Вейнбергом. (Впоследствии исто- 
рики науки установили, что пятью 
годами раньше тот же закон — 
в несколько другой его форме — был 
указан английским биологом 
У. Е. Кастлом, работа которого, од- 
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нако, никем не была замечена.) 
Любопытно отметить, что выдающий- 
ся специалист в области теории 
чисел Г. Х. Харди являлся воинствен- 
ным адептом «чистой» науки: в своей 
научной автобиографии «Апология 
математика» (к сожалению, эта инте- 
ресная книга на русский язык не 
переведена) он с темпераментом дока- 
зывает преимущества яркой и бога- 
той идеями +«чистой» математики пе- 
ред «прикладной» наукой, совершен- 
но незаслуженно казавшейся ему 
скучной; хороший курс математиче- 
ского анализа Харди вызывающе на- 
зван «Курсом чистой математики». 
Однако сегодня более 90 % всех упо- 
минаний имени Харди в научной и 
учебной литературе связано не с его 
выдающимися работами теоретико- 
числового содержания, а с единст- 
венным юношеским его «грехом» — 
с выполненной в молодости приклад- 
ной работе но популяционной гене- 
тике, содержание которой мы только 
что изложили. 


Поговорим о дальтонивме 


Выше мы рассмотрели самую простую гене- 
тическую схему, когда какой-то признак, 
проявляющийся внешне п двух варнантах, оп- 
ределяется парой генов, каждый из которых 
может быть двух типов. Однако н число 
генов, и чисно их различных типов, да и за- 
коны их внешнего проявлення могут быть дру- 
гимн. Об одной из таких более сложных 
систем передачн иаследствениых признаков 
мы сейчас коротко расскажем. 

Известны наследственные признаки, встре- 
чающиеся у женщии гораздо реже, чем у 
мужчин. К ним относятся, например, гемофи- 
лия (несвертываемость крови) м цветовая сле- 
пота (неспособность различать некоторые цве- 
та, чаще всего красный и зеленый). Вто- 
рую из этих болезней виервые описал стра- 
давший ею знаменитый английский химик 
Дж. Дальтон (1766—1844); по его имени она 
впоследствии была назвапа дальтонизмом. 
Сам Дальтон считал, что это чисто мужская 
болезнь. Здесь он ошибался, что и не уди- 
вительно: по статистике дальтоники со- 
ставляют 8% среди мужчин и только 0,5 % 
ереди женщин. Причину этого различия объ- 
яснил одии яз создателей современной ге- 
нетнки, американский биолог Т. Г. Морган 
(1866—1945). следующим образом. 

Ген дальтонизма, доминантный вариант 
С которого обеспечивает пормальное зренне, 
а рецесснвиый Е — цветовую слепоту, по- 
мецается в так мазываемой Х-хромосоме. 
Эта хромосома вместе с другой — Т-хро- 
мосомой — определяет пол человека*): в клет- 
ках женского организма имеется по две 


*) Так же обстоит дело у других млекопитаю 
щих ни некоторых насекомых. 
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Х-хромосомы, в клетках мужского — одна 
Х- н одна У-хромосома. Наследственный ор- 
ганизм получает одну хромосому от матери 
(конечно, Х) и одну от отца (она и опре- 
деляет пол потомка). Таким образом, мужчи- 
ны похучают свой единственный ген дальто- 
низма (или любого другого признака, сцеи- 
ленного Е полом, то есть связанного с 
Х-хромосомой) от матери; женщины — один ген 
от матери и один от отца. 

Рассмотрим теперь некоторую популяцию 
Р и ряд ее наследственных популяций 
Р’. Р”; ..., возникающих при чисто слу- 
чайном образовании брачных пар (панмик- 
сии; возможно, здесь уже уместнее было бы 
говорить не о дальтонизме, ао розово- 
глазии у мушек-дрозофил — сцепленном © 
полом признаке. тщательно изученном Мор- 
ганом). Нас интересует генетическая структура 
этнх популяций в се изменении, в част. 
ности, доли рецессивных жеиских и мужских 
особей — Е тенотипами &Я и #; именно 
они и будут дальтониками. 

Возможны три женских генотипа — СС, 
СЕ и ян, и два мужеких — Сия; их 
доли в женской и мужской частях популя- 
ции Р обозначим через а, А, г, ди о, доли 
генов С и & в генофонде женской части Р — 
через Г и у. Тогда аналогичные величины 
для популяции Р’ равны: 


4'=Г8. В’=Го-тб, Г=уе; 


в =, = 


1 1 
ГГ), у=@+9 


(объясните, почему!). 

Изучим преобразование Р-—-Р’ с помощью 
геометрической модели. В силу соотношений 
ав-г=6{о=7--т=1 все иараметры, описы- 
вающие состав популяции, можно выразить 
через три, скажем, Г, & и В. Таким обра- 
зом, каждой популяцин Р можно сопоста- 
вить точку пространства с координатами 
(Г, 6, №) относительно некоторой прямоуголь- 
ной системы координат. Поскольку должны 
выполняться неравенства 0<Г<1, 0<4<1, 
ОЗА<2Г п < 2у=2(1—Г) (последние два п 
силу того, что №/2=Г—@4=у— г), эти точки 


НЕ) 


нр.0.0) 


0,.1.0) 


2(1.0/.(/) 


Рис. 6. 


В. Р,-- 


ТреР, 


Р.Р 


Рис. 7. 


лежат вн треугольной приэме ОНЯРН.В,, 
ограниченной плоскостями 6—0, 5—1, #=0, 
1=2Г и 1=22—2Г (рис. 6). Наследственное 
преобразование р точку призмы 
РГ, 6, В) в точку Р”(Г’, 6’, #’). Из равенств 
В та вето ат 
—=2Г'—4Г’6’4+ 267? 
следует, что точка Р’ и все следующие 
точки Р”, Р””, ... лежат на поверхности $5, 
удовлетворяющей уравнению #=2Г—4Г6-+-265 
{рис. 6; подробнее об этой поверхности рас- 
сказывается на 2-Й с. обложки. см. также 
задачу 7), поэтому эти точки однозначно 
восстанавливаются по своим проекциям Ре» 
.... на плоскость й=0. Как видно из фор- 
мул Г—(Г--5)/2, 5’=Г и рисунка 7, отрезок 
РеРо нараллелен прямой [{ е уравнением 
$—=—2Г и делится диагональю В.О), грани 
ЮО.р.Е, нашей призмы а отношении 2:1; 
преобразование, переводящее Ру в Ре, называ- 


ется косым сжатием к прямой ВД, 
вдоль прямой { е коэффициентом —1/2. 
Ясно, что все точки Ре Ру ... получае- 


мые его многократным применением к точке 
Р., лежат на прямой Р.Р и приближаются 
к точке р’ „Пересечения этой прямой © 
Р.),; точка Ро. как и все точки отрезка 
Вс), неподвижна при нашем преобразовании. 
*Поднимаях точки с плоскости й==0 на поверх- 
ность 5, получаем следующий результат: по- 
следовательные поколения потомков популяции 
Р приближаются по своему составу ам 
очень быстро) к устойчивой популяции Р® 
соответствиющая ей точка, как и все точки, 
изображающие устойчивые популяции, лежит 
на линии пересечения поверхности 5 г плос- 
костью Г=б (покажите, что эта линия — пПа- 
рабола!). 

Для любой устойчивой популяции Г=8; 
можно найти остальные величины, характери- 
зующие ее генетический состав: 

0==у=:1—6, 4=8, В=280, г=-о”. 
В частности, при о—=0,08 найдем, что г= 
= 0,006, что примерно совпадает с приведен- 
ными выше частотами распространения даль- 
тонизма среди мужчин и женщин. 


+ *% * 


Мы пытались показать, как гео- 
метрические модели придают нагляд- 


ность задачам популяционной генети- 
ки и позволяют решать эти задачи 
элементарно-геометрическими рас- 
суждениями, получая «задешево» 
глубокие закономерности. Мы надеем- 
ся, что читатель сумеет теперь само- 
стоятельно проводить подобные рас- 


суждения, решая предложенные 
здесь задачи. 


Задачи 

5. Пусть за единицу масштаба по оси Й 
принят отрезок длины 43/2 (а по осям Г 
и 5 — длины 1), так что призма ДН... 
..Н, — правильная. Докажите, что расстоя- 
ния от точки РГ, 6, №) до оснований 
призмы равны фи 0, а до боковых граней — 
пропорциональны соответствующим значениям 
а, В, г. 

6. Докажите, что плоскостн 6=‹с0п5 и 
$— 2Г-==с0П5% пересекают поверхность 5 по пря- 
мым, а все остальные плоскости. параллель: 
ные оси А — по параболам. 

7. Выразите координаты предельной попу- 
ляции Р> через координаты (Г, 5, #) исход- 
ной популяции Р. 

8. Пусть произзольная популяция Р(Г, 6, #) 
скрешивается с фиксированной популяцией 
Р, (Гу 6. №} по следующей схеме: каждая 
женская особь из Р скрещивается с взятой 
наугад мужской особью из Р, а каждая 
мужская особь из Р — и взятой наугад 
женской особью из Р. Обозначим через 
Р,={хР) наследственную популяцию. 

а) Выразите координаты Г, &. А, а 
также остальные параметры популяцин Р; 
через координаты популяций Р и Р,- 

6) Пусть Р.=/иР)), Р.={хР>) ит. д.; наконец 


Р„.= Нт Р,- Выразите координаты популяцин 
лс 


Ро. через координаты популяций Р и Ро. 

в) Рассмотрите частные случаи, отвечающие 
тем или иным конкретным составам популяцин 
Ро, например, случаю Ру=Ро(1. 1. 0) (случай 
чисто доминантной популяции Р.)} и др., а также 
случай, когда популяция Р. принадлежит мно- 
жеству популяций, устойчивых относнтельно 
преобразования, рассмотренного в тексте. 

г) Опишите геометрически отображения 
к:Р>Р, н [»„:Р-—Р. как преобразования 
призмы. 


Ноправка 


В «Кванте» № 2 на с. 29 в задаче № #8 
и рисуике к ней должио быть (НО)*'=ВАНЯ, 
В+-А+Н-ЬЯ=НО или, например, (ОН)’= 
—= ЕГОР, Е-|-Г-+-О--Р=оН. 
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== Вандидат физико-мотематических наук 


ЕВ. А. БРОНШТЭН 


==: Вероятно, многие читатели «Кванта» 
=== удивятся: до чего легкий вопрос! Все 
знают, что Луна — единственный есте- 
ственный спутник Земли — движется 
по эллилсу, совершая один оборот за 
ЕЕ 21,3 суток. И движение это проискхо- 
=== дит в строгом соответствии с законами 
Кеплера, являющимися следствием 
закона всемирного тяготения, откры- 
того Ньютоном. Все это верно, но... 

Теория движения Луны оказалась 
одной из самых сложных задач небес- 
ной механики, на решение которой 
Ушло два с половиной века (считая 
только от Ньютона). В разработку 
этой теории вложили труд такие заме- 
чательные ученые, как Эйлер, Клеро, 
Даламбер... 

Так в чем же были трудности? Как 
их удалось преодолеть? 
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Четыре лунных месяца 


Движение Луны изучали еще астроно- 
мы Древнего Вавилона. Они тщатель- 
но регистрировали моменты солнеч- 
ных и лунных затмений. По этим дан- 
ным древнегреческий астроном Гип- 
парх (П век до н. э.) определил дли- 
тельность основных периодов, харак- 
теризующих движение Луны. По тра- 
диции мы будем называть их «меся- 
цами». 

Таких месяцев с древних времен 
было известно четыре. Сидерический, 
или звездный, месяц — это период 
обращения Луны вокруг Земли; он 
определяется по перемещению Луны 
относительно неподвижных звезд. 
Синодический месяц — промежуток 
времени между двумя последователь- 
ными новолуниями (или полнолуния- 
ми). Аномалистический месяц — это 
период между двумя последователь- 
ными прохождениями Луны через 
перигей своей орбиты. Наконец, дра- 
конический месяц — это промежуток 
времени между двумя прохождения- 
ми Луны через восходящий узел ее 


АННА ЗИ ВААТААААААИАА АСАТАЕ 


орбиты — точку пересечения орбиты 
знаем, что это не что иное как плос- 
Гиппарха Земля считалась неподвиж- 


-плоскостью орбиты, по которой Солн- 
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с плоскостью эклиптики (теперь мы 
кость земной орбиты, но во времена 
ной, а плоскость эклиптики считалась 


це двигалось вокруг Земли). 

Гиппарх рассчитал, основываясь 
на датах наблюдений затмений древ- 
ними астрономами, что через каждые 
345 лет положения Солнца, Луны, 
перигея и узлов лунной орбиты повто- 
ряются; иначе говоря, 345-летний 
цикл содержит целое число всех четы- 
рех месяцев. Выводимые из цикла 
Гилпарха продолжительности лун- 
ных месяцев лишь на немногие доли 
секунды отличаются от тех значений, 
которыми пользуются астрономы те- 
перь, накопив наблюдения еще за 
21 столетие (эти значения приведены 
на с. 14). 


Почему синодический месяц длин- 
нее сидерического, объяснить нетруд- 
но. Смена лунных фаз зависит от поло- 
жения Луны относительно Солнца. 
Луна вместе с Землей обращается во- 
круг Солица. Направление этого дви- 
жения совпадает с направлением об- 
ращения Луны вокруг Земли. В ре- 
зультате движение Луны по ее ‹око- 
лоземной» орбите происходит как бы 
с отставанием: повторение лунных 
фаз происходит не через сидериче- 
ский месяц, а через более длительный 
период, который и назван синодиче- 
ским месяцем. Нетрудно получить 
такое соотношение между длительно- 
стями сидерического (5) и синодиче- 
ского (Р) месяцев: 


ПРАВА ЗАА 
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$ Р 4х 
где Т — длительность земного года 
{в сутках). 

Тот факт, что аномалистический 
месяц длиннее сидерического, по су- 
ществу означает, что сама лунная 
орбита как целое вращается (в соб- 
ственной плоскости), и линия, соеди- 
няющая неригей и апогей орбиты 
(то есть большая ось лунного эллипса), 
называемая линией апсид, поворачи- 
вается в том же направлении, в каком 
движется Луна. Так что Луне прихо- 
дится постоянно «догонять» свой пе- 
ригей. 

Драконический месяц, напротив, ко- 
роче сидерического. Это значит, что 
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' линия узлов поворачивается навстре- 
чу движению Луны. 

Причина поворота большой оси лун- 
=== ного эллипса и линии узлов была 
найдена лишь в ХУП веке, после 
создания Ньютоном теории всемирно- 
ЕЕ ГО тяготения. А еще через два столе- 
тия эта теория позволила рассчитать 
траектории движения искусственных 
спутников Земли, обрела, так сказать, 
вторую молодость. Но — обо всем по 
порядку. 
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Лунные неравенства 


С именем древнегреческого астронома 
Клавдия Птолемея (ок. 100 — ок. 165) 
обычно прежде всего связывают его 
=== геоцентрическую систему мира, про- 
ЕЕ ТИВ Которой боролись Коперник, 
Джордано Бруно, Галилей, Кеплер. 
Но Птолемей внес большой вклад в 
=———= развитие астрономии, в частности, в 
>72 теорию движения Луны. Правда, в 
ЕЕ ТОТ период речь могла идти только 
=== © кинематической теории, ибо причи- 
ны и истинные законы движений не- 
бесных тел известны ие были. 

В течение длительного периода раз- 
вития астрономической науки счита- 
что небесные тела могут двигать- 
ся только равномерно по окружно- 
Е стям. Если движение выглядело более 
=== сложным, то его можно было пред- 
== ставлять комбинацией движений по 
=== нескольким окружностям. Именно так 
=== | поступил Птолемей с Луной. 
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Движение Луны по небу было не- 
равномерным. Чтобы представить его 
комбинацией равномерных движений 
по окружностям, надо было сначала 
определить величину отклонений от 
равномерного движения, или так на- 
зываемых неравенств. И во времена 
Птолемея, и даже во времена Кеплера 
и много позже было принято назы- 
вать «неравенствами» отдельные ком- 
поненты отклонения положения Луны 
от положения воображаемой точки, 
движущейся по эклиптике равномер- 
но с периодом, равным сидериче- 
скому месяцу. Таким образом, слово 
«неравенство» в астрономии означало 
совсем не то, что оно означает в мате- 
матике. Впрочем, в современной науке 
мы встречаемся с подобными приме- 
рами буквально на каждом шагу. Так, 
слово «элемент» означает в химии 
одно, а в электротехнике совсем дру- 
гое. Никто не спутает ядро кометы, 
ядро живой клетки и ядро атома. А 
сейчас мы встретимся с еще одним 
примером употребления привычных 
нам терминов в ином смысле. 

Все положения на небе Луны, Солн- 
ца, звезд и планет уже во времена 
Птолемея измерялись в системе коор- 
динат, напоминавших географические 
долготу и широту. И назывались эти 
координаты почти так же: астрономи- 
ческая долгота и астрономическая 
широта. Только широта небесных све- 
тил отсчитывалась от плоскости эк- 
липтики (напомним, что в те времена 
так называлась плоскость, в которой 
лежала орбита Солнца, обращающе- 
гося вокруг Земли), а долгота от 
точки весеннего равноденствия, в ко- 
торой Солнце раз в год пересекает 
небесный экватор. Взявшись за опре- 
деление лунных неравенств, Птоле- 
мей рассматривал в основном нера- 
венства по долготе, выводя широту 
по наклону лунной орбиты, равному 
5°, — именно таким определил этот 
угол Гиппарх, «муж трудолюбия и 
поклонник истины», как назвал его 
Птолемей. (По современным данным 
Гипларх ошибся всего на 8 минут 
дуги). 

Общее неравенство Е движения Лу- 
ны по долготе Птолемей представил 
следующей формулой (в современных 
обозначениях): 


Е=6°15'’ за 11718’ т (202Ы—П- 
19° зт 21. 
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Здесь | — угловое расстояние Луны 
от среднего перигея ее орбиты, р — 
угловое расстояние Луны от Солнца. 
Из формулы Птолемея следовало, что 
лунные неравенства — периодические 
н являются как бы суммой нескольких 
отдельных неравенств. Так, первый и 
третий члены правой части формулы 
зависят от положения Луны относи- 
тельно перигея своей орбиты. Их сум- 
ма получила название главного эл- 
липтического неравенства. Но это на- 
звание было дано не Птолемеем, а 
учеными в ХУП веке, когда уже было 
известно, что Луна движется по эл- 
липсу. 

Второй член, в который входит угло- 
вое расстояние Луны от Солнца, свя- 
зан с влиянием Солнца на движение 
Луны. Много позже, уже в ХУП веке, 
он получил название эвекции, а в кон- 
це того же столетия Ньютон дал ему 
исчерпывающее объяснение. Но -об 
этом — чуть ниже. 

Николай Коперник (1473—1543), 
используя свои более точные наблюде- 
ния (впрочем, он, как и Гиппарх и 
Птолемей, наблюдал невооруженным 
глазом!), уточнил коэффициенты фор- 
мулы Птолемея, определил крайние 
и среднее значения расстояния от Зем- 
ли до Луны (в единицах земного ра- 
диуса), причем ошибка в среднем 
расстоянии составляла всего 0,1 % (1!) 
против современного значения. 

Новый шаг вперед в создании кине- 
матической теории движения Луны 
сделал замечательный датский астро- 
ном-наблюдатель Тихо Браге (1546— 
1601). Он открыл третье по счету не- 
равенство, получившее название ва- 
риации. В оо - для Е, это допол- 
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нительный член вида 40’ зт 2Д. Затем 
Тихо Браге обнаружил еще одно, чет- 
вертое лунное неравенство, выражае- 
мое членом (—11" зп Г), где Г — угло- 
вое расстояние Солнца от перигелия 
земной орбиты (Земля проходит пери- == 
гелий своей орбиты 1—2 января). Так === == 
как период последнего неравенства === 
равен году, оно получило название 
годичного уравнения. Здесь мы снова == 
встречаемся с примером иного упот- 
ребления всем привычного термина. ЕЕ 
Словом «уравнение» во времена Тихо == 
Браге и вплоть до наших дней астро- 
номы называли некоторые математи- — 
ческие величины. Так, до сих пор в 
астрономии сохранился термин «урав- 
нение времени», означающий раз- 
ность среднего и истинного солнеч- 
ного времени. 

Тихо Браге открыл также, что угол 
наклона лунной орбиты к эклиптике 
может изменяться в пределах 9,5’ 
от среднего значения 5°8’, причем наи- == 
болышего значения наклон орбиты Е 
достигает, когда направление Земля— Е 
Солнце совпадает с линией узлов лун- === 
ной орбиты, а наименьшего — когда 
они перпендикулярны. 

Истинную форму лунной орбиты 
установил Иоганн Кеплер (1571— 
1630), доказавший, что Луна, как и == 
планеты, движется по эллипсу. На 
основе трех законов планетных дви- ЕЕ 
жений, открытых Кеплером, Исаак == 
Ньютон (1643—1727) вывел закон 
всемирного тяготения, нашел ту силу, 
которая заставляет небесные тела дв 
гаться по эллиптическим и иным 
орбитам. 
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От кинематики — к дннамике 


Развитие небесной механики, основан- 
ной на теории тяготения Ньютона, == 
вселяло надежду, что и теория движе- 
ния Луны будет построена без особого 
труда и все лунные неравенства полу- 
чат простое объяснение. И действи- 
тельно, Ньютон добился в этой обла- 
сти немалых успехов. Он показал, что 
неравенства являются следствием вли- 
яний Солнца на Луну (так называе- 
мых солнечных возмущений). Из ана- 
лиза этих влияний он теоретически 
получил значения основных лунных = 
неравенств. 

Ньютон количественно объяснил 
движение узлов лунной орбиты и пе- 
риодическое изменение ее наклона к 
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вывести скорость смещения лунного 
перигея, то получил результат, вдвое 
меньший наблюдаемого. 

Да, теория движения Луны оказа- 
лась крепким орешком и для самого 
Ньютона, и для длинного ряда его 
= последователей. В чем же состояла 
главная трудность? 

Мы знаем, что основная сила, дей- 
ствующая на планеты, — притяжение 
Солнца. Под действием этой силы пла- 
нета должна описывать кеплеров эл- 
липс. Притяжение других планет, 
массы которых в тысячи, сотни тысяч 
и миллионы раз меньше массы Солн- 
ца, приводит лишь к небольшим от- 
клонениям от кеплерова эллипса, ко- 
торые принято называть возмущения- 
= ми. Эти возмущения невелики и их 
нетрудно вычислить. (Известно, что 
по возмущениям в движении Урана 
= астрономы Дж. Адамс и У. Леверье 
независимо вычислили положение и 
орбиту неизвестной до того планеты, 
вызывающей эти возмущения,— ею 
оказался Нептун.) 

В случае Луны дело обстоит совер- 
шенно иначе. Луна в своем обращении 
вокруг Земли постоянно подвергается 
возмущению со стороны самого мас- 
сивного тела солнечной системы — 
Солнца. К тому же эти возмущения 
изменяются в течение аномалистиче- 
ского месяца (с изменением расстоя- 
ния от Луны до Земли) и в течение го- 
да (с изменением расстояния от Земли 
до Солнца). 


Конкурс 
== Петербургской академии наук 


Прошло три четверти века со времени 
публикации бессмертного труда Нью- 
тона «Математические начала нату- 
ральной философии». И хотя сам 
Ньютон пытался разработать теорию 
движения Луны, его теория не давала 
требуемой точности. А ведь в те годы 
теория движения Луны имела практи- 
ческое значение: по астрономической 
долготе Луны определяли географи- 
ческую долготу места на Земле. По- 
скольку Луна перемещалась по небу 
в среднем на 13° в сутки, ее положе- 
ние на небе в данный час зависело 
от долготы места. Мореплаватели и 
путешественники пользовались этим 
для определения географических дол- 
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`Клеро нашел причину з*расхожденияь» 


академия наук объявила конкурс на 25 
лучшее исследование по такой теме: 
«Показать, согласны ли все неравен- 
ства, которые наблюдаются в движе- 
нии Луны, с ньютоновской теорией, 
и какой должна быть истинная тео- 
рия всех этих неравенств, чтобы по 
ней можно было со всей точностью ==== 
определять место Луны на любое ЕЕ ЕЕ 
время». 

Эта формулировка была выбрана == 
неслучайно. Мы помним, что Ньютон 
потерпел неудачу в теоретическом 
определении скорости смещения лун- 
ного перигея. В 1145 году эту же 
задачу попытались решить два заме- 
чательных французских математи- 
ка — Алексис Клод Клеро (1713— 
1165) и Жан Лерон Даламбер (1717— 
1183). Оба они были членами Париж- 
ской академии наук, ярыми соперни- 
ками в науке, над лунной проблемой 
работали совершенно независимо. Ре- 
шая задачу о движении лунного пе- 
ригея, они оба пришли к тому же вы- 
воду, что и Ньютон: период обраще- 
ния большой оси лунного эллипса 
теоретически должен быть в два раза 
больше, чем это следует из наблюде- 
ний. Оба ученых даже высказали 
мысль, что закон Ньютона неточен 
и требует поправок. Именно это за- 
ключение столь авторитетных ученых 
и вызвало объявление конкурса Пе- 
тербургской академии наук с приве- 
денной выше формулировкой. 

Но уже за несколько месяцев до 
объявления конкурса, в мае 1749 года, 
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теории Ньютона с наблюдениями. Тео- 
рия была не виновата. Дело в том, что 
даваемое теорией аналитическое (в ви- 
де формулы) выражение для смеще- 
ния перигея представляло собой сте- 
пенной ряд вида +, т-Е.т? +... 
+ Е, т’ +..., где т — отношение суточ- 
ных смещений Земли и Луны по их 
орбитам (т-- 1/13), Е — численные 
коэффициенты. Значение т малб по 
сравнению с единицей, и каждый сле- 
дующий член ряда много меньше пре- 
дыдущего. И Ньютон, и Даламбер, 
и Клеро брали для вычислений зна- 
чение смещения перигея, ограничива- 
ясь лишь первым членом ряда. Это, 
как догадался Клеро, и приводило 
к резкому расхождению теоретически 
рассчитанной н реальной скорости 
смещения лунного перигея. Учтя в 

ыражении для смещения второй 
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член, Клеро получил обнадеживаю- 
щий результат: расхождение теории 
с наблюдениями уменьшилось в три 
с лишним раза. Чем больше членов 
брал Клеро, тем ближе стремилось 
к нулю расхождение с данными на- 
блюдений. 

В 1152 году Клеро представил 
Петербургской академии наук боль- 
шой мемуар, озаглавленный «Теория 
Луны, выведенная из единственного 
начала притяжения, обратно пропор- 
ционального квадратам расстояний». 
Эта работа была удостоена назначен- 
ной премии и издана в Петербурге. 
=== В ней Клеро решает задачу на вра- 
ЕЕ === щающемся эллипсе, каким и является 
в сущности орбита Луны. В своей 
работе Клеро впервые показал, что 
лунные неравенства проявляются не 
только в долготе и широте Луны, но 
и в расстоянии от нее до Земли. В фор- 
мулах теории Клеро каждая из вели- 
чин (долгота, широта и расстояние) 
выражается уже суммой из 20 членов 
ряда. 

Работа Клеро дала толчок к новым 
исследованиям. Даламбер решил про- 
верить выводы Клеро и пришел к тем 
же результатам, хотя и другим спо- 
собом. Действительный член Петер- 
бургской академии наук Леонард 
Эйлер (1707—1783) усовершенство- 
вал теорию Клеро, сделав ее более 
удобной для составления таблиц дви- 
жения Луны. Такие таблицы вскоре 
были составлены немецким астроно- 
мом Тобиасом Майером. Спустя 20 лет 
Эйлер вновь обратился к теории дви- 
жения Луны. В 11772 году он издал 
=== труд, озаглавленный «Теория движе- 
ЕЕ ния Луны, изложенная новым спосо- 
бом». И действительно, в этой работе 
был предложен принципиально новый 
способ построения лунной теории. 

Идеи, заложенные во второй лунной 
теории Эйлера, позволяют в принципе 
достичь наиболее точного описания 
движения Луны. Однако эти идеи опе- 
редили свое время — развитие науки 
тогда было недостаточно, чтобы на их 
основе получить окончательное ре- 
шение задачи. И лунные теории про- 
должали развиваться по старому, 
«протоптанному» пути. 
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Как строить теорию? 


>= Теории Клеро, Даламбера и первая 
лунная теория Эйлера принадлежали 
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к классу аналитических. В этих тео- 
риях выражения для координат не- 
бесного тела (или для элементов его 
орбиты) выводятся как решения урав- 
нений движения, даваемых теорией 
Ньютона. Построение таких теорий 
требовало тогда громадного труда. 
Создатель одной из лучших аналити- 
ческих теорий французский астроном 
Шарль Делоне (1816—1872) затратил 
на нее 20 лет непрерывной работы. 
Зато теория Делоне может быть при- 
менена не только к Луне, но и к любо- 
му другому спутнику планеты, в том 
числе и к искусственному спутнику 
Земли. 

В численных теориях целый ряд 
элементов орбиты берется из наблюде- 
ний, а затем уточняется в ходе рас- 
четов. Лучшей из численных теорий 
движения Луны была теория немецко- 
го астронома П. А. Ганзена (1795— 
1874), на основе которой были состав- 
лены таблицы движения Луны, слу- 
жившие астрономам почти полвека — 
до начала двадцатых годов нашего 
столетия. 

Наибольший успех выпал на долю 
численно-аналитических теорий, на- 
чало которым было положено второй 
лунной теорией Эйлера. При этом 
лишь немногие величины берутся из 
наблюдений я подставляются в урав- 
нения движения до их решения. 

В 1888 году американский астроном 
Джордж Хилл (1838—1914) исполь- 
зовал идеи Эйлера для построения 
своей теории движения Луны. Ему 
Удалось получить скорость движения 
перигея лунной орбиты аналитически. 
Все неравенства движения Луны были 
разделены им на классы, в зависимо- 
сти от того, какие величины входили 
в то или иное неравенство. Тем самым 
вся задача была как бы *«расслоена» 
на несколько отдельных задач, каж- 
дая из которых решалась отдельно. 
Теорию Хилла довел до конца аме- 
риканский встроном Эрнест Браун 
(1866—1938). Ему удалось преодолеть 
одну за другой все оставшиеся труд- 
ности теории и достичь точности, до- 
статочной для удовлетворения наблю- 
дений начала и середины двадцатого 
века. Выражение для долготы Луны 
в теории Брауна содержало 552 члена, 
для широты — 481, для радиуса- 
вектора Луны — 304 члена. Были 
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{Окончание см. на с. 48) =— 
=== 


Полет 
к Солнцу 


Кандидат 
Физико-математических наук 
А. В. БЯЛКО 


Когда бы смертным 
столь высоко 
Возможно было 


возлететь, 
Чтоб к солнцу бренно 
наше око 
Могло, приблизившись, 
смотреть. 
Тогда 6 со всех открылся 
стран 


Горящий вечно океан... 


Там огненны валы 
стремятся 
И не находят берегов. 


Там вихри пламенны 
критятся, 

Борющись множество 
веков. 

Там камни, как вода, 
кипят, 

Горящи там дожди 

шумят... 


М. В. Ломоносов 


Есть высказывание: «самая интерес- 
ная поверхность — это человеческое 
лицо». Зададимся вопросом: с какой 
поверхностью в природе можно срав- 
нить лицо человека по его содержа- 
тельности и непредсказуемой измен- 
чивости? Сильный соперник есть — 
это поверхность Солнца. 

Посмотрите на фотографию Солнца 
на с. 19. К сожалению, она не может 
дать полного представления о красоте 
и сложности нашего светила. Его по- 
верхность очень неоднородна, на ней 
не найти двух одинаковых участков; 
и все это разнообразие постоянно из- 
меняется. Кроме того, солнечная по- 
верхность переменна по спектру — 
при наблюдении в свете с разными 
длинами волн она оказывается раз- 
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личной. Это происходит потому, что 
принимаемое нами от Солнца излуче- 
ние разных длин волн формируется 
на разных высотах солнечной атмос- 
феры. 


Явления на поверхности Солнца — 
возникновение и движение пятен, их 
исчезновение, солнечные вспышки, 
мощные протуберанцы и т. д. — отра- 
жают сложные процессы, происходя- 
щие во внутренних слоях нашей 
звезды. Что происходит на Солнце 
в атомных масштабах — известно. 
Известно, например, как взаимодей- 
ствует свет с отдельными атомами, 
как атомы взаимодействуют между 
собой. (Солнце на 99,9 % состоит из 
атомарного водорода и гелия.) Однако 


между атомными масштабами — по- 
рядка 10-0 м — и размерами, кото- 
рые можно различить на Солнце в 
современный телескоп — порядка 
10° м, — лежит огромная область. 
Ученые строят гипотезы, пытаются 
теоретически описать явления, проис- 
ходящие в масштабах этого проме- 
жутка в 16 порядков. Существуют 
предположения о гидродинамике сол- 
нечных недр, о механизме переноса 
энергии из глубины к поверхности 
Солнца, с структуре магнитных полей. 
Но до настоящего понимания физики 
Солнца еще далеко. На сегодняшний 
день нет полного объяснения пятен, 
вспышек и множества других явлений 
на солнечной поверхности. 

Возникает естественный — вопрос. 
Если все так, то что же мешает под- 
лететь к Солнцу поближе и посмот- 
реть на его поверхность с малых рас- 
стояний? И не только посмотреть, 
но и исследовать ее всеми доступными 
средствами. 

Может быть, помешает высокая 
температура? Для нормальной рабо- 
ты электронных приборов температу- 
ра не должна сильно превышать при- 
вычную для них земную температуру 
300 К, а аппарат попадет в область 
гораздо более высоких температур. 
Но эта проблема технически разре- 
шима — внутри космической стан- 
ции, направляющейся к Солнцу, мож- 
но устроить отсек, охлаждаемый до 
комнатных температур. 

Конечно, пролет автоматической 
станции непосредственно через корону 
Солнца, внешнюю часть его атмосфе- 
ры, может оказаться опасным для 
приборов не только из-за разогрева, 
но и по другим причинам. Напри- 
мер, работе электроники могут поме- 
шать мощные потоки заряженных 
частиц, порождающие сильные элек- 
трические и магнитные поля. Такие 
потоки электронов и ионов возникают 
при солнечных вспышках. Однако 
пролет с минимальным расстоянием 
в 4—5 радиусов Солнца относительно 
безопасен. Дело в том, что время пре- 
бывания автоматической станции на 
расстояниях, меныших 10 радиусов 
Солнца, при любом выборе траекто- 
рии не превзойдет нескольких часов. 
Это время так мало потому, что ве- 
лика скорость движения. На расстоя- 
нии в 4 радиуса Солнца от его центра 
скорость станции будет достигать 
300 км/с. Так сильно разгоняет стан- 


цию гравитационное 
Солнца. 

Человечество еще ни разу не посла- 
ло разведчика к Солнцу из-за труд- 
ностей, на первый взгляд, совершенно 
неожиданных. Оказывается, очень 
трудно вывести космический аппарат 
на ’траекторию, проходящую вблизи 
Солнца. Это кажется удивительным: 
Солнце — главный источник притя- 
жения в солнечной системе, оно, каза- 
лось бы, может само притянуть к себе 
любое массивное тело. Однако плане- 
ты движутся вокруг Солнца и не па- 
дают на него. Падению препятствует 
скорость небесных тел, перпендику- 
лярная направлению на Солнце. В 
этом-то все и дело. Чтобы попасть 
близко к Солнцу, нужно избавиться 
от начальной скорости, которая при 
старте с Земли равна скорости обраще- 
ния Земли вокруг Солнца. А как из- 
вестно, Земля движется по своей орби- 
те со скоростью около 30 км/с. Ее не- 
обходимо «погасить», остановить ра- 
кету на орбите Земли — и тогда 
произойдет падение на Солнце. 

Но тридцать километров в секун- 
ду — это очень много. До сих пор 
ни одна ракета до такой скорости еще 
не разгонялась. (Принципиально это 
возможно, если сделать ракету много- 
ступенчатой, но при этом полезная 
нагрузка — масса космической стан- 
ции — окажется чересчур малой.) 


притяжение 


Эта фотография солнечной поверхности сделана 
в свете с длиной волны 656.3 нм. Если бы 
этот же участок Солнца в то же самое время 
сфотографировали в свете с длиной волны, 
отличающейся всего на 0,1 нм, то он выглядел 
бы совсем иначе. 


Вычиеслим все же (это нам пригодится 
для дальнейшего), сколько времени 
продолжался бы такой полет от Земли 
до Солнца. 

Траектория падения на Солнце — 
отрезок прямой — это предельный 
случай вытянутой эллиптической ор- 
биты с большой полуосью, равной 
половине радиуса земной орбиты. 
Согласно третьему закону Кеплера, 
квадраты периодов обращения тел по 
орбитам относятся как кубы больших 
полуосей орбит. Значит, время 1 паде- 
ния на Солнце (то есть: половину пе- 
риода обращения по вытянутой орби- 
те с большой полуосью В./2) можно 
определить из условия (24)?/Т2.= 
—=(В../2)?/В3, где Т.. Е. — период 
обращения и радиус орбиты Земли. 
Поскольку Т. — это 1 год, 
==1/4\,2 года = 0,177 года. 

Время прямого полета оказалось не- 
велико, но начальная его скорость, 
увы, пока недостижима. Как же про- 
вести полет к Солнцу с наименьшими 
энергетическими затратами, с наи- 
меньшей стартовой скоростью? Наи- 
более экономичный полет использует 
гравитационное поле Юпитера для 
торможения станции на ее орбите 
вокруг Солнца. Но для того, чтобы 
осуществить этот маневр, к Юпитеру 
надо подлететь с определенной ско- 
ростью. А для этого, в свою очередь, 
необходимо, чтобы преодолев земное 
притяжение, станция вышла на ор- 
биту, имея относительно Солнца на- 
чальную скорость и, =40,5 км/с; сле- 
довательно, относительно Земли ско- 
рость станции в это время будет 
10,5 км/с. Итак, полет начинается 
с разгона ракеты в ту же сторону, 
куда направлена скорость движения 
Земли по ее орбите. Какую старто- 
вую скорость надо сообщить ракете? 

Чтобы тело могло преодолеть земное 
притяжение, при старте ему нужно 
сообщить кинетическую энергию не 
меньше величины #8... Эта кинетиче- 
ская энергия соответствует второй кос- 
мической скорости 01=щ 288) = 
=11,2 км/с.*) Но будьте вниматель- 
ны — не нужно прибавлять к 
10,5 км/с вторую космическую ско- 
рость, чтобы получить стартовую! Из 


В 


®*) НВ мартовском номере «Кванта» за этот 
год и разделе «Щкола в «Кнанте» была опубли- 
кованл заметка +Вторая коемическця скорость». 
Мы советуем читателям познакомиться Г иси. 
(Примеч. ред.) 
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закона сохранения энергии получаем, 
что стартовая скорость с поверхности 
Земли в нащем случае равна и... = 
— У — о. 2=8В? 215,5 км/с. 

Кстати, знаете ли вы, где на земной 
поверхности находится наилучшее (из 
энергетических соображений) место 
старта? Это вулкан Килиманджаро 
в Танзании, гора высотой 5,9 км почти 
на экваторе. С учетом сплюснутости 
Земли вершина вулкана — самая 
удаленная от центра точка земной 
поверхности (дальше Эвереста!). Там 
наименьшее на Земле ускорение сво- 
бодного падения. Вершина вулкана, 
однако, всегда покрыта снегом, и стро- 
ить там космодром пока не собиряа- 
ются. 

Продолжим наш полет. Он прохо- 
дит по участку эллиптической орбиты, 
пересекающей орбиту Марса и под- 
ходящей к орбите Юпитера (рис. 1). 
Иромежуточная цель полета — Юпи- 
тер, самая большая из планет солнеч- 
ной системы. Он должен затормозить 
станцию, погасить ее скорость отно- 
сительно Солнца — тогда станция 
начнет падать на Солнце. Чтобы в 
момент подлета станции Юпитер на- 
ходился в точке пересечения орбит, 
в момент старта он должен находить- 


‚ся в точке, отмеченной на рисунке 1 


нулевым временем. Позаботимся еще, 
чтобы в момент пересечения орбиты 
Марса он оказался достаточно далеко 
от автоматической станции и не иска- 
зил ее траектории. 
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Рис. Г. Траектория полета к Солнци с мини- 
мальной стартовой скоростью. Вдоль трагкто- 
рии — время полета в годах. В момент 
пересечения с орбитой Юпитера. через 1.35 года 
после старта. происходит сближение с Юпите- 
ром й торможение станции до нулевой относи- 
тельно Солнца скорости. Далее космический 
корабль свободно падает и Солнцу. 
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Рис. 2. Траектория корабля при сближении 
с Юпитером ш системе отсчета, связанной с 


Юпитером. Справа приведена диаграмма ско- 
ростей: а) до сближения; 6} после сближе- 
ния. 


Попав в поле тяжести Юпитера, 
станция будет двигаться по гипербо- 
лической траектории, огибающей эту 
планету (рис. 2). При этом вследствие 
закона сохранения энергии скорости 
приближения к Юпитеру и удаления 
от него в симметричных точках гипер- 
болы будут по абсолютной величине 
одинаковы, но по направлению они 

` могут заметно отличаться. Поэтому на 
траекторию облета Юпитера станция 
должна выйти со скоростью (относи- 
тельно Юпитера) и, равной по абсо- 
лютной величине скорости самой пла- 
неты (относительно Солнца) = 
—13,1 км/с. Направление облета дол- 
жно быть таким, чтобы при удалении 
от Юпитера в точке, симметричной 
точке начала облета, направление 
скорости станции й> ( [> | = |1 |= |1.|) 
было противоположно направлению 
скорости движения Юпитера по его 
орбите. Тогда в этой точке скорость 
станции относительно Солнца станет 
равной нулю — и под действием ма- 
лого на таком большом расстоянии 
солнечного притяжения наш посланец 
начнет очень медленно приближаться 
к Солнцу. Эти условия выполняются 
в том случае, когда скорость станции 
относительно Солнца в начале облета 
Юпитера равна и, —14,3 км/с (см. 
рис. 2). А это условие, в свою очередь, 


и определяет начальную скорость 
станции на орбите — 40,5 км/с. 

Итак, в системе отсчета, связанной 
с Юпитером, траектория станции 
вблизи планеты — гипербола. А в 
системе отсчета, связанной с Солнцем, 
этот участок траектории выглядит. 
так, как показано на рисунке 3. 

Сколько времени будет продолжать- 
ся такой полет к Солнцу? Мы уже 
вычисляли время падения на Солнце 
по прямой. В данном случае, когда 
падение начинается с орбиты Юпите- 
ра, нужно вместо земного года взять 
период обращения по орбите Юпитера 
Т., =11,86 года (земного). В результа- 
те окажется, что падение займет время 
Т.,/4^/2 =2,1 года. Прибавим к этому 
время полета по эллиптическому 
участку траектории (до з+встречи» 
с Юпитером) — оно оказывается рав- 
ным 1,35 года. Итого, весь полет к 
Солнцу займет почти 3,5 года. 

Ири взгляде на траекторию полета’ 
возникает ощущение, что это как бы 
Юпитер направил космическую стан- 
цию к Солнцу. На самом деле, аппарат 
направляют, конечно, люди. Перед 
подлетом к Юпитеру нужно сделать 
коррекцию траектории — даже ие- 
большая ошибка при выборе расстоя- 
ния пролета около Юпитера или ско- 
рости сближения с ним может испор- 
тить всю программу исследований 


(Окончание см. на с. 24) 


= ——=—————--- 


Рис. 3. Траектория корабля при сближении с 


‚ Юпитером в системе отсчета. связанной с Солн- 


цем. Вдоль кривых проставлено время отноги- 
тельно момента наибольшего сближения. 
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вещи, смотрите, не забыто ли что. 
И вот... на окне горшки с цветами. 
Захватить их с собой невозможно, и 


Е Вы решили уехать загород. Собрали 


нет никого, кто мог бы поливать цветы 
Капилляры в ваше отсутствие. Что же предпри- 
и смачивание нять? Наполнить водой поддоны цве- 


точных горшков? Такой способ полив- 
ки годится не для всех растений — 


Доктор физико-математических наук многие из них не терпят переизбытка 

А. А. БОРОВОИ влаги. А главное, он рассчитан на 
небольшой срок — несколько дней, 
неделю. 


Вопрос этот не новый. Цветоводы 
давно придумали самые разные кон- 
струкции завтопойлок», которые дей- 
ствуют надежно и долго и даже до- 
зируют воду для поливки цветов. 

Простейшую автопоилку (рис. 1) 
можно легко сделать самим. Воду на- 
ливают во вместительный сосуд, на- 
крытый крышкой. В этот сосуд опус- 
кают один конец туго свернутого 
жгута из марли, другой его конец 
закапывают в землю. Вода поступает 
к растению по жгуту, причем скорость 
ее поступления можно отрегулиро- 
вать, изменяя толщину жгута, его на- 
клон и т. п. Жгут следует поместить 
внутрь резиновой трубки, тогда вода 
будет меньше проливаться и испарять- 
ся цо, дороте к цветку. 

Ив жгуте, и в земле, наполняющей 
горшок, и. частично в самих растениях 

вод: движется и удерживается за счет 


д | Нбетью., 


2х 


\ 
) | Е. которое называют капилляр- 


`КапиЛляр — это тонкая трубка, 
| обычна: ее внутренний диаметр мень- 
г ще одного миллиметра. Если капил- 
яр, сделанный из чистого стекла, 

эй ‘опусфить в сосуд с водой, то уровень 
Аг = жидкофти в нем будет выше, чем в 
Г > сосуде: (рис. 2). Чем тоньше трубка, 
> 47, тем .больше эта разница. Происходит 
“ $тб веледствие смачивания водой чис- 


кргр” стекла. В широком стеклянном 
Е поверхность воды лишь изги- 
> «бвется у самых стенок. 

"В почве капилляры образуются“ 
г между ее частичками. Благодаря им 
влага может подниматься на значи- 
тельную высоту: до 2 метров в песке, 
а в чистой глине — значительно выше. 
Процесс идет медленно и длится иног- 
да несколько недель и даже месяцев. 
(Попробуйте самостоятельно приду- 
мать и провести эксперименты, в ко- 
торых можно было бы наблюдать 


подъем воды в капиллярах почвы.) 

Если внутренняя поверхность труб- 
ки не смачивается жидкостью, то в 
капилляре уровень ее ниже, чем в 
широком сосуде (рис. 3). Изменится 
и форма поверхности жидкости у сте- 
нок. сосуда. 

Интересно, что смачивание (или 
несмачивание) определяет, как пове- 
дет себя капля жидкости на поверх- 
ности другой жидкости. Например, 
капля подсолнечного масла или керо- 
сина растекается по воде тончайшим 
слоем, вплоть до мономолекулярного 
(то есть толщиной всего в одну моле- 
кулу)! Такое поведение смачивающих 
жидкостеи позволило английскому 
физику лорду Рэлею оценить размер 
одной молекулы. 

На большую поверхность воды он 
помещал капельку оливкового масла 
и сначала убеждался в том, что мас- 
ляное пятно покрывает поверхность 
равномерным слоем, без масляных 
«бляшек» и «окошек» воды. Для этого 
Рэлей использовал маленькие кусочки 
камфары. Если такой кусочек попа- 
дает на поверхность воды, он начи- 
нает «метаться». Дело в том, что в воде 
камфара растворяется и при этом по- 
верхностное натяжение воды умень- 
шается. Но растворение происходит 
неравномерно: с одной стороны час- 
тички быстрее, с другой — медлен- 
нее, и на кусочек камфары начинает 
действовать разность сил поверхност- 
ного натяжения, вызывающая его 
движение. Вы легко можете наблю- 
дать это явление, только для того что- 
бы опыт прошел удачно, надо не ка- 
саться воды и кусочков камфары ру- 
ками (лучше всего их соскабливать 
ножом прямо над поверхностью во- 
ды). А вот в масле камфара не раство- 
ряется и ведет себя спокойно. 


Итак, убедившись в однородности 
масляной пленки, ученый определял 
радиус пятна В и находил его тол- 
щину [: 

№ 

=, 
где У — объем капли масла. Если 
предположить, что капля растеклась 
в мономолекулярный слой, то толщи- 
на пятна — это характерный размер 
молекулы масла. Получилась величи- 
на, близкая к 10° м. 

Смачивание очень часто приходит 
нам на помощь: мы смазываем трущи- 
еся части машин, жидкая смазка 
обволакивает поверхность металла и 
удерживается на ней; расплавленное 
олово смачивает чистую медь, латунь, 
алюминий при пайке; клей растекает- 
ся по поверхности склеиваемых мате- 
риалов. 

Практически во всех старинных 
осветительных приборах, начиная от 
древних светильников, в которых фи- 
тилек был погружен в нефть, расти- 
тельное масло или жир, и кончая 
керосиновыми лампами, тоже исполь- 
зовалось явление смачивания: горю- 
чее вещество поднималось по капил- 
лярам фитиля и постепенно сгорало. 

Наблюдение такого необычного по- 
ведения жидкости, когда она движет- 
ся против сил тяжести, вдохновляло 
многих изобретателей на создание 
Регреёцит тоЪШе — вечного двигате- 
ля, который использовал бы свойства 
капилляров. Проекты были весьма 
разнообразными и появлялись не 
только в древности или в средние века, 
но даже и в начале ХХ века. Чаще 
всего идея заключалась в следующем: 
по фитилю жидкость (обычно вода) 
должна была подниматься из нижнего 
сосуда в верхний, а там уже по трубке 
или лотку стекать вниз, приводя в 


Рис. 1. 


движение водяную мельницу (рис. 4). 
Вопрос о том, почему фитиль, сумев- 


ший поднять воду на какую-то высоту,. 


вдруг потеряет свойство впитывать и 
удерживать жидкость и беспрепятст- 
венно отдаст ее в верхнем сосуде, 
изобретателей как-то не тревожил. 
Само устройство не только не работало 
вечно, но и вообще не работало. 

Совершенно особую роль играет 
смачивание в условиях невесомости. 
Вот что рассказывал летчик-космо- 
навт А. А. Серебров*:) 

«Представьте задачу: налить жид- 
кость в сосуд без потерь. На космиче- 
ском корабле вода подается из крана 
порциями по 25 см?. Предоставлен- 
ные сами себе, эти порции собираются 
в шаровидные капли, как и положено 
в невесомости; эти капли в результате 
разных случайных воздействий потом 
дробятся на меньшие... | 

Если действовать как на Земле и 
наливать воду из крана в горлышко 
сосуда, то она станет выталкивать из 
сосуда воздух, в котором взвешены 
капли разного размера, — иными сло- 
вами, будет сама же себя выталки- 
вать. 

Если же струю с малой скоростью 
направить сразу на стенку сосуда, 
то вода, смачивая стенку, прилипает 
к ней. Тогда взвешенных капель не 
будет — по крайней мере, до тех пор, 
пока сосуд не встряхивают. Таким 
способом можно без потерь налить 
жидкость в сосуд. 


*} Здесь приведен отрывок из интервью А. А. Се- 
реброва журналу «Квант» (см. впрельский номер 
за 1983 год}. 


Рис. 4. 


И тут же возникает второй вопрос: 
а как можно взять жидкость из сосу- 
да? Ведь из-за невесомости жидкость 
«плавает» в сосуде в виде шаровых 
капель разного размера. 

Конечно, если есть центрифуга, то 
задача решается просто: при враще- 
нии сосуда жидкость будет «прижи- 
маться» к дальней от оси стенке, а от- 
туда ее можно забирать с помощью 
шприца. Если центрифуги нет, можно 
прижать жидкость к стенке, двигая 
сосуд с небольшим линейным ускоре- 
нием. Именно так обычно и делают. 

Я предложил другой способ: поме- 
стить внутрь сосуда длинный и узкий 
предмет, например черенок ложки, 
к которому капли прилипают. За счет 
поверхностного натяжения жидкость 
«расползается» по черенку и подходит 
к краю горловины сосуда. Слегка «по- 
мешиваяь черенком, легко добиться 
того, чтобы жидкость постоянно нахо- 
дилась на черенке вблизи выходного 
отверстия сосуда. Задача, стало быть, 
решена.» 


Полет 
к Солицу 


(Начало см. но с. 18} 


Солнца. Еще одна коррекция, уже 
после облета Юпитера, позволит уст- 
ранить последние погрешности и точ- 
но задаст расстояние, на котором ав- 
томатическая станция пройдет около 
Солнца. 

Одна из ключевых идей этого спо- 
соба — изменение скорости космиче- 
ской станции при сближении с про- 
межуточной планетой — уже исполь- 
зовалась в практике космических по- 
летов. Последний тому пример — 
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сближение с Венерой космических 
аппаратов «Вега», которые после этого 
направились к комете Галлея. 


ж + + 


Нам нужно понимать физические 
явления, происходящие на Солнце. 
Все следствия этих знаний предска- 
зать невозможно. Вспомним для срав- 
нения эпоху великих географических 
открытий, когда человечество знако- 
милось со своей планетой. Не исклю- 
чено, что наше время в будущем на- 
зовут эпохой великих космических 
открытий. Первый полет к Солнцу 
станет, несомненно, одним из ее укра- 
шений. 


Школа в «Кванте» 


ого 


1..9 


Математика 10 


Эта заметка предназначена десятиклассникам. 
В ней излагаются некоторые весьма полезные 
факты, связанные г числом е. 


Производная логарифма 


В учебном пособии «Алгебра и нача- 
ла анализа 9— 10» на с. 208 выво- 
дится формула для производной ло- 
гарифмической функции. Эта форму- 
ла получается там с помощью теоремы 
о производной обратной функции и 
формулы для производной показа- 
тельной функции. В этой заметке 
мы получим формулу для производ- 
ной логарифмической функции непо- 
средственно из определения производ- 
ной -— нахождением соответствую- 
щего предела. 
Но вначале определим 
Число е. 


Рассмотрим криволинейную трапе- 
цию, ограниченную графиком функ- 


ции у= :, отрезком [1;{] оси Ох и 


прямыми х=1, х= (рис. `1). Пло- 
щадь этой криволинейной трапеции 
есть функция от Ё — обозначим ее 
`через 5({). Эта функция на проме- 
жутке [1; с<[ возрастает и непре- 
рывна. 


Доказательство непрерывности функ- 
ции 5(Г) неявно содержится в п. 59 учеб- 
ного пособия *Алгебра и начала анализа 
9—10,: там показывается, что фуйкция 
$(1) дифференцируема; всякая же диффе- 
ренцируемая функция является непрерывной. 
Впрочем. непрерывность $( можно вывести 
прямо из определения непрерывной функции. 
Попробуйте это сделать- 


Поскольку 5(2)<1 (рис. .2), а 
$(4)>1 (рис. 3; + +5 +4 >, то 


между числами 2 и 4 существует 
единственное число — его обозначают 
буквой е. такое, что 5(е)=1. 

На с. 200 учебного пособия + Алгебра и на- 
чала анализа 9—10» число е определяется 
по-другому- Можно доказать. что эти два оп- 
ределения эквивалентны. 


Так каке>0 и отлично от 1, могут 
быть определены логарифмы по ос- 
нованию г. Эти логарифмы называют- 
ся натуральными и обозначаются 1п, 
то есть ша-1о8.а. Так как е>1, 


функция у—=шсх на 


промежутке 
10: <=[ возрастает. 


Два важных неравенства 


Докажем теперь, что для любого на- 
турального числа п выполнено нера- 
венство 


1 п 1 +1 
(1+1) <е<(+1). а) 
Из неравенства (1) непосредственно следует, что 
7 1 
да (ду 


{именно так определяется число © в вузов- 
ских курсах математического анализа). 
Действительно, возьмем любое число „>00 
е 
и положим м=|= | Тогда для любого нату- 


рального п>М№ выполнено неравенство 


пи 
| (0 — уе |-=«—(и+ 1 "< (+ у 


— (1+ 2} =(1+ 1+ - —1)< “ <:. 


Зафиксируем любое натуральное 


1 
число п, положим а=—1+- и рас- 
У 
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смотрим ступенчатый многоугольник 
с основанием [1; 9"], содержащий рас- 
сматриваемую криволинейную трапе- 
цию с тем же основанием (много- 
угольник с красной границей на ри- 
сунке 4). Этот многоугольник со- 
стоит из п прямоугольников (один 
из них заштрихован) одинаковой пло- 
щади: площадь каждого из них равна 


1 
г 1 
4" (4—9 )=9—1== . 


Таким образом, площадь красного 
ступенчатого многоугольника равна 1, 
так что 5(4“”)<Ъ, откуда @"<е — 
левая часть неравенства (1) доказана. 

Теперь рассмотрим ступенчатый 
многоугольник с основанием [1; 4"*'], 
находящийся внутри нашей криво- 
линейной трапеции с основанием 
[1; 4"*"'] омногоугольник с синей гра- 
ницей на рисунке 5). Мы видим, 
что он состоит из п--Ё прямоуголь- 
ников, площадь каждого из которых 


равна ‚ так что площадь синего 


1 
+1 
ступенчатого многоугольника также 
равна 1. Поскольку он находится 
внутри трапеции, получим 5(9"+') > 
>; поэтому е< 4"!', и правая часть 
неравенства (1) также доказана. 

Из неравенства (1) логарифмиро- 
ванием по основанию е>1 получает- 
ся неравенство, которое в дальней- 
шем и будет для нас основным: 


ны <ш(1+-1) < ", 


(2) 


Замечательный предел 
Докажем, что 


| и и т 
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Чтобы доказать это соотношение, нужно по 
определению предела для любого числа 
к>0 подобрать такое число &, чтобы из не- 
равенства 0<|х|<8 следовало бы  нера- 
венство 
те. 


Ш (1-х 
11145) _ (3) 
х 
Подбор числа В проведем так. Если число х 
удовлетворяет неравенству 0< |х[<0,5, возь- 
мем натуральное число п==1/|х|]>2. 
1 1 
ант а 
(в силу неравенства (2)) 


1111-х) 
х 


При х>0 будет ни потому 


1 п 2 
>п вм (1+: )> ть = да, 
1 


11(1--х) КА вЕЕ ро 
Я каию (1+4 < т ==А-+ ых 


1 : 
При х—0 будет — 5 хх — = и пото- 


+} 


му (в силу неравенства (2)) 


п (1-х) 1 п-+1\ _ 
лю вы ( 71 == 


= ва (1+ п) = ==1 


< —{п + ( 1-1) = 


1 
Е 
11 (1-х) 

х 


п 1 
жа ( ( =) 
=#+0 №; т —=(п-+ 1) м тет < 


п 2 
п—1 и 


ы п—1 


Таким образом, для любого х, удовлетворяю- 
щего неравенству 0< |х| < 0,5, выполнено нерв- 
венство 


1|< 


ШО х) _ из 
х п-1 


Значит, если л таково, что 


1 <е, то для 
соответствующих х будет выполнено неравен- 
ство (3). Но тогда 


<е а 1 12 > 2 
НН о: а Ра = 


2+2: ри 1 = р 
= п-+1 2-9." 
И если мы возьмем аа то для любого х, 


удовлетворяющего неравенству 0< |х| <, име- 


ем: 0<[х|< < 55=0.5 и 


1 
п-+1 


® 


к 


| 
=> п41>- +42 > п-1>- = Зы 
; & п—1 


и поэтому выполнено неравенство (3). 
Производная логарифма 


По определению производной 


„ м 1 А —] 
Ета 
\х-0 \х \ 
х 
ая т 
7 \х..0 Ах х РН" 


х 
{см. замечательный предел). 


1 
Итак, п’ х= —;* О.С. Иващев-Мусатов 


ант 
для младших школьников 


Задачи 


1. Веселый турист пешком отправил- 
ся на слет. В первый день пути он 
прошел 1/3 пути, во второй день он 
прошел 1/3 остатка, в третий день 
турист прошел 1/3 нового остатка. 
В результате туристу осталось пройти 
32 км. Сколько километров от дома 
туриста до места слета? 

2. В № 6 журнала «Квант» в «За- 
дачнике «Кванта» будут опублико- 
ваны задачи по математике с номе- 
рами от М986 до М990. У первой из 
них номер совпадает с последними 
тремя цифрами года выхода журнала. 
А в каком номере журнала номер 
задачи по математике совпадает пол- 
ностью с номером года? (Предпо- 
лагается, что в каждом номере по- 
прежнему будет печататься по пять 
задач по математике и что журнал 
будет выходить ежемесячно.) 

3. Пожарив на сковороде яичницу, 
я взялся за ручку, чтобы поста- 
вить сковороду на стол, но она была 
очень горячая. Я обернул ручку тря- 
почкой; но все равно было горячо. 
Тогда я намочил тряпочку водой. 
Что я почувствую на этот раз? 

4. Пакет для молока склеивается 
из цилиндрического бумажного коль- 
ца (см. рисунок). Получается тре- 
угольная пирамида. Для удобства 
транспортировки грани пирамиды яв- 
ляются равнобедренными, но не рав- 
носторонними треугольниками. Пред- 
положим, что из бумаги склеен 
пакет, у которого все грани — пра- 
вильные треугольники. Как его теперь 
разрезать в цилиндрическое кольцо, 
высота которого равна половине 
длины ребра пирамиды? 

5. Расшифруйте числовые ребусы, 
написанные на рисунке. 


Эти задачи нам предложили А. П. Савин. 
ученик 9 класса шк. № 2 г. Гайворона 
Валерий Журавлев, С. С. Кротов. В. В. Произ 
волов. И. Б. Алексеев-Астафьев. 
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рать первый игрок, чтобы выиграть ли выполнить эти оп 
> при\любых-дтветах второго. (Мы не- чется картофель. 
мног9, с ратиги рисунок, убрав пози- Подобные рисунк 
ции/ коть ые-атличаются от приве- ности проведения оЗдельных опе 
денных рисунке поворотом доски ций получили ши ое распро 
или Симоетрией.) еперь вы можете нение во многих областях жизни, осо- 
выиграть\у люб `\нротивника, если бенно в строительстве. Там дни на- 
одите м. Математики говорят, зываются сетевыми графикади. Ис- 
о задён алгоритм решения. пользование сетевых графиков позво- 
Алгоритмы ркружают нае повсюду. ляет сокращать времй строительства, 
Раскроём_паварениую киигх. Здесь указывать точное время процедения 
Наждый рецепт есть перечисле 
следовательности действий 
ритм), которые нужно совершить; чтд-. нах, людях, материалах. 
у едчте выполняют | элект- 
т, найример, рецепт карто ано-вычислительные машины 
| заранее измечениой про- 
алгоритму; эти действия 
удобно изображать графи- 
ое и стрёлочек. 
'// ракие рисунки называются «блок-схе- 
—.- 1 
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посяедовательность 
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Ьх-Е—0. Г 


е по- каждой строительной операции, про- 


„ИБ йтеляно растереть с горячим д 

картофельное пюре. 
3би1, \ яйца. 
обавлять их по одному в пю 
реставая растирать. 
6. Отдельно растереть 4 желтка 
добела. 
7. Соединить их а картофельн 
8. Оставшиеся белки взбить в т 


«чо, 


9. Соединить их с 4В.№, | | 
1 смесью, стараясь взбить пышйе г д —С: 
; 10. Добавить пекарский поробак*®-— уБ. 
: ^ $ 11. Запечь на огнеупорном блюде "ХУковке, =—=.-— 6-Е 
НВ 10 крупных картофелин 300 З3Е-сл р . Вы нслим = ь_в \ 
масла, 8 яиц, 3 столовых ложки . 3. Выйписль 


9. й имх 

<= |Рисуиок этого рецепта 6: Вымисяиля о. 
< сбразить в виде схемы (вм. \риё: 4). — И. Ичатаем хь. №. 

десь отчетливо видно, чт _Зперации Блок-схема этого алго 

8 могут быть выполнены неза- ставлена на рисунке 5. (> 

) т/других. Можно сэкономить На большинсфве соврем 

риготдвления этого блюда, ес- операции провадятся ИА 

1 но: 1-я, 2-я и д. НО-УЖОе 

_—_—_ — — — №оторые могут одне На 

брошок собтоит из смеси соды. Шать несколько операци? И 

ня я виниокаменной соли. Его образом ускорять работу. 
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т Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
| сиования журнала. Публи- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны, но для их решения 
не требуется знаний, 
выходящих за рамки школь- 
: ной программы.  Нанболее 
трудные задачи отмечаются 
звездочкой. После формули- 
ровкн задачи мы обычно 
указываем, кто нам ее 
предложил. Разумеется, ие все 


——=————ы—ы—щ———— 


| эти задачи публикуются 
{ впервые. 
‚ Решения задач из этого 


номера можно отправлять не 
позднее 15 июня 1986 года 
по адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького. 327, 
«Квант». В графе «Кому» 
напищите: «Задачинк «Кван- 
| та. № 4 — 86» и номера 
- задач, решения которых вы 
посылаете, например, «М97Т6, 
№977 иди «Ф988ь. Решения 
задач из разных номеров жур- 
нала илн по разным предме- 
там (математике и физнке) 
присылайте в разных коивер- 
тах. В инсьмо вложите конверт 
< написанным на нем вашим 
адресом (в этом конверте вы 
получите результаты проверки 
решений). Условие каждой 
орыгинальной задачи, пред- 
лагаемой для публикацни, 
прысылайте в отдельном кои- 
верте в двух экземплярах 
вместе с вашим решением 
этой задачи (на конверте по- 
метьте: «Задачник «Квантае, 
новая задача по физике» или 
*..новая задача по матема- 
тнке»). В начале каждого 
письма просим указывать но- 
мер школы и класс, в ко- 
тором вы учитесь. Фамилию 
и амя аншите печатными бук- 
зами. 


ии м ыаь  сыыыал.. 


ИТТ: 


Задачи 


М976—М980; Ф988—9992 | 


№М976. Из вершины А квадрата АВСО проведены: 
два луча, образующие между собой угол 45°. | 
Один пересекает сторону ВС в точке В, диагональ, 
Вр — в точке Р, другой — сторону СР в точке 
Е, диагональ ВО — в точке О. Докажите, что, 
площадь треугольника АЕЁ вдвое больше площади 
треугольника АРО. | 
Э. Г. Готман ! 


мМ977. Можно ли с помощью операций сложе- 


ния, вычитания и умножения из многочленов 
Их) и а(х) получить х, если а) НКх) =? 4х, ' 
в(х)-=х’ 2; 6) Цх)-=х’-х, (хх —2; в), Их) = 


—=2х*--х, а(х)=2х; г) Кх)-=2х? +х, в(х)==х°. 
С. И. Кублановский 


№М978. Можно ли в квадрате со стороной 1 рас- 
положить два правильных треугольника со сторо- 
нами больше \/ 2/3, не налегающих друг на друга? | 
Е. А. Карлов. И. К. Димитров | 

(Болгария) | 


| 
| 
1 
' 
' 


№М979- Пусть Ё и п — натуральные числа, 
Е <п. Назовем набор Е положительных чисел. 
а„а.....а, меньших 1 исключительным, если для! 
любого разбиения п=п {п.-+...4+п; числа п на! 
неотрицательные целые слагаемые хотя бы одно из 
чисел ап, — целое (:—=1,2,...,п). 
а) Для каких # и п существуют исключительные ' 
наборы? 
6) Каковы эти наборы? 


Е. А. Горин 


мМ980. Внутри выпуклого а) многоугольника, бу 
многогранника с вершинами А ,.А,,...А„ взята точ-! 
ка О. Докажите, что среди п(п—1)/2 углов. 
АОА, (1, 8=1.2, ..., п) не менее, чем п—1 имеют | 
величину от 90° до 180°. 


| 
В. Г. Болтянский! 
1 
| 


4988. Хоккеист скользит по льду на одном коньке. 
Известно, что лед тает под коньком на глубину! 
# —=0,03 мм. Ширина конька 4==2 мм. Найти силу! 
трения между коньком и льдом. Удельная теплота, 
плавления льда 2. =3,3 - 10° Дж/кг, плотность льда! 
р—0,9 г/см. Считать теплопроводность льда ма- 


он М. Г. Бриз 
(Окончание см на с. ЗА 


а 
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Калейдоскоп «Кванта» 


Видя. что все математи- 
ческие науки — хотя 
предметы их и различ- 
ны — согласуются между 
собой в том, что рассматри- 
вают не что иное, как раз- 
ные отношения и пропор- 
ции, я думал. что наилуч- 
ше будет, если я стану 
рассматривать только эти 
отношения вообще..., что- 
бы потом приложить их ко 
всем Оругим предметам. 
к которым они подойдут. 

Рене Декарт 


Въ 
к \М 


Французский математик 
и естествоиспытатель Рене 
Декарт (1596—1650) — 
одии из основоположников 
европейской науки и фило- 
софии нового времени. Де- 
карту принадлежит честь 
создания аналитической 
геометрии, он — один из 
творцов современной ал- 
гебры, механики, оптики. 
Декарт первым в новое вре- 
мя поставил космогониче- 
скую проблему. 

В лице Декарта органи- 
чески соединился гений 
великого ученого и глубо- 
кого философа. Будучи 
создателем рационалисти- 
ческого метода в науке, 
Рене Декарт подчеркивал, 
что ‹подлинную науку 
можно найти в себе самом 
нли в великой книге мира». 


О круге 


В древней Греции круг 
н окружность считались 
венцом совершенства. Дей- 
ствительно, в каждой сво- 
ей точке окружность «уст- 
роенаг одинаковым обра- 
зом, что позволяет ей дви- 
гаться «по себе». На плос- 
кости этим свойством 0б- 
ладает еще лишь прямая. 
Одно из интереснейших 
свойств круга состоит в 
том, что круг при задан- 
ном периметре ограничи- 
вает максимальную пло- 
щадь. 

В русском языке слово 
*круглый» также означает 
высокую степень чего-ли- 
бо: ‹круглый отличник», 
«круглый сиротаь и даже 
*круглый дурак». 

С кругом связана и клас- 
сическая задача, ставшая 
символом неразрешимой 
проблемы. Это — задача 
квадратуры круга, то есть 
построения © помощью 
циркуля и линейки квад- 
рата. равновеликого дан- 
ному кругу. Задачу эту 
не могли решить на протя- 
жении более двух тысяче- 
летий. Лишь в ГХ веке 
усилиями нескольких вы- 
дающихся математиков — 
Ламберта, Лиувилля, Эр- 
мита и Вейерштрасса — 
была установлена невоз- 


Полезные 
формулы 


Не очень трудно найти 
длину дуги сегмента и его 
площадь, если известен 
радиус окружности п угол, 
стягиваемый дугой  сег- 
мента. Но как быть, если 
эти величины неизвестны, 


можность построения при 
помощи циркуля и линей- 
ки квадрата, равновелико- 
го данному круту, и. вы- 
яснена природа числа л. 

Циркуль и линейка — 
это классические инстру- 
менты геометров с древ- 
нейших времен до наших 
дней. Ими можно прово- 
дить лишь прямые и ок- 
ружности. Однако сколько 
интересных задач связано 
именно с циркулем и ли- 
нейкой! В каждой из них 
выявляется то или иное 
свойство круга по отноше- 
нию к другим кругам, 
прямым и многоугольни- 
кам. 

Приведем три теоремы, 
доказанные в разное вре- 
мя, но очень похожие по 
формулировке. 

Первая теорема носит 
название «лоризм Штейне- 
раъ в честь швейцарского 
геометра Якоба Штейнера 
(1796—1863) (поризмами 
называют утверждения, 
промежуточные между за- 
дачами на построение и 
теоремами): 

Пусть на плоскости да- 
ны две непересекающиеся 
окружности. Построим 
еще одну окружность так. 
чтобы она касалась двух 
данных. Назовем ее пер- 
вой. Затем нарисуем еще 
одни окружность, касаю- 
щиуюся двух данных и пер- 
вой окружности. Ее назо- 


а из инструментов у нас 
лишь одна линейка? В 
этом случае удобно ис- 
пользовать следующие 
приближенные формулы: 


ры МЕ, 5 = НЕ. 
Здесь р — длина дуги 
сегмента, 5 — его пло- 
щадь, Г — длина хорды, 
й — высота сегмента, 
! — длина отрезка АС (см. 
рисунок). (При углах. 
стягиваемых дугой сегмен- 
та, меньших 60°, эти 
формулы дают ошибку, 
не превышающую 1,5 %.) 


вем второй. Третья окруж- 
ность будет касаться двух 
данных и второй окруж- 
ности ш т. 9. Может слу- 
читься, что на некотором 
шаге очередная окруж- 
ность коснется первой ок- 
ружности. как на рисун- 
ке Г. Утверждение Штей- 
нера состоит в том, что 
если для некоторой на- 
чальной (первой) окруж- 
ности получится такая це- 
почка. то подобная цепоч- 
ка образуется при любом 
другом выборе первой ок- 
ружности. При этом и ко- 
личество окружностей в 
цепочке не будет зависеть 
от т0г0, какую окруж- 
ность мы взяли в качестве 
первой. 

Вторая теорема принад- 
лежит французскому ма- 
тематику н механику 
‚ЖЖ. Виктору Понселе 
(1788—1867) и утверж- 
дает следующее: 

Пусть снова имеются две 
непересекающиеся окруж- 


Задачи 
и головоломки 


1. Возьмем прямоуголь- 
ный листок бумаги, 
который можно накрыть 
кругом радиуса 1. Перег- 
нем листок (рис. 1). Можно 


Рис. 1. 


ности. Будем считать, что 
одна из них находится 
внутри другой. Выберем 
на внешней окружности 
некоторую точку и прове- 
дем из нее касательную 
к внутренней окружности. 
Из новой точки. пересече- 
ния этой касательной с 
внешней окружностью 
проведем еще одну каса- 
тельную к внутренней ок- 
ружности и Т. 9. (рис. 2). 
И вновь: если на некото- 
ром шаге мы попадем в на- 
чальную точку, то такой 


процесс «замкнется» при 
выборе в качестве началь- 
ной точки любой другой 
точки внешней окруж- 
ности. 

Третья теорема была до- 
казана совсем недавно 
американскими математи- 
ками В. Л. Блеком, 
Г. К. Хаулендом и Б. Хау- 
лендом и носит название 
«теоремы о зигзагах»: 

Вновь возьмем некото- 


ли теперь накрыть его тем 
же кругом? 
В. В. Произволов 


2. К двум окружностям 
проведена внешняя каса- 
тельная АВ и две внутрен- 


ние касательные, пересе- 
р.В 
ас 
Рис. 2. 


кающие отрезок АВ в 
точках С и ОД (рис. 2). 
Докажите, что АС—ОВ. 
Г. А. Гальперин 


Рис. 3. 


рую точку на внешней 
окружности и, поставив 
ножку циркуля в выбран- 
ную точку. сделаем на 
внутренней — окружности 
засечку. Поставим ножку 
циркуля в получившуюся 
точку внутренней окруж- 
ности и тем же раствором 
циркуля сделаем засечку 
на внешней окружности. 
Из полученной точки сно- 
ва «шагаем» тем же ра- 
диусом на внутреннюю ок- 
ружность, затем снова на 
внешнюю и т. 9. Соеди- 
нив последовательно полу- 
чаемые точки, мы обра- 
зуем зигзагообразную ло- 
маную (рис. 3). И вновь 
оказывается. что если эта 
ломаная на некотором ша- 
ге замкнется, то она замк- 
нется при любом другом 
выборе начальной точки 
{раствор циркуля оставля- 
ем прежним). Сохранится 
п число отрезков ломаной. 

А.П. 


ус 
+ 0 д 
Физ чВры 


Н. К. Антонович 


{Начало см. на с. 31) 


ЕЕ А 


20%ы 20см 20см 10°“ 
Рис. Г. 


Ул, 7, 


\е Ъауе Бет рае бйзЫля 
Куап"$ сот{езё ргоМетаз еуегу 
топ гот Ше уегу Йг& 
1330е 0 оцг таражте. Те 
ргоЫетлз аге ползвапдат@ опез, 
Биё (Тег зошНоп  гедшгез 
ло ифогтайнов ошё14е Ше 
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9989. ЕВ тележки на гусеничном ходу поста-: 
вили на наклонную плоскость с углом наклона { 
с—=30° и отпустили. Найти ускорение модели. 
Длина модели [—=50 см, высота #=2 см. Гусеницы | 
сделаны из резины, их масса составляет 80 % всей | 
массы модели. Трение в механизме модели ре 
небрежимо мало. 

А.И. Буздин ' : 


$930. Тепловой двигатель представляет собой на- | 
полненный газом цилиндр с поршнем, движение! 
которого ограничено упорами АА и ББ (рис. 1). 
Газ медленно нагревают, пока поршень не коснется 
упоров ББ, после чего основание пружины сме-. 
щают из положения ВВ в положение ГГ. Затем ' 
сосуд медленно охлаждают до тех пор, пока | 
поршень не коснется упоров АА. Тогда основание ! 
пружины смещают назад до ВВ, цилиндр снова | 


‚ нагревают, и т. д. Найти КПД этого двигателя. ‚ 


Цилиндр заполнен гелием; площадь поршня 
$—=10 см?; жесткость пружины Е=10 Н/м, длина: 
ее в нерастянутом состоянии [+ —=60 см. Вене 
давление принять равным нулю. 
А. Р. Зильберман 


$Ф991. В схеме, приведенной на рисунке 2, 
И.=2,4 В, Е=:600 Ом, г=200 Ом, диоды Д, и Д.! 
имеют одинаковые вольтамперные характеристики | 


(рис. 3). Найти ток через диод Д.. | 


Р. 3. РОЕНОВОЕ: 
$992. При съемке кадра из фильма «Гулливер в 
стране лилипутов» актера, играющего роль Гулли- | 
вера, поместили на расстоянии 4 м от кинокамеры | 
с короткофокусным объективом, в актера, испол- 
няющего роль лилипута,— на расстоянии 40 м. | 
На какое расстояние нужно навести объектив | 
камеры, чтобы изображения обоих героев на ки- 
ноленте были одинаково четкими? 
Почему при такой съемке используется корот- 
кофокусный объектив? Оцените фокусное расстоя- | 
ние такого объектива, если известно, что обычная: 
(некомбинированная) съемка людей с расстояния | 
5 м проводится объективом с фокусным рас- ! 
стоянием 50 см и глубина резкости при этом} 
0,5 м. 


— > ..- 


Е. Н. Юносов. И. В. Яминский | 


РтоЫет$ 
М976—М980; Р988—Р992 


М976. Тхо гауз, Фогимии ап апя!е о? 45°, ате дгами Ёгот Ве 
уег(ех А оё &Ме здиате АВСО. Опе зущегзесйз зе ВС аф 1\тет 
ро Е ап@ \Ме Факопе! ВБ а& 1\е рошё Р, \е о\ег: 
1п1егзесйз з14е СБ а& Ме рот Р ап@ \3Ше Фавопа] ВО а, 
«Ве рошь О. Ргоуе {Таё Ме агоа © И4апе АЕР т Ам1се, 
Та! ог АРО.- 


Е. С. Сортап , 


зсоре оГ Фе 0558 зесопдагу 


соо зуЦаБоз.- ТЬе  тоте 
ЗИси\ ргоетз аге тагке@ 
УИНЬ а заг (). АНе Че 
зфафетепте оГ {Ме ргоЫет, ме 
узиаПу п91сайе уро ргорозе@ 
Е № 5 И 1503 фо 
заузли 16а по аЙ 4езе 
ргоШетз аге Ёгяё рибЁса оп. 
Тъе зошНопз ой ргоЫетаз гот 
5 133ще (п Визчапт ог шт 
ЕпейзЬ) тау Бе розёе по 1а4ег 
ал Уите 15%, 1986 № Ше 
ГоПоутЕ — ад@гезз: 10558, 
Моксох, 103006, Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кваит». 
Рфеаве веп@ Ве зошНоп» о? 
рЬузев  апЯ та фетаНся 
ргоБ\етз, аз ме ав ргоЫетв 
Ггот @1Гетейй 18з0ез, цпдег 
зерагафе соуег; оп {Ве епуеоре 
этИе {Ве мог: «КУАМТ‘5 
РВОВЕЕМ$» ап@ фе пишБегз 
ог ай 46е зо!уеф ргоЫет$; 
1 уошг ПеНег епсюзе ап 
ипз{атре@ зеМа@9гевзей епуе- 
1юре — ме зВаЙ цзе И {0 зеп@ 

] уов Фе соггесноп гевш 3. Аф 
{Ве еп@ 0 1е асадетас уеаг 
\е зит пр 4Ве гези оГ Ве 
Куадё ргоШет еоп(ез(. И уси 
Науе ап огта! ргоШет ® 
ргорозе Гог риИсаНоп, реаве 
вепд И 40 из опдег зерата%е 
соуег, т 10 сорез (зп Кизшап 
ог п ЕйёЕНзЬ), поеюаше Ше 
вошНоп. Оп е епуеЮре игЁе 
МЕ\ РКОВЕЕМ {№ РНУ$С$ 
(ог МАТНЕМАТ!С5). 


№977. 13 И розу Ме № омаш Ше раупоп4а! х {тот йе! 
роупоп!а! Кх) ап@ &(х) Бу теапз оЁ а94Иотз, зирятасНопу 
ата тирИсайопв Ё а) /(х)== х? 4х, &(х)-=х? +2; Ь) Кх)-= хх, 
&(х)=х—2; ©) Кое? х, в(х)=2х; 8) Ко=ахх, 
#(х)=х"? . 
$. Г. Кималооз: 


№М978. Сап опе Ёйпб {мо поп-оуе|аррше ечиЙаега] гаи ез 
ОЁ ЗФез &теафег {вап \/273 м а зацаге ой 4е 1? ' 
Е. А. Каг!ог. Г. К. Вутигоь (ВИ вата) : 


№979. Те Ё впЯ п Ъе роымуе и(ерегз, Ё<л. Алу Ё4ире оф! 
ро йуе питЪегз а, а.,..а, 1е53 \Мап 1 м! Ъе саПед | 
ехсерцопа{ Ш ог апу Зесотроз! оп ой п ибо Ё зиттап95 
п=п,+п.+...п,, УВетге а! 1\е п; аге поп-пекаЙуе Иимерегз, 
а |еа36 опе оЁ {е питЪегз а, - п, в ап ицевег (#—=1,2...., п). 
а) Ког мНа% Х ап@ п Зо ехсериопа!| Ё-вар]ез ех15&? 

Ъ) тд Фем. 


Е. А. Сомл ! 


№980. ТНе роп\ О 13 сНозеп {пе а} а р4укоп, 6} а рыуНед-: 
хоп мИН уегИсез А,„А,,....А„. Ргоуе а атопя 11е п(п—1)/2 , 
ап ез А„ОА, (п.й-1,2,...п) по 1езз 4Вап п—1 аге Бегиеев . 
90° апа 180°. | 

У. 6. Воицапз Е: 


2888. Ап {се ВосКеу мМауег зИ4ез оп опе зКабю зо Маф {Те ке ! 
цпдег Ве зКае те 143 0 11е дер А —=0,03 тм. ТВе млатн оЁ те 
зКа{е 13 4=2 тт. Ел@ Ше Гохсе оё {исИоп Бебмсепт зКа{е апА 1се 
И {Ме зресёас Беа® о? \се теор 13 ^=3,3 - 10 З/ка, Ме 
ЗепзНу оЁ же р=0.9 &/ст?. Неа сопдисцуНу о се 1 
пехцЫе. 


М. С. баигИог ` 


Р989. А 1гасК уеБс!е то4е! 18 р!асёй оп ап шсИлей рапе 

ФогиииЕ ап апЕе о{ с==80° © Ше Комтоп ап@ &Пеп г@еазей. ' 
Еа4 Че ассейеганот 0Ё {е чей. $ еп 15 {=--50 ст, 
#3 Везкре 1 = 2 ст. ТВе %гасКз аге тафе оЁ глББег, 1}е1т пзазз Ш 
80 % оЁ {те уеше'5 вюфа! тазз. Тппег ГИсиоп шп 1Не уешае 
13 пеня Ще. 


А. Г. Вигат 


Р990. А Кеаф епрте 18 сопзниие Бу а суштаег миЪ 
рэ\юл мНове тойноп 15 НтиеЯ Бу Ме Шоскз АА апа ББ 
(зее 1ецте Рис. 1). Т\е сунядег сопбайтлз паз. ТВе баз 13 ЗоуПу 
реафей оп] Те рЁ\фюоп гелсВез {пе ЫосКз ББ ап@ {пел йе Ъазе 
ОГ {Ме р:зюп 13 тоуе4 хот 11е роз Шоп ВВ ю Ше розюоп ГГ. 
ТНеп &Йе зужет 13 10\]у содейё ци {те рух\юп тоуез ЪасК | 
ап Зоисрез Фе Ыоскз АД. АЁ И15 роте \е Базе оЁ Ме 
зришя 13 тоуеё БасК ® ВВ. 1теп йе субп@ег 13 ВеаеЯ аркап, : 
ап@ зо оп. Рама 1те ‘еЁйсепсу ой 13 епише. ТЬе агеа ой те 
р1Звюл 13 з=10 ста”, Не @азисЦу ой 4Ве время {3 К=10 Миа. , 
Тре [еп оЁ фе хрёти шт цпигееНей зе 15 1=.60 ст. 
Тве ежегог ргеззиге тву Бе аззишей сапа] ю зего. 

А. В. ХИбегтоп № 


Р981. м Ме стс зпомп оп Иките Рис. 2. Че додез 

рауе Чеписа1 уоКатреге спагасейз св (Рис. 3). Е!п9 Ве сиггепф 

«Пгоций {Те дю4е Д, И {.—2,4 У; К—=600 Онтз; г—=200 ОБтз. , 
В. Х. Ашхап@гое .! 


! 
| 
| 
| 
1 
Р992. \УВИе Иня опе оЁ &\е зсепез оЁ Ще шоме 
“Си уег л Ме соцпйгу оГ ВНрийз”, {Ле томе асюг раушЕ | 
{Пе ге о СиШлег маз р]асеб 4 т {гот \Ме зВогё Госа| * 
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№956. На плоскости проведе- 
ны четыре окружности одина- 
кового радиуса так. что три из 
них проходят через одну гоч- 
ку А. и три — через точки 
В. Докажите. что четыре точ- 
ки их попарного пересече- 
ния, отличные от А и В.— 
вершины параллелограмма. 


№957. Докажите. что из 1985 
различных натиральных чи- 
сел. все простые делители ко- 
торых содержатся среди пер- 
вых 9 простых чисел 2.3.....33. 
можно выбрать чегыре числа. 
произведение которых. — чет- 
вертая степень целого числа. 


Решения задач 


М956—М960; 2968—4972, 

Приведем одно из многих решений задачи. 
Обозначим центры окружностей через О, 0., 
О., О., точки их попарного пересечения — через 
К, Г. М. М (см. рисунок). Поскольку окруж- 
ности равны, точка Р пересечения общей хорды 
АК окружностей О, и О. с их линией центров 
ОО, делит оба отрезка АК и ОО. пополам. 
Аналогично, отрезки О.О. и АЁ имеют общую се- 
редину @. Следовательно, отрезок Р@ является 
средней линией двух, треугольников — О.О0.О- 


и АКГ, то есть 0,0: =2Р9=КЕ. Точно также 
доказывается, что 0,0. ‚0.—=ММ, а из равенства 


КГ, КГ—О, ),0.=ММ следует, что КЕММ№ — паралле- 
лограмм. 


Докажите самостоятельно. что А и 8 — точки пере- 
сечения высот треугольников ВАТ. и АМ\: этот факт можно 
непользовать для другого решения задачи (ср. с заключи- 
тельным замечанием в решении задачи М951 в прошлом 
номере «Кванта» }. 


Ф 


Докажем, что из данных чисел можно выбрать 
достаточно много таких пар (а.6), что произведение 
аб — квадрат целого числа; точнее: из № чисел 
(с 9 простыми множителями) можно выбрать 
не менее (М—2")/2 таких пар. В нашей задаче 
№М—=1985, так что можно выделить не менее 


В. Н. Дибровский 


(1985—512)/2, то есть по крайней мере 737 пар 
(а.6). Затем к М=737Т целым числам \а6 можно 
применить еще раз то же рассуждение и по- 


лучить такую пару (лаб. \с4) — даже (737— 

—512)2--1/2=113 таких пар, — что произведение 
`@б - \с4 квадрат целого числа. то есть абс@ — 
четвертая степень целого числа. 

Осталось доказать сформулированный факт. По 
основной теореме арифметики каждое натураль- 
ное число однозначно представляется в виде про- 
изведения простых множителей. Произведение аБ 
двух целых чисел 

а=2" 3” ...23" и 6—2. 3' ...28% 

будет точным квадратом в том и только том 
случае, если показатели «и, и В, имеют одинаковую 
четность (для каждого Гот 1 до 9); в этом случае 
наборы (ч,,‹1,,....и5) и (В,,В.,....В.) показателей мы 
будем называть сравнимыми. Будем из № наборов 
показателей, соответствующих № данным числам 
(с множителями 2,3,,...,23), выделять одну за другой 
пары сравнимых наборов, до тех пор, пока это 
возможно. Наборов без пары останется не более 
2”, поскольку существует всего 2° попарно несрав- 
нимых наборов показателей (на каждом из 9 мест 
может стоять либо четное, либо нечетное число — 
всего 2” вариантов). 

Эта задача. предложенная 


международной олимпиаде, — 
видимо, очень трудной проблемы. 


Монголией на последией 
частный случай следующей, 
Пусть задвиы натураль- 


№М958*. Пусть О5иЗЬ<... 
..<3м — целые числа. Дока- 
жите, что количество нечет- 
ных коэффициентов у много- 
члена 

(1-х + хе +... Нах)" 
не меньше, чем у многочлена 


ах)". 


(1-х) = 41+4х", (1) 


ху = (1+5), , (2) 


ди 


(НТ в (1-х 
+х(1-г х', (3) 


пех --а--х 1 = 
= хх", (4) 


формула {4) используется и 
случае г.==2).. .а==ыь-ЕТ = 
=—2};,--1 (3 -1,2,....т). 


ные числа а и т. Для какого № можио утверждать, что из 
М№ любых наборов (и а.„..а), где п — целые числа, 
можно выбрать т наборов, сумма {1-х координат которых 
делится на т (для каждого 1=1,2,....0)? Естествеино, что № 
должно быть больше (т—1)/24 {по крайней мере, уменьшить 
эту оценку нельзя: достаточно взять все наборы из нулей 
и единиц, каждый по (1—1) раз). Интересио было бы доказать 
или опровергнуть гипотезу, что наименьшее М№М—М(@а, т), для 
которого верно сформулнрованное выше утверждение, равно 
(1—1)29 + Ё, или хотя бы получить оценки для №8, т). 
Для 4=1 — то есть для целых чисел < — эта гипотеза 
доказана: №(1,т)=2т— 1 (см. «Квант», 1971, № Т, с. ЗОи № 8, 
<. 43). Ома верна также для т--2#: из факта, доказаниого в 
решении задачи М95Т, эквивалентного неравенству №4, 2т)< 
<«2М№(4. т)-+2°—1, и очевидного неравенства №(а, 2)<2°--1 
вытекает, что 


№49. 4 )< 28 --29+1+-1, Ма, 8)<27 24+ {-29+2.|-1...., 
М. 2%) < 24-4-2941 {-...4-29 1—1 4-1 (2 —1)29 +1; 
таким образом, Ма, 2*)==(2*—1)2°-- 1. 

Не менее интересна (довольно близкая) проблема, пред- 
ложенная нашим читателем Д. Флейшманом: в ТОЙ же си- 
туации требуется выбрать нз М наборов несколько (не 
обязательно ровно т), сумма которых *делится на т». 

7 Н. Б. Васильев, Д. Б. Фукс 


Будем называть два многочлена Ё(х) и С(х) с 
целыми коэффициентами эквивалентными, если 
все коэффициенты их разности Р(х)—С(х) четны, 
и записывать эту эквивалентность так: Ё(х)= 
=(С(х). Например, (1-+-х)?==1+-х° (см. также фор- 
мулы (1) — (4) на полях). Ясно, что если 
РЕ. =С., Е.==С., то РС =ЁР.-С., Р.С, =Р.С. 
(РР.—СС.=РКЕ.—@)+СР,—С ди ЕгЕ5СТ для 
любого натурального т. Число нечетных коэф- 


фициентов многочлена Ё(х) будем обозначать через 
И’(Е(х)) или У’(Ё) и называть весом многочлена 


Р(х); положим У/((1+х))=и0. Многдчлен 
(1-+х)“--@а-х)"+...+а-х)" в условии задачи 
обозначим коротко через Р(х). Требуемое неравен- 
ство 1(1,)<И’(Р) можно доказать методом матема- 
тической индукции. Вот одно из таких доказа- 
тельств — индукцией по & (предложенное авто- 
рами из Нидерландов, представившими эту зада- 
чу на международную олимпиаду). 
Из формулы (1) на полях следует, что для любо- 
го многочлена с целыми коэффициентами степе- 
ни меньше = 

И(Е(х) (1-х) =2У(Е(х)). (+) 
При &=0 и 5 =1 нужное неравенство И(Р)—= 
=—и(1) очевидно. Предположим, что оно верно для 
ь<2 (Е>!) и докажем его для <<". 
Положим 4=2’ и рассмотрим два случая. 

Если 1294, то, полагая Е(х)=(-х)" <... 
...--(-х)“-“ по формуле (*) и предположению 
индукции получим: 

И(Р)=2\/(Р)>2ш(—9)=иш(и). 
Если 1<4, запишем Р(х) в виде 
Ри(х) (А ху Р.(ж)ЕР (х)ЕР(х) +х°Р.(х), 
где Р/(х) — сумма многочленов (1--х): с показяа- 
телями &<а. Тогда каждый нечетный коэффи- 
циент многочлена Р.,, который ‹убивается» ние- 
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М9Б5*. В стране между неко- 
торыми парами городов уста- 
новлено авиационное сообще- 
ние. Докажите, что можно 

| закрыть не более, чем 1/(®— 
' — 1-ю часть авиалиний таким 

| образом, что среди любых Е 
городов найдутся два, не со- 
единенные между собой авид- 
линией, если 


Е аа 
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четным коэффициентом Р. при той же степени х, 
возникает вновь в члене степени на 4 большей 
многочлена х’Р.(х), поэтому и(ё)<И(Р,)< ИР). 

Нриведем еще одно рассужденне — нндукцией по р. 
Для й=0 наше утверждение очевидно (10(0)=1). 

Докажем, что если оио верно для некоторого й=], 
то оно также верио для п=2) н 1 =2л +1. Для этого, поль- 
зуясь предположением индукции н формулами (2), (3) и (4) 
на полях, учтем отдельно коэффициенты при четных и не- 
четных степенях х в многочленах (1-+х)' и Р(х). Положив, 
в зависимости от четности &,, &=2), или =2)-1 и при- 
меняя формулы на полях, запишем многочлен Р(х) в виде 
Ех) --хР.(х”). 

Если й=2}, то, согласно (2), ш(Ь)=иху). При этом, еёли 
Ы>и+1, то запись Р(х) начинается с (1-х?)й н вклад 
коэффициентов при четных степеиях х в вес Р(х) (то есть 
вес Р,(х)) уже не меныше #(),). Если же &=-%, то, ис- 
пользуя (4), мы начнем запись Р(х) с х(1-+-х°)^ и по пред- 
положению нидукции вклад И/(Р.) коэффициентов при нечет- 
ных степенях х в вес Р(х) не меньше и(}). 

« Если 6 =2} +1, то, согласно (3), (1) =20(]) и вклад в вес 
Р(х) и четных, и нечетных степеней х не меньше и(л), 
так что У(Р)>2ш(р)=и@}. 2 

Наконец, наметим наиболее поучительное решение, ис- 
пользующее общее правило описания всех нечетных коэффи- 
циентов многочлена (1--х)’. Представим Е в виде 


12": +2”? +... +27‘, тт. <..«ты (+) 
такое представление всегда существует и единственно (т ,....т,— 
это номера разрядов двоичной записи числа Ё, в которых стоят 
1). Тогда по формуле (1) на полях (1-х)’ = (145%)... 
...(1-х“), где 4;:=2”. Поэтому коэффициент С’ многочлена 
(1+х)’ при х” нечетен тогда и только тогда, когда К 
равно некоторой подсумме суммы (*). Обозначая через 
МС) множество показателей {т/,..„.т,} в двоичиом разложении 
ь это условне можно записать п виде М(Ё)< М(2). Следова- 
тельно, коэффициент при х“ миогочлена Р(х) иечетен тогда 
м только тогда, когда множество В=М(К) содержится в нечет- 
ном числе множеств А‚=М(1,), 8—=1,2...,и; такие множества 
В будем называть мечетными. Итак, нужно доказать такой 
чисто комбинаториый факт: число всех подмножеств множе- 
ства А, не меньше числа всех нечетных множеств. Для 
зтого достаточно сопоставить всем С< А, различные нечетные 
подмножества Р(С). 

Если С само нечетно, положим Е(С)=С.- В противном случае 
добавнм к С множество, выбранное следующим образом. 
Рассмотрим все А,. содержащие С(з>2) — их число нечетно,— 
и множества П,, состоящие из всех элементов А,, не входящих 
п А,. Среди этих множеств могут встретиться одинако- 
выс; оставим лишь те, которые представлены нечетным 
числом копий, из них выберем некоторое наибольшее (не 
содержащееся в других) Р‚, н положим Р(С)-=СоБ,- 
Легко вндеть, что все множества Р(С) нечетны и различны 
(Р(С)ПА,==С). 

Если выписать коэффнциенты (1-х). заменяя четные иа 0, 
а нечетные — на 1, и составить из таких строчек 
таблицу, получится «двоичный треугольник Паскаля», пока- 
занный на полях. Попробуйте разобраться в его структуре и 
проследить г его помощью за последним решением. 

Н. Б. Васильев, Д. Б. Фукс 


Ф 


а), 6) Рассмотрим сразу общий случай. Разобьем 
все городн каким-то образом на Ё— 1 групп. 
Авиалинии, соединяющие два города из одной 
группы, назовем внутренними (для данного раз- 
биения). Выберем из всех разбиений то, для кото- 
рого число М„ внутренних авиалиний минималь- 
но, и докажем, что общее число № авиалиний не 
меньше (Е —1)М... 


в) =3; 
6) К любое натуральное 
число, > 1. 


№960. Если разность между 
кубами двух последователь- 
ных натуральных чисед — 
квадрат некоторого натураль- 
ного числа п, то число п 
представляется в виде суммы 
квадратов двух последовв- 
тельных натуральных чисел. 
а) Докажите это утверждение. 
6) Вот один пример таких чи- 
сел: 83—72 +9); приве- 
дите еще хотя бы один при- 
мер. 

6) Докажите. что их сущест- 
вует бесконечно много. 


Для этого заметим, что число п внутренних 
авиалиний (для выбранного «минимального» раз- 
биения), выходящих из любого города А, не больше 
числа п, авиалиний, ведущих из этого города в 
любую группу городов (7, (1=1,..,К—1): если бы 
оказалось, что п>п, мы перевели бы город 4 
в группу С, и тем самым уменьшили бы число 
внутренних авиалиний на п— п, Следовательно, 
общее число авиалиний, выходящих из города 4, 
не меньше (&—1)п. Суммируя такие неравенства по 
всем городам и учитывая, что каждая авиалиния 
соединяет два города, получим, что 2М> 2(Е—1) М, 
Закроем теперь все внутренние авиалинии нашего 
*минимального» разбиения. Тогда из любых # 
городов хотя бы два попадут в одну группу и не 
будут соединены между собой, причем закрыты 
будут не более М/\Е— 1) авиалиний. 
А. 4. Разборов 

Ф 
а) Пусть (т--1)°— т*=л?. Раскрывая скобки и ум- 
ножая обе части равенства на 4, получим, что 
3. 4т?-+3 . 4т-+4=4п? или 

3(2т-+1)2=(21 +1 (2п— 1). (1) 
Поскольку числа 2п-+1 и 2п—1 взаимно про- 
стые, равенство (1) возможно, только когда одно из 
этих чисел — квадрат натурального, а другое — 
утроенный квадрат. Но число п нечетно (п? — 
это разность чисел разной четности), поэтому 
2п-4{1 дает при делении на 4 остаток 3, а 
квадрат целого числа либо делится на 4, либо 
дает при делении на 4 остаток 1; следователь- 
но, точным квадратом является 2п—1; то есть 
21—1=(21+1)? или п=22 24-1 =Р (1+1). 
6), в) Полагая п равенстве (1) 2Зп=а, 2т-{-1=, 
перепишем его в виде 

а?— 361 =1. 

Очевидно, каждому решению (а, 5) этого уравнения 
с нечетным БЬ (и, следовательно, четным а) отвечает 
пара (т, п), удовлетворяющая условию задачи. 
Покажем, как по одиому решению (а, 65) 
можно построить бесконечную последовательность 
решений. Мы воспользуемся обздим методом ло- 
строения решений так называемого уравнения 
Пелля х—ау?=1, о котором подробно рассказы- 
залось в статье Н. Б. Васильева и В. Л. Гутен- 
махера «Пары чисел и действия с ними» 
(Квант, 1985, № 1, с. 20). 

Пусть (а,, &,} — какое-то решение (2). Определим числа 
вк и 6, равенством (а, +8 3) =а, НЬ,`.3. Ясно. что тогда 
(а.—5.\3)=а.—Ь, 3, поэтому 
а! — Зы: =(а 3) (ах — В \3) = 

= (а, В, УЗХа, —65,\3))* = (а: —35)' =1 
Следовательно, пары (а,, 5,) при всех К также 
удовлетворяют уравнению (2). При этом, если 6, 
нечетно (а а, четно), то при нечетном Ё число 
5, представляется в виде а, - А+ЬЗ“^_'”? и тоже 
нечетно. 
Таким образом, начав, скажем, с (а, 6, )—(2, 1) 
и последовательно вычисляя нечетные степени 
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Ф968. На три параллельных 
оси. соединенных жесткими 
стержнями. насажены три за- 
цепленных шестеренки с ра- 
Эиусами г. г. ш г. (рис. [). 
Оси В п С вращаются вокруг 
неподвижной оси А с угловой 


) скоростью ; при этом разме- 


ры греугольника АВС остают- 
ся неизменными. а шестерен- 
ка радиуса г, движется посту- 
пательно. С какой угловой ско- 
ростью вращается шестеренка 
радиуса г.? 


Рис. 1. 


4969. Две банки. сделанные 
из одного и того же материда- 
ла. имеют одну и ТУ же 2гед- 
метрическук форму. причем 
все линейные размеры одной 
банки в # раз меньше. чем дру- 
гой (см. рисунок). В дне каж- 
дой банки сделано отверстие. 
Банки одновременно опуска- 
ют на воду. Кикая банка уто- 
нет скорее? Во сколько раз? 


40 


(2+3)=26+15\:3, (2+) 3)°=362-+209\, 3,..., мы 
получим бесконечный набор решений (2): (а:, 
Ь-)=(26, 15), (а-, Ь.)=362, 209),.... а из них — 
решения исходной задачи: (т, п)= (1, 13), (104, 
181), .... которым отвечают соотношения 8*—7°= 
—=(2"+3°)’ (пример из условия задачи б)), 
105—104? —(9* + 10?)? (ответ к задаче 6)) ит, д. 

А. П. Савин. В. Н. Дубровский 


Ф 


На рисунке 2 показано положение системы через 
время {. За это время точки В и С повернутся иа 
УГОЛ Ч = 02. Шестеренка радиуса г., согласно усло- 
вию, движется поступательно. Это значит, что за 
время Е эта шестеренка повернулась как целое 
вокруг оси А на угол ‹. И вокруг собственной оси 
С — тоже на угол ‹.. Значит, все дуги, отмеченные 
на рисунке 2, равны фГ., и угловая скорость 


вращения шестеренки радиуса г, определяется 
условием 
о == 4 = 
Рис. 2. 
Отсюда 
В. Вангелов (Болгария) 
Ф 


Из-за того что банки, которые‘погружаются в воду, 
сделаны из одного и того же материала, в первый 
момент глубина погружения каждой из них линей- 
но связана с размером. То есть, если размеры банок 
различаются в А раз [- = А[., то в # раз различаются 
расстояния от поверхности воды до отверстий 
№3=АЙ.. 

Так как перепад давления по обе стороны отвер- 
стия зависит от глубины погружения А\р=иьВ, 
а скорость воды, заполняющей банку через отвер- 
стие, связана с перепадом давления Ар= 


1 . 
== > @ воды”, ТО 


2’ =2 ай. (*) 
В свою очередь, скорость определяет время #, за 
которое банка наполнится водой и пойдет ко дну. 


Фу9Э7ТО. В тонкостенной непро- 
зрачной сферической оболоч- 
ке находится шар. радиус ко- 
торого в несколько раз меньше 
радиуса оболочки. Предложи- 
те способ определения плот- 
ности вещества. из которого 
сделан шар. Масса оболочки 
нецзвестни. 


Ф971. В магнитном поле, ин- 


дукция В которого вертикаль- 
на. вращается около вер- 
тинальной оси так. кок пока- 
зано на рисунке, металличе- 
ский стержень. Угловая ско- 
рость вращения равна е›. В ц 
п заданы. Найти разность по- 
тенииалов на концах стержня. 


Таким образом. зависимость (*) является ключе- 
вым соотношением, связывающим время с линей- 
ными размерами через ускорение свободного паде- 
ния 8, которое в этой задаче играет роль единствен- 
ной размерной константы, определяющей дина- 
мику процесса. То есть величины, имеющие раз- 
мерность м/с’, например ре, выражаются только 
через & и поэтому не зависят от {: 

ВИЙ. 
Следовательно, 

= @. 
И. К. Соболев 

Ф 
Измеряем вес сферы с шаром РЕ.М- т! &, где М 
и т — массы сферы и шара соответственно. При- 
кладываем к сфере силу РЁ (силу измеряем), на- 
правленную вертикально вниз, и в момент #=0 
убираем опору из-под сферы. Сфера начнет дви- 
гаться вниз с ускорением 

ван" а 
Масса т в формулу не входит, поскольку шар в 
момент { =0 отрывается от сферы и с ускорением а 
(относительно сферы} движется вверх. Измерив 
ускорение а, находим массу сферы М-=Руа. Из- 
мерение ускорения а надо закончить до момента 
удара шара о сферу в ее верхней точке. Отметив 
этот момент времени (по звуку удара или по 
скачку показаний динамометра, измеряющего 
силу ЕР), рассчитываем радиус г шара. Из 
5$—=а(\)/2, где \Ё — время движения шара, на- 
ходим: 

амМЕ 

г=А— те 
Здесь В — ‘радиус сферы, который можно изме- 
рить непосредственно, а путь 5 =2 (Е --г). Теперь 
мы знаем и радиус щара, и его массу 
(т= . -- — что позволяет решить задачу. 


С. А. Хорозов 
© 


Для решения воспользуемся выражением для ЭДС 
в виде 


Прежде всего отметим, что ЭДС будет постоянной 
в любой момент времени, так как стержень всегда 
находится в одинаковых условиях. Поэтому мы 
имеем право рассмотреть его полный оборот: 


— АФ = В?В, 


= 28 


« 


р д8`-В 1 а 
& = —— = ВЯ, 


то есть зависит только от В, в не от и. 
Л. Г. Маркович 


$972. В высокоскоростном ки- 
ноеземочном аппарате, при- 
меняемом для съемки быстро- 
протекающих процессов. плен- 
ка движется непрерывно со 
скоростью г. Для предотвра- 
щения смазывания изображе- 
ния между пленкой и объекти- 
вом установлена четырехгран- 
ная стеклянная призма с по- 
' казателем преломления п, 
вращающаяся с постоянной 
‚ угловой скоростью (рис. 1). 
{ Пренебрегая расфокусиров- 
| кой изображения. определите, 
{ при какой угловой скорости 
| изображение на пленке не 
{ емазывается. Определите тол- 
} шину призмы при условии. 
| что экспонирование изобра- 
„ жения одного кадра проводит- 
ся в пределах (— аз, чз} ее угла 
поворота. а минимальный раз- 
мер различимых деталей изо- 
| бражения равен 5. 


Пленка 


| 

|  Облектив 
Призма 

| 


Рассмотрим точку А на оптической оси. Ее изобра- 
жение А’ также расположено на оптической оси 
нри положении призмы, изображенном на рисун- 
ке 1. При повороте призмы на угол и изображение 
А’ смещается по горизонтали на &(а) от плоскости, 
в которой со скоростью у движется киноплен- 
ка, и на величину А(а) в направлении движения 
пленки (рис. 2). Смещение по горизонтали приво- 
дит к расфокусировке изображения. По условию 
этим эффектом можно пренебречь. 

Рассмотрим, к чему приводит смещение А(а). 
Относительно пленки изображение А’ движется 


\(а) 


со скоростью и=-,;— —2. Скорость « вращения 


призмы подбирают такой, что при малых углах а 
скорость и близка к нулю, и изображение А’ не- 
подвижно относительно пленки. Это объясняет на- 


значение вращающейся призмы — она компенси- 
рует смещение пленки. Зависимость А(с) от а 
имеет вид (й — толщина призмы) 


А(а) =Азт в (1 — 


©03 ( ) 


(выведите эту формулу самостоятельно, пользуясь 
законом преломления). 

Мгновенная скорость изображения А’ в тот мо- 
мент, когда оно находится на оптической оси, равна 


а\Ма) — @Ма) 4х я п! 
ей РА 8 аа @ а я 2 
и по условию 
—1 
Г = ® = 5. (*) 


С ростом и мгновенная скорость уменьшается. и 
точка А’ за время поворота призмы на угол п 
(Е = а/) СОНИ на пленке отрезок длиной 


- 
А=(р- —^“ю)-. Изображение на пленке не сма- 
зано, если а врея экспозиции кадра длина этого 
отрезка ие больше 8, то есть при и=а. А=5, или 


. с = 
— 0 яп т т р 
12 — 1? и и 
Отсюда находим Й: 
п—1 : г? 
(ве оо (д — ое). 
м Уп? — 312 п 


С учетом этого из (») находим, при какой угловой 


скорости призмы изображение на пленке не 
смазано: 
_ эп (в-—1 : ( с08 ао и). 
иГЬ яп 0% [1 


о оны 
А. А. Лапидес 


Искусство программирования 


Посмотрим 
на экран 


Ю. В. КОТОВ 


Пожалуй, самым популярным устройст- 
вом современных ЭВМ, особенно среди 
непрофессионалов, стали электронно-лу- 
чевые экраны, прндающие машинам неко- 
торое сходство с телевизорами. Допол- 
ненные клавиатурой и такими приспо- 
соблениями, как зсветовые перья», +ви- 
зиры»› н змышкиь, они облегчают ввод 
в ЭВМ, чтение и редактирование инфор- 
мации, управление вычислительным про- 
цессом. К крупным ЭВМ подключают по 
несколько таких устройств, что позволяет 
одновременно работать большому числу 
пользователей. Даже маленькие настоль- 
ные ЭВМ (так называемые персональные 
компьютеры) снабжаются экранами, ли- 
бо подключаются к обычным бытовым 
телевизорам. 

К сожалению, знатоки русского языка 
не смогли предложить для таких экранов 
с клавиатурой термина с русским корнем, 
и их называют английским словом здис- 
плей», иногда — «терминал». Дисплеи 
бывают алфавитно-цифровые и графиче- 
ские. Первые могут показывать на своих 
экранах только буквы, цифры, знаки и то, 
что из них состоит — тексты, програм- 


мы, числовые данные. Графические же 


дисплеи универсальиы в том смысле, что 
отображают как графическую инфор- 
мацию (схемы, графики, чертежи), так и 
алфавитно-цифровую. Современные гра- 
фические дисплеи делят на две большие 
группы — векторные и растровые. Если 
у векторных электронный луч последова- 
тельно высвечивает запрограммирован- 
ные элементы изображения — отрезки, 
символы и иногда дуги, — то в растровых 
устройствах он, как и в телевизоре, +за- 
штриховывает» экран последовательными 
строками, изменяя при этом свою яркость. 
На простейших растровых экранах изо- 
бражение складывается нз множества рас- 
положенных по рядам точек, и если этих 
рядов недостаточно много,— например, 
200, 300, качество изображения невысо- 
кое. Более совершенные растровые экра- 
ны позволяют получать полутоновые и 
цветные изображения. Среди них есть и та- 
кие, где качество «картинки» заметно 
лучше, чем в бытовом телевизоре, посколь- 
ку изображение разлагается на 1000 и бо- 


лее строк, к тому же нет неизбежных 
помех, приходящих с эфира. 

Графические экраны делают общение 
с машиной особенно наглядным и, при на- 
личии соответствующих программ, до- 
ступным для всех возрастов. Для повы- 
шения спроса на «бытовые» персональ- 
ные компьютеры ина западе развивается 
целая индустрия зкомпьютерных игрэ. 
Компьютерные игры, конечно, вещь не- 
плохая, развивают глазомер, быстроту 
реакции, сообразительность, они поль- 
зуются популярностью и у нас. Но с боль- 
шей пользой графические, как, впрочем, и 
алфавитные, терминалы применяют в 
учебном процессе, сочетая наглядность 
обучения с игровыми моментами. Мы 
не говорим уже об автоматизированиом 
проектировании, научных исследованиях 
и других серьезных занятиях. 

Цель этой заметки —— показать читате- 
лям «Кванта», не имеющим доступа к по- 
добному оборудованию, как реально вы- 
глядит экран дисплея в учебном процессе. 

На фотографиях представлены примеры 
изображений, получаемых на экране гра- 
фического терминала «ЕС-7064», подклю- 
ченного к ЭВМ серии ЕС, в Московском 
архитектурном институте и Московском 
институте радиотехники, электроники н 
автоматики. 

На первой фотографин видим — в ле- 
вой части экрана — орнамент, набранный 
световым пером из типовых элементов, 
высвеченных программой н правой части 
экрана. В начальный момент в левой части 
экрана светятся только точки, помечаю- 
щие узлы квадратной сетки 5Ж5 ячеек. 
Учащийся выбирает пером приглянув- 
шуюся ему типовую фигурку из «меню» 
и затем ‹«припаиваеть ее в нужную ячейку 
сетки, указав пером два диагонально рас- 
положенных узла. При этом можно +при- 
паять» фигурку ие только в исходной 
ориентации, но и с поворотом на угол, 
кратный прямому. В одну ячейку можно 
*впаять» две или три различные фигурки, 
с помощью специальных кнопок термина- 
ла можно стирать неправильно введенные 
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Фото 2. 


Фото 4. 


Фото 5. 
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фигурки, убирать после формирования ор- 
намента опорные узловые точки, выво- 
дить информацию на перфоленту или маг- 
нитную ленту для вычерчивания орна- 
мента на графопостроителе. Эта чигра» 
позволяет освоить режим «графической 
компоновки», понятие «графической кла- 
виатуры» или «меню», к тому же повто- 
рить понятия переноса н поворота. С этой 
программой успешно развлекаются не 
только студенты-первокурсники, но и 
школьники младших классов. 

На второй фотографии показана более 
профессиональная задача — с использова- 
нием того же принципа «спроектировать 
дом». Здесь сочетаются тренировка н рабо- 
те г ЭВМ и архитектурно-эстетические 
вопросы. 

На третьей фотографии мы видим изо- 
бражение несложного механизма (подобие 
робота-манипулятора), захват которого 
может взять или отпустить квадратный 
предмет. С помощью кнопок клавиатуры 
управляют движением механизма и ра- 
ботой захвата. При одном нажатии соот- 
ветствующей кнопки повернуть можно тот 
или другой рычаг п ту или другую сторо- 
ну на «большой». «средний» или +малый» 
шаг. Задача состоит в том, чтобы за воз- 
можно меньшее число шагов поставить не- 
сколько предметов рядом или друг на дру- 
га. Чтобы можно было следить за рабо- 
той учащегося, контрольная точка захвата 
оставляет иа экране след. Интересно, что 
при очевидной простоте задачи даже про- 
фессора, впервые севшие за экран, не сразу 
овладевают искусством управления робо- 
том. А есть более сложные механизмы, 
смоделированные в пространстве! 

Теперь попробуйте представить себе, как 
на специальном графическом языке за- 
дать фигуры, показанные на следующих 
двух фотографиях. Фигура з‹колесаь со- 
стоит из отрезков, окружностей и дуг. Но 
при этом используются также повторения 
(«цикл») и преобразования координат 
(поворот вокруг заданной точки). Для нзо- 
бражения детали надо числами и специ- 
альными кодами задать размеры и нужное 
положение составляющих ее частей — та- 
ких, как параллелепипеды, призмы и ко- 
нусы, а кроме того — задать и уточнить 
ракурс, под которым видна деталь (дру- 
гими словами — задать аксонометриче- 
скую или перспективную проекцию). 

На шестой фотографии мы видим изо- 
бражение пересекающихся тел — в дан- 
ном случае конуса и эллипсоида. Построе- 
ние и исследование линий пересечения 
поверхностей — одна из традиционных 
тем институтского курса начертатель- 
ной геометрии. Многие поколения сту- 
дентов строят такие линии с ПОМОЩЬЮ 
циркулей и линеек. Здесь же линии строит 
машина, но размеры тел (поверхностей) 
м их положение студент должен задать 
определенными числами. Когда тела зада- 


ны, с помощью кнопок клавиатуры объект 
можно просмотреть в различных ракурсах 
и с изменением масштаба. Можно также 
изменять положение или размеры задан- 
ных тел. На фотографии мы видим, что 
линия пересечения состоит из двух оваль- 
ных частей. Можете ли вы сообразить, 
каким образом надо передвинуть конус, 
чтобы линия пересечения содержала лишь 
одну часть? 

На седьмой фотографии — графики 
различных сикусоид. Каждая синусоида 
задана несколькими числами, среди кото- 
рых коэффициенты, входящие в ее урав- 
нение. Изменяя тот или иной коэффици- 
ент, учащийся может проследить, как он 
влияет на форму кривой. Конечно, сину- 
ссида — простейший пример, но даже при 
небольшом усложнении аналитического 
представления функции, математик и то 
не всегда скажет, как меняется форма 
графика при изменении различных вели- 
чин. Здесь новую, измененную линию 
ЭВМ позволяет получить за несколько 
секунд! 

На восьмой фотографии показано изо- 
бражение проектируемой типовой детали. 
Ее параметры заданы в виде нескольких 
чисел в двух строках в нижней части экра- 
на. В процессе автоматизированного про- 
ектирования подобных деталей конструк- 
торы проверяют на экране, как будут вы- 
глядеть создаваемые детали и их рабочие 
чертежи. Здесь мы видим зубчатое колесо. 
Если некоторые его параметры получают- 
ся п результате расчетов кинематики ма- 
шикы, прочностных расчетов, то другие 
(например ширина бобышки) определяют- 
ся конструктивно. Проектировщик также 
проверяет, правильно ли программа рас- 

‹ ставила размеры и обозначения; в случае 

необходимости он может по предусмот- 
ренным в программе правилам внести 
коррективы. Окончательно изображение 
выводится на графопостроитель. 

Наконец, на девятой фотографии — 65- 
лее сложный объект, нарисованный гра- 
фопостроителем. Между прочим, мощно- 
сти машин, недавно считавшихся боль- 
шими, уже не хватает, чтобы быстро фор- 
мировать и высвечивать на экране изо- 
бражения такой сложности. Приходится 
ждать перед темным экраном минуту, 
две... и надеяться на дальнейший быстрый 
прогресс электроники. Все же и сейчас 
ценность таких изображений очевидна. 
Изменив одно или несколько чисел нп опи- 
сании объекта, можно получить для срав- 
нения вариант, отличающийся компози- 
цией, пропорциями. Нетрудно просмот- 
реть объект Е разных сторон и расстояний. 
Выбранные з‹кадры» с большей точностью 
и подробностью переносятся на бумагу и 
полученные машинные чертежи могут 
быть доработаны вручную (раскрашены, 
детализированы) художниками и архи- 
текторами. 
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Полупроводниковые элементы вычислительной техники 
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УПТ. Регистры 


Доктор физико-математических наук М. Е. ЛЕВИНШТЕЙН. 
кандидат физико-математических наук Г. С. СИМИН, 
В. Я. СИНДАЛОВСКИИ 


ЭВМ часто сравнивают с живым организмом. В этом 
сложном организме роль сердца играет тактовый гене- 
ратор, задающий ритм работы машины, роль мозга — 
процессор, управляющий всеми операциями, производи- 
мыми ЭВМ. «Глаза» и зушиь ЭВМ — устройства взвода 
информации, «нервная система. — сложнейшая сеть 
проводников, объединяющая в единое целое элементы 
ЭВМ, «речьь — устройства вывода полученных резуль- 
татов. . 

В этом сложном организме мы изучили работу оди- 
ночных клеток — транзисторов. Именно из таких 
*«клеток» — биполярных или полевых транзисторов 
состоят почти все части ЭВМ. Не изучив, как устроена 
клетка и как она работает, нельзя глубоко понять рабо- 
ту организма. Но к другой стороны, ясно, что ограни- 
чившись только знакомством с одиночной клеткой, осо- 
бенно далеко в исследовании сложного организма тоже 
не продвинешься. 

В этой и следующей заметках мы расскажем, в качест- 
ве примера, как на основе уже изученных нами про- 
стейших логических схем и триггеров на транзисторах 
создаются более сложные радиоэлектронные схемы, не- 
посредственно служащие узлами ЭВМ‚,— регистры и 
сумматоры. 

Вся информация, хранящаяся и перерабатываемая 
н ЭВМ, представлена, как мы знаем, в форме чисел, 
записанных в двоичной системе. Регистры используют- 
ся в` ЭВМ для записи, хранения и считывания чисел. 

На рисунке показана упрощенная схема регистра 
для записи чисел, имеющих четыре двоичных разряда 
(в действительности регистры современных ЭВМ могут 
содержать до 64 разрядов). Регистр состоит из запоми- 
нающих элементов — триггеров, входных схем ‹«И», 
разрешающих запись, и выходных схем «И», разрешаю- 
щих считывание числа. 

Обратите внимание на условное обозначение триггера. Оно 
похоже на условное обозначение других логических схем, но 
содержит в правом верхнем углу значок *Т». Два входа тригге- 
ра обозначают буквами $ (от английского слова ве® — устано- 
вить) и Я (от сяова гезеф — возвратить, восстановить). Разлн- 
чие между входами чисто условное — электрически они совер- 


7 разряд 


2 ризряд 


3 разряд 


4 разряд 
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И 


‚и ЭДО НИ ом уоанели сти 


Так выглядит оперативная 
память современной ЭВМ. На 
печатной плате видны крем- 
ницевые интегральные микро- 
схемы. Время записи и считы- 
вания в регистры такой памя- 
ти составляет в среднем 50— 
100 мс. 

При выполнении действий 
с большими числами мы 
пользуемся представлением 
числа а следующем виде: 


0.123826. 10°“ порядок 

и ® 
мантисса основание системы 
счисления 


В ‘регистрах ЭВМ исполь- 
зуется аналогичное представ- 
ление чисел с той только 
разницей, что  основинием 
системы счисления служит 2 
(двоичная система). а мантис- 
са и порядок также записаны 
в двоичной системе. 

Запись в девятиразрядном 
регистре ЭВМ числа —4,5: 


1 2 3456789 


Е 023 
—— \—„— 


знак знак поря- мантисса 
ман- по- док 

тиссы рядка 

Первый разряд регистра 


отводится для записи знака 
числа (мантиссы). Число’ 1 в 
разряде соответствует минусу, 
0 — плюеу. Второй разряд 
показывает знак порядка. В 
данном примере порядок 
имеет знак плюс. Разряды 
с 3 по 5 отведены для записи 
порядка; в данном примере 
порядок равен +3. Разряды с 
б по 9 служат для записи 
двоичной мантиссы. Единица 
в б-м разряде соответствует 
2—1, 8 7-м. — 21, в 8-м — 
2—Зит. д. Таким образом, за- 


писано число — (! . г +0х 

1 1 1 № — 
хо 8 +1 1). 2 = 
=-— 4.5. 


В приведенном примере ман- 
тисса может изменяться от 


15 15 
—16 до + 16° а порядок от 
—7 до +7. В ЭВМ серии ЕС в 
32-разрядных регистрах хра- 
нятся числа от 25,4. 10-79 
до =—7,2. 10". 


В ЭВМ ближайшего будуще- 
го на смену кремниевым БИС 
придут ИС оперативной памя- 
ти на основе полупроводнико- 
вого материала — арсенида 
галлия. На фотографии по- 
казана ячейка 
имеющая размер 62х65 мкм. 
Полевые транзисторы, входя- 
щие в состав схемы, имеют 
затворы: длиной 1 мкм. 
Кристалл © объемом памяти 
4 кбит содержит 26600 поле- 
вых транзисторов и имеет 
размер 5,6%Ж6 мм. Быстро- 
действие ИС — 2 нс. 


Объем оперативной памяти 


медостаточен для решения 
сложных задач на ЭВМ. 
Основная часть информации 
хранится во внешней памяти. 
имеющей гораздо больший 
объем. хотя цв меньшее 
быстродействие. На фотогра- 
фии изображено устройство 
внешней памяти на магнитной 
ленте, немного похожее на 
обычный катушечный магни- 
тофон. На денте длиной 750 м 
может храниться до ВБ млн. 
32-разрядных чисел. Время 
считывания всей такой ленты 
составляет 6—7 минуг. 


такой .ИС. 


шенно эквивалентны. Вход А используется для установки на- 
чального «нулевого» состояния триггера, в вход 5$ — для пода- 
чи сигнала, который необходимо запомнить. Выход триггера, 
напряженне на котором устанавливается равным +1» при 
подаче +). на 5, называется основным (верхний вывод на ри- 
сунке 1), а второй вывод, напряжение на котором инверсно 
по отношенню к входному сигналу, называется дополнитель- 
ным. Инверсня, так же как и а схемах типа «НЕ», обозначается 
кружком. 

Входы ‹установка нуля» В всех триггеров соединены; 
на них перед записью подается сигнал +1», в результате 
чего на всех основных выходах триггеров устанав- 
ливается +0». 

Проследим, как происходит запись числа в регистр. 
Каждая из входных схем «И» имеет два входа. Один из 
них (нижний на рисунке 1) — общий для всех схем. 
Проводник, соединяющий эти общие входы, называется 
шиной записи (ЗАП). Если на шину записи подано нуле- 
вое напряжение, то на всех выходах схем *«Иь также 
будет нулевое нанряжение, независимо от сигналов на 
вторых, «сигнальных» входах — таково свойство схем 
типа «И» (см. заметки в № 1, 2 «Квант», 1986). 
Однако, если на шину записи ЗАП подается сигнал 
*1» — разрешение записи, — то напряжение на выходах 
схем ‹И», а следовательно, и на 5 — входах триггеров 
будет зависеть от того, какой сигнал поступает в этот 
момент на вторые, сигнальные входы схем ‹И.ь. 

На рисунке 1 для примера показана запись числа 9 
(1001). В первом и четвертом разрядах на сигнальных 
входах сигнал +1». Если на шине ЗАП также сигнал «1», 
то на вход 5 триггеров 1-го и 4-го разрядов поступит 
сигнал *\1е, КОТОрыЙй «перевернет» эти триггеры. В 1-м 
и 4-м разрядах запишется +1». В разрядах 2 и 3, где 
на сигнальных входах +0», на выходах схем +‹Иь также 
будет +0» и в триггерах останется записанным +0». 

Действие выходных схем «И» аналогично действию 
входных. Как только на шину считывания (СЧ) будет 
лодан сигнал *Ё?ъ, на выходах схем «И» появятся сигиа- 
лы «1» в тех разрядах, в которых на основном выходе 
триггера была записана +1». 

В схемах реальных регистров используются и допол- 
нительные выходы триггеров, На этих выходах создает- 
ся так называемый з‹обратный код» записанного числа, 
в котором иа месте «1» находятся +0» ин наоборот. Обрат- 
ный код используется п ЭВМ для осуществления некото- 
рых арифметических онераций с двоичными числами. 

Совокупность регистров, используемых ЭВМ для запо- 
минания программы работы, исходных н промежуточ- 
ных данных математических действий, называется опе- 
ративной памятью. Оперативная память одной из боль- 
ших отечественных ЭВМ +БЭСМ-6» содержит 32768 


(32768=2'°) регистров, каждый из которых позволяет 
хранить 48-разрядные двоичные числа. 

От оперативной памяти требуется высокое быстродей- 
ствие, потому Что она должна успевать записывать 
и считывать числа с такой же скоростью, с какой 
машина производит вычисления. Среди современных 
промышленных интегральных схем наибольшим быст- 
родействием обладают ИС на основе кремниевых би- 
полярных транзисторов. Поэтому опер&тивная память 
больших ЭВМ выполняется из логических схем и тригге- 
ров на биполярных транзисторах. : 

Регистры микрокалькуляторов изготавливаются на ос- 
нове полевых МДП-транзисторов. Быстродействие такой 
памяти значительно ниже, но зато МДП-транзисторы 
потребляют гораздо меньше энергии. Благодаря этому 
микрокалькуляторы могут десятки часов работать от 
миниатюрной батарейки. 
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Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс 

1. Найдите нанменьшее значение выражения 

2х" —Эхи--5у?+2х--2у. 

2. Найдите сумму 

1.3-3 - 5-5 - 7-7 . 9-...4+999 - 1001. 

3. Известно, что п—1 делится на 15, а 
1001 делится на п-}-1. Найднте п. 

4. В прямоугольном треугольнике АВС 
(2 С=90°) проведена высота СР. Найдите: 
а) раднус окружности, вписанной в тре- 
угольник АВС, если радиусы окружностей, влн- 
санных в треугольники АСР ин ВСЬ, равны 
г. и г; 6) периметр треугольника АВС, если 
периметры треугольников АСР и ВСО равны 
Р, нР.. 

5. На окружности, описанной около пра- 
вильного треугольника АВС, взята точка. 
Найдите сумму квадратов расстояний от этой 
точки до вершнн треугольника, если сторона 
треугольника равна а. 


Девятый класс 
6. Решнте систему уравнений 


х +2х,-+...-+ 9х, +10х.=55, 
х.-+2х,+...+9х о +10х,=55. 


хо+2х,+...49х„-+10х,—55. | 
7. Докажите неравенство 


х 2 хх 
= + у >х-у-г2 при хуг>> 0. 

8. Пусть АР — биссектриса угла А в 

треугольнике АВС. Докажнте, что 
АР?-=АВ . АС—ВР . СР. 

9. Докажите, что произвольную треуголь- 
ную пирамиду можно рассечь плоскостью 
так, чтобы в сеченни получился ромб. 

10. Решите уравнение 


4х —4=—354 | 


2х—1 | 
г. в 
(Здесь квадратные скобки 
часть числа.) 


означают целую 


Десятый класс 
11. Решите систему уравненнй 
{ 3—7 х-+- 25, 
уз—2х +7и. 

12. На стороне ВС треугольника АВС 
найднте такую точку О), чтобы окружности, 
вписаниые в треугольники АВО и АСР, 
касалнсь друг друга. 

13. Решите уравнение 


ЕЕ 
т 12 
мух" —1 


14. Сколькими разнымн способамн из листа 
клетчатой бумаги тЖп можно вырезать 
прямоугольник со сторонами, идущими по ли- 
ниям сетки? 

15. Прн каком положении в пространстве 
спичечной коробки площадь ее тенн будет 
нанбольшей? (Тень — это ортогональная 
проекция на горизонтальную плоскость.) 

Публикацию подготовил А. А. Егоров 


< 
ЕЕ 


учтены не- только солнечные возму- 
шения, но и влияние несферичности 
Земли, притяжение планет, неболь- 
шая релятивистская поправка. И все 
же теория Брауна обнаруживала 
странные неувязки, давала хотя и 
очень малые, но заметные расхожде- 
ния с наблюдениями. Уже в 40-х го- 
дах нашего столетия было установле- 
но, что теория здесь опять не виновата, 
а имеет место неравномерность враще- 
ния Земли, а значит, и неравномер- 
ность времени, которое определяется 
по вращению нашей планеты. С пе- 
реходом к эфемеридному времени, 
текущему равномерно (оно опреде- 
ляется с помощью атомных часов), 
все неувязки отпали. 

Развитие космических пелетов, в 
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том числе к Луне, установка на по- 
верхности Луны уголковых отражате- 
лей для лазерной локации сущест- 
венно повысили требования к точ- 
ности лунной теории. Теперь расстоя- 
ние до Луны мы можем определять 
с точностью до 25 см. Совершенст- 
вование ЭВМ открыло новые возмож- 
ности. 

Группа французских ученых суме- 
ла с помощью ЭВМ проверить теории 
Делоне и Хилла — Брауна и получила 
все нужные величины © потрясаю- 
щей точностью: до 1” по углам и с 
«лазерной» точностью по расстоянию. 
Для этого пришлось брать в разложе- 
ниях уже много тысяч членов. Впро- 
чем, для ЭВМ это особого труда не со- 
ставило. Созданная таким образом 
теория была затем с успехом при- 
менена и к изучению движения ис- 
кусственных спутников Земли. 

Так завершилась многовековая 
история построения теории движения 
Луны. Теперь мы знаем, что скрывает- 
ся за столь, казалось бы, простой фра- 
зой: «Луна движется вокруг Земли 
по эллипсу...» 


Практикум абитуриента 


Тепловые 
процессы в газах 


Кандидат физико-математических наук 
А. И. БУЗДИН, 

кандидат физико-математических наук 
С. С. КРОТОВ 


При переходе от раздела «Механи- 
ка» к разделу «Молекулярная физика 
и тепловые явления» учащиеся не 
всегда достаточно ясно представляют 
себе принципиальные изменения в 
подходе к описанию изучаемых 
систем. 

Во всех существующих в природе 
телах происходит движение состав- 
ляющих эти тела мельчайших частиц 
(атомов и молекул). Оно, как известно, 
называется тепловым движением, и 
его характерная черта — беспорядоч- 
ность. В механике мы отвлекаемся 
от этого внутреннего движения частиц 
и изучаем движение тела как целого. 
Часто можно вообще пренебречь раз- 
мерами тела при описании его движе- 
ния и считать тело материальной точ- 
кой. Материальная точка — основной 
объект механики. 

В физике тепловых явлений, напро- 
тив, надо учитывать хаотическое дви- 
жение гигантского числа частиц, из 
которых состоят газы, жидкости, твер- 
дые тела (порядка числа Авогадро 


№ — 1023 1/моль). При этом главный 
интерес представляет нахождение ус- 
редненных величин, описывающих со- 
стояние системы в целом,— темпе- 
ратуры, давления, плотности и т. п. 

Наибольшее внимание в школе уде- 
ляется идеальным газам, подчиняю- 
щимся уравнению Менделеева — 
Клапейрона 


ру = ЕТ, 


где р — давление, У — объем, т — 
масса, М — молярная масса газа, А — 
универсальная газовая постоянная, 
Т — температура газа. 

Тепловым прбцессом можно считать 


любой процесс, при котором изменяет- 
ся хотя бы один параметр, характе- 
ризующий состояние газа. Так, напри- 
мер, при изотермическом процессе над 
заданным количеством газа темпера- 
тура поддерживается постоянной, а 
давление м объем изменяются (но 
рИ ==<опзф, соответственно закону Бой- 
ля — Мариотта). 

Вспомните, что происходит г параметрамя 
газа при изохорическом и изобарическом про- 
цессах. 

Задача 1. Тепловой процесс, ко- 
торый совершается с газом в замкну- 
том сосуде, на У—Т-диаграмме имеет 
вид окружности (рис. 1). В каких точ- 
ках максимальны и минимальны тем- 
пература газа, его объем и давление? 

Точки, где максимальны и мини- 
мальны объем и температура, указать 
совсем легко. Это точки касания дан- 
ной окружности соответствующими 
горизонтальными и вертикальными 
прямыми — изохорами и изотермами. 
Для ответа на вопрос о давлении по- 
строим на этой же диаграмме изоба- 
ры. 

При изобарическом процессе объем 
газа прямо пропорционален его темпе- 
ратуре: 


следовательно, изобары представляют 
собой прямые линии, проходящие че- 
рез начало координат, причем наклон 
их тем меньше, чем больше давление. 
Телерь ясно, что мы должны провести 
из начала координат касательные к 
окружности. При этом нижняя каса- 
тельная будет отвечать максимально- 
му давлению, а верхняя — минималь- 
ному. 

Задача 2. На р У-диаграмме изо- 
бражен процесс расширения газа, при 
котором газ переходит из состояния 1 
с давлением р. и объемом У’. в состоя- 
ние 2 с давлением р/2 и объемом 


тах 
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Рис. 2. 


2У, (рис. 2. а). Изобразите соответст- 
вующий процесс на р-Т- и У-—Т-ди- 
аграммах. 

Поскольку на р У-диаграмме про- 
цесс изображается отрезком прямой, 
давление и объем связаны соотноше- 
нием р-—=оУ-+ В, где с и В — констан- 
ты. Для их определения учтем взаимо- 
связь параметров ри И в состояниях 
Ти 2 соответственно: 


ро=аУ В, © ==2аУ,-В. 
Отсюда 


Рь 3 


а=— 2у. › ВР==Ро- 


Таким образом, уравнение теплового 
процесса в переменных р, У имеет вид 


У 3 

Р=— Розу. +5 Ро. 
Учитывая уравнение Менделеева — 
Клапейрона, записанное в виде 
рУ=АТ (А==тВ/М== сопз\), найдем 
уравнение процесса в переменных 
р, Г: 
Арь 
2", 


(р-р) р= т 


н переменных У, Т: 
у 2А 
у(3— я) = Ат. 


Так как произведение рУ для состоя- 
ний Ри 2 одно и то же, конечная и на- 
чальная температуры совпадают и 
равны Т.—=РоУ‹/А. В переменных р, 


р 


Тит, Т графики процесса будут уча- 
стками парабол, изображенных на*ри- 
сунках 2, би в. 

Задача 3. Как меняется темпера- 
тура газа при тепловом процессе 
1—2—3—4—1 (рис. 32 

На участке 1—2 давление растет 
при постоянном объеме, значит (в со- 
ответствии с законом Шарля), растет. 
и температура. На участке 2—3 тем- 
пература также увеличивается, по- 
скольку происходит рост объема газа 
при постоянном давлении (закон Гей- 
Люссака). Аналогичные рассуждения 
позволяют заключить, что на участ- 
ках 3—4 и 4—1 температура падает. 
Ответ легко получить также, проведя 
соответствующие изотермы на р—Т- 
диаграмме. 


Прн решенни данной задачи подразумева- 
лось, что масса газа оставалась все время по- 
стоянной. Ответьте самостоятельно на такой 
вопрос: как должна меняться масса газа, что- 
бы при постояиной температуре тепловой про- 
цесс на р-И-диаграмме изображался так же, 
как на рисунке 3? 


Задача 4. На рисунке 4 представ- 
лены две изотермы разных газов оди- 
наковой массы. Чем отличаются эти 
газы, если их температуры одинако- 
вы? 

В соответствии с законом Менделее- 
ва — Клапейрона, 

р=мрТ, 
поэтому единственной причиной тому, 
почему газ 1 имеет всегда большее 
давление (при одном и том же объе- 
ме), является его меньшая по срав- 
нению с газом 2 молярная масса. 


Вопрос: Могут ли пересекаться какие-либо 
изотермы двух произвольных газов? 


Задача 5. Моль идеального газа 
участвует в тепловом процессе 1—2— 
3—4—1, изображенном в р -У-коор- 
динатах на рисунке 5, а. Продолже- 
ния отрезков прямых 1—2 п 3—4 про- 
ходят через начало координат, а кри- 
вые 1—4 ц 2—3 являются изотерма- 


= 


2 

и 
Рис. 4. Рис. 5. 
ми. Изобразите этот процессе в 


У—Т-координатах и найдите объем 
У., если известны объемы У, в 
У.—=У.. 

На участке 1—2 параметры ри У 
связаны соотношением р=а, У, на 
участке 3—4 р=а.У, причем а, >а.. 
Тогда в переменных У, Т процесс 
можно описать следующими равенст- 
вами: на участке 1—2 а\У?=ВАТ, на 
участке 2—3 Т=Т.= сопз , на 3—4 
а›У?=АТ и на 4—1 Т=Т, == сопз% . 
Соответствующий график изображен 
на рисунке 5, 6- 

Так как Т,==Т., то аУ?=АТ, и 
«.У?=ВТь, откуда 


УТ У3. 
Кроме того, 
РУ У, 
Т, т, ^ 
Поэтому 
У У ог а. 
аи, Е 
и у? 
=. й 
 * < 


Важнейшей характеристикой газа 
является его внутренняя энергия И. 
С точки зрения молекулярно-кинети- 
ческой теории внутренняя энергия 
идеального газа представляет собой 
среднюю кинетическую энергию хао- 
тического движения его молекул. 
Важно отметить, что внутренняя энер- 
гия однозначно связана с состоя- 
нием газа. 

Изменение внутренней энергии при 
переходе газа из одного состояния в 
другое не зависит от способа перехо- 
да (от вида теплового процесса), 
определяется лишь значениями пара- 
метров конечного и начального состоя- 
ний системы. Так, для одноатомного 
идеального газа 


6} т 


При любом тепловом процессе из- 
менение внутренней энергии ЛУ рав- 
но сумме подведенного к системе ко- 
личества теплоты @ и совершенной 
над газом работы А: 


АИ—=@-А. 
Это — первый закон термодинамики, 
а по существу — закон сохранения 


энергии при тепловых процессах. 
Его можно сформулировать несколько 
по-другому: 

@=Аи- А", 
где А’ — работа, совершаемая самой 
системой. 

То, как изменяется температура га- 
за при подводе к нему тепла, опре- 
деляется теплоемкостью газа. Тепло- 
емкость С измеряется отношением ко- 
личества теплоты @, подведенного к 
газу, к изменению температуры газа 
АТ:С=@/АТ. При проведении кон- 
кретных расчетов бывает удобно поль- 
зоваться как полной теплоемкостью, 
так и удельной (в расчете на едини- 
цу массы) или молярной (в расчете 
на один моль). Отметим, что тепло- 
емкость зависит не только от свойств 
газа, но также и от того, при каких 
условиях ему сообщают тепло, то есть 
от вида теплового процесса, совер- 
шаемого над газом.*) Так, например, 
теплоемкость газа при изобарическом 
процессе С, всегда больше теплоемко- 
сти при изохорическом процессе Су. 

Подумайте: Чему разна теплоемкость газа 
при адиабатном процессе? А при изотермиче- 


ском? Возможен ли процесс, при котором теп- 
лоемкость отрицательна? 


Задача 6. В горизонтальном не- 
подвижном цилиндрическом сосуде, 
закрытом поршнем массы М, нахо- 
дится один моль идеального газа. 
Газ нагревают: при этом поршень, 


*} Подробнее о теплоемкости газа можно про. 
читать в статье С. М. Козела п А. А. Шеронова 
«Теплоемкость ндевльного газаь («Квант», 1984, 
№4. (Примеч. ред. 
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двигаясь равноускоренно, приобрета- 
ет скорость и. Найдите количество теп- 
лоты, сообщенное газу. Внутренняя 
энергия моля газа ЦИ—СТ. Теплоем- 
костью сосуда и поршня, а также 
внешним давлением пренебречь. 
Единственная сила, сообщающая 
поршню ускорение, есть сила давле- 
ния газа. Раз поршень движется рав- 
ноускоренно, значит, давление газа 
поддерживается постоянным. Пусть 
это давление равно ро, тогда работа 
газа 
А’ роду Ме. 
Из уравнения состояния моля газа 
РоАУ==ВАТ, 


а из первого закона термодинамики 


9=В0-А’=САТ-”. 
Откуда получаем 
Мес 
= (С +). 

Задача Т. В вертикальном сосуде 
объемом У под тяжелым поршнем 
находится газ при температуре Т. 
Масса поршня М, его площадь $5. Для 
повышения температуры газа на АТ 
градусов ему было сообщено количе- 
ство теплоты @. Найдите изменение 
внутренней энергии газа. Атмосфер- 
ное давление ру, ускорение свободного 
падения &. Трение не учитывать. 

Поскольку сообщенное газу количе- 
ство теплоты известно, чтобы вос- 
пользоваться первым законом термо- 
динамики и узнать изменение внут- 
ренней энергии газа, мы должны най- 
ти работу А, совершаемую над газом. 
На газ давит поршень с силой Ё, чис- 
ленно равной сумме силы тяжести 
поршня Мя и силы атмосферного дав- 
ления на поршень роб. При нагре- 
вании газ расширяется, поршень дви- 
жется вверх, то есть против дейст- 
вия внешней силы, поэтому работа А 
отрицательна и равна 

А=—Рх—=—(МЕ-+роЗ)х, 
где х — перемещение поршня. 

Во время нагревания сила РЁ не ме- 
няется, следовательно, остается по- 
стоянным и давление газа, а тогда, 
в соответствии с законом Гей-Люссака, 


ны. 
Ут?’ 
где У’—=У-РАУ — объем газа после 


нагревания, а Т’—=Т-+АТ — его тем- 
пература. Отсюда находим изменение 
объема АУ и перемещение поршня х: 
АТ У МАТ 
АТ=У т, а ЕЕ 
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Теперь мы можем определить работу, 
совершаемую над газом: 

А=—Рх= — (МЕ ро) Г 
и изменение его внутренней энергии: 
д0=@-+А=9—(Ме+ 5) Г. 

Задача 8*. Над идеальным двух- 
атомным газом совершают процесс, 
в котором давление и объем газа свя- 
заны соотношением р=оаУ. Чему рав- 
на молярная теплоемкость газа при 
его расширении в таком процессе? 
Молярная теплоемкость при постоян- 
ном объеме С,—=5/2 В. 

Рассмотрим процесс с одним молем 
идеального газа. Если его объем не 
меняется, то работа не совершается и 
@9=^О=СуАТ, то есть знание тепло- 
емкости при постоянном объеме сразу 
же позволяет найти изменение внут- 
ренней энергии газа: 


А0= 5 ВАТ. 


Теперь определим совершаемую газом 
работу 4’. 

Пусть в результате расширения га- 
за от объема У до У--ЛУ его тем- 
пература изменилась от Т до Т+АТ 
{мы считаем ЛУ и АТ малыми). Дав- 
ление газа при этом увеличилось от 
р до р|Ар, где Ар=олЛу. Поскольку 
АУ мало, работу газа можно считать 
равной 

А’==рАУ. 
Затем запишем уравнение Менделее- 
ва — Клапейрона для моля газа при 
температурах Т и Г-АТ: 
р"=АТ. (Ф-+Ар) (У+АУ)=ЕТ-+АТ). 
Вычитая из второго уравнения первое 
и пренебрегая произведением малых 
величин АрАУ по сравнению с Ари 
АУ, получим 
рлУ-УАр=— ВАТ. 
Поскольку И==р/а и Ар=чАУ, произ- 
ведение УАр=—(р/а) (аАЛУ)=рАУ и 
рАУ--ГАр=2р^И=КАТ. 
Отсюда находим работу газа 


и подведенное к газу количество теп- 
лоты 


9—^0+А’= ВАТ > ВАТЕЗВЛТ. 


Таким образом, молярная теплоем- 
кость газа в данном процессе будет 
равна 


с— 9 — зв. 


Рис. 6. 


Упражнения 


1. Состояние идеальиого газа изменяется 
по циклу АВСРА, изображенному на рисун- 
ке 6- В таблице указаны иекоторые парамет- 
ры газа в соответствующих точках цикла. 


Варианты вступительных экзаменов 


Определите недостающие параметры и заполни- 
те таблицу до конца. 

2. Процесс, происходящий в цилиндре теп- 
лового двигателя с идеальным газом, изобра- 
жеи вр У-коордииатах на рисунке 3. Извест- 
но, что Т, =300 К, Т,=500 К, Т.=450 К. 
Найдите, на сколько градусов температура в 
точке 2 отличается от температуры п точке 4. 

3. Процесс к идеальным газом сначала идет 


.Так, что давление и объем связаны равенст- 


вом р\’У=В. Когда температура газа дости- 
гает значения Т, процесс продолжается при 
ином характере зависимости давления от тем- 
пературы: р=р/У?. Найдите упомянутую 
температуру Т, если константы В и О, и также 
количество вещества х заданы. 

4. Какая часть воздуха выйдет из аудито- 
рии при повышенни температуры в ней на 
10 градусов? 

5*. Найдите теплоемкость одного моля 
идеального одноатомного газа при тепловом 
процессе, в котором р-—=аУпт (а ип — констан- 
ты}. 
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Математика 


Письменный экзамен 
Вариаит 1 


(Математико-механический факультет) 
1. Для каких действительных значений дз 
каждое решение неравенства 


(0,4)*'+ 1 > (6,25)"— 3х 


является решением неравенства х’— 6х4 <а?? 
2. Решите уравнение 


1-10, _2(4х— 11) 2104,1 1(4х" 19х22). 

3. Решите уравиение 

2 ат х=—\/4 +со8 3х. 

4. В равнобедренной трапеции, описанной 
около окружности радиуса КЁ, отношение 
длин боковой стороны п большего основания 
есть задаиное чнсло Х. Найдите длину мень- 
шего основания. 

5. Две секущие плоскости расположены сим- 
метрично относительно центра шара радиуса К. 
Найдите множество возможных значений от- 
ношения площади полной поверхности части 
шара, заключенной между обеими плоскос- 
тями к площади поверхности шара. Считая, что 
это отношение равно 7/8, определите рас- 
стояние от центра шара до секущей плос- 
кости. 

Вариант 2 

(Факультет прикладной математики — про- 

цессов управления) 

3. В математической модели экономического 
роста хозяйства, производящего некоторый 
продукт для потребяения и увеличения за- 
пасов основных фондов, Р (ежегодное потреб- 
ление продукта на душу занятых в произ- 


водстве) и х (число занятых в производстве 
рабочих) связаиы функциональной  зависи- 
мостью 
* Р= х(М—х)—Ь | 
х 

где М, Ь — постояниые, характеризующие 
ироизводственные возможностн хозяйства. При 
М=250, 5—8464 определите число рабочих, 
соответствующее наибольшему значению Р, 
в хозяйствах с 80, 90, 120 и 150 рабочими 
местами- 


2. Решите неравенство 

х> 1081 ,2(4—х}-{+108.(6* -+(х—127). 
3. Решите неравенство 
3(1--с05 х) 

эх 

4. Средняя лнния трапеции делится одной 
из днагоналей и отношении # и делит тра- 
пецию на две части, мемышая из которых — 
площади 5. Найдите площадь трапеции. 

5. В правильной шестиугольной пирамиде 
угол между смежиыми боковымн гранями 
ранен В, а стороиа основания равна а. Най- 
днте площадь диагонального сечения пирами- 
ды, содержащего центр основания. (Диаго- 
нальным сечением называется сечение пирами- 
ды плоскостью, проходящей через два боковых 
ребра, ие лежащих в одной грани.) 

Вариаит 3 

{Физический факультет) 

1. Определите а так, чтобы сумма квад- 
ратов всех решений уравнения 

208. |х—1|--Ю#,х=1 
равиялась 34. 
2. Решите в 


4х-|- \6. —хия— —3х)>0. 
3. Решите уравнение 


2-1 х= 


зп" 2х— 2соз 2х==1 -4ат' (= — ). 


4. В равнобедренной трапеции боковая сто- 
роиа равна с, а диагональ, равная {, делит пло- 
щадь трапеции в отношении 3/5. Найдите 
основания трапеции. 

5. В правильной треугольной пирамиде 
боковая грань образует угол и с плоскостью 
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основания. Найдите величину двугранного уг- 
ла, образованного двумя боковымн гранями. 

Вариант 4 

(Химический факультет) 

1. В лаборатории имеется смесь, общий вес 
которой иа 3,3 кг больше веса содержаще- 
гося в иней титана. Определите общий вес сме- 
си и процеитное содержание титана, если из- 
вестно, что при добавлении 2 кг новой сме- 
си, содержащей 25% титана, получается 
смесь, содержащая 20 % титана. 

2. Вычислите отрицательный коэффициент 
Ь и корни уравнения ж-Ьх—1=0. 
если известно, что Р увеличением каждого из 
этих корней на 1 они становятся корнями 
уравнения х’—5х—Ь=0. 

3. Решите уравнение 

эт 2х Е зп 4Ахезяш х-- 2 с08 х з 4х. 

3 З 

я’. 2! рас 
положены на плоскостн так, что каждые два из 
них касаются друг друга внешним образом 
(имеют только одну общую точку). Опреде- 
лите радиус круга, в который вписана даниая 
система трех кругов. 

5. Основаиием пирамиды является прямо- 
угольник с меньшей стороной а и углом между 
диагоналями п. Найдите объем пирамиды, если 
все боковые ребра образуют с плоскостью осно- 
вания угол В. 

Вариант 5 

(Геологический и географический факульте- 

ты) 

1. Пешеход и велосипедист отправляются из 
пуикта А в пункт В. Скорость пешехода 
равна 5 км/ч. После того как он прошел 
В км, его догоняет велосипедист, выехав- 
ший на 1 час 16 минут позднее. Новая встре- 
ча происходит через 24 минуты с момента, 
когда пешеход, пройдя еще В км, остановился 
на отдых, а велосипедист, доехав до пункта 
В, после 20-минутиой остановки в В возвра- 
щается из В в А. Найдите расстояние между 
А иВ н скорость велосипедиста. 


4. Три круга радиусов г, 


2. Решите уравнение 
с08? 5х--с03? х--с0$ бх==}. 


3.1. (геологический факультет). 
уравнение 18х’-+2/х? —=16-— Зх-—1/х. 

3.2. (географический факультет). Решите 
неравенство 18х? + 2/х: < 16 —Зх — 1/х. 

3. Изобразите на плоскости множество то- 
чек М(х; у), для которых 

[х+у|>2, “чу «2а-+х+у), 
н вычислите его площадь. 

5. В нравильной треугольной пирамиде 
плоский угол при вершине равен 90°, а пло- 
щадь сечения пирамиды плоскостью, прохо- 
дяшей через одну из вершин основания и 
середины противолежащих этой вершине боко- 
вых ребер, равна б см’. Найдите объем пи- 
рамиды. 


Варнант В 

{Биолого-почвенный факультет) 

1. В совхозе имеются две теплицы общей 
площадью и 160 кв. метров. В 1-ой теплице 
собралн 1800 кг огурцов, а во 2-й — 1320 кг, 
причем во 2-ой теплице е 1 кв. метра со- 
брали иа 4 кг огурцов больше, чем с 1 кв. метра 
в 1-ой теплице. Сколько собрали огурцов о 
1 кв. метра в той н другой теплице? 

2.1. Решите уравнение 


Решите 
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1082 сс „(71—31 -6 сов 2х) =2. 


2.2. (отделение почвочедения). Решите урав- 
нение 


1—3 157 х— 6 соз 2х=4 соз? х. 
3.1. Решите неравенство 


Е. 24 Зав И 
1—3: 1—3: 


3.2. (отделение почвоведения). Разите урав- 
нение 


= И в 
1—3х 1—3* 


4. В квадрате АВСО со стороной а точки 
Е и Р являются серединами сторон АВ и 
СР соответствеино. Точка К лежит на СР, 
точка № — на АД, а отрезки ЕР и КМ пере- 
секаются в точке М. Найдите площадь тре- 
угольника КЁМ, если известно, что 
| а 5. а площадь трапеции ЕММА сос- 


тавляет 16 


5. Угол между прямой и плоскостью равен 
п, в проекция прямой на плоскость обра- 
зует угол В г другой прямой, лежащей в этой 
плоскости. Найдите угол между прямыми. 

Вариант 7 

(Факультет психологии) 


1. Определите год рождения одного из осно- 
вололожников науки нового времени, если из- 
вестно, что сумма цифр его года рождения 
равна 21, а если к году рождения приба- 
вить 5355, то получится число, написанное 
теми же цифрами, но п обратном порядке. 

2. В зависимости от а расположите в поряд- 
ке возрастания числа 4, ] и корни уравнения 
х—20х-+2а: —4а-+ 3—0. 


площади квадрата. 


л зл 
3. На отрезке =; > решите иеравен- 


ство 
эт 4х ат Зх «о ят 2х — 2811 х. 

4. Найдите длину стороны квадрата, впи- 
саиного в равнобедренный треугольник с ос- 
нованием а и боковой стороной В так, что две 
его вершины лежат иа основании, а две дру- 
гие вершины — иа боковых сторонах. 

5. В правильной треугольной пирамиде по 
стороне осховвния а и велхчиие а двуграи- 
ного угла, образоваиного двумя боковыми гра- 
иями, определите длину бокового ребра. 

Физика 

Письменный экзамен 

Физический факультет 

Вариант 1 

1. Небольшой шар массой М. подвешенный 
на невесомой и нерастяжимой нити длиной [, 
совершвет гармоннческие колебания гс вмплиту- 
дой А. В тот момеит, когда шар максималь- 
но удален от положения равновесия, из точки, 
находящейся на одной высоте с точкой под- 
веса на расстоянии Ё по горизоитали от нее, 
вылетает пуля массой т. Траектория пулн 


. лежит в плоскости колебаний шара. С какой 


скоростью должна вылететь пуля, чтобы она 
попала в шар в тот момеит. когда он проходит 
через положенне равновесия, причем после за- 
стревания пули в шаре и мгновенного обрыва 
нити оба тела упали бы вертикально вниз? 
Сопротивлением воздуха пренебречь. 


Рис. 1. 


Рис. 2. 


2. В закрытом цилиндрическом сосуде, 
расположенном вертикально, поршень разде- 
ляет две равные массы газа. Если температура 
газа везде одинакова, объем нижней части п 
3 раза меньше объема верхней части сосуда. 
Во сколько раз нужно изменить температуру 
газа внизу, оставив нензмеиной температуру 
вверху, чтобы объем иижней части был в 4 ра- 
за меныше объема верхней части? Газ считать 
идеальным. 

3. Какое минимальное число батареек с ЭДС 

—10 В и внутренним сопротивлением г—=4 Ом 
нужно соединить параллельно и каким должно 
быть сопротивление шунта, чтобы обеспечить 
работу нагрузки, рассчитаиной иа напряже- 
ние [/—2 В и мощность Р==25 Ви? 

4. Узкий параллельный пучок лазерного 
излучения распространяется в среде е показа- 
телем преломления п, на расстоянии { от оси, 
проходящей через цеитр прозрачного шара ра- 
диуса В. Ширииа пучка много меньше радиуса 
шара. Найдите угол отклонения пучка от пер- 
воначального направления, если шар изготов- 
лен из оптически менее плотного вещества = по- 
казателем преломления п.. 

5. Теоретический вопрос. Постулаты 
Бора. Излучение и поглощение энергии ато- 
мами. 


Вариант 2 

1. На горизонтальной поверхности лежит 
брусок массой т., а на нем иаходится брусок 
массой т.. Через систему невесомых блоков 
на них действует груз массой т.=т,+т, 
(рис. 1). Коэффициент трения между брусками 
равеи п, между нижним бруском и поверх- 
ностью трение отсутствует. Найдите, при ка- 
ком соотношении масс бруски движутся г оди- 
наковымн ускорениями. Нити нерастяжимы и 
невесомы. 

2. Два поршня, скользящих без трения внут- 
ри горизонтально расположениого цилиндриче- 
ского сосуда, делят его объем на 3 части. В од- 
ной части находится идеальный газ с молярной 
массой Му, в другой — в молярной массой М. 
в третьей — с молярной массой М». Массы газов 
равны т, т. т. соответственно. а их темпе- 
ратуры Ть, Т», Т.. Найдите соотношения между 
объемами Частей сосуда. 

3. Батарея аккумуляторов, соединеиных по- 
следовательно, подключается одни раз к нагруз- 
ке с сопротивлением В,, а другой раз — к на- 
грузке с сопротивлением А.. Сколько аккумуля- 
торов соединеио в батарею и какова ЭДС од- 
ного аккумулятора, если в обоих случаях на 
нагрузке выделялась одна и та же мощность? 
Внутреннее сопротивление одного аккумуля- 
тора равно г. 

4. На рисунке 2 даны: А -- предмет, А’— 


Рис. 3. 


его изображение. Найдите положения линзы и 
ее фокусов. 
5. Теоретический 


эффект. 


Задачи устного экзамена 


Математико-мехаинческий факультет, фа- 
культет прикладной математики — про- 
цессов управления, химический ш геологи- 
ческий факультеты 

1. Тело свободно падает с высоты #=270 м. 
Разделите эту высоту иа три части, такие, что- 
бы на прохождение каждой из них потребо- 
валось бы одно и то же время. 

2. Веревка выдерживает груз массой 
т, =90 кг при вертикальном подъеме его 2 не- 
которым ускореиием н груз массой т,—110 кг 
при движении вниз п таким же ускорением. 
Груз какой максимальной массы можио под- 
нимать с помощью этой веревки с постоянной 
скоростью? 

3. Два шара подвешены на тоиких парал- 
лельных нитях, касаясь друг друга. Меньший 
шар отводится на некоторый угол от перво- 
начального положения и отпускается. После 
удара шары поднимаются на одннаковую вы- 
соту. Определите массу меньшего шара, если 
масса большего М=0,6 кг, а удар — абсолютно 
упругий. 

4. В чашечный ртутиый барометр попал 
воздух, в результате чего прн нормальных ус- 
ловиях барометр показывает Н. =1740 мм рт. ст., 
а расстоянне от уровня ртути в трубке до за- 
паянного коица [,=10 см (рис. 3). Чему равно 
истинное значение атмосферного давления при 
температуре {==20 °С, если в этом случае баро- 
метр показывает Н—730 мм рт. ст.? Тепловым 
расширением ртутн и трубки пренебречь. 


вопрос. Фото- 


5. Некоторое тело находится в воздухе при 
нормальиых условнях. При увеличении темпе- 
ратуры воздуха на ДЁ:=10 °С (ио постоянном 
давлении) вес тела увеличивается на АР,= 
=0,02 Н. Как изменится вес тела при увеличе- 
нин температуры воздуха до {,=50 °С и увели- 
ченин давления до р. ==800 мм рт. ст.? Расши- 
рением тела пренебречь. 

6. После того как в комнате протопили печь, 
температура поднялась с #, =15 °С до 6, =27 °С. 
На сколько процентов изменилось число моле- 
кул воздуха в этой комиате? 

7. Два одинаковых резистора г сопротив- 
лением А каждый подключаются к источнику 
с ЭДС ё и внутреиним сопротивлением г снача- 
ла параллельио, а затем последовательно. В ка- 
ком случае потребляется большая мощность во 
внешией цепи? 

8. Вольтметр со шкалой на /=100 В имеет 
сопротивление А —=10 кОм. Какую наибольшую 
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разность потенциелов можно измерить этим 
прибором, если присоединить к нему добввочное 
сопротивление А„=-90 кОм? 

9. Перемещая”. линзу между предметом и зк- 
раном, нашлн два положения, при которых 
линза дает на экране четкое изображение пред- 
мета. Найдите высоту предмета, зная, что высо- 
та первого изображения #,, а второго й.- 

10. Источник света расположен на расстоя- 
нии, равном 1.5 Ё от собирающей линзы (РГ — ее 
фокусное расстоянне). На каком расстояини от 
линзы необходимо поместить плоское зеркало, 
чтобы лучи, отраженные от зеркала, вторично 
пройдя лиизу, собрались на двойном фокус- 
ном расстоянин от нее? 

Пубаиккацию подготовиля В. Ф. Осилов. 
В. Н- Скребов. Г. А. Федотов 


Ленинградский 
политехнический 
институт 

М. И. Калинина 


Математика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
(Факультегы физико-механический, техни- 
ческой кибернетики. радиофизический) 


1. Найдите +520, если известно, что 


. р 5 # 
зт («—90°)= 18 и па 0. 

2. В конус вписана правильная шести- 
угольная пирамида твк, что их вершниы и 
плоскости оснований совпадают. Найдите объем 
и боковую ловерхиость конуса, если боковые 


л 
граии пирамиды составляют угол — 


а с ° 

нованием, а длина сторомы основания равия 2. 
167 х— ЗИ х--З 

3. Решите перавенство ны И < 1. 


4. Найдите период функции у=!’(х) и на- 
рисуйте ее график, если 


о) == 
с08 (2=— > Е (3л—4х) —соз (== +6=) 


в (х— 24) 
——х. 


5. Известно, что многочлен 
р(х)=х*-+(В-+2)х?--(@--28)х?-- 

+ (3З«-+-8—4)х-+ 2—3 
имеет корень, не зависящий от м и РВ. Най- 
дите этот корень. Найдите все такие числа 
а, В, что р(х} равен квадрату квадратного трех- 
члена. 

Вариант 2 

(Факультет технической кибернетики) 

1. Найдите х, если числа 122, 16(2*—1), 
18 (2*4-3) являются последовательными члена- 
ми арифметической прогрессии. и 

2. Решите уравиение 2(1—соз 2х) ==\/3 14 х. 


3. Решите уравненне 2— ой: х—1= 
=ю8.(5х-+3). 

4. В параллелограмме АВСР точка М — 
середина стороны ВС, точка № — середина СР. 
Пусть Е — точка пересечения АМ г ВЮ, а 
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в — точка пересечения АМ с ВО. Выразите 
вектор МЕ через е! ие,, еслн они имеют единич- 
ную длину и сонаправлены с АВ’и АБ. соот- 
ветственно, а | АВ | = 4, |АБ|=1. 

5. Найдите область определения функции 


4с08? х— 6е°°° 242 
Род = О ЕЕ 
30% —х—1 

Вариант 3 
{Факультеты физико-механический 
и радиофизический} 
1. Решите систему уравнений 

{ у ху и—=9, 

ху-—324. 

2. Решите неравенство 


х С 
х—3 = 


3. Решите уравнение 
108. (4 - 3*—1)—=2х—1. 

4. Диагоиали разбивают выпуклый четы- 
рехугольник на четыре треугольника. Раднусы 
окружностей, описанных около этих треуголь- 
ников, одинаковы и равны 2. Найдите длины 
сторон четырехугольника. 

5. Для фуикции Р(х)=(зт х)—1’Зсоз х+х-1 
найдите область определения и промежутки 
возрастания и убывания. Исходя из найден- 
ного установите, что больше: А=с0з3ЖХ 


Ж\зт 2—с03 2. Ут 3 или В=зт Я : з 3. 


Физика 
Задачи истнсго экзамена 


1. Тело подвешено ча нити длиной (. Какую 
скорость ивдо сообщить этому телу, чтобы оно, 
двигаясь по окружности, смогло только-только 
достигнуть верхней точки своей траектории? 

2. Твердое тело двнжется в воздухе со ско- 
ростью о, превышающей среднюю скорость дви- 
жения молекул воздуха. Покажите, что сила 
сопротивления пропорциональна 5 г", где $ — 
площадь лобового сечения тела. 

3. Одноатомный газ массой т -= 5 кг (моляр- 
ная масса газа М:=4-10 ° кг/моль) нагревают 
на ^7—150 К при постоянном объеме. Найдите 
количество теплоты, сообщенное газу. 

4. Электрон движется в магнитном поле по 
круговой орбите с угловой скоростью 
ш= . 10'° рад/с. Индукцию магннтного поля 
увеличили в п=1,5 раза. С какой угловой ско- 
ростью теперь вразщается электрон? 

5. Упругая пружина жесткостью К=40 Нум 
подвешена вертнкально. К ее нижнему концу 
прикреплено тело массой 7: —0,8 кг. В некото- 
рый момент тело оттягивается вниз на а==0,15 м 
и освобождается. а) На какую максимальную 
высоту поднимется после этого тело? 6) Опре- 
делите максимальную скорость тела. 

6. Шар массой т падает п высоты й иа вер- 
тикальную пружину е жесткостью # и сжимает 
ее иа величину х. Выразите максимальное сжа- 
тие пружииы через т, Ри &. Масса пружины 
прекебрежимо мала по сравнению © массой 
мара. 

1. Две тонкие собирающие линзы с фокус- 
ными расстояниями Р, и Р. расположены ря- 
дом (вплотную друг к другу). Найдите опти- 
ческую снлу этой системы. 

Публикацию подготовили 
Ю. Д. Максимов. Б. И. Попов. 
С. 1. Преображенский, И. Б. Русанов 


Ленинградский 
государственный 
педагогический 

институт им. А. И. Герцена 


Физнка 


Задачи устного экзамена 


Физнческий факультет 

1. Из водоема с глубины й==1]1 м подъем- 
ным краном равномерно поднимают бетонный 
куб массой т=2200 кг. Определите мехвии- 
ческую работу по подъему этого куба до ка- 
сания его верхней грани поверхности воды. 
Плотность бетона ь==2200 кг/м’. 

2. К закрепленному вертикально в штативе 
динамометру подвесили некоторый груз. При 
этом груз пришел в колебание с частотой 
У—5 Гц. На сколько окажется растянутой пру- 
жина динамометра после полного прекращения 
колебаний груза? Массу пружины ие учиты- 
вать. 

3. Точка расположена п фокальиой плоско- 
сти рассеивающей линзы, фокусиое расстоя- 
ние которой РГ =10 см, на расстоянии а==2 см 
от главной оптической оси линзы. Найдите по- 
ложение изображения этой точки в линзе. Ре- 
зультат получите аналитически и графически. 


Математнческий факультет 

1. Тело движется из состояния покоя равно- 
ускореино. Определите, во сколько раз путь, 
пройденный зтим телом за восьмую секунду, 
будет больше пути, пройденного за третью 
секунду. 

2. Электрический чайник имеет две обмотки. 
Прин включении одной из них вода в чайнике 
закипает через 1, =—15 мин, при включении дру- 
гой — через #,=230 мин. Через сколько мииут 
закипит вода в чайнике при одиовременином 
параллельном включении обенх обмоток? 


Индустриально-педагогический факультет 

1. Колбу наполнили наполовииу горячей 
водой, закрыли и сталн выкачивать из нее 
воздух. Опишите, какие процессы при этом 
будут наблюдаться. 

2. При ремонте электроплитки её спираль 
укоротили на 0,1 ее первоначальной длины. 
Во сколько раз при этом изменится мощность 
плитки? 

Естественный факультет 

1. Снаряд разорвался при падении на по- 
верхность земли через #, —10 с после выстрела. 
Второй снаряд разорвался через #{,=5 с после 
выстрела. На какой высоте разорвался второй 
снаряд, если условия стрельбы не менялись? 

2. Какую работу совершит воздух. масса 
которого п:—=200 г, при изобарном нагрева- 
нии на \Г=20 К? Какое количество теплоты 
при этом будет передано воздуху? Удельная 
теплоемкость воздуха при постоянном давле- 
иии равна с-=14А кДж/(кг. К}. 

3. Какую энергию надо израсходовать, чтобы 
при электролизе раствора медного купороса 
выделить 7: = г меди? Электролиз ведется при 
напряжении" {/-=4 В. Электрохимический экви- 
валент меди А —=0,33 мг/Кл. Потери на нагрева- 
ние не учитывать. 

Публикацию подготовил 
Л. 4. Бирюков 


Ленинградский 
электротехнический 
институт 

им. В. И. Ульянова 
(Ленина) 


Математика 


Письменный экзамен 

Вариант 1 

1. Дана функция /(х)=3Зх(х— 1)". 
1.1. Найдите экстремумы функцин / при хх}. 
1.2. Решите неравенство /(х) < 6(х—1)- 
1.3. Сколько различных корней имеет уравне- 
нне {(х}=Кх в зависнмости от Ё? 
1.4. Есть ли на графике функции /(х) пары 
различных точек, симыетрнчных относительно 
прямой Зх=1? 


Юкм 


8км 


2. Четыре поселка А, В, Си Г находятся в 
вершииах прямоугольника 8Х1 кы (см. 
рисуиок). Предполагается соединить их сетью 
дорог по схеме, указаиной на рисуике (| АЁ] == 
==| ВГ =| СК! =\ОК]). 

2.1. Докажите, что общая длина всех пяти 

За дороги равна Г(х)—х--2/164—20х{ 
я 

2.2. Найдите х, если Г[(х)—24. 

2.3. При каком значении х общая длина дорог 

минимальна? 

3. Даны функции /(х) = х’, ях) = п х. 

3.1. Найдите промежуткн монотонности функ- 
ции {— 8. 

3.2. Решите уравнение {(=(х)) —=в(/(х)). 

3.3. При каких значениях Ё уравнение Ах)= 
=Е(х} имеет единственное решение? 

Вариант 2 

1. Дана функция /(х)=1ор.(9—3")—1. 

1.1. Найдите область определения функции /. 
1.2. Решите уравнение {(х)—=0. 

1.3. Решите иеравеиство /(х)< 2х. 

1.4. При каких значениях параметра а уравне- 
ние /(х)—=о—х имеет хотя бы одии корень? 

2. В равнобедренный треугольник АВС с 
углом а при основании АС вписаиа окружность 
радиуса 1 с центром в точке О. 

2.1. Найдите площадь 5(а) треугольника АВС. 
р 


2.2. Пусть =. Докажите, что Эт у 


2.3: Найдите наименьшее значение величины 
8(4}. 

2.4. Какие значения может принимать периметр 
треугольника АВС? 

3. Цилиндр объема 1 имеет радиус основа- 
ния А. Второй цилиндр имеет на 0,1 больший 
радиус, и на 0,2 большую высоту, чем первый. 
31. Найдите У(В) — объем второго цилиндра. 
3.2. При каком В величниа У(В) минимальна? 

Публикацию подготовил С. В. Фомин 
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Ииформацня 


Заочная 


физическая школа 
при МГУ 


Заочная физическая школа (3ЗФШ) при физическом факультете Московского государственного 
университета им. М. В. Ломоносова объявляет прием учащихся в 9 и 10 классы на очередной 
учебный год. 

Осноаная цель ЗФШ — помочь учащимся средней школы глубже изучить физику в объеме 
школьной программы, а также лучше подготовиться к вступительным экзаменам по физике в 
высшие учебиые заведения и в первую очередь — на физический факультет МГУ. 

Прнем в ЗФШ проводится по результатам решения вступительного задания, публикуемого 
ниже. Рещение вступительного задания необходимо отослать до 1 сентября по адресу: 119899 
Москва ГСП, Ленинские горы, МГУ, физнческий факультет, ЗФШ. В письмо вложите 
два экземпляра анкеты, иаписаниой на листах плотной бумаги размером 7х 12 см и заполненной 
по следующему образцу: 
Фамилия, имя, отчество 
Класс ЗФШ 
Профессня родителей 
Подробный домашний адрес 
Номер и адрес школы 


Сидоров Иван Петрович 

9-й 

мать — врач, отец — инженер 

240816 г. Калуга, ул. К. Либкнехта, 9. 4, кв. 73 
школа № 10, ул. Пушкина, д. 3. 


Решение приемной комиссии о зачислении будет сообщено до 20 октября. Провереиные всту- 
пительные задания не возвращаются. 

Зачислеиным в ЗФШ в течение года высылаются методические разработки н коитрольиые 
задания по разделам физики, изучаемым в средией школе. Решеиные задания оцениваются, рецеи- 
зируются и высылаются обратно. Учащиеся 9 класса ЗФШ по окончании года переводятся в 
10 класс яв осиовании оценок, полученных за решение коитрольных заданий. Успешио 


окончивщие обучение получают удостоверение об окончанни ЗФШ. 


Вступительное задание 

Поступающне в 9 класс ЗФШ решают задачи 
1—4, а поступающие в 10 класс — задачи 4—7. 

1. «Сила». Какая сила действует в сечения, 
находящемся на расстоянии х от конца однород- 
ного стержня длиной Ь и которому приложена 
сила К, направлеиная вдоль стержня? 

2. «Удар». Шарик налетает на стенку со 
скоростью п под углом а к ее нормали. Опреде- 
лите модуль скорости шарика после упругого 
удара о стенку, если: а) стенка неподвижна; 
6) движется со скоростью и по своей нормали 
навстречу шарику; в) движется со скоростью 
и под углом В к своей нормали навстречу 
шарику. 

3. «Отскок». Какое расстояние по горизои- 
тали пролетит мяч, брошенный со скоростью 
2=10 м/с под углом о=-60° к горизонту, если 
он ударится п потолок? Высота потолка #=3 м, 
удар упругий. Сопротивлением воздуха пре- 
иебречь. 

4. «Автобус». По прямому щоссе идет 
автобус. Вы можете бежать со скоростью н два 


раза меньшей, чем скорость автобуса. Вы 
заметили автобус в точке А. Из какой области 
около шоссе можио успеть иа автобус? 

$. «Кобра». С какой силой давит иа землю 
кобра, когда она, готовясь к прыжку, подннма- 
ется вертикально вверх гп постоянной 
скоростью и? Масса змеи т, ее длина [. 

6. «Вакуум.. Две полусферы соединены в 
сферу, из которой частнчио откачаи воздух, н 
подвешены в точке полюса. Полусферы 
оторвутся друг от друга, если к точке противо- 
положного полюса подвесить груз массой М. 
До какой температуры нужно нагреть воздух 
внутри сферы, чтобы она развалилась без 
дополнительного груза? Масса каждой полу- 
сферы т, наружный радиус г, атмосфериое 
давление ро, начальная температура воздуха 
и сферы Ту. Тепловым расширением сферы 
пренебречь. 

7. «Напряжение». Какую наибольшую 
разность потеициалов можно получить, имея 
батарейку с ЭДС % и л два одинаковых 
конденсатора? 


Поправка 
{см. зКвант» №2, 1986 г.) 
На с. 52 в 4-Й строке правого столбца непра- 


На с. 61 и решении задачи 5 варианта В 
вместо х-- Ьу следует читать 2х-+-Бу. Система 
уравнений поэтому будет иметь вид 


{ 18—16/{1—5*)=А, 2х4+6у=В, 
ит — 514-41 1—5 = С. 


На с. 62 рисунок 8 не соответствует задаче 3 
вариаита 10. Для понимания указхния без чер- 
тежа: Еи Н — точки пересечения ВР и ВО 
с АС, точка К лежит иа АС. 

Далее в задаче 4 того же варианта ответ 
должеи быть 12 ч, а первое неравенство должно 
быть 8/(20 1 и}-4+8/(25—и) >16. 


Ответы, указания, шения 


`! г 


Калейдоскоп «Кванта» 
Задачи и головоломки 


1. Можно. Согните вместе к бумажной полоской 
н накрывающий ее круг (рис. 1). 

2. РЕ=ОА как касательные к одной окруж- 
ности (рис. 2). Аналогично СР=СВ, СА=—СС и 
ОН=оВ. Отсюда ОЕ-+ОВ=АВ=—=СЕ-СА = 
==2АС--СЕ=2ВО--НЕ. Но СР=НЕ. Отсюда 
АСс=во. 

3. 496018 --6129—502147. 


——- 


Рис. 1 р В 
АС 
ы Е 
Рис. 2. 


Тепловые процессы в газах 


ро/З. 


1. Ув=2У 0; Ре= = роз Рь = 
2. ТИ Т.—7)/Т.- —117 К. 
3. Т= А/В" /(УН). 


Ат АГ 1 
4. т 7” 50-3 % 
_ 31-5 
5. С- Зари 


Ленияградский государственный университет 

нм. А. А. Жданова 

Математика 

Вариант 1 

4. ас ]— с; —ЗЦ])1. + <]. У казанне. При 

а<4 должно быть [3—\8—2а, З+{+ 18 — 24а] < 

=3— 5 + а^, 3-5 Ра*(, откуда а< —3 или 

а > 1, поэтому а< — 3 иаи 1<а<4. Приа-4 

множество решений 1-го нерввенства есть пус- 

тое множество. 

2. {5}. Указанне. 

получим 

108. -:{4х° —19х--22)= 
=№Ю& чи (3х —19х-+ 22), 

откуда 4х" —19х-|- 22 =1 или х—2= \4х—11. 

Корни первого уравнения являются посторон- 

Кими. 


После преобразований 


3. х, = 5 +2, х,= 3 +2 4,162). Ука- 


зание. Возведя в квадрат, получим 
для новой переменной 22 с08 х уравнение 
2 (424 42—3)-=.0, откуда 2=0, 5 
Если 03 х=0, то х= 5 Ел (ВЕР) м зм х= 


илн — 2. 


== (— 1, поэтому необходимо ограничиться чет- 


ными В. Если с0$ х-= 2. то ХЗ +2л и 


мае 
эп х= о 
следует, что зт х > 0. 

4. 2 /2Е—1В (1<#<1) 


‚› но из первоначального уравнения 


5. ря | =: У казание. Отношение пло- 


2 


-. х 1 х | 
щадей ват (1 к.) 0=х= 8}. Если 


и 
т 

‘у, ох 

Вариант 2 

1. 80; 90: 92; 92 (рабочих). Указание. 


Найдите нанбольшее 


Р=250 —х— в 


значение функции 


на отрезке [1,М]. При 


М —80, 90 ее наибольшее значение достигается 
на правом конце отрезка, а при М == 120, 150 — 
в критической точке х.=92. 

2. 10, 1[. Указанне. После преобразований 
получим неравенство 5— 2х >> 3*, откуда х<_ 1. 
С учетом области определения это дает 
9х1. 


3. х= т +2ил (ВЕ). Указание. После пре- 


образований получим уравнение 2-3 со х- 
{+ с03? х=2 зп х. Возведя обе части уравнения 
в квадрат, получим для новой переменной 
2=608 х уравнение 2(:2+1)2’+5=+12)=0, 
откуда 2=0 или —1. Сделайте проверку. 
41+) 41+ Е) 


4. Е $5, если ОЕ: Ва’ если 
> 1. 
5. НЕО (= <в<а). 

У — (1-2 соз В} к 


Вариант 3 

1. а=4. Указание. После преобразоваиий 
получим уравнение х? —(2--а} х-- 1==0 с поло- 
жительным дискриминантом. Для вычисления 
х!+х? воспользуйтесь теоремой Внетв. 

2. ]—3, 7/3]1[6, + е[. 


3. хи = 4 Ая; х.= 5 +ы (Е 162). 


1—3 с05? а ( 
ой о— 


5. агссоз «< 5 , 
Вариант 4 
1. 4 кг; 17,5 %. 
2.6=—2; 21-4 2. Указанне. По тео- 
реме Виета, х, 5 х.= —6, х,-х.==—1, и 
(жи =5, ет} 
3. 1. К кл, С РА, Вил ве}. 

5 5 
сов а/2 4 В и 
- бат” а/2 


4. Зт. 5. 


59 


< 


ИЖ >. 
РР о“ — 77 
7 > — 


Рис. 3. 
Вариант 65 

1. 32 км; 24 км/ч. 
л Кл 


чь. 

© а, 

< ва аче*. 
$ 

ых Ф.Ф. Ф.% 
7 я 
т о 

2 \ 964 

СА. к. ых 

к? 


2. х=:5+ в 822. Указание. После пре- 

образований получите уравнение созбхх 

Х!с08 4х 11=0. 

ГОА Е т 

3-11 —1; — 3: 2:37 Указанне. Вы- 

полните замену 2=3х-- Е 
а 

3.2. Гы — 3 -ы 5’ Е 


4. 21 (см. рис. 3). 
5 32 а 
а ©. 


Вариант 6 
1. 18 кг; 22 кг. 


2.1. ХЕ Е +21 (КЕ?) 2.2. м= + а +в; 


ху а + 8л (в, 162). 
3.1. 1; +. 3.2, {—2; 1}. 

5 > 
4. 56? . 5. агссоз [с08 п ©0$ В}. 
Вариант 7 
1. 1596 год. (В 1596 году родился Рене Декарт.) 
Указание. Записвв искомый год в виде 
1ху=х, где х — число сотен, у — число десятков, 
д — число единиц, получим (1000-100х-+ 
10% 2) + 5355 =- 10002 4+ 100у-10х- 1. 
Чнсло 2--5 оканчинвется на 1. Поэтому 1—6. 
2. х=а—‹—а'+4а-—3, х.=а- у-а`+4а—3 
(1<3а=3). Еслн 1<а< 3. то хх1=х,= 4; 
если 2<а< 3, то 1 м х,< 4. 


3. [| 1 | Указание. Неравенство можно 

записать в следующем виде: 2 зп х (сов 3х -- 

4-с0з 2х -- 3) о. Но соз3Зх-соз 2х + =- 

=2 (3 сов 2 сов .) ^ т )>о АЛЯ 
4 ра 2 2 


= [335 


я х _Зл х 
ч= э = 4. поэтому ов >| = 


| так как для такнх х имеем 


1 
— . Следова- 
у2 
тельно, нсходное неравенство равносильно нера- 
венству эл х< 0. 
в 46: о: 
\/45? —а’-- 23а 


(т<а<я) 


(ь> “>0) 


5 _@ ыт а/2 


1 — 2 с09 и 
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Физика 


Письменный экзамен 


Вариант 1 
1. Введем систему координат так, как .пока- 
зано на рисунке 4. Введем обозначения: 
г, — начальная скорость пули; а — угол 
наклона к горизонту, под которым вылетает 
пуля; В — точка, в которой находится шар 
при прохождении положения равновесия; С и 
р — точки максимального удаления шара от 
положения равновесия. 
Пусть пуля вылетает из точки О в момент 
времени {,=0 м попадает в точку В в мо- 
мент временн #. Пуля двнжется по параболе 
м попадет в точку В при выполнении усло- 
вий: | 
х{)=1,=05008 а * 2, 
У} === а 8—8 /2. 
Чтобы шар с застрявшей пулей упал верти- 
кально вниз, необходимо, чтобы сразу после 
обрывв нити горизонтальная составляющая 
импульса шара о пулей была равна нулю. 
Из закона сохранеиия импульса следует, что 
в этом случае 

тоосов п—-Мо=0, 
где и=ышА ==\/&/ТА — модуль скорости шара 
в точке В. Горизонтальная составляющая ско- 
рости пули и скорость шара в точке В на- 
правлены навстречу друг другу при выпол- 
нении условия 


Ре Т 
= 


где Т=2/ в, п==1, 5, 9, .., если в момент 
1—0 шар находится в точке С п п-=$3, 1, 
11, ... если в начальный момент шар нахо- 
дится в точке О. 
Из полученных выражений следует система 
трех уравнений с тремя неизвестными ох, 
а, #: 

0508 и * =Ё, 

&: — Зоозт а + г 21=0, 


т Я А 
м т 05С03 п 
и условие «кваитовамния» временн 
ам: 
2 5 


Решение системы дает: 


«ино 


о) 
А АИ ^^ 
тогда условие «квантоваиия» принимает вид 


те 
МА 


п. 


8 


Рис. 4. 


Рис. 6. 


Таким образом, если выполняется это условие, 
то решение задазв дается выражениями для 
и, И ь, а если нет, то задача не имест ре- 
шения. Нетрудно показать также, что задача 
может иметь решение только при «>0. 

2. Обозначим через Г. начаяьную температуру 


газа, а через Г — конечную температуру газа 
в нижней части сосуда. Пусть М — моляр- 
ная масса газа, т — масса газа и каждой 


части сосуда. 
Запишем уравнения состояния идеального газа: 


т 
р." = мАТГо 


т 
Р,У „= м АТ. 


РУ м ВТо 


пир тит 
где имдекеы 4ть и «нь относятся к зерхиой и 
нижней частям сосуда соответственно, штрих» 
обозначает величины, соответствующие конеч- 
ному состоянию газа; У,/У„=3, И/У, =4. 
Условия равновесия поршня имеют вид: 


Р, ГРьРь, 
Р. {Ри =р;, 
где рь=Р/З. Е — енла тяжести поршня, 


$5 — площадь поршня. 
Из полученных рапенств найдем 


и 471 
т. 60’ 
3. Схема включения и обозначения токов н 


сопротивлений показана на рисунке 5. где 
индекс зн» относится к нагрузке, п эзш» — 
к шунту. Для пормального режима работы 
нагрузки требуется 


[н= ИР . 
По закону Ома 
Ра 
= г ИИ ы 
и Вн +В; 
где п21 — натуральное число. 
Очевидно, что 
[1 
=. 7 — 
= -Н1 ов . 
В, т 
г 
В, = т. 


Из полученных равенств следует 


. ОТ 
Ки- рат" 
где 
Вх 1 
и— д #&—!° 


Так как В„>0, то п>Ь, то есть п 
это ближайшее к ШБ натуральное чнело 
(если Б — натуральное чнсло, то п=б, 
В,-—о и для нормального режима работы 
нагрузки шунт не требуется). При заданных 


тат 


условиях ь=6-.. Следовательно, лии=7 и 


1 
Вт Ом. 


4. Введем обозначение: п./п,—п. Так как по 
условию задачи п< 1, то возможно полное внут- 
реннее отражение. Ход луча в этом случае 
показан на рисунке 6, а. Предельный угол 
падения опуеделяетоя из соотношения в/п я, == 
—л. Но {/В =ят и. Поэтому для предельного 
значения зприцельного параметра» [ имеем 


1пр-- Я эт ар == Вп- 


Таким образом, еели л,/п,<ИЯ=1, то имеет 
место полное внутреннее отражение н иско- 
мый угол | 
ф=а — 2агсал ® (1) 
(при 2->А имеем трнвиальный случай ‹—0). 
Ход луча при {/В < п показан на рисунке 6, 6. 
Из треугольников ВОС и АОВ имесм 
уе (@-+(1—28))—л, 
откуда 
ф=2(В— и). 
Так как и—ахсвт(/В} и р=агсыт (вт в/п) = 
=агсз! ({/4Вп)), то при /ИВ<п./п, искомый 
угол 
(жи ии 
#=2 агсзи о п из (2) 
Если [/В-=н./п, то формулы (1) и (2) дают 
одинаковые результаты. 


Вариант 2 
1. Бруски движутся г одинаковыми ускорения- 
ми. если 


1—4н< = <1 +4. 
я 


2. Отношение объемов частей сосуда равно 


> р м т:.Т; т2Г› тзТ 
Е ое 
з х М, М; м, 
3. Ели \Н,Н./г — натуральное чнело и 


ВВ. то число аккумуляторов вн батарее 
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равно —- 
\ В.В, 
в — . 
Е 
Если „В В›/г — ие натуральное число, то 


задача не имеет решения. При В,--В, полу- 
чаем тривиальный случай: п — любое нату- 
ральное число. 

4. Построение ясно из рисунка Т. 


Задачи устного экзамена 

1. й, =#/9==30 м; #.=31/9=90 м; В. =5й/9= 
=-150 м. 

2. тз=2ит.т./(т, +т.)=99 кг. 

8. т=М/3-=0,2 кг. 

4. Атмосферное давление, выраженное в мм 


:) Ню— М т 
рт. ст. равно "Обама ТЕТЯ т. 
=750 мм рт. ст. (здесь Но=760 мм рт. ст. и 
Т.=273 К — давление и температура при 
нормальных условиях). 


„(1 221) ) 
ы бы (. Ро Т2 и То-+АТ, 
—0,06 Н. 
6. Число молекул воздуха шв комнате умень- 
шилось на (Т.—Т,) : 100% /Т.—А %. 
7. Если В>г, то большая мощность выделя- 
ется при параллельном соединенни резисторов, 
если Я<г — при последовательном. 
8. Ик +В „/В)=1000 В. 
9. Н=> в В. 
10. Зеркало следует поместить на расстоянии 
1=2.5Р от линзы. 


Ленниградский политехннческий институт 
им. М. И. Калинина 


Математика 
Вариант 1 

120 аж. 
т 2. У=Ал, 5=21\/18. 3. 10; 10. 
4. Т=д; [(х) = —2 т 2х— > хе, х- 


4` 3 

Ели в; ВСР. 5. х=— 1; при а=22, В=2, р(х)= 
=( 2х И)"; при а=2, В=— 2, р(х)=(х'— 1). 
Указанне. При «=2, В=—-2, получаем мно- 
гочлен (х’—1)'. Его корень х-=—1 является 
корнем многочлена р(х) при любых ии В. 
Если многочлен р(х) квадрат квадратного трех- 
члена, то р(х)—=(х--1)“(х’ ах 8) при некото- 


рых а, 6, причем х’}-ах--Ь — тоже полный 
квадрат. 

Вариант 2 

1. юЕ.5. 2. жаеЕлиВ, х,= 5-0"+5 т, 
А, ТЕТ. 3. (1-1 61)/5. 4. Е вц г. 
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Указание. Дизгональ ВБ делнтся точками Г 


Е н РГР на 3 конгруэнтных отрезка. Б. 
вт=| — + - тЙ Указание. Докажите, что 


наибольшее знвченне функции 4с03*х— 
—66°°* 2% 1-2 отрицательно. 
Вариант 3 


1. {(9,36); (36.9). 
2. ==: —2] 1! }3; ++ о[. 


3. 108:(6— \'33); ю& (6/33). 
4. 4. Указание. Докажите, 
угольник является ромбом. 

5. (=ЕВ -!лК: ЕСИ); {[ убывает на каждом 
промежутке ]лЁ; л(#-11)[; АВ. Указание. 
(<>) отрицательна при всех хЕ]мК; з(Е- ИЦ. 
ЕР. Поэтому (2)> ИЗ), откуда следует, что 
А<В. 


что четырех- 


Физика 

Е. 25=/58(. 

2. Указание. Работа, совершаемая телом 
против силы сопротивления воздуха, равна из- 
менению кинетической энергни воздуха, увле- 
каемого телом прн его движении. 

3. 9=Зю КАТА2М}] -23 . 10” Дж (здесь В= 
==8.31 Дж/(моль. К) — универсальная газо- 
вая постоянная). 

4. в" == + 10 радус. 


5. Втах=2@=0,15 м; Ох =еУЙ/т==1,1 м/с. 
т _КИтЕ\№  этяв 
аня, 


1 1 
7. В= +. 

Р, тя Г. 
Ленинградский государственный 
педагогнческий инстнтуу им. А. И. Герцена 
Фнзика 
Физический факультет 
1. А=(т—то/оя(в—(т/о)"'3)=117,6 кДж. 
2. М=2/(4л?2\)=0,01 м. 
3. Изображение точки находится на расстоя- 
нии [=Р/2=5 см от линзы и на расстоя- 
нии 5=а/2 от главной онтической оси. 
Математический факультет 
1. „Лу-=3. 
2. 14=86./(Е +1.)=10 мин. 
Индустриально-педагогический факультет 
1. Давление воздуха м колбе будет понижать- 
ся, процесс испарення воды усилится, вода 
будет интенсивно охлаждаться. Однако, еслн в 
какой-то момент давление воздуха окажется 
равным давленню насыщенных водяных паров, 
вода в колбе закипит. 
2. Мощность плитки увеличится в 10/9 раза. 


Естественный факультет 

1. №=451:/2=125 м (здесь 5=10 м/с’). 

2. А=тКАГ/М =- 1146 Дж (здесь В= 
—=8.31 Дж/(моль - К) — уннверсальная газо- 
вая постоянная, М==29 . 10 ‘кг/моль — моляр- 
ная масса воздуха); О=ст^Т —=56000 Дж. 

3. И=От/ = 1,2 + 10 Дж. 


„Менннградскнй электротехкический институт 
нм. В. И. Ульянова (Ленина) 

Математика 

Варнант 1 


1 А 
о 
1.2. хс]}—©; —ШИИ; 2- 
1.3. При <0О — один корень, при #610; 3} — 
два. при &>0, #5=3 — три. 


1.3. Таких точек нет. Указание. Решите 


о | 
систему: /(х,)=Их.), == 5, ‚ Х-Ех,- Для 
этого и первом уравнении системы перене- 
сите /(х,) в левую часть и разложите ее на 
множители (один из множителей х,—х,). 


2.2. Х—=1 или > : 


З 

гы __ 83 
ХТ —-. 
3.1. При реки убынает, при 
х> т возрастает. 
3.2. хЕП; е?}. 
3.3. ЕО или Е=2е. Указание. Введите 
функцию #(х)= ия и исследуйте ее г по- 


мощью производной. постройте график. Изучае- 
мое уравнение равносильно уравнению 
#(х)=К. 

Вариант Я 

И. х-=2- 

1.2. х==ю%- 6. 


м № - 
1.3. оо : 
1.4. <3—№ю5.14. 
2.1. 5(а) = а. сш? - 


2.3. 5„,=3/3. Указание. Используйте ре- 
зультат п. 2.2. 


2.4. 6, З5Р< со. Указание. $=- Р-г= 
в. 
= Р. 


3.1. ИВ)—(В +01) В 20,29. 
3.2. В=(2л) №3. 
Избранные школьные задачи 
(см. «Квант» № 3) 
1. х=1. Указание. Заметив, что х=1 — 
корень уравнения, разложите многочлен = — 
9х'{27х—19 на множители: 
х'—9х?-4-27х—19=(х—1)(х*—8х- 19). 
2. Обозначим 1984 через л. Тогда 1984 : 1985 
х 1986 - 1987--1=л(п-Е 1)" 2)(1-3) + 1 = 
== (л?4-Зп)(п?+3п-+2)- 1. 
Подожив теперь л*-- Зп-- 1=, получим 1984 Х 
Ж1985- 1986. 1987-42 1==(т— 1 (т) -+1=7”. 
3. Указание. Площадь четырехугольника, 
вершинами которого являются середины сторон 
данного четырехугольника (кстати, отметим, 
что это параллелограмм). равна половине 
площади исходного четырехугольника. 
4. Заметим, что 6(х- Ти) = (6х Е 11у)--З1у. 
Поэтому из условия следует, что число 6(х--Тиу) 
делится на 31. 
5. 70 км. Решение. Велосипедисты до встречи 
схали @ часа. За это время муха-слепень проле- 
тела 100 км, аот пункта А сместилась на 40 км. 
Если обозначить через х количество километров, 
которое она пролетела п направлении от А к В, п 
через у — количество километров, которое муха 
пролетёла н направлении от В к А, то получим 
систему х{у=100, х—у=40. Поэтому х=1Т0. 
6. Область определения данной функции — 
промежуток [1; {+ со]. Заметим, что сс квадрат, 


то есть /?, равен 
‚оне. 


[зу Ух )] - 


ЕЕ А 
= (2—2 факта) 1—1 х—2.)= 


х—1 при х= 2, 
1 при х>2. 


< 


Теперь легко построить график функции 


_Глух-1 при 1х2, 

=| 1 прих>2 

— см. рисунок 8. 

1. 11?11. Решение. 15? 11==(1--18 1,1)? > 
>12 1.1 =1-Н1 1,21 = щ 12.1 > 12. 

8. Пусть М и № — середины сторон ВС и АР 
соответственно (рис. 9). Отрезок МР параллелен 
стороне АВ и МР-= АВ, а отрезок М@ паралле- 
лен стороне Ср и МО=Ср. Рассмотрим треу- 
гольники АМРи РМО. Они равны, ибо А М= МР, 
а отрезки АРи ОД равны и параллельны. Поэто- 
му РМ№=М@. Следовательно. отрезок ММ — 
медиана вн треугольнике МРО. Отрезок РК 
параллелен отрезку МО и РК=МО. Поэтому 
МРК@ — параллелограмм. По условию ММ= 


— 5 (Ав+ С). Поэтому МК=?2.ММ=АВ-- 


+Ср= МР-+М@-=МР-ЕРК. Следовательно, 
точки Р, Ми К лежат на одной прямой. А это 
означает, что отрезки АВ н СО параллельны. 
9. Не существуют. Решение. Поскольку 
#0). д :0)=1, получаем #(0)5-0. Аналогично, 
поскольку #11;-8:—№=1, @(—№--0. 

Но это противоречит тому, что {8—1 =0. 
10. Указаиие. Воспользуйтесь следующим 
фактом: если точки М. М. Р. К лежат на сторо- 
нах АВ. ВС. С, ОА квадрата АВС и отрезок 
МР перпендикулярен отрезку МК, то МР:=МК. 
11. соз зщ 1. Решение. Поскольку 


эт 1-+с03 1 == \.2. зп (1 + 1) << >. 
получаем 


соз $1 т (^ мо 1) соз 1. 


12. 27. Решение. Положим х—у— п. Тогда 
пп— | 
т 
72 
Это — целые числа при любом п. Мы получаем, 
что целочисленные решения нашего уравнения 
(2 ш- 1). лип ь 
ПЕ. 2 } 


х-+-у=п*, откуда хе ЕО, 


имеют вид 


Рис. 9. 


Неравенства |х|< 100, |у1 <100 выполняются 
при [п| = 13. 
13. Обозначим основания трапеции через а и Ь, 
высоты соответствующих треугольников 
через А, н В,. Тогда 
о +); в = СА $ 82= ай 
22:9 2 
Вь |] 

. Обозначим — =}. Итак, 
в. а 


ф=(а, В, =11.. В таком случае 


5— 


Из подобия е- 


„Эй 
Вх 8 
Отсюда следует искомое равенство. 

14. «о=5. Решение. Выражение 


8=(:--1)?. 


ху (ху) — ху ({@а—1)— 

—2(а’`—7а+14)=—а?+12а—27 (1) 
как функция от а представляет собой квадрат- 
ный трехчлен, определенный для тех а, для 
которых существуют действительные х и у, 
удовлетворяющие условию задачи. Эти значе- 
ния х и у определяются системой 


{ х+ута—1, 
ху=а?—1а-+-14, 


а значит, х и у удовлетворяют квадратному 
уравнению {*— (а—1)1--а?—-7Та+14=0, дискри- 
мннант которого равен — За?--26а—55. Этот 
дискриминант неотрицателен при 11/8<а=5. 
Следовательно, действительные значения х ну 
существуют только для тех а, которые принад- 
лежат промежутку (11/3; 5}. Наша задача 
состоит в том, чтобы на отрезке [11/3; 5] найти 
такое а, при котором трехчлен (1) принимает 
наибольшее эначение. Вершина параболы 6&— 
——а?--12а—27 имеет абсциссу а-=6, что 
расположено правее отрезка [11/8; 5]. Наиболь- 
шее значение выражения (1) достигается, 
следовательно, на правом конце этого проме- 
жутка, то есть при а=5. 

15. Если п четно, то правильный (п--2)-уголь- 
ник получиться может, если л нечетно, то не 
может. Укаэвиие. Достаточно заметить, что 
в правильиом (л--2)-угольнике в случае нечет- 
ного п иет пары параллельных сторон. 


Шахматная стравичка 

{см. «Ввант» № 1) 

Задание 1 (Л. Куббель, 1941 г.). 1. ФЬИи 
14 Л, С) 2.Феах; 1.41К 2.ФЬ5х; 1..С — 
любой ход 2.Фа1 Хх. 

Заданые 2 (Л. Куббель, 1941 г.) 1. 97 Крс7 2. 
Ь8К! Кр:Ъ8 3. а48ФХ; 2..Кра8 3. СЬбх. 
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Шахматная страничка 


Консультирует —  оке-чем- 
пиои мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техниче- 
ских наук Е. Я. Гик. 


НЕПОДВИЖНЫЕ 
ФИГУРЫ 


Первый русский шахматный 
мастер А. Петров в прошлом 
веке придумал задачу, ш ко- 
торой белому королю запре- 
зцалось ходить. 


А. Петров, 1841 г. 
Мат в 25 ходов 
(не двигая белого короля). 


Белым надо заставить чер- 
ного короля приблизиться к 
белому. 1. КсЗ Крё? 2. Лаб 
Кр{7 3. Ке4 Крк7 4. КёЗ 
КрН?7 5. Кё5 Кря8 6. Либ-- 
КрЬ7 7. ЛЬб{- Кре8 8. ЛЫ 
Кр{7 9. Лят Кр!б 10. Каб 
Кре5 11. Л Креб 12. КТ 
Кре7? 13. Кез Кре8 14. Л{7 
Кр@8 15. КВ? Кре8 16. Ля? 
Кра8 17. Кб Крс8 18. Ла7 
КрЬ8 19. Ке8 Крс8 20. Лаб 
КрЪ8 21. Лсб КрЪь7 22. Ка6-- 
Крь8 23. Лс8-- Кра7 24. ЛЬ8 
Краб 25. Ла8Х. 

Удивительное дело — про- 
шло сто тридцать лет, и по- 
добная задача г неподвнж- 
ным королем вошла в исто- 
рию программирования 
на ЭВМ. 

У белых король на поле 
с3 и ферзь, у черных один 
король. Могут ли белые вы- 
играть, не делая ходов своим 
королем? 

Эта заднча стала первой 
шахматной задачей, которую 
машина решила раньше, чем 
человек. Подробно с том, как 
справился о ней компьютер, 
можно прочитать в вышед- 
шей недавно книге А. Л. Бруд- 
но п Л. И. Каплана «Олим- 


пнады по программированию 
для школьников» (М., 1985, 
с. 73). Для тех, кто наивно 
полагает, что эту задачу мож- 
но решить полным перебором 
вариантов, авторы книги при- 
водят несложный расчет, ко- 
торый показывает, что по- 
добный анализ (на ЭВМ!) зай- 
мет миллиарды лет. Задача 
решается при помощи так на- 
зываемого ретроспективного 
анализа — расчет производит- 
ся не вперед, а назад. Снача- 
ла находятся заключительные 
повиции, в которых черный 
король заматован. Затем бе- 
рутся позиции, из которых 
заключительные получаются 
в [ ход, ит. д. В результате 
все позиции на доске ранжи- 
руются, ранг позиции — это 
число ходов, которые должны 
сделать белые, чтобы объ- 
явить мат (при наилучших 
действиях обенх сторон). Та- 
кнм сп0с0бом авторы про- 
граммы А. Брудно и И. Лан- 
дау установили, что при 6е- 
лом короле на с3 мат всегда 
дается не позднее 23-го хода. 
Подробное решение приведе- 


но вн «Квантеье № 11 за 
1981 год. с. 58. 
В сказочной шахматной 


композиции есть иеобычный 
жанр задач, в которых все 
фигуры одной нз сторон вооб- 
ще не ходят или делают лишь 
один ход — последний, ставя 
мат королю противннка. Ре- 
шение такой задачи содержит 
серию ходов лишь одной сто- 
роны (белых нли черных), 
поэтому такие задвчи назы- 
ваются серийнымн. При этом 
обязательным условием яв- 
ляется едииственность серии 
ходов, т. е. при любой другой 
последовательности ходов мат 
ставится позднее, чем тре- 
буется в заданин. 


г. Сернй- 
ный кооперативный мат Е 
17 ходов. 

Это задание означает, что 
ходят только черные, а когда 
онн сплетут матовую сеть 
своему королю, белым разре- 
шается сделать один ход 
{поставить мат). 


1—7. Кра?—а3—64— 
с3—93—е2—е1. 8. {АЛ 9. ЛЕ2 
10—16. Кре2-—93—с83—№4— 
3 —2а2—а1 17. Ла2. Теперь 
белые, наконец, могут сыг- 
рать — КЬЗХ. Решение обыч: 
но записывается и сокращен- 
ном виде: 7. Кре1 8. 1Л 9. 
{2 16. Кра1 17. Ла? КЬЗХ. 
Очевидно, серия черных хо- 
дов является единственной. 


Ц. Кате, 1965 г. Серийный 
кооперативный мат в 60 хо- 
дов. 

Рекордная задача! Не сра- 
зу разберешься, как черному 
королю свить матовое гнездо. 
1. Крьб 12. Кр:а2 16. Кр:94 
19. Кр:#2 29. Кр:Ъ8 44. Кр:аб 
60. Кра8 с7Х. 


Вот еще три серийные 
кооперативные задачи. 

Белые: Краб, Фей, Себ; 
черные: КрН2. Мат в 14 хо- 
дов. 14. Кра4 ФаёХ. 

Белые: Крс6, Лей, С<3, 
п.а3; черные: Краб. Мат в 
24 хода. 12. Кр:а3 24. Краб 
(король забрал пешку а3 и 
тем же маршрутом вернулся 
на исходное место) ЛаТХ. 

Белые: Кр!5, Фс2, Кяб, 
КЬ5. п.В3; черные: КрёЗ. 
Мат в 36 ходов. 12. Кр:65 


. 24. Кр:63З 36. Крь5 ФЬ2х. 


Конкурсные заданяя 

7. Доска имеет форму 
прямоугольника 4х 168. Бе- 
лые: Кр415, Лс16; черные: 
Кра8. Белая ладья может 
еделать лишь одии ход. Мо- 
гут лн белые выиграть? 


_ М> 
& 


8. Белые начннают м вы- 
игрывают. 

Срок отправки решений — 
20 июня 1986 г. с пометкой на 


конверте: «Шахматный кок- 
курс «Кванта», задания 7, 8». 


На 


На. этой. стромички $ вкмых видах пока; 
пазванием ререе хит пк т 
ть г. ложно. задать в пространствен- 
що” ‘ежетеме- _ жоордымат `Озуз. ‘уравнением 
реет зрении 
аи рибунке слева воерху. . 
Зтоеал ма иное кизаи. 1: Гильберта 
& С; Кок Фоесена +«Ноалидния Зеощетрияь 
4М.; «Наука, 198 в. 6. 33), ой ты 
момеядуем ирмобрасти абем любителям. 


нЕ 


АНА ее 
иен. 


авАсьс (ооо 


25 лет назад гражданин Советского Союза 
коммунист Юрий Алексеевич Гагарин открыл 
человечеству дорогу в космос. 

С тех пор проделана огромная работа; год 
от года растег роль космических исследований 
в нашей жизни. Космонавты всесторонне 
исследуют нашу планету, помогая решать 


важные задачи народного хозяйства. 

Советский Союз прилагает огромные усилия 
к тому, чтобы космос всегда оставался ареной 
международного сотрудничества, мирных ис- 


следований и разработок. По иному относятся 
к этой пробщеме в США, где администрация 
и военно-промышленный комплекс упорно пы- 
таютгся вовлечь человечество в подготовку к 
«звездным войнам», которые могут погубить 
цивилизацию. Понимая чудовищные масштабы 
грозящей опасности, народы разных стран 
активно включаются в борьбу за мирный 
космос. И в первых рядах борцов за мир и 
всеобщее разоружение последовательно высту- 
лает советский народ. 
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Как мы дышим? 


Кандидат физико-математических наук 
К. Ю. БОГДАНОВ 


О чем рассказывает электрокардиог- 
рамма? Как летучие мыши в полной 
темноте ловят мошкару? Как почто- 
вые голуби находят дорогу домой? 
Ответы на эти и многие другие во- 
просы дает биофизика — наука, изу- 
чающая физические явления в живых 
организмах, лежащая на стыке физи- 
ки и биологии, использующая но- 
вейшие достижения физики в биоло- 
гических исследованиях. Попробуем и 
мы, вооружившись школьными зна- 


нйями физики, ответить на, каза- 
лось бы, простой вопрос: как мы 
дыщим?*) 


Наша дыхательная система 


При нормальном дыхании наш ор- 
ганизм потребляет в день около 
0,5 кг кислорода и выделяет почти 
такое же количество углекислого га- 
за. И поступление кислорода, и выход 
углекислого газа осуществляются че- 
рез легкие. 

Внутреннее пространство легких 
сообщается с атмосферой посредством 
воздухоносных путей. Воздухоносные 
пути состоят из носовой полости, 
где вдыхаемый воздух подогревается 
и увлажняется, глотки, гортани, тра- 
хеи и двух главных бронхов, подво- 
дящих воздух к правому и левому 
легкому. Каждый бронх дробится на 
более мелкие бронхи (бронхиолы) и 
заканчивается — микроскопическими 
легочными пузырьками — альвеола- 
ми, окруженными со всех сторон гу- 
стой сетью кровеносных сосудов. 
Альвеолы, которых у взрослого чело- 
века насчитывается около 100 мил- 
лионов, представляют собой соединен- 
ные друг с другом пузырьки, напол- 
ненные воздухом (рис. 1). В каждый 
момент времени в кровеносных со- 
судах, оплетающих альвеолы, нахо- 
дится примерно 70 мл крови, из кото- 


*) От редакции. Скоро выйдет в свет 49 вы. 
пуск «Библиотечки «Квант» — книга К Ю. Бог- 
данова +Физик в гостях у биолога». Прочнтать 
эту книгу мы советуем всем, кто любнт физи- 
ку. биологию: ясем, кто любит задавать вопро- 
сы, глядя на окружающий нас мир. 


1* 


рой в альвеолы диффундирует угле- 
кислый газ, а в обратном направ- 
лении — кислород. Огромная поверх- 
ность альвеол позволяет менее чем за 
одну секунду насытить эту кровь 
кислородом и освободить ее от из- 
бытка углекислого газа. 


Дыханне и мыльные пузырн 


Легко ли нам сделать вдох? На 
сколько давление воздуха внутри лег- 
ких (внутри альвеол) при вдохе пре- 
вышает давление снаружи (в плев- 
ральной полости)? 

Если считать, что каждая альвео- 
ла — это полый шарик из эла- 
стичной мембраны, то давление, не- 
обходимое для поддержания такого 
шарика в раздутом состоянии, при 


заданном внешнем давлении должно 
полностью определяться диаметром 
шарика и упругими свойствами мем- 
браны. Так ли это? 


В 1929 году швейцарский ученый 
Карл фон Нииргард обнаружил, 
что давление, необходимое для разду- 
вания легких, можно значительно 
уменьшить, если заполнить легкие фи- 
зиологическим раствором. Это никак 
не вязалось с представлением об 
альвеолах как о полых эластичных 
шариках: если бы при вдохе нам 
надо было преодолевать только силы 
упругости, то наши усилия не зави- 
сели бы от того, заполнено легкое 
раствором или нет — ведь силы упру- 
гости от этого не зависят. Данные, 
полученные Нииргардом, стали объяс- 
нимы, когда выяснилось, что каждая 
альвеола изнутри покрыта тонким 
слоем жидкости. Это обстоятельство 
существенно влияет на механические 
свойства альвеолы. В частности, дав- 
ление, необходимое для раздувания 
альвеолы, оказывается больше, чем в 
случае полого шарика из легочной 
ткани. И вот почему. 

Известно, что поверхность жид- 
кости ведет себя подобно растянутой 
пленке — обладает поверхностным 
натяжением. Чтобы оценить роль сил 
поверхностного натяжения в механи- 
ке альвеолы, рассмотрим пленку 
жидкости, имеющую форму сферы 
(простейший пример такой пленки — 
мыльный пузырь).*) Давление воздуха 
внутри пузыря из-за поверхностного 
натяжения жидкости всегда оказыва- 
ется больше внешнего давления. Ве- 
личина избыточного давления внутри 
сферы радиуса Е определяется соот- 
нощением Лапласа Ар-—=2с/В, гдес — 
коэффициент поверхностного натяже- 
ния пленки. Это избыточное давле- 
ние тем больше, чем меньше радиус 
сферы. В пленке мыльного пузыря и 
внутренняя, и внешняя поверхности 
соприкасаются с воздухом, и с пленки 
равно удвоенному значению коэффи- 
циента поверхностного натяжения 
жидкости. В альвеолах контакт воз- 
дух жидкость осуществляется 
лишь с одной стороны, изнутри. 

Давайте оценим величину Ар. 
Для межклеточной жидкости в= 
—5 . 10“ Н/м; примем это значение 
и для жидкости, выстилающей внут- 
реннюю поверхность альвеолы. По- 


*} В серин «Библиолечка «Квант» в 1985 году 
{46 пыпуск) оышла книга Я. Е. Гегузниа 
«Пузыри». В ней читатель найдет подробное 
объяснение поведения мыльных пузырей в разных 
условиях и вообще много ннтересного из жизни 
пузырей (Примеч ред) 
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лагая В=50 мкм—=5 . 10-*м, получа- 
ем: Ар==2 . 10° Н/м?. 

На рисунке 2 приведена зависи- 
мость объема легких от давления 
внутри них (точнее, от того, на сколь- 
ко это давление превышает внешнее). 
Из графиков видно, что если не всё, 
то по крайней мере значительная 
часть давления, растягивающего лег- 
кие при вдохе, идет на преодоление 
сил поверхностного натяжения. Ког- 
да же легкие заполнены физиологи- 
ческим раствором, дополнительное 
давление необходимо лишь для прео- 
доления упругих свойств легочных 
тканей. Очевидно, что разница меж- 
ду двумя кривыми на рисунке 2 и 
представляет вклад сил поверхност- 
ного натяжения в эластичность лег- 
кого. При обычном вдохе объем лег- 
ких человека составляет около 50 % 
их максимального объема. Как следу- 
ет из рисунка 2, в этом диапазо- 
не вклад сил поверхностного натя- 
жения составляет более 30 %. 


Не всё так просто 


Привлечение сил поверхностного на- 
тяжения для объяснения механиче- 
ских свойств легкого приводит к сле- 
дующему «парадоксу» при объясне- 
нии взаимодействия между соседними 
альвеолами. На рисунке 3 схемати- 
чески показаны две соседние альвео- 
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лы, имеющие разные размеры. Пред- 
положим сначала, что воздушные по- 
лости альвеол не сообщаются друг с 
другом (рис. 3, а). Давление воздуха 
р, в левой альвеоле больше, чем дав- 
ление р. в правой (поскольку ВА. < 
<В.). Поэтому, как только мы откро- 
ем *кран», соединяющий воздушные 
полости альвеол, воздух из левой 
альвеолы начнет перетекать в правую, 
пока давление в обеих альвеолах не 
станет одинаковым (рис. 3, 6). Та- 
ким образом, при соединении воздуш- 
ных полостей двух неодинаковых 
альвеол большая всегда будет разду- 
ваться, а меньшая — спадать. Оче- 
видно, что такое взаимодействие 
между соседними альвеолами привело 
бы к спадению всех мелких альвеол 
легкого и к разрыву крупных; в 
результате легкое уже не могло бы 
выполнять своей функции. Как же мы 
все-таки дышим? 

Рассматривая взаимодействие меж- 
ду соседними альвеолами, мы зара- 
нее считали, что поверхностное натя- 
жение одинаково у различных аль- 
веол и не зависит от того, в каком 
состоянии — раздутом или спавшем- 
ся — они находятся. У чистых 
жидкостей поверхностное натяжение 
действительно не зависит от разме- 
ров поверхности. Но у жидкостей, 
содержащих различные примеси, о за- 
висит от величины поверхности, по ко- 
торой они граничат с газом. 


Опять Природа все предусмотрела. 
Вещество, содержащееся в виде при- 
меси в жидкости, смачивающей изнут- 
ри поверхность альвеол, так регули- 
рует величину поверхностного натя- 
жения, что п минимально в начале 
вдоха (минимальная поверхность) и 
максимально в его конце (максималь- 
ная поверхность). Поэтому, несмотря 
на то, что радиус альвеол в начале 
вдоха очень мал, вклад сил поверх- 
ностного натяжения невелик. Это поз- 
воляет раздуть спавшиеся альвеолы 
относительно малым давлением. В то 
же время, увеличение п с увеличением 
радиуса альвеолы препятствует ее 
чрезмерному раздуванию в конце вдо- 
ха. Кроме того, такая зависимость 
с от размера альвеолы регулирует 
взаимоотношения между соседними 
альвеолами, не давая проявляться 
механизму, проиллюстрированному 
рисунком 3. 

Почему примеси делают поверх- 
ностное натяжение зависимым от пло- 
щади поверхности? Как правило, 
примеси, понижающие с, по своей 
химической структуре очень близки к 
обычному мылу и при растворении 
образуют тонкую пленку на поверх- 
ности воды. Если концентрация при- 
меси высока, так что пленка может 
покрыть непрерывным слоем всю по- 
верхность воды, то о такой жидко- 
сти равняется определенному для дан- 
ной примеси значению. Когда же кон- 
центрация примеси недостаточна, что- 
бы покрыть пленкой всю поверхность, 
поверхностное натяжение жидкости 
будет находиться между соответст- 
вующими значениями с для воды и 
примеси. В этих случаях увеличение 
поверхности жидкости ведет к умень- 
шению поверхностной концентрации 
примеси и вызывает увеличение с, 
приближая его значение к о для 
воды. При уменьшении поверхности 
жидкости о будет уменьшаться. 


Теперь посмотрите на рисунок 4. 
На нем приведены зависимости по- 
верхностного натяжения от площади 
поверхности контакта жидкости с воз- 
духом. Обратите внимание: при од- 
ной и той же площади поверхности 


контакта величина 0 на звдохеь 
всегда больше, чем на звыдохе». 
Связано это вот с чем. Примесь, 


понижающая поверхностное натяже- 
ние, находится не только на по- 
верхности жидкости, но и вее объе- 
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ме. При увеличении площади поверх- 
ности, то есть при уменьшении кон- 
центрации примеси на поверхности, 
часть молекул примеси из глубины 
жидкости устремляется к поверхно- 
сти. Однако равновесие устанавлива- 
ется не мгновенно. Поэтому, напри- 
мер, в начале звдохаь быстрое уве- 
личение поверхности жидкости сопро- 
вождается резким ростом о, так как 
растворенные в объеме примеси не 
успевают выйти на поверхность; рав- 
новесие между примесными молеку- 
лами наступает лишь в конце +вдо- 
хаь. Точно также, только в конце 
«выдоха» с соответствует равновес- 
ному состоянию. Этим и объясняет- 
ся зависимость о от площади по- 
верхности, показанная на рисунке 4. 

Откуда берутся в легких вещества, 
понижающие поверхностное натяже- 
ние и этим облегчающие наше дыха- 
ние? Оказалось, что их синтезируют 
специальные клетки, находящиеся в 
стенках альвеол. Синтез этих ве- 
ществ, называемых  поверхностно- 
активными веществами (ПАВ), идет в 
течение всей жизни человека — от 
его рождения до смерти. Кривая 2 на 
рисунке 4 соответствует легочной 
жидкости с пониженным содержани- 
ем ПАВ. Видно, что минимальное зна- 
чение п почти в восемь раз увели- 
чено по сравнению с нормой. В тех 
редких случаях, когда у новорож- 
денного отсутствуют в легких клетки, 


6 


производящие ПАВ, ребенок не может 
самостоятельно сделать первого вдо- 
ха. К сожалению, до сих пор много 
новорожденных во всем мире умирает, 
так и не сделав своего первого вдо- 
ха, из-за недостатка или отсутетвия 
в их альвеолах ПАВ. 


Исключение из правил 


Однако многие животные, дышащие 
легкими, совсем не страдают от то- 
го, что в их альвеолах нет ПАВ. 
В первую очередь это относится к 
холоднокровным — лягушкам, яще- 
рицам, змеям, крокодилам и т. д. 
Так как этим животным не надо тра- 
тить энергию на обогрев собствен- 
ного организма, их потребности в кис- 
лороде в среднем в десять раз мень- 
ше, чем у теплокровных. Поэтому 
и поверхность легких, через которую 
происходит газообмен между кровью 
и воздухом, у холоднокровных мень- 
ше, чем у теплокровных. Относи- 
тельное уменьшение площади поверх- 
ности легкого, приходящейся на еди- 
ницу его объема, у холоднокровных 
связано с увеличением приблизитель- 
но в десять раз диаметра их альве- 
ол по.сравнению с альвеолами теп- 
локровных. Относительно большой ра- 
диус альвеол позволяет легко разду- 
вать их даже в отсутствие на их 
внутренней поверхности ПАВ (ведь 
Ар-1/В). 

Второй группой животных, в легких 
которых отсутствуют ПАВ, являются 
птицы. Птицы — теплокровные и ве- 
дут довольно бойкий образ жизни. 
Энергетические затраты птиц и мле- 
копитающих одинакового веса близки 
между собой. Высоки и потребности 
птиц в кислороде. Причем легкие 
птиц обладают уникальной способно- 
стью насыщать кровь кислородом при 
полете на большой высоте (около 
6000 м), где его концентрация в 
воздухе падает в два раза по срав- 
нению с концентрацией на уровне мо- 
ря. Любое млекопитающее (в том чис- 
ле и человек) на такой высоте начи- 
нает испытывать недостаток кислоро- 
да, резко ограничивает свою дви- 
гательную активность, а иногда даже 
впадает в полуобморочное состояние. 
Как же удается легким птицы, не 
имеющим ПАВ, дышать и насыщать 
кровь кислородом? Почему это не по- 
лучается у млекопитающих? 


Займемся самокритикой. Чем пло- 
хи наши легкие? Во-первых, не весь 
вдыхаемый воздух участвует в газо- 
обмене с кровью: воздух, оказавшийся 
в конце вдоха в трахее и бронхах, 
не сможет отдать кислород в кровь 
и взять оттуда углекислый газ, так 
как в этих местах легкого практи- 
чески отсутствуют кровеносные сосу- 
ды. Поэтому часть объема легких, 
занимаемую трахеей и бронхами, при- 
нято называть «мертвым пространст- 
вом». Обычнб «мертвое пространство» 
легких человека имеет объем около 
150 см?. Можно искусственно увели- 
чить объем «мертвого пространства», 
если заставить себя дышать через 
длинную трубку. Каждый, кто пытал- 
ся так ‘делать, наверное, заметил, 
что при этом необходимо увеличивать 
глубину дыхания (объем вдыхаемого 
воздуха). Очевидно, что если объем 
«мертвого пространства» сделать рав- 
ным максимально возможному вдоху 
(около 4,5 дм?), то человек начнет 
задыхаться, так как свежий воздух 
вообще перестанет поступать в альвео- 
лы. Таким образом, существование 
«мертвого пространства» в дыхатель- 
ной системе млекопитающих является 
«ошибкой» Природы. 

Создавая легкие млекопитающих, 
Природа, по нашему мнению, сдела- 
ла и вторую зошибку». Этот недо- 
статок связан с тем, что движе- 
ние воздуха в легких меняет свое 
направление при переходе от вдоха к 
выдоху. Поэтому почти половину 
времени легкие практически бездейст- 
вуют — во время выдоха свежий воз- 
дух в альвеолы не поступает. 

А вот у птиц Природа вновь до- 
стигла совершенства. Помимо обыч- 
ных легких, у птиц есть дополни- 
тельная система, состоящая из пяти 
и более пар воздушных мешков, свя- 
занных с легкими (рис. 5). Полости 
этих мешков широко разветвляются 
в теле и заходят в некоторые ко- 
сти, иногда даже в мелкие кости 
фаланг пальцев. В результате ды- 
хательная система утки занимает око- 
ло 20% объема тела (2% — легкие 
и 18% — воздушные мешки), в то 
время как у человека — лишь 5%. 
Легкое птицы, в отличие от легкого 
млекопитающего, представляет собой 
совокупность параллельно соединен- 
ных открытых с двух сторон тонень- 
ких трубочек, окруженных кровенос- 
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ными сосудами. Соединение мешков с 
легкими таково, что во время вдоха 
воздух через легкое птицы течет в 
том же направлении, что и при вы- 
дохе. Поэтому во время дыхания у 
птиц изменяются только объемы воз- 
душных мешков, а объем легкого оста- 
ется практически постоянным. А раз 
нет необходимости раздувать легкое, 
то не нужны и поверхностно-актив- 
ные вещества в птичьих легких. 

Вот как много интересного можно 
рассказать в ответ на, казалось бы, 
простой вопрос — как мы дышим. 


и 


У нас в гостях стенгазета 
«Андромеда» ФАЛТа МФТИ 


ФАЛТ — это факультет аэромеханики ш летательной техники 
Московского физико-технического института. Подробно о нем 
рассказано в оКванте» №5 за 1975 год. А сегодня мы предостав- 
лдем страницу нашего журнала отделу юмора студенческой 
стенгазеты этого факультета. 


целых и дробях 


В надкушенном яблоке лучше 
обнаружить целого червяка. 
чем его половину. 


Объявление 


еняю один большой камень 
“ а два маленьких. Сизиф. 


Об электричестве 


Если Вы хотите включить 
электрическую лампочку. то: 
1. Вставьте вилку от лам- 
очки в штепсельную розетку. 
2. Нажмите на кнопку 
выключателя. 

3. Убедитесь, что свет за- 
жегся. 

4. Подождите несколько 
минут, п затем, поплевав на 
палец, дотроньтесь им до лам- 
почкн — при правильном 
включеннн она должна быть 
`Хуорячей. 


Электрическая лампочка дол- 

о не перегорает, если сма- 
зать вольфрамовую нить под- 
солнечным маслом. 


хвост Как сделать барометр 
Матерналы: 
1. Березовый кол. 2. Фанера 
{12 мм). 3. Веревка. 4. Гвоздн. 


Принцип действия. 

1. Хвост дрожит — ветер. 

2. Хвост не дрожит — нет 
ветра. 

3. Хвост стоит дыбом — 
перед грозой. 


4. С хвоста капает — 


Новости 


В магазин «Детский мир» 
местного горпромторга посту- 
пили в продажу малогабарнт- 
ные аэродинамические трубы 
на М—20 непрерывного дей- 
ствия с Ке до 10*. Игра за- 
интересует старших и мадад- 
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ших научных сотрудников. 


(Примечание для незнаю- 
щих: М — число Маха, рав- 
но отношению скорости тече- 
ния газа к скоростн звука п 
этом газе; Ке — число Рей- 
нольдеа, см. физический эн- 
циклопеднческий словарь.) 


дождь. 

5. От хвоста падает тень — 
солнечно. 

6. Тены от хвоста нет — 


пасмурно. 
7. На хвосте иней — мороз. 
8. Хвоста не видно — ту- 
ман. 


О математике 
гармонических 
колебаний 


Кандидат физико-математических наук 
А.П. ВЕСЕЛОВ 


Колебания и волны являются основным, по 
представлению физика-теоретика, средством 
познания реального мира. Колебаться может 
все — любые предметы, жидкость и газы; 
свет, звук, нервные импульсы 8 конечном ито- 
ге являются видами колебаний. 


Академик С. П. Новиков 


Маятниковые часы, океанские волны, 
качели, смена дня и ночи, сезонные 
изменения в природе — каждый из 
вас может добавить к этому списку 
массу других примеров колебатель- 
ных явлений. Подобно многим эволю- 
ционным процессам *), они допускают 
описание на математическом языке 
дифференциальных уравнений. Среди 
всех дифференциальных уравнений, 
описывающих колебания той или 


* См. статью В. И. Арнольда в «Квентее № 2 
этого года. 


иной системы, простейшим (а поэтому 
и важнейшим) является уравнение 
линейного осциллятора (от латинско- 


‚го озсШаНо — колебания) (или гар- 


монического осциллятора, или гармо- 
нических колебаний, или малых коле- 
баний маятника): 


| хо’ х=0. | (=) 


Здесь хХ_ обозначает вторую произ- 
водную х==хХ”+) по времени # от функ- 
ции х==х(+), описывающей отклонение 
системы от положения равновесия, 
а ©?’ — некоторый (разумеется, по- 
ложительный) параметр. 

Мы расскажем здесь, откуда и как 
получается уравнение линейного ос- 
циллятора — хотя десятиклассники 
уже знают об этом из курса физики 
(«Физика 10», п. 4) — а затем зай- 
мемся его исследованием с матема- 
тической точки зрения. 


Где появляется уравнение 
линейного осциллятора? 


Где только это уравнение не появ- 
ляется! Посудите сами. 

1. Малые колебания маят- 
ника. Пусть на тонкой нерастяжи- 
мой нити длины { подвешен грузик 
массы т, размерами которого (а со- 


ответственно и сопротивлением воз- 
духа) можно пренебречь. Такая сис- 
тема называется математическим ма- 
ятником. Рассмотрим его качания при 
небольших отклонениях нити от вер- 
тикали, то есть малых а (рис. 1). 
Обозначим через х длину дуги 
ВА: х=4а (о — величина угла ВОА 
в радианах). Тогда, разлагая силу тя- 
жести Р=тЯ на две составляющие 
ТиЕ (см. рис. 1), находим, что ве- 
личина Е равна тЯзш а, а уравне- 
ние движения по закону Ньютона 
дает 


па = — та зп а, 
или я 
а= — > эп а. 
Получим (нелинейное) уравнение от- 
носительно отклонения а=о(!. Вос- 
пользуемся теперь малостью а, пре- 
делом ит (т а/о)=1 и заменим в 


правой части зта на а, то есть про- 
ведем линеаризацию. В результате 
получим (линейное) уравнение вида 


{*) с Ф=/Я /1. 

2. Тело на пружинке (рис. 2). 
При отклонении от положения рав- 
новесия на некоторое х тело испыты- 
вает’ по закону Гука со стороны 
пружины силу Е=—Ёх, где Ё — ве- 
личина, называемая жесткостью пру- 
жины. Уравнение движения совпа- 
дает с (») при о—=\/Ё/т. Конечно же, 
и здесь выражение для силы (а зна- 
чит, и уравнение (»)) будет точным 
лишь для не очень больших откло- 
нений от положения равновесия. 

3. Колебательный контур 
(рис. 3), состоящий из конденсатора 
емкости С и индуктивности Г. Заряд 
конденсатора 4 меняется при отсут- 


Рис. 2. 


ствии активного сопротивления по за- 
кону Ё.4-+ $ 4=0 («Физика 10», п. 15), 


что отвечает уравнению (») для 
«=1 /\/ЁС. 

4. Сообщающиеся сосуды. 
Если в трубке, имеющей форму 
буквы П (рис. 4), уровень жидкости 
(например, ртути) отклонить на неко- 
торую величину от положения рав- 
новесия, то жидкость начнет пооче- 
редно подниматься (и опускаться) в 
каждом из вертикальных участков 
трубки. Если начальное отклонение 
мало (как и трение), отклонение 
х=х(Р) уровня жидкости подчиняется 
уравнению (»). 

5. Ареометр (рис. 5). Если этот 
прибор, используемый для измере- 
ния плотности жидкости, отклонить 
немного вглубь от положения рав- 
новесия, то он, вследствие закона 
Архимеда, начнет колебаться вверх- 
вниз. Эти колебания тоже достаточно 
точно описываются уравнением (+) 
(во всяком случае, пока не начнет 
сказываться трение). 


Упражнение (для любителей фнзикн). 
Найдите вывод уравнения (>) для предпослед- 
него примера (4), выразив со через подходя- 
щие параметры. 


Что общего во всех приведенных 
примерах? Состояние системы описы- 
вается одним параметром х, который 
меняется около своего положения 
равновесия х=0; на систему действу- 
ет сила Р(х), зависящая только от 
параметра х. В пренебрежении поте- 
рями энергии изменение параметра, 
согласно второму закону Ньютона, 
имеет вид Х=Р(х). При этом Р(0)=0, 
поскольку х—=0 — положение равно- 
весия. Если у функции Р(х) суще- 


Рис. 3. 


ствует ненулевая производная в нуле: 
Р’(0)=Ша (Р(х)/х)==а, то для малых х 


Рис. 4. 


мы можем заменить правую часть 
(Ё(х)) на ах. При этом а обязательно 
должно быть отрицательным, иначе 
никакие колебания в окрестноети 
нуля невозможны! Таким образом, мы 
приходим к линейному уравнению 
(*), где «== /а=^/—Р/0). 

Указанная процедура линеариза- 
ции, конечно же, приводит к неэк- 
вивалентному — дифференциальному 
уравнению, которое тем. не менее 
правильно описывает качественную 
картину движения вблизи положения 
равновесия. Этим объясняется уни- 
версальность уравнения линейного ос- 
циллятора (+), а также его на- 
звание. 


Существование 
и единствениость решения 


Как нетрудно проверить, уравнению 
(») удовлетворяют функции х==503 в{ 
и х=ял ор а следовательно, и их 
линейные комбинации, то есть выра- 
жения вида 


х(1) =а соз «Е Бзш о (++) 


(проверьте это!) *. Покажем, что дру- 
гих решений у этого уравнения нет. 


Воспользуемся тем, что в процессе дви- 
жения сохраняется следующая величина 


Е= > (52+ х?)-=еоп8 


(закон сохранения энергии). 

В самом деле, Ехо? хх и? )=0, 
откуда следует, что Е-==сопзв. . 

Рассмотрим теперь произвольное решение 
уравнения (): х=х,(!) и его начальные 
данные а=х(0) и В=х,(0). Подберем коэф- 
фициенты а и Ь в выражении х.=ас08 шё- 
-Ньзт о<Ь так что х.(0)==а, х.(0)==В. Для 
этого достаточно положить а=а, $=В/ю. Со- 
стввим теперь разность х(#)==х, (1) —х2(#), кото- 


`®)В связи © этим уравненне (») иногда иазы- 
зают уравнением синуса и косинуса. 


Рис. 5. 


тоже будет решением (+) (проверьте 


рая 
это). Её начальные данные будут нуле- 
выми: х(0)-=х(0)—=0. В силу закона сохране- 
ния энергии 


В ьткиу О-о? =0 0. 


откуда х(Ё=х()==0, то есть 


х(1) =х.(1) == 0с08 {+ Е зп «1. 

Мы показали, что любое решение 
х,(1) имеет вид (%+), где а и В. одно- 
значно определяются начальными 
данными; В процессе доказательства 
мы получили и формулу для реше- 
ния через начальные данные. 


Бег по кругу 
на фазовой плоскости 


Обратим внимание на следующее об- 


стоятельство, достойное удивления. 
В уравнении (+) совершенно неожи- 
данным образом оказалось запрятано 
число л, хотя ни о какой окруж- 
ности в постановке задачи речи не 
было. В самом деле, все решения 
уравнеиия (+) (за исключением 
х({) =0) оказались периодическими 
функциями времени, причем произве- 
дение периода их на ш равно 24! 
Раз уж возникло число л, то попро- 
буем поискать н окружность. 

Где ее искать? Мы будем ее ис- 
кать на фазовой плоскости, то есть 


`на плоскости с координатами (и; 5), 


где и=х, /=х. Точки (и; и) этой плос- 
кости называются фазовыми точками; 
они описывают состояние системы: 
координата и=х указывает отклоне- 
ние системы от положения равнове- 
сия, а координата = — скорость 
ее движения в данный момент време- 
ни. С течением времени положение 
фазовой точки (и; и)=(х(#); х(р)) ме- 
няется, и она описывает некоторую 
линию на фазовой плоскости, назы- 
ваемую фазовой траекторией. Какую? 
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Рис. 6. 


Догадливый читатель наверняка по- 
думал — не окружность ли? 

Не будем опережать события. Пока 
у нас есть лишь эллипс — линия 
уровня энергии Е =<соп3%, то есть ли- 
ния 

о?и?-и?=2Е (1) 
(на двойку мы умножили, чтобы не 
возиться с ненужными дробями), по- 
казанная на рисунке 6. В силу за- 
кона сохранения энергии фазовая 
точка №)=(х(#); х(ё)), имеющая в мо- 
мент времени { энергию Е, будет 
всегда оставаться на эллипсе (1), то 
есть будет двигаться по эллипсу. 

Построим на его горизонтальной 
осн как на диаметре окружность 
и проведем через фазовую точку 
№!) прямую, параллельную оси Ош, 
до пересечения с окружностью в точке 
МС). Тогда координата по оси х точки 
№) будет совпадать с координатой 
по оси х точки М(Р), то есть будет рав- 
на х(1). 

Преобразуем выражение (»*) для х(!), 


пользуясь формулами дополнительного аргу- 
мента: 


х(1)=а с08 оё-ЕЬ эт «ё =) а? 6? соз(%ё 9), 
(2) 
где ф оиределяется из условий 


с0з ф= ат ф= МЕ... (3) 
Утв” аы 
Обозначнв А =! а?--Ь?, можно заметить, что 
Аба? +6 а? ВУ? = 
а е ИВ ой — 


= с -/ 5) Ни? 0) = 267. 


Поэтому х({) можно записать в виде 
жо-28 с03 («1-Е $). (4) 


Величина А—\/2Е/о, характеризующая раз- 
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мах гармонических колебаний, называется 
амплитудой, и — циклической частотой, Т= 
=2и/и — периодом, ‹ — фазой. 

Теперь легко установить, что точка 
М({) будет вращаться равномерно с 
угловой скоростью « по окружности 
с центром О радиуса А. Действи- 
тельно, если через ‹ обозначить угол 
иОМ в момент времени #=0, то угол 
иОМ({) равен «Е --‹ в силу того, что 
проекция на ось Ои точки №М({) задана 
формулой (4). Мы установили, что 
гармонические колебания представля- 
ют собой проекцию на прямую рав- 
номерного вращения по окружности, 
радиус которой равен амплитуде ко- 
лебаний, а угловая скорость враще- 
ния равна циклической частоте. 

Эквивалентный взгляд состоит в 
том, что гармоническое колебание 
есть одна из координат равномерно 
вращающегося вектора (в данном слу- 


чае — ОМ). Длина этого вектора сов- 
падает с амплитудой, а начальное 
положение определяется фазой. Такое 
представление колебания называется 
его векторной диаграммой и часто бы- 
вает полезным. Попробуйте с его по- 
мощью решить следующие задачи. 

Задача 1. Докажите, что сумма двух 
ненулевых гармонических колебаний есть гар- 
моническое колебание тогда и только тогда, 
когда они имеют одинаковую частоту (или, 
как говорят, когерентны). При каком соот- 
ношении фаз сумма двух когерентных коле- 
баний имеет максимальную амплитуду? Мини- 
мальную? Что можно сказать о произведе- 
нии гармонических колебаний? 

Задача 2. Докажите, что сумма трех 
гармонических колебаний одинаковой ампли- 
туды ин частоты, фазы которых суть $, 
‹--(2л/3) и ‹-+(8л/3), равна нулю. 

Последнее обстоятельство играет важную 
роль прн использованни трехфазного тока, 
поскольку именно такие колебаиия дает трех- 
фазный генератор переменного тока. Кстати, 
на векторной днаграмме вы найдете объяс- 
нение, почему отношение стандартных напря- 


Рис. 7. 


жений 220 вольт и 127 вольт ириблизительно 


равно \'3. 
Задача 3. Сколько корней на отрезке 
[0, 2] имеет уравнение 


1 
оз х+ 5 совбе-а4) + 1 сочи ай +. 


„Е 5: соз(х -На„) =0 


(а, .... а, — произвольные параметры)? 

Итогом нашего исследования урав- 
нения (») является рисунок 7. Такие 
рисуики математики называют фазо- 
выми портретами или фазовыми диаг- 
раммами дифференциального уравне- 
ния. На нашей диаграмме видно, что 
каждая фазовая точка бегает по 
своему эллипсу (отвечающему ее 
уровню энергии), при этом отклонение 
от положения равновесия х(1) ме- 
няется периодически, также как и 
скорость х(1), достигающая своих мак- 
симальных значений в положении 
равновесия. Обратим внимание на сле- 
дующее замечательное свойство гар- 
монического осциллятора: период его 
колебаний не зависит от ампли- 
туды! Это свойство является исклю- 
чительным, что можно видеть уже на 
примере математического маятника, к 
которому мы и перейдем. 


О математике 
математического маятника 


Остановимся на теории математи- 
ческого маятника, отказавшись те- 
перь от предположения малости ко- 
лебаний (но по-прежнему считая, что 
трения нет). Уравнение движения в 


этом случае нам уже известно: 
| хо? эт х-==0. (*ж*) 


У————_—_——_—_ 


Хотя по виду уравнение (*»») не силь- 
но отличается от уравнения (+) ли- 
нейного осциллятора, оно уже нели- 
нейно, и решить его совсем не так 
просто. Более того, выписать его ре- 
шение с помощью известных в школе 
функций вообще нельзя,— для этого 
требуются специальные функции, на- 
зываемые эллиптическими. Как быть? 

Получить представление о реше- 
ниях уравнения (**+) и о поведе- 
нии математического маятника мож- 
но с помощью его фазового портрета 
(рис. 8), который строится с по- 
мощью закона сохранения энергии. 
Рассмотрим этот портрет. 

Три жирные точки на оси Ох отве- 


чают положенинм равновесия — устойчи- 
вому (начало координат) ин неустойчнвому 


Вис. 5. 


(точка А (1; 0)), то есть крайнему нижнему 
н крайнему верхнему положениям маятника. 
Расширяющиеся овалы около точки О устой- 
чивого равновесия отвечают различным режи- 
мам колебания маятника (с различной амп- 
литудой); вблизи точки О они на глаз не отли- 
чимы ОТ эллипсов — фазовых траекторий 
уравнения (»)). Обход такого овала (большого 
или малого) отвсчает целому периоду коле- 
бания маятника, его пересечения с осью 
Ох — проход через устойчивое положение 
равновесия с максимальной скоростью, пере- 
сечения с осью Ох — крайнее отклонение 
маятника (нулевая скорость). Волнистые тра- 
ектории в нижней и верхней частях рисуи- 
ка — это неравномерные вращения маятни- 
ка, получающиеся, когда начальиый толчок 
настолько силеи, что маятник достигает верх- 
него положения равновесия с ненулевой ско- 
ростью, проскакивает его и продолжает вра- 
шаться, достигая экстремальных значений 
скорости при проходе через положения рав- 
новесия. Красным цветом показаны фазовые 
траектории, отделяющие колебательные дви- 
жения от вращательных. Эти траектории 
отвечают движению с уровнем энергии Ех, 
равным потенциальной энергии маятиика в 
верхнем (неустойчивом) положении равнове- 
сия А(л; 0). При таком движении маятник 
проходит нижнее положение равновесия 
В(0; ис) 0 максимальной скоростью Розы 


=! 2Е/т и, постепенно замедляясь, подходит к 
верхнему положению равновесия; можно дока- 
зать, что он его достигает (с нулевой 
скоростью) лишь за бесконечный промежу- 
ток времени. 


Заключение 


Мы немного познакомились со свой- 
ствами линейного и нелинейного ос- 
цилляторов. Пожалуй, самое удиви- 
тельное в осцилляторе — это его 
многоликость и универсальность: 
трудна перечислить все те простые 
и разнообразные физические системы, 
которые описываются уравнениями 
(*) и (*з»). Осциллятор входит и во 
многие сложные системы. Например, 


(Окончание см. на с. 43] 
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Парадокс спутника 


Кандидат физико-математических наук 
Ю. Г. ПАВЛЕНКО 


При движении искусственных спутни- 
‚ков Земли в верхних слоях атмосфе- 
ры они испытывают тормозящее дей- 
ствие воздуха. До запусков ИСЗ све- 
дения о плотности атмосферы на 
высотах до 200 км были получены 
благодаря полетам геофизических 
ракет. Позднее анализ движения ИСЗ 
позволил уточнить эти данные (они 
приведены в «таблице» на развороте), 

Сила сопротивления, действующая 
на спутник в верхних слоях атмо- 
сферы, обусловлена’ столкновениями 


с молекулами воздуха. Эта сила на- 
правлена противоположно скорости, и 


‘ее можно записать в виде 
Я. — 
с= —ь, 


‚. где коэффициент & положительный и, 
вообще говоря, сам зависит от ско- 
рости. Он тем больше, чем больше 
площадь поперечного сечения тела 5 
и плотность атмосферы о. 
Сравним величины ускорений, сооб- 
щаемых спутнику силой сопротивле- 
„ния и силой притяжения. Предполо- 
жим, что спутник массы т=100 кг 
имеет форму шара с сечением 5=1 м? 
и движется по круговой орбите на 
высоте # —=160 км со скоростью в= 
—=8 км/с. Для приближенных расче- 
тов можно считать, что &==5ро. В этом 
случае абсолютное значение ускоре- 
ния, обусловленного силой сопротив- 
ления, 


__ №0 __ 50° —4 : 

а.= = -„_ =6,4.10 м/с“. 
Сила притяжения Ё = йст- 
р т „ дейст 
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тельного. 


‘носитель значительно 


вующая на спутник со стороны Земли 
(М=5976 . 107' кг — масса Земли, 
Я=6371 км — ее средний радиус), 
сообщает ему ускорение, направлен- 
ное к центру Земли и равное 

—с м 

(ЕР) 
Как видно, «тормозноеь ускорение 
составляет примерно одну пятнадца-. 
титысячную часть от центростреми- 
И тем не менее влияние - 
атмосферы на высоте 160 км оказы- 
вается настолько существенным, что, 
совершив один-два оборота, спутник 
начинает быстро снижаться. 

Первый советский ИСЗ имел форму 
шара диаметром 58 см и ` массу 
83,6 кг. Ракета-носитель была значи- 
тельно больше по размерам. Каза- 
лось бы, поскольку ракета испыты- 
вает большее сопротивление (у нее 
больше 5$), после выхода на орбиту она 
должна отставать от слутника. Одна- 
ко наблюдения показали, что ракета- 
опережала 
спутник. Попробуем разобраться в 
этом +«парадоксе». 

Движение спутников в настоящее 
время рассчитывают на ЭВМ, ис- 
ходя из законов Ньютона. Для реше- 
ния этой задачи в случае, когда 
сила сопротивления зависит от ско- 
рости тела, школьных знаний мате- 
матики недостаточно. Мы объясним 
«парадокс» спутника на основе энер- 
гетических соображений. Если бы со- 
противление отсутствовало, то полная 
механическая энергия спутника Ё 


а, = 9,33 м/с”. 


осо 


‚900 


220 


г. 


720 


оставалась бы постоянной: 


Е =" (-с“”) = соизё (1) 


(здесь — потенциальная 


энергия спутника, находящегося на. 


ж5 чо. 


‘в поле тяготения 


‚расстоянии г от центра Земли *)). 


При наличии сопротивления механи- 


‚ческая энергия уже не остается по-. 


стоянной величиной, а зависит от 
времени: Е=Ё({). Ее приращение 


равно в сил сопротивления: 


АЕ=АА.. (2) 

Работа силы сопротивления на малом 
—= 

перемещении Аз3==0 . АР равна —Ёь? Х 
Хх АЕ. Подставляя это выражение в 
(2) и переходя к пределу при АЁ+0, 
получим закон изменения механиче- 
ской энергии спутника: 


. Е’ = — Во? (3) 
(Е’ — производная энергии по вре- 
мени). 

Итак, спутник выведен на круговую 
орбиту радиуса г. Если сопротивление 
отсутствует, то из второго закона 
Ньютона можно найти скорость спут- 
ника на круговой орбите радиуса г: 


2 


о Мм и М Е 


Влияние атмосферы приводит к тому, 


что траектория спутника становится 
не окружностью, а спиралеобразной 
кривой. Если эта траектория незна- 
чительно отличается от окружности, 
то можно считать, что в любой мо- 


мент времени связь скорости (1) и 


расстояния до спутника гГ(Р) имеет 
форму (4). Однако теперь скорость и 
«радиус окружности» являются функ- 
циями времени. ` 

Учитывая . выражение (4), потен- 
циальную энергию спутника можно 


т 
записать в виде 11 = —6м”. — —ть". 


’ Следовательно, полную механическую 


*)Вывод выражения для потенциальной энергни 
приведен ‘в заметке «Вторая 
космнческая скорость раздела «Школа в «Кванте» 
в мартовском иомере журнала. (Примеч. ред.) 


вис, ^ о нник | 
энергию (см. (1)) можно представить ”_ 


в виде 


Найдем отсюда производную энергии 
по времени: Е’=(— тои)’; подставив 
это выражение в (3), получим . 
ту’ =ви. 

Отсюда видно, что скорость спутника 
со временем растет по величине (про- 
изводная и’> 0). Она растет тем быст- 
рее, чем больше отношение Е/т. 


Оказывается, что для ракеты-носите- ' 


ля эта величина больше, чем для 
спутника, и, следовательно, скорость 
ракеты увеличивается быстрее. Вот по- 
чему ракета-носитель после вывода 
спутника на орбиту обогнала его. 

Из рассмотренных нами соотноше- 
ний можно сделать вывод о’ том, 
как под влиянием атмосферы про- 
исходит изменение энергии спутника 
на орбите. Действие‘ силы сопротив- 


ления приводит к тому, что спутник 
начинает «падать». При этом его 
скорость, а следовательно, и кинети- 
ческая энергия растут по мере приб- 
лижения к Земле, а потенциальная 
энергия убывает (оставаясь отрица- 
тельной). Из выражения (3) видно, 
что полная механическая энергия так- 
же уменьшается. Следовательно, убы- 
вание потенциальной энергии идет бы- 
стрее, чем рост кинетической. 

Таким образом, в результате вза- 
имодействия с атмосферой ИСЗ, не 
имеющие специальной системы по- 
садки, при снижении ускоряют свое 
движение. Попадая в плотные слои 
атмосферы, они сгорают. Вот почему 
теперь на. небе чаще можно уви- 
деть падающую звезду и ... загадать 
желание. . 


тело К 


„1 
53 


ь 


Зое 
$4 


зах 
ра. Е 


‚ 
в", 
} 

и 


, 
ва, 


м 


4 
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4 
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Используя 
площадь... 


В. В. ПРАСОЛОВ 


При решении различных математиче- 
ских задач часто бывает полезно 
рассмотреть какой-либо вспомогатель- 
ный элемент, не присутствующий в 
формулировке задачи. Мы разберем 
основные приемы решения геометри- 
ческих задач при помощи площади. 

Прием 1. Если многоугольник раз- 
резан на несколько многоугольников, 
то сумма их площадей равна площади 
исходного многоугольника. 

Наиболее знаменитым применением 
этого приема является одно из мно- 
гочисленных доказательств теоремы 
Пифагора. 

Пример 1 (теорема Пифагора). 
Докажите, что сумма квадратов длин 
катетов прямоугольного треугольника 
равна квадрату длины гипотенузы. 

Решение. Пусть а, ВБ — . дли- 
ны катетов, с — длина гипотену- 
зы. Докажем, что сумма площа- 
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дей квадратов со сторонами а и 6 рав- 
на площади квадрата ‘со стороной 
с. Рассмотрим для этого квадрат со 
стороной а и разрежем его двумя 
способами, как показано на рисунке 1. 
В первом случае этот квадрат распа- 
дается на 4 прямоугольных треуголь- 
ника с катетами а и 6 и два 
квадрата со сторонами а и БВ (это 
достаточно очевидно), а во втором — 
на 4 прямоугольных треугольника 
с катетами а и ЁЬ и квадрат со 
стороной с (это требует некоторого 
обоснования, например, такого: ясно, 
что все стороны полученного четырех- 
угольника равны с, а углы легко 


вычисляются). 
Пример 2. Из точки О, лежащей 
внутри правильного треугольника 


АВС, опущены перпендикуляры ОД, 
ОВ, ОС, на стороны ВС, АС, АВ 
соответственно. Докажите, что сумма 
ОА, {ОВ +ОС, не зависит о1 поло- 
жения точки О и равна высоте тре- 
угольника. 

Решение. Пусть длина стороны 
треугольника АВС равна а, а длина 
высоты — #Й. Ясно, что Злдвс= 


р 


—Зрсо-+-$ лсоЭ лв» То есть 5 


= а0А,+ 5 Таов, = Поэто- 


му ОА, 408,406. 

Пример 3. Многоугольник, опи- 
санный около окружности радиуса 
г, разрезан произвольным образом 
на треугольники. Докажите, что сум- 
ма радиусов вписанных окружностей 
этих треугольников больше г. 

Решение. Обозначим радиусы 
вписанных окружностей полученных 
треугольников через г, ..., Г их пе- 
риметры — через Р,, ..., Р„ пло- 
щади — через 5, ..., 5, Площадь и 
периметр исходного многоугольника 
обозначим через 5 и Р. Поскольку 
Р.Р, 


га. 7 


т а0С. 


Прием 2. Отношение длин отрез- 
ков можно заменить на отношение 
площадей треугольников. 

Пример 4. На сторонах АВ и АС 
треугольника АВС взяты точки С, и 


В, соответственно. Пусть О — точка 
пересечения отрезков ВВ, и СС, 
(рис. 2). Вычислите 20, если 
: 
р СВ, 
дс. —Ч И дв, =. 


Решение. Прежде чем приступить 
к решению этой весьма часто при- 
меняющейся задачи, отметим ее не- 
которую странность. В самом деле, 
для любого треугольника АВС можно 
взять точки В, и С», делящие его 
стороны АС и АВ в заданных отно- 
шениях. Почему же в условии не за- 
дан вид треугольника АВС, а заданы 

вс, СВ, 


лишь АС, и АВ, 


Переходим к решению. Ясно, что 


ВО _ Звос 

— =. В слим теперь 

ВО — $в,0с к е 

лос Звос ЗАОС 
=— и что = 

Зв.0с лос вос 

ны 9 в . Поскольку 

86 ВС 


треугольники ВОС и 56 имеют 
общую сторону ОС, отнощение их пло- 
щадей равно отношению длин высот, 
опущенных на ОС. Отношение высот 


ВС 
равно, в свою очередь, = . По- 
1 
этом ВЫ В 
МУ == —. получаем, 
у Злос АС, итоге полу 
ВО __ Звос _ Звос Злос _ 
41° ВО Зе  Злос” Звос 
1 
—=а(1 -- 3). 


Пример 5 (теорема Чевы). На сто- 
ронах АВ, ВС, СА треугольника 
АВС взяты точки С, А„ В, соот- 
ветственно. Докажите, что прямые 
АА, ВВ‚, СС, пересекаются в одной 
точке тогда и только тогда, когда 


АВ, СА, ВС, й 
ВС ° АВ’ СА“ 

Решение. Пусть сначала пря- 
мые АА, ВВ, и СС, пересекают- 
ся в точке О. Как и в преды- 

> СА, басо 
дущей задаче, получаем — = ——^, 
АВ — 5лво 
ВС, _ Эвсо АВ, __ Злво 
С.А Засо В.С ^ Зьсо` 
Перемножая эти равенства, получаем 
Ав, СА, ВС! | 
ВС АВ А“ 
АВ, 

Предположим теперь, что вс Хх 

' 

СА, ВС, а 5 

АВ ы СА — и путь — точка 


Рис. 3. 


пересечения отрезков АА, и ВВ,. 
Обозначим через С' точку пересе- 
чения прямой ОС с отрезком АВ 
(рис. 3). Тогда, как мы только что 
доказали, 


АВ, СА, ВС; АВ, СА, ВС, 

ВС ` дв ` сд ВС ` АВ ` бл 
ВС — ВС, 

Следовательно, са СА: Остается 


заметить, что если точка Х движется 
по отрезку АВ (не выходя за его пре- 

вх 
делы), то величина ХА 
монотонно, и поэтому С\'—=С, то есть 
прямые АА,, ВВ, и СС, пересекают- 
ся в одной точке. 

Эта замечательная теорема заслу- 
живает того, чтобы сделать по ее по- 
воду некоторые комментарии. Чита- 
тели, знающие, что все медианы 
треугольника пересекаются в одной 
точке, а также и все биссектрисы, н 
все высоты, могли заподозрить, что 
все эти факты — следствия какой-то 
более общей теоремы. Это действи- 
тельно так: они. являются следствия- 
ми теоремы Чевы, получающимися 
из нее достаточно простыми вычис- 
лениями. Легко также доказать, что 
в одной точке пересекаются отрезки, 
соединяющие вершины треугольника 
с точками касания вписанной окруж- 
ности со сторонами. 

С высотами есть, впрочем, одна 
сложность: если угол С треугольника 
АВС тупой, то. высота, опущенная из 
С, попадает не на сторону АВ, а на ее 
продолжение. Оказывается, что тео- 
рему Чевы можно переформулиро- 
вать (и, конечно, доказать) так, чтобы 
она оставалась верной и в том слу- 
чае, когда точки А, В,, С, берутся 
не на сторонах ВС, СА, АВ, а на 
прямых ВС, СА, АВ. Для этого нужно 


изменяется 
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отношениям длин отрезков припи- 
сать знаки - в зависимости от того, 
в одну или в разные стороны направ- 
лены соответствующие векторы 
(в формулировке теоремы Чевы участ- 
вуют лишь отношения длин отрез- 
ков, лежащих на одной прямой). 
Мы советуем читателям самостоя- 
тельно придумать нужную формули- 
ровку. 

Пример 6. Дан выпуклый много- 
угольник А, 4....А,. На стороне А.А. 


взяты точки В, и Б., на стороне 
А.А; — точки Во и О: ит. д. та- 
ким образом, что если. построить 
параллелограммы А.В.СО, .-.. 


... А,В,С.О., то прямые А!С;, ..., АС. 
пересекутся в одной точке О. Дока- 
жите, что АВ, + А.В. +... А,В,= 
=А.0, А.О, ..... АО, 

Решение. Так как АВСР; — па- 
раллелограмм и точка О лежит на 
продолжении его диагонали АС, 
из равенства площадей треугольников 
АВС; и АСД, н соображений подо- 


бия следует, что т ВЕ де 
дует, ао. — И. гд 
й; — расстояние от точки О до сто- 


роны А,А!... Нам остается перемно- 
жить эти равенства для #=1, ..., П. 

Прием 3. Различные формулы для 
площади позволяют получить соот- 
ношения между сторонами, высотами, 
периметром и т. д. 

Пример 7. Длины сторон тре- 
угольника образуют арифметическую 
прогрессию. Докажите, что радиус 
вписанной окружности этого тре- 
угольника равен 1/3 одной из высот. 

Решение. Пусть длины сторон 
а, 6, с образуют арифметическую 
прогрессию. Тогда полупериметр р ра- 


вен Зь. Поскольку -вь 6—5 = 


==г . р= > г.Ь получаем г=Ы/3. 


Пример 8. Внутри треугольника 
АВС взята точка М. Обозначим рас- 
стояния от точки М до вершин А, В, С 
через А, Вь В. а расстояния от 
точки М до сторон ВС, СА, АВ — 
через 4» 4ь 4. соответственно. 

а) Докажите, что а. В.2с ‘а. 
Ь. а- 

6) (Неравенство Эрдёша — Мордел- 
ла.) Докажите, что 


Вы +В,+8.> 2(а.+аь-+а.. 


Решение. а) Опустим из точек Ви 
С перпендикуляры ВК и СГ на пря- 


Рис. 3. 


мую МА (ис. 4). Пусть а=ВК, 
а›—=СТ. Ясно, что а +а›<а. Поэтому 


1 1 1 
2 аВ.> 2 ай. 2 а2В.= 
= „вм $ лом== 
= 64+ уса. 


Заметим, что при доказательстве 
мы использовали только то, что точка 
М лежит внутри угла ВАС, а не то, что 
точка М лежит внутри треугольника. 

6) Применяя неравенство пункта 
а) к точке, симметричной М относи- 
тельно биссектрисы угла А (это пра- 


вомерно ввиду замечания к пункту а)), 


получаем неравенство 
В.> Е 4+ в а.. 
Аналогично, 
Аь> = 4+ а. и 
В.> В+ ФВ. 
Складывая эти неравенства, получаем 


В.+Вь+В.>( + 5 )а.+ 


+(°+=) 4+ (2+) а.> 
>24.+4ь +40), 


поскольку г -- > ро. 


Неравенство Эрдёша — Морделла 
имеет довольно длинную историю. 
В 1935 году известный венгерский 
математик П. Эрдёш выдвинул пред- 
положение о том, что справедливо 
неравенство с. 


На +я, +8: > 2(45 +4 +а.‹), 


однако доказать его не смог. Пер- 
вым доказал это неравенство анг- 
лийский математик Л. Дж. Морделл 


Рис. 5. 


в том же 1935 году, но его дока- 
зательство было довольно сложным, 
и лишь усилия многих математи- 
ков привели доказательство нера- 
венства Эрдеша — Морделла к та- 
кому простому виду, в каком оно здесь 
изложено. 

Прием 4. Если через точки Е, ле- 
жащую внутри параллелограмма 
АВСО, проведены прямые, парал- 
лельные сторонам и разбивающие 
его на четыре параллелограмма, то 
параллелограммы, прилегающие к 
вершинам В и РО, равновелики тогда 
и только тогда. когда точка Е лежит 
на диагонали АС. 

Мы предлагаем читателям само- 
стоятельно доказать это несложное 
утверждение. 

Пример 9. Через точку М, лежа- 
щую внутри параллелограмма АВСР, 
проведены прямые РЯ и @5, парал- 
лельные сторонам ВС и АВ (точки 
Р, @, В, $ лежат на сторонах АВ, 
ВС, СО, ПА соответственно). Докажи- 
те, что прямые В5, РО и МС пере- 
секаются в ОДНОЙ точке (рис. 5). 

Решение. Через точку № пересе- 
чения прямых В$ и СМ проведем 
прямые @,5, и РЕ, параллельные 
прямым ОЗ и РЕ (точки Р., @,, В, $, 
лежат на сторонах А В, ВС, СО, РА со- 
ответственно). Обозначим точки пере- 
сечения прямых РВ и @&5, РИ, 
и @$ через РЁ и С. Поскольку точка 
М лежит на диагонали №С парал- 
лелограмма №@,СКВ:, бь»ом= мини,» — 
то есть Зуоос== Зуева. Точка р лежит 
на диагонали В$ параллелограмма 
АВОЗ$, поэтому лв, м5. — ме, ос == мел, 


Следовательно, точка № лежит на 
диагонали РО ` параллелограмма 
АРЕР- 


(Окончание см. на с. 43) 
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Школа в «Кванте» 


ел 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «О судьбе неко- 
торых понятий механикиг предназначена 
восьмиклассникам, «Энергия электрического 
поля» — девятиклассникам, «Капельная мо- 
дель ядра» — десятиклассникам. Материалы 
подготовил Н. К. Белкин. 


О судьбе некоторых 
понятий механики 


Еще з глубокой древности люди пы- 
тались найти количественные харак- 
теристики механического движения 
тел. Однако прошло не одно сто- 
летие, пока сформировались *«удоб- 
ные» физические понятия. 

Так, в ХУЦ веке, когда фактиче- 
ски создавалась классическая ме- 
ханика, с особой остротой встал во- 
прос © том, какую величину целе- 
сообразно использовать как меру дви- 
жения. Р. Декарт предложил в каче- 
стве такого понятия «количество дви- 
жения», которое, говоря современ- 
ным языком, означало произведение 
массы тела на модуль его скорости, 
и сформулировал «закон сохранения 
количества движения». 

То, что Декарт не учитывал вектор- 
ного характера скорости, привело к 
ряду ошибок. В частности, при рас- 
смотрении важной для того времени 
практической задачи об упругом со- 
ударении тел. По Декарту, например, 
получалось, что если сталкиваются 
два тела, движущиеся навстречу друг 
другу с одинаковыми скоростями, 
и одно тело слегка массивнее другого, 
то после упругого удара оба тела бу- 
дут двигаться в направлении перво- 
начального движения более массив- 
ного тела. В действительности при 
упругом соударении шаров с близки- 
ми массами они разлетаются в раз- 
ные стороны- 

Ошибка Декарта впоследствии была 
исправлена Х. Гюйгенсом и И. Нью- 
тоном. 

Г. Лейбниц, критикуя теорию Де- 
карта, высказал мнение, что более 
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удобной мерой движения является 
произведение массы на квадрат ско- 
рости тела. Эту величину он на- 
звал «живой силойь и установил 
«закон сохранения живой силы». Спор 
о преимуществе того или иного по- 
нятия продолжался на протяжении 
более полувека, пока исследователи 
не пришли к выводу, Что и *коли- 
чество движения», и «живая сила» 
необходимы для полного описания яв- 
лений, происходящих при взаимодей- 
ствии тел. 

Следующим механическим 
тием, вошедшим в науку, было по- 
нятие «работы силы», введенное 
Ж. Понселе в 1826 году. Его появ- 
ление способствовало и рождению ве- 
личины, которая теперь называется 
кинетической энергией, равной поло- 
вине «живой силыь (Г. Кориолис, 
1829 г.): работа силы, действующей 
на материальную точку, равна разно- 
сти значений кинетической энергии 
в конечной и начальной точках пути. 

Самый тернистый путь в науку был 
у понятия «потенциальная энергия». 
По существу оно возникло вместе с 
законом сохранения энергии, сформу- 
лированным независимо в работах 
Дж. Джоуля, Р. Майера и Г. Гельм- 
гольца. Интересно, что двое послед- 
них по образованию не были физика- 
ми — Майер занимался медициной, 
а Гельмгольц специализировался в об- 
ласти физиологии. Судьбы работ этих 


поня- 


Установка для определения соотношения меж- 
ду совершенной механической работой и вы- 


дслившимся количеством теплоты в опытах 
Дж. Джоуля. Грузы. привязанные к концам 
нити. навитой на барабан, при падении при- 
водят его во вращение. На ось барабана на- 
сажен стержень с лопатками, который вра- 
щается в калориметгре с водой и таким обра- 
зом нагревает воду. Справа внизу показан 
разрез калориметра по вертикали. 


ученых тоже оказались сходными: и 
ту, и другую издатель ведущего не- 
мецкого физического журнала отка- 
зался публиковать, считая их слиш- 
ком «теоретическими». 
Потенциальная энергия впервые по- 
явилась в работе Гельмгольца под 
именем «силы напряжения». Однако 
автор не дал этому понятию на- 
глядной физической интерпретации, 
и поэтому вокруг него разгоре- 
лись споры. 'Суть проблемы очень 
ясно сформулировал А. Пуанкаре: 
‹..чтобы материализовать энергию, 
нужно ее локализовать; в отношении 
кинетической энергии — это просто 
{она приписывается движущемуся те- 
лу}, но не так дело обстоит с энергией 
потенциальной. Где локализовать по- 
тенциальную энергию, вызванную 
притяжением двух небесных тел? 
В одном из двух? В обоих? В про- 
межуточном пространстве?» . 
Предлагались различные решения 
‚этой проблемы. Г. Герц, например, 
считал необходимым ... вообще отка- 
заться от понятия «потенциальной 
энергии» и пытался свести этот вид 
энергии к кинетической энергии скры- 
тых движений частиц тела. Однако 
эта попытка оказалась неудачной. 


Позднее было выяснено, что потен-` 


циальная энергия является мерой 
взаимодействия и что глубокая и пол- 
ная интерпретация этого понятия не- 
возможна без привлечения представ- 
ления о поле. (Этот вопрос подробно 
обсуждается в следующей заметке на 
примере электростатического взаимо- 
действия заряженных тел.— Примеч. 
ред.) 

Так постепенное развитие понятий 
механики привело ученых к идеям, 
далеко выходящим за рамки этого 
раздела физики. Взаимное обогащение 
различных областей физической нау- 
ки — характерная черта ее истории. 


Энергия 
электрического поля 


Как известно («Физика 9», 6 55), 
чтобы зарядить конденсатор, необхо- 
димо совершить некоторую работу. 
Эта работа требуется для преодоле- 
ния сил электростатического притя- 
жения, возникающих при разделении 
положительных к отрицательных за- 


рядов. За счет совершенной работы 
в конденсаторе запасается потенци- 
альная электростатическая энергия 


__ 1 В И 
и = 508 = 5 а= 560, @) 
где ИО — разность потенциалов меж- 


ду обкладками, С — емкость конден- 
сатора, @ — заряд на его обкладках. 

Ясно, что для того чтобы зарядить 
любое уединенное тело, то есть соз- 
дать в нем избыток зарядов одного 
знака, также следует совершить оп- 
ределенную работу. В этом случае 
она совершается против сил электро- 
статического отталкивания, которые 
действуют между одноименными за- 
рядами, накапливающимися на теле. 
Вычислим эту работу. 

Рассмотрим уединенный проводник. 
Пусть нам уже удалось сосредото- 
чить на нем заряд 4. Потенциал 
создаваемого этим зарядом электри- 
ческого поля на бесконечности усло- 
вимся считать равным нулю, а потен- 
циал самого проводника обозначим 
через $(а). Теперь будем переносить 
на проводник из бесконечности до- 
полнительный малый заряд А4. Для 
этого потребуется совершить работу 


АА =4(9) Аа. 

Понятно, что потенциал электро- 
статического поля всегда пропорцио- 
нален величине создающего это поле 
заряда. В данном случае потенциал 
проводника пропорционален заряду 
на нем: 


1 
$(9)—9, или 4(9)= с 9. 


Входящая в коэффициент пропорцио- 
нальности величина С называется ем- 
костью уединенного проводника. Она 
зависит от формы, размеров провод- 
ника и диэлектрической проницае- 
мости окружающей среды. 

Построим график линейной зависи- 
мости фот а@ (рис. 1). Работа АА, со- 
вершаемая при перенесении заряда 
А4 из бесконечности на проводник, 
на этом графике представляется пло- 
щадью заштрихованного столбика. 
Полная же работа А по зарядке уеди- 
ненного проводника до заряда @ оп- 
ределяется суммой площадей всех 
аналогичных столбиков, то есть пло- 
щадью фигуры под графиком зави- 
симости ф от 4. В данном случае — 
площадью треугольника. Поэтому ра- 
бота по зарядке уединенного провод- 
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`Рис. 1. 
ника, равная запасаемой им потен- 


циальной электростатической энер- 
гии, определяется формулой 
1 1 ©? 1 

АИ = 149) 9 == 36). 

(2) 


Формула (2) по виду совпадает с 
формулой (1), однако входящие в нее 
величины имеют несколько иной 


смысл: ф(@) — это потенциал уединен- 


ного проводника, а не разность цо- 
тенциалов (И) между обкладками 
конденсатора, С — емкость провод- 
ника, а не конденсатора. 

Но где именно запасается энергия? 
На этот вопрос существуют два рав- 
ноправных ответа. Первый основываА- 
ется на том, что запасенная знер- 
гия — это энергия взаимодействия 
зарядов, находящихся на проводнике. 
Согласно второй точке зрения носи- 
телем запасенной энергии является 
электрическое поле, так что энергия 
распределена в окружающем провод- 
ник пространстве. В случае плоского 
конденсатора созданное им электри- 
ческое поле однородно, и сосредото- 
чено в области между пластинами. 
Тогда легко показать («Физика 9+, 
$ 55), что плотность энергии — энер- 
гия, приходящаяся на единицу объе- 
ма,— определяется выражением 

— т ‚ (3) 
где ЁЕ — напряженность поля, & — 
диэлектрическая проницаемость сре- 
ды внутри конденсатора. 

Оказывается, этой же формулой 
можно воспользоваться для подсчета 
полной энергии электрического поля 
и в общем случае, когда поле не- 
однородно. Так, например, в прост- 
ранстве вокруг заряженного тела на- 
`пряженность. электрического поля 
уменыцается по мере удаления от 
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Рис. 2. 


тела. Тем не менее в любом месте 
пространства мы всегда можем вы- 
брать такой неболышой объемчик 
АУ, что напряженность поля в нем 
практически не изменяется. Тогда, 
согласно формуле (3), мы можем 
вычислить соответствующую плот- 
ность энергии и найдем, что в вы- 
бранном объемчике заключена энер» 
гия я 
АМ=шАУ = У. 

Если теперь весь объем, где имеется 
электрическое поле, разбить на ма- 
ленькие объемчики, подсчитать ука- 
занным способом энергию каждого 
из них, а затем все просуммиро- 
вать, то мы получим полную энер- 
гию электрического поля. Как это 
ни удивительно, но для полной 
энергии получится уже известное вы- 
ражение (2). 


Красивым примером, показывающим пло- 
дотвориость такого подхода вычисления энер- 
гии, может служить задача о нахождеиии 
силы отталкивания между двумя половин- 
ками заряженной проводящей сферы, на- 
ходящейся в вакууме. 

Ирежде всего вспомним, что поле внутри 
проводящей сферы, как и внутри любого 
проводника (+Физика 9», $ 44), равно нулю. 
Вне сферы напряженность поля такая же, 
как у точечного заряда, равного заряду сфе- 
ры и находящегося в се центре: 


ке) 
Е(г) = р 
Е и 
где @ — заряд сферы, г — расстояние от ее 


центра до рассматриваемой точки. У поверх- 
ности сферы радиусом И. таким образом, 
иапряженность поля оказывается равной 


_ 10 
— Чяв В: ` 
Давайте теперь мысленно разрежем сферу 
пополам и позволим искомой силе отталки- 
ваиия Е отдалить одиу половинку от другой 
на малос расстояние Ах. Совершенная при 
этом работа 


АА=РЕ Ах 
равиа уменьшению полной энергии электри- 
ческого поля, запасеиной, как мы знаем, во 
эзсем окружающем сферу пространстве. Дейст- 


вительно, до нашего мыслеиного сдвига в ‘05- 
ласти пространства (объемом АЛИ), заштрихо- 
взиной красным на рисунке 2, была запасена 
энергия 


ей _ аб — 7 


Носле сдвига эта область оказалась уже внутри 
сферы, и напряженность поля в ней стала рав- 
ной нулю. В образовавшийся зазор между 
полусферами поле практически не проникло, 
а в остальном простраистве оно почти не 
изменилось. Нетрудно убедиться в том, что 
объем заштрихованиой области совпадает с 
объемом образовавшегося зазора, который легко 
вычисляется: 


АИ=ЗААх. 


Таким образом, согласно закону сохранения 
энергии, можно записать ЛА = \\', или 


Кох — али" Ах. 
Отсюда сила отталкивания между двумя по- 
лусферами оказывается равной 


Итак, можно считать, что энергия 
заряженного тела — это энергия 
взаимодействия его зарядов, а можно 
приписывать ее создаваемому телом 
в пространстве электрическому полю. 
Какой из этих точек зрения отдать 
предпочтение — в рамках электроста- 
тики это «дело вкуса». Однако при 
изучении переменных полей единст- 
венно возможным оказывается имен- 
но второй подход, связывающий 
энергию с электрическим полем. 


Капельная 
модель ядра 


Однажды великого английского фи- 
зика 9. Резерфорда, основоположни- 
ка ядерной физики, спросили, какой 
практический интерес могут иметь 
его открытия в области радиоактив- 
ности. Ученый ответил, что ровно ни- 
какого. В то время действительно не- 
возможно было даже вообразить спо- 
соб использования внутриядерных 
процессов и явлений. Сегодня же 
каждый представляет, какое значение 
в жизни человечества имеет атомная 
энергетика. “. 
Важнейшую роль в открытии воз- 
можностей использования атомной 
энергии сыграла способность некото- 
рых тяжелых ядер к делению («Фи- 
зика 10», 5 110). В 1938 году было 
обнаружено, что при бомбардировке 
ядер урана нейтронами образуются 
ядра-осколки более легких элемен- 


тов. Этот процесс всегда сопровож-‘ 
дается испусканием нескольких но- 
вых нейтронов. 

Почему же ядра могут делиться? 
Первую теорию деления ядер созда- 
ли в 1939 году физики-теоретики 
датчанин Н. Бор и американец 
Дж. Уилер и независимо от них со- 
ветский физик-теоретик Я. И. Френ- 
кель. Данное ими объяснение осно- 
вывалось на капельной модели атом- 
ного ядра. Согласно этой модели 
ядро, представляющее собой сгусток 
нуклонов, ведет себя подобно капле 
электрически заряженной жидкости. 
Разберемся в этом подробнее и 
прежде всего выясним, от чего и как 


` зависит энергия связи ядра — энер- 


гия, которую необходимо затратить 
для разделения ядра на составляющие 
его нуклоны. 

Ядерные силы, притягивающие нук- 
лоны друг к другу, проявляются 
лишь на очень малых расстояниях 
(они обладают ограниченным радиу- 
сом действия, порядка 10‘? м), по- 
этому каждый нуклон взаимодейст- 
вует практически только со своими 
ближайшими соседями, а не со всеми 
имеющимися в ядре нуклонами. Так 
же обстоят дела и в обычной капле — 
поскольку силы межмолекулярного 
притяжения действуют на расстоя- 
ниях, не превышающих расстояния 
между молекулами, приходится счи- 
таться лишь с взаимодействием бли- 
жайших соседей. Число соседей у 
каждого нуклона можно считать по- 
стоянным. Таким образом, вклад в 


Модель экспериментальной установки. с по- 
мощью которой было осуществлено открытие 
деления тяжелых ядер: | — источник нейт- 


ронов: 8 — парафиновый блок для замед- 
ления нейтронов; 3 — облучаемый препарат 
{раствор солы урана): 4 — металлическая 
мишень. 
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энергию связи, обусловленный ядер- 
ными силами, оказывается пропор- 
циональным числу нуклонов в ядре, 
то есть массовому числу А:Е,- А. 

Однако у нуклонов на поверхности 
«ядерной капли» соседей меньше, 
чем внутри ядра, поэтому в энер- 
гию связи они дают несколько мень- 
ший вклад, чем мы им уже приписа- 
ли. Это можно учесть, вычтя из 
Е„ поверхностную энергию Е„.„, про- 
порциональную числу нуклонов на по- 
верхности ядра, а следовательно, и 
площади его поверхности; 


—Зь^>В?-- А?” (здесь мы воспользо- 
вались тем, что, как показывает опыт, 
радиусы ядер довольно точно про- 
порциональны кубическому корню из 
массового числа). Как видим, и тут 
имеется полная аналогия с каплей 
обычной жидкости — молекулы, на- 
ходящиеся на поверхности, стремят- 
ся уйти вглубь и создают силы 
поверхностного натяжения, с кото- 
рыми связана поверхностная энергия 
жидкости. 

Чтобы получить окончательное вы- 
ражение для энергии связи ядра, 
нам осталось учесть, что часть нукло- 
нов (протоны) заряжены. А это озна- 
чает, что, помимо ядерного притяже- 
ния к ближайшим соседям, они ис- 
пытывают еще действие сил обычного 
электростатического — отталкивания, 
подчиняющегося закону Кулона. Вза- 
имное отталкивание протонов стре- 
мится разорвать ядро и, таким обра- 
зом, уменьшает его энергию связи. 
В отличие от ядерных, кулоновские 
силы дальнодействующие — каждый 
протон взаимодействует со всеми 
протонами этого ядра. Энергия взаи- 
модействия двух протонов —е?/В,. 
Если в ядре имеется Ё протонов, то 
каждый из них взаимодействует с 
(7 — 1) остальными и число взаимо- 


Е пов 


МэВ › 


Энергия связи 
на нуклон, 


40 80 
Массовое чиси? А 


120 160 200 


График зависимости удельной энергии связи 
(в расчете на нуклон) от массового числа. 
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действующих пар равно 57 (7—1) 
(для больших Й можно считать, что 
это число пропорционально 7°). Та- 
ким образом, находим, что энергия 
электростатического отталкивания 
протонов в ядре Е.„-— 27 + е?/ В, 
а 72 е? ’) А 1/3 

Итак, окончательно для энергии 
связи ядра получаем 
Е. =Е„— Ев Е ==аА — ВА*— 

—7°/А**, 
где а, Ви \ — некоторые постоян- 
ные. Эта формула неплохо описывает 
экспериментальную кривую зависи- 
мости удельной энергии связи от 
массового числа («Физика 10», 5 108). 
Сначала с ростом А энергия связи 
растет. Где-то в средней части таблицы 
Менделеева Е., достигает максимума, 
а затем начинает уменьшаться. 

Рассмотрим теперь процесс деления 
ядра. Пусть ядерная «капля», погло- 
тив попавший в нее нейтрон, начи- 
нает колебаться и в какой-то мо- 
мент вытягивается. Минимальную по- 
верхность при заданном объеме имеет 
сферическая капля. У вытянутой кап- 
ли поверхностная энергия увеличи- 
вается, а энергия связи ядра соответ- 
ственно уменьшается. С другой сторо- 
ны, при растяжении ядра возрастает 
среднее расстояние между нуклона- 
ми, и энергия их электростатиче- 
ского отталкивания уменьшается, в 
результате чего энергия связи должна 
увеличиться. Если в этой борьбе 
победит электростатическое взаимо- 
действие, ядро разорвется; если же 
поверхностное — ядро вернется в ис- 
ходное состояние. 

Из полученного выражения для 
Е „понятно, что судьба ядра во многом 
зависит от числа протонов (7) и обще- 
го числа нуклонов (А). С ростом по- 
рядкового номера элемента энергия 
электростатического отталкивания во- 
зрастает быстрее поверхностной энер- 
гии, поэтому делиться могут только 
тяжелые ядра. 

Как уже говорилось, в процессе 
деления ядра всегда испускается еще 
несколько нейтронов, которые мо- 
гут вызвать деление других ядер 
(для урана обычно 2—3). Именно эти 
нейтроны и позволяют, опровергнув 
пессимистическое предсказание Резер- 
форда, реализовать на практике цеп- 
ную ядерную реакцию деления, кото- 
рая сопровождается выделением ог- 
ромного количества энергии. 


нт 
для младших школьников 


Задачи 


1. У Пети три брата. Первый стар- 
ше его на три года, второй моложе 
его на три года, третий моложе 
Пети втрое. Зато отец втрое старше 
Пети. Всем вместе им 95 лет. Сколько 
лет каждому? з 

2. Решите числовой ребус 


ОБА -- 9558 =РЕАСЕ. 


Одинаковым буквам соответствуют 
одинаковые цифры, разным — раз- 
ные. 

-3. Наша речка небольшая. Обычно 
я перехожу её, погружаясь не бо- 
лее чем по пояс. Дно илистое, и 
ноги проваливаются в ил по щико- 
лотку. Однажды после сильных дож- 
дей вода в реке сильно поднялась. 
Теперь уже, переходя реку, я опускал- 
ся в воду по шею. Интересно, что 
при этом ноги перестали вязнуть я 
иле. Почему? 

4. Пятиугольник разрезан на 11 ча- 
стей (см. рисунок). Расставьте в них 
числа 1, 2, ..., 11 так, чтобы суммы 
чисел были равны во всех треуголь- 
никах, все вершины которых явля- 
ются вершинами пятиугольника. 

5. На столе лежат три красные 
палочки разной длины, причем сумма 
длин равняется 30 см, и пять си- 
них палочек, сумма длин которых 
тоже равняется 30 см. Можно ли рас- 
пилить те и другие палочки так, 
чтобы их потом можно было распо- 
ложить парами, и в каждой паре 
длины палочек были одинаковы, а 
цвета разные? 


Эти задачи нам предложили В. Д. Вьюн, 
ученик 9 кл. 149 школы г. Харькова 
Борис Криугликов, А. П. Савин. В. П. Чи- 
чин, В. В. Произволов. 


о | > мы ` 
94у => >, 

з Ги, | 
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Немного 


о термометре 
и о термоскопе 
Фердинанда 


Кандидат физико-математических наук 
А. И. БУЗДИН 


ЭКарко, тепло, холодно, мороз... 
Так мы в быту характеризуем сте- 
пень нагретости разных тел. Мерой 
нагретости является температура: 
чем выше температура — тем более 
нагрето тело. 

Мы легко на ощупь отличаем го- 
рячее от холодного, но наука начина- 
ется с количественных измерений. 
Сегодня и дошкольник знает — что- 
бы измерить температуру, надо взять 
градусник, то есть термометр. Имен- 
но с изобретения термометра нача- 
лось развитие науки о теплоте. 

В большинстве термометров исполь- 
зуется свойство тел расширяться при 
нагревании (и сжиматься при охлаж- 
дении). Первый термометр, который 
был построен Галилеем в самом на- 
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чале ХУП века, работал на воде. 
Понятно, что с его помощью можно 
было измерять температуры не ниже 
температуры замерзания воды и не 
выше температуры ее кипения. Со 
временем наибольшее распростране- 
ние получил ртутный термометр. 
В сильные морозы он, однако, пере- 
стает работать — при температуре 
— 38,8 °С ртуть замерзает. На помощь 
здесь приходит спиртовый термометр 
(температура замерзания спирта на- 
много ниже, чем у ртути, и равна 
—97 °С), который также сейчас нахо- 
дит широкое применение. 

Заслуга изобретения спиртового 
термометра принадлежит герцогу 
Фердинанду П, правившему в середи- 
не ХУП века во Флоренции. Ня- 
ряду с государственными делами гер- 
цог много времени уделял занятиям 
естественными науками. В свое вре- 
мя он был учеником Галилея и внес 
заметный вклад в развитие методов 
измерения температуры. До того как 
термометр прочно вошел в обиход, 
был распространен термоскоп. Этот 
прибор для контроля температуры 
позволял лишь судить о том, выше 
или ниже температура некоторой 
определенной величины. Но измерять 
термоскопом температуру было не- 


возможно. В изготовлении различных 
термоскопов Фердинанд достиг боль- 
шого мастерства. Один из своих тер- 
москопов Фердинанд прислал немец- 
кому иезуиту Кирхеру, занимавшему- 
ся «по совместительству» научными 
исследованиями. Прибор состоял из 
открытой сверху стеклянной трубки, 
почти полностью заполненной водой 
(см. рисунок). В воде находилось не- 
сколько крошечных грушевидных 
сосудиков с оттянутыми вниз гор- 
лышками. В каждом сосудике был 
заключеи пузырек воздуха, размер ко- 
торого был подобран таким образом, 
чтобы при определенной температуре 
сосудики плавали в воде внутри 
трубки. При более высокой темпера- 
туре воздух в сосудиках расширялся, 
частично вытесняя воду; в резуль- 
тате этого увеличивалась выталки- 
вающая сила, и сосудики поднима- 
лись на поверхность воды. По описа- 
нию, сделанному Фердинандом, мож- 
но судить, что температура, при ко- 
торой сосудики «висели» внутри труб- 
ки, была около 15 °С. Когда же тем- 
пература окружающего воздуха опус- 
калась ниже 15 °С, воздух внутри 
сосудиков сжимался, количество во- 
ды в них увеличивалось, и они опус- 
кались на дно. : 

Одновременно с этим прибором и 
подробным описанием его работы 
Фердинанд прислал Кирхеру и другой 
термоскоп. Он был очень похож на 
первый и отличался лишь тем, что 
был полностью заполнен водой и за- 
паян. В этом приборе, однако, наобо- 
рот, сосудики опускались при нагре- 
вании, а поднимались при охлажде- 
нии. Фердинанд предоставил Кирхеру 
самому решить загадку второго термо- 
скопа. Нам неизвестно, справился ли 
с этой задачей Кирхер. Но мы на- 
деемся, что вы, читатель, сделаете 
это без особого труда. (А проверить 
правильность своего ответа вы може- 
те, посмотрев на с. 58). 


` Фердинанд построил и термометры 
самых разнообразных типов и кон- 
струкций. Любопытно, что он многое 
делал для «внедренияь научных от- 
крытий в +производство». Один из 
проектов Фердинанда заключался в 
широкомасштабном разведении кур. 


Он построил один из первых инку-. 


баторов, где использовал свой тер- 
мометр для контроля температуры 
при искусственном насиживании яиц. 


‚за погодой, 
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Однако уже тогда внедрение дости- 
жений науки было делом непростым: 
из 150 яиц Фердинанд получил лишь 
трех цыплят. Почему так произошло? 
Может быть, из-за недостаточной рас- 
торопности работника, несерьезно от- 
носившегося к показаниям термомет- 
ра и больше доверявшего своим ощу- 
щениям, а может быть, из-за слабых 
знаний Фердинанда по биологии. Сей- 
час остается только гадать, отчего 
закончился крахом этот эксперимент. 

С большим успехом Фердинанд ис- 
пользовал термометр для наблюдений 
он проводил важные 
метеорологические измерения, обоб- 
щил материалы наблюдений за тем- 
пературой в глубоких колодцах и 
подземельях в различные времена го- 
да. Оказалось, что на глубине смена 
времен года происходит несколько 
позже, чем на поверхности — нуж- 
но время, чтобы земля успела про- 
греться или, наоборот, охладиться. 

Закончим мы наш маленький рас- 
сказ о термометрах и термоскопах 
вопросом к читателю: подумайте, 
почему водяной термометр неудобен 
для измерения температур, близких 
к температуре замерзания воды? 
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Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента ос- 
нованяя журнала. Публякуе- 
мые в нем задачи нестандарт- 
ны, но для их решения ие 
требуется знаний, выходящих 
за рамкы школьной програм- 
мы. Наиболее трудные задачн 
отмечаются звездочкой. После 
формулировкн задачи мы 
обычно указываем, кто иам ее 
предложил. Разумеется, не все 
эты задачн публикуются 
впервые. 

Решения задач из этого но- 
мера можно отправлять не 
позднее 15 июля 1986 года 
по адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького, 32/4, 
«Кзанте. В графе «Кому» на- 
пишыте: «Задачник «Кзантае 
№ 5-86. н номера задач, ре- 
шения которых вы посылаете, 
например «М981, М982. или 
«94993». Решения задач из 
разных номеров журнала илн 
по разным предметам (мате- 
матике н физике) присылайте 
в разных конвертах. В пнсь- 
ио вложите конверт с напя- 
санным на нем вашнм адре- 
сом (в этом кояверте вы полу- 
чите результаты проверки ре- 
шений). Условие каждой ори- 
гннальной задачи, предлагае- 
мой для публикации, присы- 
лайте в отдельном конверте в 
двух экземплярах вместе с ва- 
шим решением этой задачи 
{ва конверте пометьте: зЗа- 
дачник «Кванта», новая зада- 
ча по физикее илы +...новая 
задача по математике»). 

В начале каждого письма про- 
сым указывать номер школы 
и класс, в котором вы учн- 
тесь. Фамилию н нмя обяза- 
тельно пишите печатными 
буквами. 


задачник 
вбанта 


Задачи 


№М981—М985; Ф993—Ф997 


М981. Докажите, что число 11...} (1986 единиц) 
имеет по крайней мереа) 8, 6) 28 различных дели- 
телей. 
Л. Д. Курляндчик 
М982. На сторонах АВ, ВС и СА треугольника АВС 
построены во внешнюю сторону квадраты АВВ, А., 
ВСВ.С., САА,С.. Докажите, что перпендикуляры 
к отрезкам АА» В В., С.С. восставленные в их 
серединах, пересекаются в одной точке. 
Н. Азамов (учеиик 8 класса) 


№М983. В турнире с участием 16 теннисистов каж- 
дые двое играют одну партию. 
а) Приведите пример распределения результатов 
партий, при котором любых 10 участников можно 
расставить по кругу так, чтобы каждый выиграл 
у своего левого соседа. 
6) Докажите, что если условие пункта а) выполне- 
но, то и любых 11 участников можно расставить по 
кругу таким образом. 

К. П. Кохась 


№984. Через произвольную точку К квадрата 
АВСР проведена прямая, пересекающая его 
противоположные стороны АВ и СР в точках Ри ©. 
Докажите, что отличная от К точка пересечения 
окружностей, проходящих через точки К, В, Ри 
К, О. ©, лежит на диагонали ВР (рис. 1). 
В. Н. Дубровский 
№985. Углом между двумя прямыми, пересекаю- 
щимися в точке ©, называется угол между их луча- 
ми с вершиной О, не превосходящий 90°. 
Сколькими способами через точку О в пространстве 
можно провести три прямые |, [,, [, так, чтобы углы 
между [5 и {1 Ви |1, Ни [, соответственно равнялись 
данным числам 4, 92, аз? (Две тройки прямых Ц, [., 
Ь и Г, Г, Ё считаются одинаковыми, если 
они «конгрузитных, то есть если существует пово- 
рот или симметрия относительно плоскости, 
переводящие [, в {, для всех :=1, 2, 3.) 
Предостережение: ответ зависит от величин 
а, “», аз; например, для 4,=а,==а.==80° он не та- 


кой, как для а, —=а==а.==70°. 
: ! ы А. Б. Гончаров 


\!е Вахе Бееп рубИНтя 
Куапёеь сопёезй ргоепз$ еуегу 
оп{В (гот {Те уегу Ёйгыи 
15306 0 оуг такахте. ТЬе 
ргоБетз аге попз{ап4аг{ опез, 
ЬБи{ {Тег забой гедшгез по 
тбогтайоп ое Ше зсоре 
о? Ве 9$$В зесоцфагу зсНоо] 
$уПаБиз. Тве тоге АЙЙйсьй 
ргоетз аге тагКкеё мИВ а 
$фаг (+). АНег (Те з4аетег 
0# {Те ргоШет, ме изцаНу ша 


.В, В., С.С, ицегзес& 3п опе ро. 


$993. Через неподвижное, горизонтально закреп- 
ленное бревно переброшена веревка. Чтобы удер- 
живать груз массы т-=6 кг, подвешенный на этой 
веревке, необходимо тянуть второй конец веревки 
с минимальной. силой Р,=40 Н (рис. 2). С какой 
минимальной силой Р. надо тянуть веревку, чтобы 
груз начал подниматься? 

А. И. Буздин 


$994. Спутник исследует планету, плотность кото- 
рой о, двигаясь по круговой орбите с периодом 
обращения Т и фотографируя ее поверхность. 
Какая часть площади планеты останется неиссле- 
дованной? 

В. В. Дорин 


ФЭЭ5. В запаянном кацпилляре находится жидкость 
плотности о. При нагревании капилляра на малое 
АТ оказалось, что граница АВ между жидкостью 
и ее паром (рис. 3) не сдвигается. При этом давле- 
ние пара возросло на Ар. Как изменилась плотность 
жидкости? 

Л. Г. Маркович 


Ф9Э96. В пролетном масс-спектрометрё источник 
испускает сгусток заряженных частиц, которые 
сначала летят свободно (рис. 4) и пролетают через 
первый датчик (Д,), находящийся на расстоянии Ё 
от сетки (С). За сеткой по нормали к ней на частицы 
действует электрическая сила Р. Частицы повора- 
чиваются, вылетают через сетку назад и пролетают 
через второй датчик. (Д,), находящийся на том же 
расстоянии Ё от сетки. Меняя режим работы 
источника, измеряют время между срабатывания- 
ми датчиков и’гнаходят наименьшее время пролета 
т. Какова масса частиц? (Начальная скорость 
зависит от напряжения источника, но точное значе- 
ниеее неизвестно.) Как можно найти массы частиц, 
если источник испускает одновременно несколько 
сортов частиц с разными массами? 

Н. И. Воробьев 


$997. Известно, что светящийся след падающего 
метеорита по мере приближения к Земле становит- 
ся ярче. Однако в верхних слоях атмосферы он 
сохраняется значительно дольше, чем у Земли. 
Почему? 

А. С. Бутов 


РгоШетз 


№М981 — М985; Р99З — Р997 
М981. Ргоуе &Ва® Те питЪег 11...1 (1986 опез) Ваз а 1еаз! а) 8, 
Ъ) 28 ан{егепе @1ч1зогз. - 

1. О. Кимуапасме 
М982. Тне здиагез АВВ,А,„ ВСВ,С, САА.С. аке сопзгисле4 


оп {Те ежемог оЁ вез АВ, ВС, СА о ичапе АВС. Ргоуе 
{пае Ме регреп@сшатз а Ше п!@ройз о? Те зетеп(з А.А», 


М. А. Агатор (8\В Фогт рирИ) 


№983. Умеет 4епп1з р1ауегз р!ау шт а гоип@ гоБзп пюгпа- 
тет (еасВ рат р]аутЕ опсе). 
а) С1уе ап ехатые ой 1е гези!з оЁ висН а Фюцгпатепе мНеге 
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све мВо ргорозеё И №0 ци. 
[& боев “Иош ваушы 8 
поф а 4Тезе ргоШетз аге 
(ие раЪьйсавопз. Те зщНопз 
о ргоЫетз Ёгот 455 1в3ие 
(ба Киззап ог т ЕляйзН) тау 
Бе розей по ег Фап Филе 
154, 1986 1ю Ше ГоПомтя 
а4@хгезз8: 0558, Мозсо\, 
103006 Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Квант». Рае 
зеп@ Фе зом опз оЁ рнуя сз 
ап шатетайся ргоШелаз, аз 
ме аз ргоетя {гош @е- 
гепё 133\ез, ип@ег зерагайе 
соуег; оп Ше епуеоре чгИе 
{Ве могдз: “КУАМТ`$ РВОВ- 
ТЕМ” ар@ Фе паифега о? 
а] Ше зоуе@ ргоетз; т 
уопг 1еНег епфове ап ипат- 
реф зе№аЯ@геззей епуеоре — 
же зМаН мзе И +0 зеп8 уоц 
{Бе соггесНоо гезиЙз. А Те 
епё оГ Фе асадетис уваг ме 
зип пир Ше гези! 5 оЁ Ме 
КуапЁ ргоМет сое. И 
уоц Вауе ап огипа] ргоШет 60 
ргорозе Гог рибНсаноп, 
р1еазе зеп@ й фо из ипаег зе- 
рагафе соуег, За мо сор1ез (п 
В1333а0  ап@  Еп&зН), т- 
садме Ве зошНоп. Ов Фе 
епуе!оре угие МЕМ РКОВ- 
ТЕМ ИМ РНУ$К $ (ог МАТНЕ- 
МАТС5). 


М961. На стороне АВ квадра- 
та АВСО взята точка Е, а на 
стороне СО — точка РЕ, причем 
АЕ:ЕВ=1:2. СР=РР. Будут 
ли голубой ы розовый тре- 
угольники (рис. 1} подобны? 
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апу ел р|ауегз сап Бе р[асефд т а сте 80 11а еасВ о Мет 
Раз ЧеГеэе4 Ыв пезНЬоиг 30 Те 1еЁ. 
Ъ) Ргоче 4Ваф И \\е сопа10пз оЁ а) аге ме, 1Теп апу ееуеп 
р1ауег8 сап Ъе р\асе4 м а с1гсе 1 $Пе заме ву. 

К. Р. КОЙКаз 


№984. А пе раза \ПгоияН ап ах бИагу рошё К оЁ ще 
здиаге АВСО имегзесёз Из оррозие 94ез АВ апа СО аф \е 
роз Р апа @. Ргоуе а 4Те ицегзесйоп роштё АЙТегеп* 
гот К о ШЪе суез раззте тоцЕН Те рошёз К, В, Р апа 
К, 2, © Иез оп {Ме Фа&опа! ВО (зее Иците Рис. 1). 

У. М. Риьгооз 


М985. Ву Те ап Беёмеерв мо Ппез имегзесИпЕ а ройк О 
уе шеап {1е апфе Бейхееп тауз мИН опыт О оп 1Везе Цпез 
И 453 апее 18 по втевбег \Тап 90°. Ном тапу АНГегеп& 
з’ауз аге ЧТеге 40 сопзгис \Шгее Пптез 1, [,, 1, МгоцеВ Ше 
рот О зо 1аф {Ме апё1ез Бебмеей Цпез [, ап@ [:, [, ап@ 1, 
| ап@ 4, аге гезресцуе\у едцаЁ © с,, и., ©,? (Тмо Шпе иирлез 
1, В, В ата |, 1, БК ате “91 егепе” № 4Меу аге по соп- 
втиепь 1. е. Щеге ехз по гоаНоп ог зумщему т а папе 
зепфиая & шт Н Гог аП 1=1, 2, 3.) 
У’агп!п&: (Ме апзуег Дерепд= оп Ше мавпйиде ой а, а» 
и, е. В. Гог а, —а.-=и,=830” № 13 поё ЧВе зате аз Рог а,—= 
—а.-=аз=70°. 
А. В. Сопелагое 

Р993. А горе 18 Мгомп оуег а БогтопйаНу Ихе4 108. т огдех 
фо Во ш р!асе а мене оЁ таз$ т = 6ЕЯ Напете оп 5:5 горе, 
а штима| Фогсе оЁ Р.=40 № тизЁ Бе ехемеЯ (з3ее Йкиге 
Рис. 2). \Та потита! {гсе Ёь тизь Ъе ехещцей 40 4х Те 
же тоуше ир? 

Д. Г. Визгат 
Р994. А змеПице роёмез “ИН рего@ Т а оп п сатосшаг огЬй 
аЪооф а р1апеё оГ депзИу и ап рНоюртарНа Из вигРасе. УТ 
рат% оё {Не рапе’з зихбасе “ПП гетат ппрНооягарНе $? 

у. У. рот 


Р995. А вез!е4 сарШагу сопфа118 ‘а №9014 о? депзНу 0. Пет 
{31е сарШагу'з Четрегаиге ча 1тсгеазед Бу Те (зта}) уэа- 
№ше АТ, И ишгпед оц {Та {Ме Боипдагу АВ Бебмееп те Наш 
апа 143 уарог 414 поё тоуе (3ее Я ките Рис.3). ТВе ргеззиге 
0# уарог псгеазей Фу Ар. Ном 4 Ме 1ди19’3 Чепзйу сВапве? 

Г. С. Магко св 


Р996. т а Лу-Вгопай тазз-врес\готефег {те ‘золгсе ет! 13 а Бе- 
ати оЁ сНагреЯ рагисе иск Йу [хееийу (ее Ярлухе рис. 4), раз5ть 
ФВгоцЕН Фе Йтэг соимек (Д.) 1осайеа ш 1Ъе 915{апсе Ё #гот 
{Ве ига (С). Вела \Ше я, Ше еесьнс Гогсе Е ас4з регреп81- 
са у № ЧМе вк9. Те рагЫсезв таке а О-1игп, Йу Ъаск 
ЕЬтосвв 4Ве #4, разуте УАгосев 4№е эссопа соцлег (Д.) 
1осв%е4 ак 11е зате 41з3ёапсе Ё гот Те вг9. СВапеше Те 
уохкты соп отв оЁ {Фе зоцгсе, 1 15 роззИЫШе 40 теввиге 
Фе пупипа! 8 Ыме т Ъебмееп 4Ве соипёегв. УТай 18 Те 
па8з о! \Те рагЫс\ез? (Те па] уе}ос№у дерепдв оп Те 
уоМазе оп 4е зоцгсе, Биф Из ехас® уаше 18 изкпо%п.) Но\ 
сап опе ЙпЯ Фе таззез оЁ Зе рагИсез И Фе зоигсе етИз 
зеуега! &урез оЁ рахИс!ез ой АН{Регеп% таз3еэ? 

7. Г. Тогоеи 


2997. [+ 13 Кпомп 1 Фе мпитоиз тасе оЁ а ГаЙти теео- 
гие Ъесотев БикЫег аз Й арргоасвез {те еагЁ\. Номеуег, 
И тгетатв уе м Фе иррег аитозрВегс |зуегз 1олбег Тай 
пеаг {Ле еагё} з зитгйасе. УВу? 


А. $. Вшоу 


Решения задач 
№961 — М965; Ф973 — $977 


Ответ: да. Обозначим точки пересечения диагона- 
ли АС с отрезками ЕР и ВЕ через М и М. В треуголь- 
никах АЕМ и СРМ углы ЕАМ и РСМ равны по 45°, 
{Е { АЕМ=3, 18 (СЕМ=2 и, поскольку ( АМЕ-= 
—180°—45° — ХАБМ, Г АМЕ=— 49 (45° + 


ем 


а у’) 7 
Рис. 2. Докажите, что а В-|- 
+7=90°. 


№М962. Докажите, что ни для 
какого многочлена Р(х) а 
целыми коэффициентами не 
могут найтись такие различ- 
ные целые числа хи, Хо, ..., Хл 
(п>>3). для которых выполня- 
лись бы равенства Р(х,)= 
=х2, Р(х2)=хь ..., Рах,_1)= 
=Х), ЕЯ. 

\ 


Бес 
6—с 


Но-2е-Ь—3с2--...-ей—й. 


=6#—1.4- 


№М963- Три пары противопо- 
ложных сторон шестиуголь- 
ника параллельны. Докажите, 
что отрезки, соединяющие их 
середины, пересекаются в 
одной точке. 


+ АЕМ)=— Е =, следовательно, ХСЕМ= 


—= АМЕ, и треугольники подобны по двум углам. 
Приведем еще одно, чисто геометрическое реше- 
ние. Очевидно, что АМ:МС=АЕ:СО=1:3, 
АВ: АСЫ—\/2 /2, следовательно, 
1 1 2/2 
АЕ: АМ=(-АВ):(-1АС)= ==. 
Аналогично, СМ : МА —=СЕ : АВ=1:2и 
: 1 1 р 
см: СР=(-АС):(1с5) =“, 
то есть АЕ: АМ=СМ:СК; отсюда вытекает подобие 
треугольников. , 
Эта задача построена на соотношении агсё1 -|- 
-агсЕ2 {атс 3—1/2; оно же используется и в 
задаче, приведенной на рисунке 2,— попробуйте 
решить ее чисто геометрически! 
А. П. Савин, В. Н. Дубровский 


Ф 


Покажем, что если целые числа ху... Х, удовлетво- 
ряют равенствам из условия задачи, то среди них 
найдутся одинаковые. 

Мы используем такую лемму: если Р(х) — мно- 
гочлен с целыми коэффициентами, 6 ис — различ- 
ные целые числа, то Р(Ь) — Р(с) делится на 6— с. 
При этом будет выполняться неравенство | 6—с| < 
<|Р(Ь)—Р(‹)|; только это следствие и понадобится 
для решения задачи. 


Поскольку Р(х!)=х-, Р(х2)=хз, по лемме 


[24—х.|<|х›2—хз|; точно так же, пройдя по все- 
му циклу, получим 


1х,— >>] <|х.—х-| <1х.—х. <... ххи <1х,-х>, 


а значит, |х,—х.| =| хо—х.| =...=|х,—х)|. 

Если п>3, отсюда следует, что среди чисел х,, 
х.... Хх, найдутся равные: можно считать, что х; — 
наименьшее из этих чисел; тогда 

хм = —х| =|х,—х,|==Х.—хь 
то есть х,=х.. 

Доказательство леммы. Из равенства, 
приведенного на полях, ясно, что число Ь*—с* при 
любом натуральном Ё делится на Б — с. Пусть 
Р(х)=а,-+а,х-+а.х?--...--а,х"; тогда число Р(Б)— 
—Р(со)=а (Ь—с)-{а.(Ь?—с?)-+...--а,(Ъ”) также де- 
лится на 6— с. 

Ф Д. Раду 


Докажем сначала одно вспомогательное утвержде- 
ние. 

Пусть отрезки АВ и СР параллельны, а отрезки 
АС и ВР пересекаются в точке Р (рис. 1). Тогда мно- 
жество точек Х, лежащих внутри углов АРВ и 
СРО, таких, что треугольники ХАС и ХВР равно- 
велики, есть прямая, соединяющая середины отрез- 
ков АВи СО. 

Для доказательства проведем через точку Х пря- 
мую, параллельную АВ и СО; пусть она пересекает . 


{Окончание см. на с. 34) 
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А» 


Рис. 8. 


{Начало см. на с. 31) 


АСи ВР в точках У и (см. рис. 1). Треугольники 
ХАУ и ХСУ имеют общее основание ХУ, а сумма 
их высот, опущенных на это основание, равна рас- 
стоянию Й между прямыми АВ и СО, поэтому 


ф 
Эхле=хлу-Р Зхсу= в ХУ-В, 


где буквой $5, как обычно, обозначены площади. 
Точно так же 


а -Х2 „В. 


Следовательно, треугольники ХАС и ХВР равно- 
велики тогда и только тогда, когда Х — середина 
отрезка УЙ. Но множество середин всевозможных 
отрезков, параллельных АВ, с концами на прямых 
АС и ВО, очевидно, и есть прямая, соединяющая 
середины отрезков АВи СГ (и, кстати, проходящая 
через Р). 

Отметим, что Зхлс=5хрр И для точек Х на прямой, парал- 


лельной АВ и проходящей через Р; для точек, не лежащих 
на указанных двух прямых, эти площади различны, 


Перейдем к доказательству утверждения задачи. 


„Пусть А. А...А; — данный  шестиугольник, 


М,, М, .... М — середины его сторон, Р, @, В — 
точки пересечения (больших) диагоналей А А,, 
А.А. А.А, О — точка пересечения «средних 
линий» ММ, и М.М. (обозначения см. на ри- 
сунке 2). По доказанному утверждению ол д.= 
— бол. (так как О лежит на М.М.) и Золд.= 
— Зол,л, (так как О лежит на М.М.), следовательно, 
Золл,= олд, Кроме того, точка О принадлежит 
объединению углов АРА, и А.РА. и вто же время 
объединению углов А.ФА. и А.В А., а пересечение 
этих двух пар углов — треугольник РОВ (рис. 3), 
который содержится в одном из углов АВА, 
или А,АА,. Снова пользуясь нашим утвержде- 
нием, заключаем, что третья «средняя линия» 


М.М; тоже проходит через О. 


Упомянем еще три решения этой задачи. Первое из них 
аналогично приведенному нами и опирается иа то, что множе- 
ство точек Х трапеции АВСЬ с основаниями АВ ы СО. для 
которых треугольники АХР и ВХС равновелини. есть отрезок, 
соединяющий середины оскований (ср. с доказанным выше 
вспомогательным утверждением). Кроме того, надо использо- 
вать еще одян факт, интересный и сам по себе: если в шести. 
угольнике А.А....А; противоположные стороны параллельны, 
то треугольники А А,А; в А.А,А; равновелики. Другое реше- 
ние основано на специально подобранном параллельном проек- 
тировании. Именно, как можно показать, всегда существует 
такая проекция, при которой большие диагонали данного 
шестиугольника становятся равными (достаточно добиться 
того, чтобы две его «средние линии» стали перпендикулярны 
сторонам, которые они соединяют). Легко видеть, что в таком 
случае «средние линии» будут биссектрисами треугольника, 
ограниченного большими диагоналями, и, следовательно, пере- 
секаются в одной точке. При этом шестиугольник оказывается 
вписанным Ш окружность с центром в точке пересечения 
«средних линийь. Наконец, утверждение задачи можио вывести 
из общего условия пересечения в одной точке трех прямых, 
проведенных из вершин треугольника (в данном случае тре- 
угояьника РОВ — см. рис. 2), — так называемой теоремы 
Чезы (см., например, задачу 34 в статье М. Б. Балка и 
В. Г. Болтянского «Центр тяжести облегчает решение» 
в <Кванте» № 4 за 1984 г.). В. Н. Дубровский 


№М964. Докажите, что в послЕ- 
довательноети (а-) различных 
натуральных чисел, удовлет- 
воряющих условию а„< 100п, 
найдется число, в десятичной 
записи которого 

а) встречается цифра 1: 

6) встречается 1986 единиц 
подряд. 


М965. Дано шесть 
а,, а, ..., а. Чтобы подсчитать 
в елобе сумму их попарных 
произведений ааа а. +... 
...а:а;,. нужно затратить 
15 умножений и 14 сложенид. 
Покажите, как можно найти 
сразу: сумму этих чисел. сум- 
му их произведений по два, по 
три, по четыре и по пять, за- 
тратив всего 15 сложений и 


14 умножений. °* 


$5 5, 
2 5 5 


АМ х 


чисел . 


найти 


а) Достаточно показать, что если в десятичной 
записи различных натуральных чисел а, а. ... 
не встречается цифра 1, то число а,„/п может 
быть сколь угодно большим (в частности, а./п > 
> 100 при некотором п). 

Заметим, что среди первых 9 чисел нашей по- 
следовательности найдется такое а,, запись кото- 
рого состоит не менее чем из Ё--1 цифр, то есть 
а,—>10. В самом деле, количество натуральных 
чисел, записываемых не более чем Ё цифрами, 
отличными от 1, равно 9*—1 (в каждом из Ё раз- 
рядов такого числа стоит одна из 9 цифр 
О, 2, 3, ..., 9, а число 0 исключается; мы подразу- | 
меваем, что числа, имеющие меньше # знаков, 
дополнены нулями в старигих разрядах до Ё-знач- 
ных). Поскольку п< 9*, справедливо неравенство | 
а. /п^>(10/9)*, а его правая часть неограниченно | 
растет с ростом #. 

6) Совершенно так же, как в пункте а), доказы- 
вается, что если в записи чисел а, а. ... в т-ичной 
системе счисления не входит некоторая «т-ичная 
цифра» с, то последовательность а„/п неограни- 
чена (лишь при с=0 оценки нужно чуть- Е 
изменить). Отсюда при т=10'“, се={ 1... 1 

1986 рэз 
(в десятичной записи) вытекает утверждение 6). 
А.. А. Столин | 
Ф 
Обозначим через 5! сумму п первых чисел 
а, -а.-+...+ а., через 5* — сумму их произведений 
по К штук. Тогда мы можем последовательно 


$=х,+х» 52=х,х» 
затем 
З3=52х» 93=52+52-х» $3=5х., 


затем 515#<4) &(1<Ё<5\ и, 
$ (1<#<5), пользуясь формулами 


$1 = $1 1-х, = +5, н № 
ША 5 ры 
Для вычисления всех 5:(1<<. пл) потребуется 
п— | сложений и п_1 умножений. Таким образом, 
чтобы сделать это вплоть до п=6, нужно 1-2- 
-3+4--5=15 сложений и столько же умноже- 


наконец, 


-ний. Последнее умножение 5; = 52х; можно сэко- 


номить, поскольку не требуется считать произве- 
дение всех б чисел. 

Эту последовательность операций иллюстрирует 
схема на полях (голубые стрелки — сложения, 
красные — умножения). 

Коротко это решение можно объяснить так. Нам нужно 
найти коэффициенты многочлена (х--а,)(х [а ,}...(х Ра.) при 
х,х:,..,х’, а мы последовательно находим а 
‹х-а, на х{ а,» затем на х-а., ..., на х-[а.- м 

Аналогично можно доказать, что все суммы поно | п 
чисел по Ё (В-=1,2,..., п) можно найти за 112+... — И = 
=п(п—1}/2 сложений и столько же умножений. Интересно 
выяснить, можно -ли обойтись для этого меньшим числом 
операций. ь 

а Н. Б. Васильев 
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Ф973. Тело начинает двигать- 


а) Чтобы прийти в точку В с максимальной ско- 
ся прямолинейно из точки Аи 


а оремИИо Еточ- ростью, нужно двигаться следующим образом. До 
ку В а) с максимально воз- некоторого момента времени 5 нужно двигаться 
можной скоростью: 6) с мини- с ускорением —а., затем до конца с ускорением а.. 
мально возможной скоростью; Точка о находится из условия, что проходимый 
расстояпие | АВ] равно 1. Над- путь равен /: 

ти скорости тела в этих двух 


? 
случаях, если скорость в точ- ав а, (Т— #5) 


ке А 5.—0 и ускорение тела > — 600 Е 2 
—аа-а.. 


= ить = в цЕТ-УТ+и 
© [22 2 в 0 

(знак в решении квадратного уравнения выбира- 
ется из условия #,—Т). Скорость в момент време- 
ни { обозначим через И (1). График функции И (1) 
показан на рисунке 1 красной линией. Пусть 
(ДР) — скорость при другом режиме движения, 
удовлетворяющем нашим условиям, таком, что 
{Т)>У(Т). Покажем, что тогда (/(#1)>У(0 при 
любом Е (см. рис. 1). Предположим, что 
И)<"() при некотором # (эта возможность 
показана на рис. 1 пунктиром). Если В», то 
среднее ускорение на отрезке #, <1=<.Т больше а, 
(черная линия на рис. 1 наклонена круче, чем 
красная), в если & <, то среднее ускорение на 
Рие. 1. отрезке О<{< меньше —а.. Итак, если 
ОИ(Т)> УСТ), то (()>»Т() при любом Е и тело, 
движущееся со скоростью (({), пройдет за время Т 
отрезок, больший [. Значит, У(Т) — максимально 
возможная скорость. Находим ее: 


у!Т)= фа -Ра(Т—в)=аТ-2ы)= 


—— 


ог +.) = УЗа + 4а/ — ва. 


6) Аналогично: чтобы прийти в точку В с мини- 
мальной скоростью, нужно до некоторого момента 
времени двигаться с ускорением а., затем до конца 
с ускорением —а.. Точка &; находится из условия, 
что проходимый путь равен {: 


ее а а (Т — 1} — #4} т 
ть скорости и({) в зависимости от времени { 
показан на рис. 2). Скорость в момент времени Т 
равна 
аю—а,Т— в) = (2% —Т)= 


Ш 
а 


=а, (Т— оо х)=ат— \/2а1° — дц. 4а. 


| 


Доказательство того, что эта скорость минимально 
возможная, аналогично предыдущему доказа- 
тельству: если и({) — другой режим движения и 
и (Т)Зо (ТГ), то и (< (&) при любом . 


то ымелтаь, 


Примечание. В части а) может оказаться, 
ао? 
что 1—0: это будет при #Ё> о. тогда решения 


нет. Тогда не имеет решения и часть 6) (под 
корнем отрицательное выражение). 


Д. А. Акопян 


Ф974. Определите период ма- 
лых колебаний системы, изо- 
браженккой на рисунке: масса 
груза т, упругость пружи- 


ны Е САОВ=а. Стержень и 
блок считать гладкими. пру- 
жину — невесомой. Пружина 
закреплена в точке А. Изме- 
кится ли период колебаний, 
если в точке О также закре- 
пить груз т? 


$9715. Между плостинами 
плоского конденсатора пло- 
щадью $, расстояние между 
которыми 4, движется со ско- 
роетью и плоскопараллельная 
протяженная проводящая 
пластина толщиной 4/2. Вдоль 
пластины перпендикулярно в 
действует постоянное магнит- 


ное поле с индукцией В. 
Определите напряжение на 
конденсаторе емкостью С. со- 
единенном с пластинами так, 
как показано на рисунке. 


Предположим, что груз сместился вниз на малое 
расстояние х. Посмотрим, как изменится при этом 
сила натяжения нити. 

Поскольку пружина невесомая, в любой момент 
времени (см. рисунок) 


Р,—=Т со$ а, то есть &( М--А)=Т со$ а’, 
где ^Ё== |ОО' |, “= АО’В. Как видно из рисунка, 
ха 
1-х ° 


Так как с0$ (а&- А) =с0$ © с0$ Ах — эт а зт Аа Е 
\а-> 


|[ОО' | = хко5и и @а’=а-+ Аа, где Ах= 


е ра = 
5 соз а—Аа- $ и=5с0$ и— т; а фа, 


при малом смещении груза вниз 


х 
т #(м+ ==) _ _ ММоеовах 


Ш— 


зп? и 


Е я х 
с09и— пин С03° и— 
[—х ь 1 


_. Е (Меово-х) 
с08? & 
(мы пренебрегли вторым слагаемым в знаменателе, 
так как _^_->0 при х-0). 


1—х 
Теперь запишем уравнение движения груза: 
Ем Ех Кх 
та=тв—Т=та-— — == 
8 8 с08 @ с08? а с03° & 


Это уравнение описывает гармонические колеба- 
ния с периодом 


в 2 | ее “ —=2л с0з «= й 
= Е Е 


В частности, при “=0 получаем знакомую фор- 
мулу для периода колебаний груза на пружине. 

Из решения понятно, что если в точке О закре- 
пить груз, то период колебаний увеличится, так 
как в этом случае при том же значении с вели- 
чина Т будет меньше; ускорение груза, закреплен- 


ного в точке А, увеличится — период колебаний 
уменьшится. 
Ф Л. Г. Маркович 


В объеме проводящей пластины имеется огромное 
количество свободных электронов. При движении 
пластины внутри конденсатора на свободные элек- 
троны действуют три силы: сила Лоренца со сто- 
роны магнитного поля е В, направленная вниз; 
сила еЕ со стороны зарядов, находящихся на по- 
верхностях движущейся пластины, направленная 
вверх; сила со стороны зарядов на пластинах 


конденсатора еЁЕ‹, направленная вниз. Сумма всех 


‘этих трех сил внутри проводвика должна быть 


равна нулю, то есть 

В —Е-- Е, —=0. (1) 

При этом заряд на конденсаторе емкостью С 

должен быть равен заряду на пластинах пло- 
щадью 5: 
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а=с0= "ва Е,5. 


Работа по перенесению единичного положительно- 
го заряда по замкнутому контуру в электрическом 
поле зарядов всегда равна нулю; значит, 


Е а —Е4/2--0 = 0. (3) 
Чтобы найти значение. = а найдем знз- 
чение Е, из системы уравнений (1)-—(3). Будем 


считать для общности, что толщина пластины не 
4/2, а 4’; тогда 


БН Ед’ О, (4) 


и из (1) и (4) находим о. 
= +а—а’ 
При 4’=06 Е, =0, а значит, и 0—0. 
При 4 = 72 = ЕР ибо — ЗН 


При 4’=4 поля Е. не будет, Е = В, а напряже- 
ние на конденсаторе С всегда будет И —= Ва неза- 
висимо от его емкости. 

Е. А. Ромишевский 


Ф 
$976. Моль идевльного одне. Обратим внимание на то, что тепловой процесс 
атомного газа переводится из задан в координатах р,Т. Он состоит из трех 


начального состояния в конеч- . 
ч ов: ДВ изобар (1—2) и (3—4) и изохоры 
ное, как показано на рисунке. У астк д ух об | ( ) ( ) ы р 


Определите подведенное газу (2-3). Постоянство объема на Участке (2-3) выте- 
тепло, если разность началь- кает из того, что давление р меняется пропорцио- 


ной и конечной температур нально температуре 7. Если обозначить молярные 
равна А! = 100 °С. 


теплоемкости газа при постоянном объеме и при 
постоянном давлении через Суи с, можно записать 


@=@ 2-9 з-Е9и—=ехТ.—Т-еит.— ть 
еиТ.—Тз)= (2, —су АЕ. 


3 
Для одновтомного идеального газа су= НВ, 


©›—= 5 Е (В=8,31 Дж/(моль. К). Окончательно: 
9—=Т в \1=2910 Дж/моль. 


С. М. Козея 


Ф к 
$977. На стене, плоскость ко- Узображение А’В’ человека АВ в зеркале располо- 
торои отклонена от вертикали 


на 4.87° (см. рисунок). укреп- жено симметрично самому человеку относительно 
лено зеркало. С какого макси. ПЛоского зеркала и равно по размерам человеку. 
мального расстояния человек. Следовательно, предельный случай, когда человек 


рост которого 170 см, сможет увидит в зеркале хотя бы часть своего изображе- 
увидеть в зеркале хотя бы 


часть своего изображения? НИЯ, соответствует ситуации, приведенной на ри- 
сунке. Как видно, / АОВ==а и 


ОВ=АВ/% /АОВ=АВ/А а-=АВ/а 


(мы учли, что угол а мал и ага). 
Таким образом, 


Е. П. Кузнецов 
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Искусство программирования 


Зачем 


При выполнении операций над двумя 
числами (например, Х--У или ХХУ) 
эти числа берутся из У и Х, ре- 


микрокалькулятору зультат засылается в Х, а весь стек 


стек 


Кандидат физико-математических наук 
Л. Ф. ШТЕРНБЕРГ 


Эта статья предназначена в первую очередь 
девятиклассникам. пользующимся программи- 
руемым микрокалькулятором при изучении 
курса основ информатики и вычислительной 
техники. Однако статья будет полезной и мно- 
2гим другим пользователям калькуляторов 
{программируемых ипи нет), так как в ней 
рассказано о польской инверсной записи — 
очень простом приеме, позволяющем сильна 
упрощать организацию вычислений. 


На программируемых калькуляторах 
«Электроника» БЗ-34, МК-56, МК-54 
имеется интересное устройство — стек, 
которое состоит из четырех регистров: 
Х, У, #, Т, используемых на пер- 
вый взгляд довольно странным обра- 
зом. Команда { продвигает ин- 


формацию в стеке — содержимое Г 
стирается, в Т заносится содержимое 
Я, в — содержимое У, в У — со- 
держимое Х, которое остается ив Х: 


Команда Е < двигает содержимое сте- 
ка в обратную сторону, только содер- 
жимое Х не стирается, а переходит в Г. 


. — 
Есть команда ХУ, обменивающая со- 


держимое Х и У и не затрагиваю- 
щая остальных регистров. Если перед 
занесением числа в Х или вызовом 
числа из регистра не выполнялась од- 
на из операций { или С„ то перед 
занесением нового значения в Х авто- 
матически выполняется {, то есть пе- 
ресылаются в Т, Ув би ХвУ. 


сдвигается: 


(следует иметь в виду, что опера- 
ция Х” работает не так). А вот при 
выполнении операций над одним чис- 
лом (например, $тХ) все выпол- 
няется очевидным образом: аргумент 
берется из Х, результат остается в Х, 
и больше ничего. никуда не дви- 
гается. 

Почему же стек работает именно 
таким образом и как им надо 
пользоваться? Попробуем поработать 
со стеком. 

Вычислим выражение ажбёы—с/а. 
Предположим, что значение а, В, сиа 
находятся в регистрах а, 6, си 4 со- 
ответственно. Оставим промежуто- 
чный результат в стеке, не засы- 
лая его в память, и продолжим вы- 
числения — посмотрим, что из 
этого выйдет. 


Таблица } 


Нетрудно видеть, 
грамма —- наилучшая из всех воз- 
можных, так как в ней нет ни одной 
лишней команды: вызвать из регист- 

„ров исходные данные надо — значит, 


что эта про- 


без четырех команд ИП не обой- 
тись, и три операции выполнить надо, 
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а болыше в программе ничего и нет. 
Похоже, что стек — замечательная 
вещь: попробуем еще с ним пора- 
ботать, только выражение возьмем по- 
сложнее: 


а 
р = 
(ао) 
ел Ж(Е-Ы). (*) 
Регистры распределять не будем 
(их можно распределить как угод- 


№ 


но), а в командах Пи ИП для на- 
глядности будем писать имя пере- 
менной (то есть запись «ИПрь озна- 
чает *вызов в Х числа из того ре- 
гистра, где хранится значение р»). 
Пишем программу и следим за 
стеком (все промежуточные результа- 
ты оставляем в стеке: см. табл. 2). 
Подведем итоги: 23 команды, из 
них 15 нужных (ИП и операции) 
и 8 лишних (помечены звездочками 
Таблица 2 


Коммеитарий 


Е ЕЕ ЗЕЕ О ЕВЕ 


Как нас учили в первом классе, начинаем 
с выражений в скобках 


Оставляем промежуточный результат в 


стеке: посмотрим, куда он денется в итоге. 


И этот промежуточный результат оставим 
в стеке. 


её 
а--6 а-+ь 


Стек на пределе — сейчас потеряем а -- 1 
Нет, пронесло! (а--5) сохранилось. 


Сейчас надо бы поделнть 4 на (а-|-5), но 
(а-5) где-то глубоко-глубоко. С трудом 
достали тремя лишними командами. 


Значения 4иа--5 вызваны, но они не в тех 
регистрах: придется менять местами. 


® 
В 


И опять оставим результат в стеке. 


ВМРЕЕББЫЕЕЙ 


СЗ 
ЕЯ 
[Е 
- 
ЕЕ 
В 
Ре 
Е 


Опять числа не в том порядке и надо ме- 
нять нх местами, 


а Похоже, стек издевается над нами: нуж- 
к! ные промежуточные результаты в самых 
неудобных местах — ие сразу поймешь, 
а й где они и как их достать. 
—— | к 
е-+! е+1 р -ь аа 


ге! 


Хоть на последней операции повезло: нуж- 
ные промежуточиые результаты как раз 
на месте. 


40 


в программе). Очевидно, что если бы 
эти результаты мы вовремя запом- 
нили в регистрах памяти, то сэко- 
номили бы себе не меньше поло- 
вины из этих 8 лишних команд. 
Да пока сообразишь, где сейчас в стеке 
какой результат... Лучше без стека! 

Но прежде чем отказаться от сте- 
ка, давайте попробуем понять, поче- 
му в первой программе стек «вел 
себя» так хорошо, а во второй, наобо- 
рот, «вел себя» так плохо. Для этого 
нам придется отправиться лет на 
60 назад в гости к польскому ма- 
тематику Яну Лукасевичу, который не 
имел ни малейшего понятия о 
микрокалькуляторах, но все же изо- 
брел одну замечательную конструк- 
цию, ныне отлично известную тем, 
кто пишет трансляторы для ЭВМ, и 
получившую название польская ин- 
версная запись. 

В операциях над двумя числами 
мы ставим знак между числами; 


над одним числом — перед этим чис-. 


лом. Лукасевич предложил ставить 
знак всегда перед числами (прямая 
польская запись) или всегда после 
них (инверсная польская запись — 
именно она нас и будет интере- 
совать), то есть вместо а—6 писать 
аь — и вместо 1# а писать а 15. 
Первое впечатление: «Ну и что? 
Можно писать и так. Только не- 
удобно и непривычно». Непривычно? 
Да. А вот неудобно ли? Запишем в 
инверсной польской записи выраже- 
ния «(а-- 5) Хс» и ‹а-- 5 Хс». В первом 
из них умножаются выражение а--Ь 
(которое само должно быть записано 
в польской записи аб --) и число с; 
во втором — складываются а и вы- 


ражение 6Жс (записанное в полЬ-. 


ской записи 6сх). Итак: 


(@+6)х с | |а6+1 <> 
а + 6 хс —| 666 х|+| 


Красным какие 
захватывает операция. Посмотрите 
на польскую запись: скобки исчез- 
ли — они не нужны, операции вы- 
строились в том порядке, в котором 
они выполняются, и о старшинстве 
операций можно забыть: операции 
просто выполняются по порядку — 
слева направо. (Если бы нас с первого 


показано, 


числа 


класса приучали к таким правилам 
арифметики! Насколько проще бы- 
ло бы!) 

Запишем теперь в польской записи 
выражение, для которого мы соста- 
вили первую программу: 

абжеа-= — 
Теперь достаточно взглянуть на 
программу... и все станет ясно: наша 
программа — точная копия польской 
записи. 

Польская запись выражения (*) 
такова: 


п авы 


Теперь взглянем на нашу программу 
вычисления этого выражения... и 
сразу станет ясно, что мы там на- 
творили и почему стек себя ‹плохо 
вел». Если написать программу точно 


по польской записи, то получим 
ровно 15 команд — ни одной 
лишней! 

— Замечательно! — скажет чита- 
тель. — Только как получить из 


обычной записи польскую? 

Очень просто. Запишем выражение 
(*) в линеаризованной записи (то 
есть без многоэтажных формул): 


р—(А/(а-+ 5)) (ег Их(-0 
и применим 3 простых правила: 

1. Выпишем числа и переменные 
в том порядке, в каком они запи- 
саны: раабе{Ё:. 

2. Выпишем операции в том поряд- 
ке, в котором они должны выпол- 
няться (при условии, что всегда вы- 
полняется первая слева операция, ко- 
торая уже может быть выполнена): 


и +и+хХ 


3. Вставим операции непосредствен- 
но после соответствующих чисел. 


кб у 


кА 


На самом деле заранее формиро- 
вать польскую запись не обязательно, 
можно это сделать в процессе напи- 
сания программы. Программируем 
тот же пример, читая линеаризо- 
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ванную запись символ за символом 
(только скобки не читаются, а при- 
нимаются к сведению; см. табл. 3). 

Получили оптимальную програм- 
му: 8 вызовов данных и 7 операций. 
И стек «ведет себяь отменно: обра- 
тите внимание, как зкачаются» про- 
межуточные результаты в стеке, но в 


всегда на месте и в подходящем 
порядке. Можно математически дока- 
зать, что так всегда и будет. (Только 
операция Х* ведет себя не так: дело 
в том, что ... она просто неправильно 
реализована — у всех операций над 
двумя числами первое число в У, вто- 
рое в Х, у этой — наоборот; все опе- 


нужный момент они оказываются рации над двумя числами двигают 


Записы- 
васмая 


Таблица 3 
- Прк выполнении в стеке будет 
Рассуждениня 
Чисяа и переменные всегда записываются 
в стек 
Операцию выполнить нельзя, — не над 
чем! — пропускаем. 
| Переменную — вс | — в стек. 
ВНИИ не готова к выполнению — про- 
пускаем. 
Га | Перемекную — в стек. Пока еще ни одну 
+- | операцию выполнить нельзя. 
ПС ОС ОС С С 
++ 


Наконец встретилась операция, для кото- 
рой оба числа п стеке. Выполним ее. 


Нет ли у нас отложенных операций, для 
которых готовы данные? Есть — деленне. 
Выполним его (а где нужные числа? — 
можно не заботиться — как раз на местах). 


Больше выполнять нечего — читаем оче- 
редной символ и откладываем операцию — 
не готова она. 


В стек. Выполнять пока нечего. 


Е | Пропускаем — не готова ов. = | — не готова она. 


ИИ 
р. и и На 


|на аыина ба: готовы данные для деления — ный 
т « 


|на аыина ба: 
Р стек. И можно выполнить | В отек. И можно выполнить ++ | Е НИ ИНЫЕ | 


ЕЕ сложение. ИИ готово и для | 
умножения. 


Выполняем умножение. Конец. 


| Х | Пропускаем — не нд чм | — не над чем 


ЕЕ стек. НИИ «Хьен «-+-ь данные по-преж- 
ПИ. не готовы. 
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стек, эта — нет; так что при ее про- 
граммировании уерааннеии методом 


придется писать ое ЕХУ ХУР 
или вместо Х” писёть е’"# 1 тогда 
все получится.) 

Теперь стало понятно, почему стек 
работает именно таким образом, и, 
оказывается, даже не надо следить, 
где какой результат находится в каж- 
дый момент: в нужный момент он 
будет там, где надо. 

Но... а вдруг нам не хватит 4 ре- 
гистров стека? Тогда промежуточный 
результат надо записать в память. 
Но как определить, хватит нам 
стека или нет? Неужели следить за 
всеми качаниями стека? Нет, на са- 
мом деле все проще: взглянем на стол- 
бец таблицы, над которым нет за- 
головка; — в нем какие-то цифры — 
они показывают, сколько регистров 
стека занято (всю таблицу стека пи- 
сать не надо, а эти цифры писать 
надо). Правило заполнения столбца 
очень простое: каждая команда ИП 


добавляет единицу, каждая опера- 
ция над двумя числами уменьшает 
предыдущее число на единицу, опе- 
рации над одним числом не изме- 
няют его. И если появилось число 5, 
то в этот момент при очередном 
«качке» стека один из промежуточ- 
вых результатов будет утерян. 

Как тогда быть? Подробно отве- 
тить на этот вопрос не позволяет 
объем статьи. Мы заметим лишь, что 
в такой ситуации всегда можно вос- 
пользоваться регистрами памяти, но 
часто удается так переорганизовать 
формулу, по которой ведутся вычис- 
ления, чтобы не происходило пере- 
полнение стека. 


В заключение заметим, что поль- 
ская инверсная запись весьма удобна 
при организации вычислений на 
(непрограммируемом) инженерном 
калькуляторе: ее использование по- 
зволяет исключить списывание с ин- 
дикатора многих промежуточных ре- 
зультатов. 


О математике 


гармонических колебаний 
{Начало см. нас 9) 


в созданную еще И. Ньютоном мо- 
дель звуковых волн: на прямой в 
направлении распространения звука 
рассматривается система массивных 
осциллирующих точечных грузиков, 
соединенных маленькими пружинка- 
ми, лишенными массы. Кинетическая 
энергия этой системы сосредоточена 
в грузиках, а потенциальная запаса- 
ется в пружинах. Такая система на- 
зывается системой связанных осцил- 
ляторов на прямой. Такие системы 
можно рассматривать и на плос- 
кости, и в пространстве. 

Системы связанных осцилляторов 
оказались очеяь удобной моделью 
во многих разделах механики и фи- 
зики. Даже такая очень непростая 


наука, как физика элементарных 
частиц, в качестве одной из своих 
основ — модели физического ваку- 
ума — использует систему свя- 


занных осцилляторов. С этой точки 
зрения вакуум можно рассматривать 
как очень сложный музыкальный 
инструмент, который отзывается теми 
или иными колебаниями на любое 
знешнее воздействие. 


Используя 
площадь... 


{Начало см. на с. 16) 


Упражнения 


1. Даны правильный треугольник АВС и 
точка О внутри него; А’, В’и С’ — проек- 
ции этой точки на высоты АА, ВВ, и СС, 
соответственно. Докажите, — что величина 
АА’--ВВ’-+-СС’ не зависит от выбора точ- 


ки О. 
2. Докажите, что в выпуклом  много- 
угольнике, все углы которого равны, сумма 


длин перпендикуляров, опущенных из любой 
внутренней точки О на стороны многоуголь- 
ника (или иа их продолжения), не зависит 
от положения точки О. 


3. Докажите, что если протнвоположные 
стороны четырехугольника не параллельны, то 
середнна отрезка, соединяющего точки пере- 
сечення противоположных сторон, лежит 
иа прямой, соединяющей середины диаго- 
налей. 


4. Докажнте. что длина биссектрисы угла В 
2ас В 
треугольника АВС равна 236 со >. 


5. Докажите с помощью площади, что 
каждая медиана треугольника делится любой 
другой медианой в отношении 2: 1, считая от 
вершины, и тем самым медивны треуголь- 
ника пересекаются и одной точке. 

6. На стороне АС треугольника АВС 
взята точка О. Докажите, что сумма радиу- 
сов вписанных окружностей треугольников 
АВР и ВСР больше радиуса вписанной ок- 
ружности треугольника АВС. 
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Полупроводниковые элементы вычислительной техники 
ы 
А 


[Х. Сумматор 


Доктор физико-матемотических наук М. Е. ЛЕВИНШТЕИН, 
кандидат физико-математических наук Г. С. СИМИН, 
В. Я. СИНДАЛОВСКИИ 


Сумматор. как следует из его названия, предназначен 
для выполиения в ЭВМ операции сложения. Если учесть, 
что все математические операции, осуществляемые 
ЭВМ,— умножение, деление, возведение в степень, вы- 
числение интегралов, решение дифференциальных урав- 
нений и т. д.— в конечном счете сводятся к выпол- 
нению по определенным программам операций сложе- 
ния, станет ясио, что сумматор — один из самых 
важных узлов ЭВМ. 

Сумматор складывает два числа, работая по тем же 


правилам, что и мы, когда выполняем сложение 
*в столбик». 


Сложим, например, два числа: А=—10010 и В—= 
—1011*). Сумма чисел С равняется 
10010 
+ 1011 
11101 


Сформулнруем правила, которыми мы руководствуем- 
ся, выполняя операцию сложения. Мы складываем чис- 
ло, записанное в младшем разряде числа А (а/), с чис- 
лом, записанным в младшем разряде числа В(6,). Если 
результатом сложения оказались 0 или 1, мы записы- 
ваем результат в младший разряд числа С (с). Од- 
нако результатом сложения может оказаться и 2. Такой 
результат для двоичной системы соответствует переносу 
единицы в следующий, более старший разряд (зноль 
пишем, один в уме»!). 

Переходя к сложению следующих, вторых разрядов, 
мы фактически должны складывать не два числа а. 
и 6, а три: а. 6. и третье число, которое мы обо- 
значим р. Если в результате проделанного раньше 
сложения в младшем разряде единица в старший не 
переходит, р,—0, а если переходит, то р,—=1. Резуль- 
татом сложения во втором разряде будут два числа: 
второй разряд суммы с. и р. — число, подлежащее 
сложению с а, и $; в следующем, третьем разряде. 
Разумеется, как с. так и р. могут равняться либо 0, 
либо 1. 

Точно так же выполняется сложение и во всех по- 
следующих разрядах, вплоть до старшего. 

Для наглядности запишем сформулированные пра- 
вила в форме таблицы истинности. 

Таким образом, схема сумматора, выполняющая сло- 
жение одного разряда двух чисел (так называемого 
одноразрядного сумматора), должна иметь три входа, 
на которые подаются сигналы а, В, и р._1, и два 
выхода, на которых формируются сигналы с, и р,. 

Одна из возможных схем одноразрядного суммато- 
ра показана на рисунке 1. 


*)Числа А, В и сумма С записаны в двоичной системе, 
в которой обычно хранится и перерабатывается в ЭВМ вся нин- 
формация. 


44 


Сумматор эпохи механиче- 
ских вычислительных машин. 
Время суммирования двух чи- 
сел на нем зависело от лов- 
кости, с которой оператор пе- 
редвигад рычажки ц крутил 
ручку. и составляло от 1 до 
10 секунд. Для сложения 
ручку вращали в одну сторо- 
ну, а для вычитания — в дру- 
гую. Умножение и деление 
сводилось к последователь- 
ным сдожениям или вычита- 
ниям и занимало до одной 
минуты. 

Быстродействие современных 
сумматоров на основе крем- 
нициевых биполярных транзи- 
сторов достигает сотен мил- 
лионов слдожений в секунду. 


а, 5, Р,_, 


Рис. 1. Одкоразрядный сум- 
мотор. Входные сигналы обо- 
значены буквами а, В, и 


Р_:. выходные — сли р,. 
Цифрами в кружках условно 
пронумерованы ‹ логические 


схемы, образующие сумматор. 


Зкаченне Значение 
слагаемых результата 


ьоыынооо 
мо фФ-с$> 
ыыынооФн-о 
м ыынооое 


оон ьо 


Таблица истинности. 


Как бы ни были сложны дей- 
ствия. выполняемые в ЭВМ, 
8 конечном итоге они св0- 
дятся к многочисленным опе- 
рациям суммирования двоич- 
ных чисел. Даже такие слож- 
нейшие логические задачи, 
‘как игра в шахматы, тоже 
могут быть решены при помо- 
щи операций суммирования. 
В 1967 году состоялся пер- 
вый шахматный матч между 
электронными вычислитель- 
ными машинами СССР п 
СИГА. Матч состоял из четы- 
рех партий. Глубина просмот- 
ра вариантов составляла до 
5 полуходов (то есть ходов 
как своцх, так и противника). 
Со счетом 3:1 победила совет- 
ская шахматная програм- 
ма. 
Современные шахматные про- 
граммы уже сейчас играют в 
силу мастера спорта. 


Рис. 2. Многоразрядный сум- 
матор. Он складывает мкого- 
разрядные двоичные числа А 
ы В. разряды которых обозна- 
чены соответственно аи, а, ... 
ал И би, ба, -.. @...Разряды 
суммы С обозначены с. Сл, ... 


би: 


Прежде всего обратим внимание на то, что она со- 
держит только хорошо знакомые нам простейшие ло- 
гические схемы типа И, ИЛИ и НЕ. 

Разберем работу одноразрядного сумматора на при- 
мере сложения двух чисел а,=1; Ь,—=0 при наличии 
сигнала переноса р,_:=1. На входы схемы & типа И 
поступают сигналы а, =1 и 6,—0. Следовательно, на ее 
выходе вырабатывается сигнал 0. Такой же сигнал 
будет на выходе схемы 2 (5,—0; р,_,=1). На выходе 
схемы 3 вырабатывается сигнал 1 (а, =1; р....=1). 
Схема 6 типа ИЛИ имеет три входа, на одном из 
которых действует сигнал 1, а на двух остальных — 
0. На ее выходе формируется сигнал р, —1. 

Далее, с выхода схемы 6 сигнал 1 поступает на 
вход инвертора 8, а с его выхода сигнал 0 — на 
вход схемы И 7. На второй вход схемы 7 подается 
сигнал с выхода схемы ИЛИ 4. При рассматривае- 
мой комбинации входных сигналов он соответствует 1. 

На выходе схемы 7 формируется 0, который посту- 
пает на вход схемы ИЛИ 9. На второй вход схемы 9 
поступает сигнал со схемы И 5, в данном случае 0. 
В результате выходной сигнал с, =0. 

Как мы видим, схема выдала правильный результат 
с„=0; р„=\. Удостоверьтесь сами, что результат сложе- 
ния будет правильным при любой комбинации входных 
величин а, 6, и р, _,. 

Для суммирования многоразрядных двоичных чисел 
необходимо соединить между собой столько однораз- 
рядных сумматоров, сколько разрядов содержат скла- 
дываемые числа (рис. 2). 

Вепоминая, что числа в больших ЭВМ могут содер- 
жать 48 разрядов, что за каждым квадратиком, обо- 
значающим простейшую логическую операцию, зв дейст- 
вительности скрывается электронная схема, содержа- 
щая несколько транзисторов, мы приходим к выводу, 
что сумматор, складывающий многоразрядные числа 
в ЭВМ, представляет собой весьма сложный узел. 

Итак, мы познакомились с работой регистра и сум- 
матора. Обратили ли вы внимание, что чем дальше 
мы отходим от одиночной клетки», на основе кото- 
рой строится ЭВМ,— транзистора, — чем более сложные 
схемы мы анализируем, тем больше меняется пред- 
мет разговора, методы анализа, сам язык, на котором 
ведется обсуждение. Это не случайно. Из области фи- 
зики полупроводниковых приборов мы вступили в 
царство совсем другой науки — схемотехники. 

Основы этой науки заложены выдающимися мате- 
матиками, логиками, инженерами. Она очень интересна 
и глубоко разработаиа. Но это предмет совсем другого 
разговора. . 

Наш рассказ о полупроводниковых элементак вычис- 
лительной техники подходит к концу. И закончим мы 
его в следующем номере журнала, рассказав о пер- 
спективных полупроводниковых элементах для буду- 
щих ЭВМ. 


Вспомогательный 
куб 


Кандидат физико-математических наук 
М. Р. ЛИБЕРЗОН 


При решении задач по стереометрии 
уже на самом первом шаге часто 
возникают трудности. Нужно обла- 
дать хорошо развитым геометриче- 
ским воображением, чтобы предста- 
вить себе соответствующую простран- 
ственную картину. Если речь идет 
о геометрических телах, с которыми 
мы встречаемся в повседневной жизни 
(куб, шар, цилиндр, параллелепи- 
пед и т. п.), то эти предметы легко 
себе представить. Как их рисовать, 
известно. Значительно труднее изо- 
бразить, например, скрещивающиеся 
прямые или совокупность прямых и 
плоскостей в пространстве. И не про- 
сто изобразить, а сделать чертеж, по- 
могающий решению задачи. 
Существует метод, позволяющий в 
ряде случаев преодолеть указанные 
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трудности. Он основан на следующем 
соображении. Если пространственная 
конфигурация трудно воспринимает- 


ся и не связана с конкретным 
геометрическим. телом, то попробуем 
искусственно ее / связать с каким- 
нибудь телом. Например, с кубом. 

Изображенный на бумаге куб об- 
легчает работу нашему воображению. 
На рисунке 1, например, отчетливо 
видно, что прямые Ё[ и т л явля- 
ются скрещивающимися. Убрали куб 
(рис. 2), и пространственная няа- 
глядность исчезла — мы видим пере- 
секающиеся прямые Ё[ и т на плос- 
кости. 

Другой пример. Три луча [, т и пл, 
исходящие из одной точки А, нари- 
сованы на кубе (рис. 3). Ясно, что 
они представляют собой ребра трех- 
гранного угла. На рисунке 4 куба нет, 
поэтому картинка стала плоской. 


Чтобы увидеть на ней тот же трех- 


гранный угол, мы должны заста- 
вить свое воображение потрудиться. 

Использование вспомогательного 
куба не только «превращает» плоскую 
картину в объемную, но и указы- 
вает пути решения ряда задач. Про- 


демонстрируем это на следующих 
примерах*). 

Задача 1. Плоские углы трех- 
гранного угла равны 45°, 45° и 60°. 
Через его вершину проведена пря- 
мая, перпендикулярная одной из гра- 
ней, плоский угол которой равен 45°. 
Найти угол между этой прямой и 
ребром трехгранного угла, не лежа- 
щим в упомянутой грани. 

Решение. Рассмотрим вспомога- 
тельный куб АВСРА.В.С!О, (рис. 5). 
Проведем диагонали АВ; и АС двух 


—^\ 
его смежных граней. Имеем В, АВ= 


—=45°, ВАС-=45°, В,АС=60° как угол 
правильного треугольника АВС. 
Следовательно, трехгранный угол 
АВВС — это угол, о котором го- 
ворится в условии задачи. Ребро 
АА, проходит через его вершину А 
и перпендикулярно грани ВАС. Зна- 
чит, требуется найти величину угла 


А,АВ,. Ответ очевиден: А,АВ,—=45°. 

Решение этой задачи без исполь- 
зования куба довольно сложно и су- 
щественно длиннее**). Здесь нам вооб- 
ще не пришлось считать: ответ уда- 
лось «прочесть» на кубе. Но такие 
случаи редки. 

Задача 2. Угол между двумя 
гранями трехгранного угла прямой, 
а величина каждого плоского угла 
этих граней равна а. Найти вели- 
чину плоского угла третьей грани. 

Решение. Сначала будем считать 
угол а острым. Пусть вершина А 
вспомогательного куба АВСРА В. С,О, 
(рис. 6) является вершиной’ трех- 
гранного угла, а отрезки АМ, АВ и 
АМ№ — его ребрами (если о>45°, 
то точки М и М лежат на продолже- 
ниях ребер ВВ, и ВС). Требуется 
найти угол МАМ. 

Опустим из точки М перпенди- 
куляр МР на отрезок АМ и соединим 
точки В и Р. По теореме о трех 
перпендикулярах отрезок ВР перпен- 
дикулярен отрезку АМ. Из прямо- 
угольных треугольников АРВи АВМ 
получаем 

| АР|=|АВ| + сова, |АМ|]-—= М 8В!. 

с0$ @ 

*)Разобранные в настоящей статье задачн в 
разные годы предлагались на инсьменных вступи- 
тельных экзаменах по математнке на различных 
факультетах МГУ им. М, В. Ломоносова. 


**) Оба решения (с кубом п без него) приводятся 
в книге Дорофеева Г. В., Потапова М. К., Розова Н. Х. 
® Пособие по математике для поступающих в вузы» 
(М. «Наукаь, 1976, с. 467—469). 


Рис. Г. 


Рис. 2. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


Рис. 5. 


а и <> 
Искомый угол МАМ — острый угол 
прямоугольного треугольника АРМ; 
поэтому 


со МА: В и = [АВ|. соза - сози 


—с05? а, 
МА. М№=акгссоз (с03° в). 


Если угол а=90°, то искомый угол 
прямой, что также может быть запи- 
сано полученным соотношением. 

Итак, ответ во всех случаях один: 
агссо$ (0$? 1). 

Мы видим, что на кубе удобно 
изображать трехгранные углы, две 
грани которых перпендикулярны. 
Это связано с тем, что куб со- 
держит прямые двугранные углы. 
Но в кубе заложен и линейный раз- 
мер — длина его ребра. Это дает 
возможность изображать на чертеже 
и величины расстояний. 

Задача 3. Основание ММ и вер- 
шина К равнобедренного треуголь- 
ника ММК находятся на различных 
гранях прямого двугранного угла с 
ребром [. Точки М и К удалены от { на 
расстояние а, а проекция точки М 
на ребро { равноудалена от проек- 
ций точек М и К на ребро 1. Найти 
расстояние от точки М до |, если МК 
образует с Г угол, равный 607. 

. Решение. Пусть длина ребра 
вспомогательного куба АВСОА ВСВ, 
равна и и двугранный угол из усло- 
вия задачи образован гранями 
ААВ Ви АВСР (рис. 7). Тогда точка 
М лежит на ребре А В‚, а точка К — 
на ребре СР (или на их продол- 
жениях). Совместим точку М с вер- 
шиной куба А‚. Пусть точка К нахо- 
дится на ребре ‘СО (она может нахо- 
диться на продолжении ребра СО за 
вершину О, что не меняет наших 
рассуждений). 


Опустим перпендикуляр КР на реб- 
ро АВ и отметим середину @ отрезка 
АР. В плоскости грани АМВ,В вос- 
ставим из точки @ перпендикуляр к 
ребру АВ. Вершина № треугольника 
ММК лежит на этом перпендикуляре, 
так как ее проекция @ равноудалена 
от проекций точек М и К. Заметим, 
что точка М№ расположена выше реб- 
ра МВ,; в противном случае тре- 
угольник ММК не будет равнобед- 
ренным. 

Проведем отрезки МР и КО. 
|МЬ| ==а`/2 как диагональ квадрата 
со стороной а. По условию угол между 
скрещивающимися прямыми АВ и 
МК равен 60°. Но прямая СБ па- 
раллельна прямой А В, следовательно, 


МКР=60°. Из прямоугольного тре- 
угольника МОК находим 


_ МЫ 22. а\2 

[МК |= тво: = к |2к|= = 
По условию |МК|=|МК\ и |АР|!= 
—|Ок|. Тогда 192] = [АР|= 


= [РК |= => . Из прямоугольного 
м 


треугольника @РК находим |@К |*= 
—=|©@Р|?+|КР|?=7а?/6. Наконец, из 
прямоугольного треугольника МОК 
получаем 


НТ рочаАЕОе 
ме |= К |?— |@К | 
мк \?— ОК |?= т а\. 


Задача решена. 
Зада ча 4. В треугольнике ГМ М 


дано: ГММ=90°, МТМ—=30°. На пер- 
пендикуляре к отрезку Г/М, проходя- 
щем в пространстве через точку Г, 
взята такая точка ЕР, что |Т|= 
—=|!ММ]. Полуплоскости, которым 
принадлежат треугольники ГММ и 
ГМЕ, образуют одвугранный угол, 
равный 60°. Найти острый угол меж- 
ду прямыми ГМ и МЕ. 

Решение. Разместим треугольник 
ГММ на грани вспомогательного ку- 
ба АВСРА,В.С.О, так, как показано 
на рисунке 8, то есть точку С совме- 
стим с вершиной А‚, а точку М — 
с вершиной А. Пусть |ММ|==а. Про- 
ведем в верхней и нижней гранях 
куба соответственно отрезки ГРи № 
так, что РГО, =©Мр=60°. Двугран- 
ный угол, образованный плоскостями 
ГМО. р и СМРО, равен 60°. На отрезке 
ГР возьмем такую точку Е, чтобы 
1ЫР|=|ММ|=а. Соединим точки Ми 
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Рис. 8. 


Р. Наш чертеж полностью 
ветствует условию задачи. 

Найдем угол между прямыми [М и 
МЕ. Через точку Ё проведем отрезок 
РК параллельно ребру ГО, и рав- 
ный по длине а. Точку К соединим 
с точками М и Г. Угол ГМЕ ис- 
комый, так как прямая МК парал- 
лельна прямой М№Ё (четырехугольник 
МЕКМ — параллелограмм). Из пря- 
моугольного треугольника [ММ нахо- 
дим |ГМ|=2а. Треугольники БУМ и 
№ГЕ равны (по двум катетам), поэто- 
му |МЕ|=|ГМ|=2а. Значит, и 
|КМ |=2а. В треугольнике ГРК 
[ЕР |=]|ЕК]|=а, ГЕК =120°. Отсюда 
|2К|=а^\3. Из треугольника ГМК 
находим 


соот- 


2 ИмакмМИ рр 
ЕН — ыГ. м 
82'—3а* _ 5 

2.40? 8’ 


[4] 


—^ 
то есть МК —агссо$ 5. 


Задача 5. Угол между двумя 
скрещшивающимися прямыми ра- 
вен 60°. Точка М лежит на одной 
прямой, а точка № — на другой, 
причем расстояния от каждой из 
этих точек до общего перпендику- 
ляра скрещивающихся прямых оди- 
наковы и равны расстоянию между 
прямыми. Какие значения может при- 
нимать острый угол между общим 
перпендикуляром и прямой М№? 

Решение. Пусть одна из скре- 
щивающихся прямых проходит через 


вершины А и ОД вспомогательного 


куба АВСРА,В,С,О,. Вторую прямую 
проведем через вершину А, под углом 
60” к ребру А.О, в плоскости -грани 
А,В,С.О, (рис. 9). Тогда ребро АД, 
есть общий перпендикуляр к данным 
прямым. Расстояние между прямыми 


равно длине ребра куба а, значит, 
точки М и № удалены от отрезка 
АА, на расстояние а. Совместим 
точку М с вершиной ШП. Возможны 
два варианта расположения точки №. 

1. Точка № лежит внутри грани 
АВС... 

Проведем отрезки №), и ММ. Тре- 
угольник А, МО, равносторонний, сле- 
довательно, | МО, | =а. Искомый угол 
между прямыми ММ и АА, равен 
углу ММО, так как прямая АА, па- 
раллельна МО.. В треугольнике Мр,М 

| МО, |=|МР, |=а, МБ. \М=90°. 

Значит, ММО, —=45°. 

2. Точка М лежит вне грани 
АВС, (на рисунке 9 точка М,). 

Проведем отрезки №0, и ММ. 
Треугольник №А.О, равнобедренный 
с углом при вершине 120” и боко- 
выми сторонами, равными а. Следова- 
тельно, |М№,0, | =а`\/3. Искомый угол 
между прямыми АА, и ММ равен 
углу №,МО.. Из треугольника МДМ 
находим ММО, =60°. 

Мы видим, что введение вспомога- 
тельного куба существенно упрощает 
решение. В следующей задаче, как ив 
задаче 1, мы благодаря кубу найдем 
нужный угол без вычислений. 

Задача 6. Основанием пирами- 
ды НРОВ является равнобедренный 
прямоугольный треугольник `РОВ, 
длина гипотенузы РФ которого равна 


2,2. Боковое ребро пирамиды НВ 
перпендикулярно плоскости основа- 
ния, и его длина равна 1. Найти ве- 
личину угла и расстояние между 
скрещивающимися прямыми, одна из 
которых проходит через точку Н и 
середину ребра РЕВ, а другая проходит 
через точку В и середину ребра РО. 


Рис. 9. 
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Рис. 10. 


Решение. Пусть длина ребра вспо- 
могательного куба АВСРА, ВСП, 
равна 2. Тогда диагональ каждой его 


грани равна 2\/2. Поместим пирами- 
ду НРОЕ внутрь куба так, чтобы 
точки Р, @ и В совпали соот- 
ветственно с точками О, ВиС (рис. 10). 
Точка Н совпадает с серединой реб- 
ра ВС... 

Соединим точку Н с серединой 5 
ребра РЕ. Проведем диагональ КА 
нижней грани куба. Точка Т пере- 
сечения диагоналей ВА и РО — се- 
редина отрезка Р@. Требуется найти 
величину угла и расстояние между 
скрешивающимися прямыми Н5$ и 
РГ 

Проведем диагонали СР, ВА и 
В,В боковых граней куба. Очевидно, 
что отрезок Н5 параллелен отрезку 
В,А. Поэтому искомый угол — это 
угол В, АВ, который равен 60° (тре- 
угольник В, АВ равносторонний). 

Заметим теперь, что плоскость тре- 
угольника ВАВ содержит отрезок 
ВТ и параллельна отрезку Н$. По- 
этому искомое расстояние равно рас- 
стоянию между прямой Н5 и плос- 
костью В, АВ. 

Рассмотрим правильный тетраэдр с 
основанием ВАВ и вершиной ШО. 
Пусть РО — высота тетраэдра. Из 
точки Е пересечения отрезков РА и 
Н$ опустим перпендикуляр РЕ на от- 


резок ВО. Отрезок ЕЕ перпендику- 
лярен плоскости В,АВ, ибо отрезок 
КЕ параллелен отрезку О.О. Значит, 
искомое расстояние равно |ЕРЁ|. Из 
подобия треугольников РОВ и РЕВ 


[РЕ] _ |8] _ 1 
[20| ПВ 4’ 


Осталось найти высоту тетраэдра 
р,О. В прямоугольном треугольнике 
р,ОЕ гипотенуза |р,В | =2`/2, а катет 
ВО составляет 2/3 высоты правиль- 
ного треугольника ВАЙ со стороной 


2\/2, то есть [во|= 2%. Тогда 
|201 =? [вор = . — На- 
конец, - 1 Е 
|РЕ| = 112.0} ==. 
Задачи 


1. У трехтраинотго угла ОАВС угол между 
гранями ОАВ и ОВС прямой, а зеличина 
каждого из остальных двугранных углов 
равна ‘7. Найти величину плоского угла АОС- 

2. Вершины В и С треугольника АВС 
лежат на различных граиях двугранного угла 
величины 45° с ребром 1. Сгорона АС пер- 
лендикулярна одной грани и пересекается с 
ней в своей середине. Проекция отрезка ВС на 
другую грань параллельна ребру Ё и по длиие 
разиа расстоянию от точки С до - Найти 
углы треугольника АВС. 

3. В прямоугольиом треугольнике АВС 
катет АС втрое короче катета ВС. Через 
точку В проведена в пространстве прямая, 
периендикулярная отрезку ВС, и на этой пря- 
мой взята точка О так, что |ВО|=|АС|. Дву- 
гранный угол междузполуплоскостями, кото- 
рым принадлежат треугольники ВСО н АВС, 
равен 45°”. Найти осфрый угол между прямыми 
АВи СО. 

4. Угол между двумя скрещивающимися 
прямыми равен 45°. Точка М лежит на од- 
ной из них, а точка М — на другой. Длина 
общего перпендикуляра скрещивающихся пря- 
мых вдвое больше расстояния от точки М 
до него и втрое меньше расстояния от 
точки М до него. Найти угол между общнм 
перпендикуляром и прямой ММ. 

Длина ребра правильного тетраэдра 
ЗАВС равна 1. ВБ — высота треугольника 
АВС. Равносторонний треугольник ВОЕ лежит 
в плоскости, образующей угол ф с ребром 
АС, причем точки $ и Е лежат по одну сто- 
рону от плоскости АВС. Найти расстояние 
между точками 5 и Е. . . 


Поправка 


В статье «Программирование на микроказь- 
куляторе: простейшие программы» (+«Квант», 
1986, № 2, с. 46) имеются опечатки: 1) на с. 48 
в алгоритме КОСИНУС вместо «нач вещ К» 
следует читать «начь; 
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2) алгоритм на с. 57 должен иметь вид: 
азг КОСИНУС; 
нач вещ а2, 6, с; 
а2: = (ввод а); , 
вывод ((ввод 6)* -| (ввод с) —в2)/2/Ь/с; 
кон 


3) в программе на с. 48 между командами 
09 и 10 должна быть команда ИП 0. 


Варианты вступительных экзаменов 


Новосибирский 
государственный 
университет 

им. Ленинского комсомола 


Матвматика 


Письменный экзамен 
Вариант 1 
{механико-математический, 
экономический факультеты) 
1. Известно, что х,=4х., где х, и х, — корни 

уравнения х?—(а-+3)х-+-2а=0. Найдите а. 
2. Решите уравнение 


=1-—2 со8? ыы 
811 2х-- с03 6х-=]-—2 с08 (5=+%). 


физический и 


3. В трапеции АВСО с основаииями АДи ВС 
биссектриса угла ВАО проходит через середину 


М стороны СО. Известно, что |АВ|-5, 
|АМЕ-4. Найдите длину отрезка ВМ. 
4. Решите неравенство 
9—5х+2 
Зо. уе <4. 
3. 5*5—2. 57143 


$. Через вершину А правильного тетраэд- 
ра АВСР параллельно ребру СР проведена плос- 
кость В, которая делит тетраэдр на две части 
равных объемов. Найднте расстояние от верши- 
ны В до плоскости В, если ребро тетраэдра рав- 
но 1. 


Вариант 2 
{геолого-геофизический факультет и фа- 
культет естественных наук) 


1. Определите, какое нз двух чисел боль- 
ше: 7 -5/1 или 


5 1 
ы. 4408, 49— Аойн,4 1). 
2. Решите систему уравнений 


2х1 4+{у—4)'=6, 
4х—ху--2. 

3. Точки М и М выбраны соответственно 
на осиовании ВС н боковой стороне СО трыпе- 
ции АВСР. Прямые АМ и ВМ пересекаются 
в точке К, причем | АК | =3 КМ|, [КМ| ==2 ВК|- 
Найдите отиошение |СМ|: | МП|. 

4. Решите уравнение 


с08 х-- ям х==4/Я соз 9х. 

5. В кубе АВСРА’В’С'ГУ точка М — середина 
ребра С’О’, точка М выбрана на ребре АВ 
так, что | АМ| =2 | МВ| Через вершину Д и точ- 
ки М и М проведена плоскость л. Определите 
величину двугранного угла между плос- 
костью л и плоскостью грани АВСР куба. 

Физика 


Письменный экзамен 

Физический факультет 

Каждый вариант состоял из пяти задач 
трех типов. 

Первые три задачи — расчетные, раз- 
личной трудности: от почти стандартных до 
сравнительно сложных, требующих смекалки, 
глубоких знаний, умения разобраться в непри- 


`вычной или усложненной фнзической си- 


туации. 

Четвертая задача — это задача-оценка. Для 
се решения надо понять рассматриваемое фи- 
зическое явление, сформулнровать простую (так 
как нужна только оценка) физическую модель 
этого явления, выбрить разумные числовые 
значения физическнх величин м, наконец, по- 
лучить численный результат, более или менее 
соответствующий реальности. В тексте задачи 
подчеркивалось, что абитуриеит может сам вы- 
брать необходимые для решения задачи вели- 
чины и их числовые эначения. 

Пятвя задача — это задача-демонстрация, 
в которой надо объяснить физическое явление, 
демонстрируемое в аудиторни. Здесь важио по- 
нять сущность явления и среди различных 
факторов выделить главный. 

На решение задач давалось пять часов, на- 
чциая с завершения демоистрации. 

Ниже после текста каждой задачи в скоб- 
ках указан средний процент решивших ее. 


Вариант 1 

1. В цилиндр сечением 5, налита несжи- 
маемая жидкость, поверх которой помещен пор- 
шень (рнс. 1). Внутри этого поршия имеется 
цилиндрическая вставка сечением $5,. Сила тре- 
ния между поршнем и вставкой может дости- 
гать величины Р; между поршнем и стенками 
цилиндра трения нет. С какой минимальной 
силой нужно надавить сверху на вставку, 
чтобы выдавить ее нз поршня7 Силу тяжести 
не учитывать. (46%) 

2. В схеме, изображенной на рисунке 2, 
иапряжение на конденсаторе емкостью С, равно 
О, а конденсаторы емкостью С, и С, не заря- 
жены. Ключ К поперемеино переключают в 
положения А и В. Определите, какое коли- 
чество теплоты выделится после очень боль- 
щого числы переключений. (39 %)} 

3. Стержень АС (рис. 3), миа котором за- 
креплены два одинаковых грузика В н С, под- 
вешен зв точку А к очень дликиой инти РА 
(РА >> АС). Стержень удерживали в горизои- 
тальном положеним, при котором нить была 
вертикальной, а затем отпустили. Какой будет 
скорость точки А в момент, когда стержень 
будет проходнть низшее положение? Массой 
стержня и нити пренебречь, АВ=—{, ВС = 21. 
(16 %). 

4. Пассажир летящего на высоте 10 км са- 
молета видит восходящее Солнце. Оцените, че- 
рез какое время увидит Солнце наблюда- 
тель, стоящий на земле под самолетом. (67 %) 

5. На наклонной плоскости на равных рыс- 
стояних друг от друга размещены три ролика. 
Крайние ролики легко проворачиваются, сред- 
ний — закреплен. Когда брусок кладут на 
средний и ннжний ролики, он съезжает. Ког- 
да его кладут на верхиий и средний — он 
ие съезжает. Объясните явление. (33%) 
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Вариант 2 . 

1. В цель, составленную из источника с внут- 
ренним сопротнвлением г и резистора с со- 
противлением Е, включается вольтметр: пер- 
вый раз параллельно резистору, второй раз - 
последовательно в ним (рис. 4). Показания 
вольтметра в обоих случаях оказались одина- 
ковыми. Найдите сопротивление вольтметра. 
(61%) 

2. Оптическая система состоит из собираю- 
щей линзы г фокусным расстоянием РЁ и зер- 
кального шарика радиусом В, центр которого 
находится на оптической оси линзы на рас- 
стоянии [от нее (рис. 5). Определите расстоя- 
ние от линзы до точечного источника $5, рас- 
положенного на оптической оси снстемы, при 
котором изображение источника совпадает с 
самим источником. (28 %) 

3. Два шарнка массой М каждый скреп- 
лены невесомой пружиной жесткостью #. К ним 
через невесомые нити прикреплены еще два ша- 
рика массой т так, что вся система образует 
квадрат со стороной (, покоящийся на гори- 
зонтальном гладком столе (рнс. 6,а). Затем 
эта связка постепенно раскручивается на столе 
вокруг ее центра масс до тех пор, пока квад- 
рат не превратится в ромб с углом а-=-60° 
(рис. 6, 6). Определите ‘угловую скорость вра- 
щения связки. (40%) 

4. Как известно, предельный размер детали 
на кинопленке определяется размерами кристал- 
ликов светочувствительного слоя. При этом с 
уменьшением размера кристалликов четкость 
изображения на кинокадре растет. Оцените пре- 
дельный размер кристалликов, при котором ки- 
нозритель перестает замечать рост четкости 
изображения на зкране кииозала. (48 %) 

5. В холодную колбу наливают горячую во- 
ду и на горлышко надевают воздушный ша- 
рик. Если взболтать воду, шарик сначала раз- 
дувается, а потом спадает. Если снова взбол- 
тать колбу, эффект раздувания опять повто- 
ряется, хотя и слабее. Объясните явление. (51%) 


Публикацию подготовили 
Г. В. Меледин, М. В. Фомин 
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Киевский 
государственный 
университет 

им. Т. Г. Шевченко 


Математика 


Письменный экзамен 

Вариаит 1 

(механико-математический факультет) 

1. Найдите наименьшее значение функции 


ухе `“. 
2. Решите уравнение 


^/ 1-х --2 соз 5=0. 


3. Найдите объем правильной треугольной 
лирамиды, если сторона ее основания равна а, 
а радиус шара, вписанного в пирамиду, равен г. 

4. Укажите, сколько решений имеет система 
уравнений 

х’ + у = 8. 
(у-ах)(у-а\ 2 )==0 
в зависимости от параметра а. 

5. Укажите все значения параметра а, для 

каждого из которых является правильным 


д л 
утверждение: если —. <и<0н —=5 <в<0, 


причем эм = с03 В, то —5 <а48<0. 


Вариант 2 

(физический факультет) 

1. Найдите наименьшее и наибольшее значе- 
ния функции у-=2*'—2>*—1 на промежутке [0; 2}. 

2. Решите уравиение 

2 с08*х—3 зщ х==0. 

3. Сумма трех чисел, образующих арифме- 
тическую прогрессню, равна 30. Если вычесть 
из первого числа 5, из второго 4, а третье 
число оставить без изменения, то полученные 
числа составят геометрическую прогрессию. 
Найдите эти числа. 

4. Решите неравенство 


108: х-1ю8, ›х<12—3 Лод? , х-Нюв. = : 


5. Вершина угла АВС, величина которого 
меньше 180”, находится на окружности [., а 
одна из его сторон проходит через центр этой 
окружности. Окружность {2 вписана в угол АВС 
н внешие касается окружности !. Найдите, 
при каком значеиии угла АВС радиус окруж- 
ности [. в 24 раза больше радиуса окружностн й1. 


Варнант 3 
{радиофизический факультет) 
1. Решите уравнение 


4 соз*х +4 эм х==}. 
2. Найдите наименьшее и наибольшее зна- 
чения функции 
у=— 2х4 3х" -+12х--5 
на промежутке [—2; 1]. 


3. Решите неравенство 


|. г 4*-' 5 . 9: 
971.47 ви 


4. Укажнте все зиачения параметра а, при 
которых система 


ху’ +2х< 1, 
{ х—у--@==0 
имеет единствеиное решенне. 
5. Высота конуса равна диаметру его осно- 


вания, а объем конуса равен х. Найдите объем 
шара, описанного около конуса. ь 


Вариант 4 
(геологический факультет) 
1.Решите систему уравнений 


22.3 

хТу , 
м еы 
х и ^^“ 


2. Решите уравнение 
1 
еее 10.3 21°” 
3. Решите неравенство 
10&2(х--1)?41< 0. 

4. Укажите, в какой точке функция у> 
— 1081 ,2(3—2х—х°) принимает наименьшее 
зиачение. Найдите это значение. 

5. Отношение площади боковой поверхности 
правильной четырехугольиой пирамиды к 
площади ее основания равно ^/3. Найдите 
угол между противоположными боковыми реб- 
рами пирамиды. 


{3 =0. 


Вариант 5 
(географический факультет) 
1. Решите уравнение 
^/ 3 ал Зх -- сов Зх =0. 


2. Укажите промежутки возрастання и 
убывания функции 
3 2 


Хх х 
—З > — 2х3. 


3. Вычислите 
а н й $ 
1юЕ ‚2(4\/2 .3 21; 318, 
4. Решите неравенство 
У х>2х-+ 8. 

5. Площадь боковой поверхности конуса 
равна 3, а площадь его полной поверхности 
равна р. Определите угол между высотой и 
образующей конуса. 

Задачи устного экзамена 

1. Объясните, почему при преобразовании 
обыкновенной дроби в десятичную всегда по- 
лучается либо коиечная десятичная дробь, 
либо периодическая. 

2. Осевым сечением конуса является прв- 
вильный треугольник. В конус вложены шары 
5. 8.» 5» „. каждый из которых касается 
всех образующих конуса. Наибольший из них 
5; вписан в конус, а каждый последующий 
$, касается двух соседних $; ци $, ,1- Радиус 
шара 5, равен г,. Укажите: 

а) Какую последовательность образуют 
радиусы г, (п==1, 2, 3, ...) шеров 5? 

6) Какую последовательность образуют объе- 
мы этих шаров? 

в) Какую часть объема конуса составляет 
суммарный объем всех шаров вместе? 

3. Решите систему уравнений 

2х2 --Зу2 +2? = 112, 
3х2 + ур — г? =2, 
х2— 2у2--- 22? =З2. 

4: Укажите, как должны быть связаны меж- 
ду собой числа а и Ь, чтобы неравенство 


х—@> 2х имело решения. В том слу- 
чае, когда решения существуют, какое множе- 
ство они образуют? Прн каких п и В это мно- 
жество есть промежуток [1; 5[? 

5. Решите неравенство 


ИЕ 
вре: Рея 
—:25 х'= р 


6. Приведите пример фигуры, 
имеет: 

а) бесконечно много осей симметрии, но 
не имеет центра симметрии; 

6) бесконечно много центров симметрии, но 
не имеет оси симметрии. 

7. Основания традеции равны а и 6 ‹а< В). 
Диагонали трапедии делят ее на четыре тре- 
угольника. Площадь наименьшего из них (по 
площади) равна $5. Укажите, какой это тре- 
угольник. Каковы площади других треугожь- 
ников? 

8. Радиус окружности {, равен г. Выясните, 
существует ли такая концентрическая с {, ок- 
ружность [., чтобы в кольцо, образованное эти- 
ми окружностями, можно было вписать л ок- 
ружностей, каждая нз которых касалась бы 
двух соседних (п — данное натуральное чис- 
ло, п? 3). Определите радиус окружности [.. 

9. Плоский угол прн вершине правильной 
п-угольиой пирамиды равен а. Определите, под 
каким углом наклонены в плоскости основа- 
иия боковые грани пирамиды. 

10. Докажите, что график каждой квадра- 
тичной функции уг=ах?--Ьх {с (45-0) имеет 
ось симметрии. Е 

11. Два шара радиусов г, и г. (г. < го} ка- 
саются между собой н всех образующих ко- 
нуса. Определите угол при вершине осевого 
сечения конуса. 

12, Решите неравенство 


х?—5х-6 


которая 


18:5 <1. 


13. Найдите наименьшее и наибольшее зна- 
чения функции у-=|х?— 4х| --1 на промежут- 


1..2 
ке = > ; з] 
14. Решите уравнение 
4зтх с. .- 
из ап х| — 0. 


15. Сумма первых девятнадцати членов 
арифметической прогрессии равна 16. Найдите 
десятый член зтой прогрессии. Можно ли опре- 
делить еще какой-нибудь член этой прогрес- 
сии? 

16. Постройте график функции 


— | т ‚ если х= 0. 
10 1;2(х-- 1), если х> 0. 

17. Укажите все значения а, при каждом 
из которых наибольшее на промежутке [0: 1] 
значение функции у==2-ох?’—х* достигается 
в точке х=1. 


Физика 


Задачи устного экзамена 

Физический факультет 

1. Наблюдатель измерил, что за т==2 в тело 
в свободном падении пролетело расстояние 
8—=100 м. Как долго падало тело из началь- 
ного состояния покоя до момента начала наб- 
людения и какой путь прошло при этом? 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 


2. Сила Г=60 Н прикладывается к санкам 
массой т=—40 кг под углом а=30° к горн- 
зонту один раз вверх, второй — вниз. Во сколь- 
ко раз будут отличатья ускорения санок в 
этих случаях, если коэффициент трения д=0,1? 

3. Масса т=0,5 кг идеального газа с моляр- 
иой массой М—0,002 кг/моль перешла из со- 
стояния [ в состояиие 2 (рис. 1), сохранив 
начальную температуру Т,=600 К. Вычислите 
работу газа, если конечное давление в К—5 раз 
меньше начального. 

4. Аккумулятор с внутренним сопротивле- 
нием г=0.,8 Ом разрядился до напряжения 
(==12 В, и его. поставили на лодзарядку к 
источнику с —20 В. При каком доба- 
вочном сопротивлении ток зарядки не превы- 
сит допустимого тока аккумулятора, равного 
1‹=2 А? Внутренним сопротивлением акку- 
мулятора пренебречь. 

5. Постройте изображение карандаша дли- 
ной [—=6 см в линзе с оптической силой р—= 
—-+33 дптр, если он лежит на оптической 
осн линзы так, что его середина совпадает 
к фокусом линзы. 


Радиофизический факультет 

1. С каким ускорением нужно двигать по 
горизонтали систему тел, изображенных на ри- 
сунке 2, чтобы грузики сохранили свое поло- 
жение, если коэффициент их трения с опорой 
и=0,6? 

2. В сосуде находилась жидкость плот- 
ностью и, И объемом У,. После добавления 
жидкости с плотностью, в А раз большей, ко- 
нечный объем смеси оказался в М раз больше 
начального объема. Вычислите плотность и 
массу смеси. 

3. Открытая с двух концов трубка дли- 
ной [=0,76 м до половниы погружена в 
ртуть. Сколько ртути останется в трубке, если, 
плотно закрыв верхнее отверстие. вынуть 
трубку из ртути? Атмосферное давление счи- 
тать нормальным. 

4. Два конденсатора с емкостями С, и С, 
соединили последовательно и зарядили от ис- 
точника г напряжением И. Отключив, их 
соединили параллельно. Как перераспреде- 
лятся заряды и каким станет напряжение 
ина обкладках коидеисаторов? 

5. После ускорения разностью потенциалов 
( мон г зарядом 4 и массой т влетает в 
однородное магнитное поле е индукцией 
_ 


В перлендикулярно магнитным — линиям, 
Вычислите длину пути и время пребывания 
иона в магнитном поле. 

Механыко-математический факультет 

1. До какой температуры при нормальном 
атмосферном давлении нужно нагреть азот, что- 
бы его плотность стала равной плотности 
метана (СН,) при иормальных условиях? 

2. Плоский конденсатор с зарядом 9=3 мкКл 
подключен к аккумулятору с напряжением 
(—=20 В и целиком погружен в воду 
(=—81). Что пронзойдет при извлечении кон- 
денсатора из воды? 
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3. Электрон влетел в однородное элект- 
рическое поле ес иапряженностью Е —10 000 В/м 
со скоростью и.—=8 Мы/с перпеидикулярно 
силовым линиям, Вычислите величииу н на- 
правление его скорости в момент 1—2 нс. 

4. Однородное инлиидрическое бревно едва 
плавает в воде в вертикальном положении. 
Если его притопить, то период вертикальных 
колебаний бревна будет Г—6б с. Вычислите 
длину бревна. 

5. У старой модели фотоаппарата мини- 
мальное расстояние объектива до пленки равно 
фокусному расстоянию (Р=40 тп), а макси- 
мальное — в Ё=5 раз больше. Определите 
пределы фотографирования и максимальное 
увеличение. 


Факультет кибернетики 

1. Ракета после вертикального старта дви- 
галась 1==30 с с ускорением а=38. Вычислите 
максимальную высоту ее подъема в случае 
пренебрежения сопротивленнем воздуха. 

2. В каком случае изохорическое нагрева- 
ние постоянной массы идеального газа на 
А47Т=4 К приведет к 4-кратному повышению 
его давления? 

3. Расстояние между зарядами диполя 
1=2 мкм, а напряженность поля в точке, уда- 
ленной от зарядов на а=1 см, равна Е=2 В/м. 
Вычислите величину зарядов диполя. 

4. Протон и а-частица равных энергий 
влетают в однородное магиитное поле плерлен- 
дикулярно его магнитным линиям. Сравните 
характеристики их траекторий в магнитном 
поле. . 

5. При некотором положении предмета 
лупа дала изображение, увеличенное в Г, —=5 раз. 
Как изменится увеличение при уменьшении 
расстояния предмета от лупы в К=1,5 раза? 
Публикацию подготовили В. А. Вышенский, 
А. А. Капшивый. Б. В. Корсак, Г. Л. Кулинич, 

Н. А. Перестюк 


Московское 
высшее техническое 
училище им. Н. Э. Баумана 


Математика 
Письменный экзамен 


Вариант 1 

1. Два тела движутся равномерно по окруж- 
ности в одну сторону. Первое тело проходит 
окружность на 3 секунды быстрее второго н 
догоняет второе тело каждые полторы минуты. 
За какое время каждое тело проходит окруж- 
ность? 


2. Решите уравнение выл х—соз( 5 +85) — 


3. Решите уравнение 9*-=:6 + 3х. 


3 
4. —_ й 
Решите неравенство Е: <1 


5. В кубе с длиной ребра а расположен 
шар, касающийся трех граней, сходящихся в 
вершине А. Другой шар касается первого шара 
н трех граней, сходящихся в вершине С, где 
[АС] — диагональ грани куба. Найдите ра- 
диусы шаров, если известно, что они относятся 
друг к другу как 1:2. 


Вариант 2 

1. Сумма первых трех членов геометриче- 
ской прогрессии равна 351, а сумма следую- 
щих трех членов равна 13. Найдите пер- 
вый член и знаменатель прогрессии. 

2. Решите уравнение зп х--с0з х=соз 2х. 

3. Решите уравнение 8 . 9^--6'+'=27 . 4`. 


4. Решите неравенство пов, Е >Е. 


5. Основанием пирамиды служит равнобед- 
ренный прямоугольный треугольник с гилоте- 
нузой с. Длины всех боковых ребер пира- 
миды одинаковы, а длина высоты боковой гра- 
нн, проведенной из вершины пирамиды к катету 
основания, равна длине катета. Найдите объем 
шара, вписанного в пирамиду. 


Физика 


Задачи устного экзамена 

1. В потолке имеются два люка А и В 
(рис. 1). расстояние между которыми Ё--8 м. 
Източкн С, находящейся на расстоянии Н =3Зм 
от потолка и расстоянии [=4 м от люка А, 
был брошен мяч так, что он пролетел через 
обы люка. Определите начальную скорость и 
угол бросания мяча. Размеры люков доста- 
точны для пролета мяча. Сопротивлянием воз- 
духа пренебречь. Ускорение свободного паде- 
ния 8=10 м/с". | 

2. Цилиидр массой М-=2 кг, имеющий осе- 
вое отверстие,`скользит с трением по стержню 
массой Т»1 кг, который прикреплен к вер- 
тикальной пружине с жесткостью К -— 10° Н/м 
(рис. 2). Определите энергию деформации пру- 
жины, если ускорение цилиндра а=2 м/с”. 
Ускорение свободного падения &==10 м/с’. 

3. Система, состоящая из блока, чашечек 
с грузамн и нити, находится в равновесии 
(рис. 3). Масса каждой чашечки Ее грузом 
М —=1 кг. Затем с одной из чашечек сняли груз 
массой т,=0,1 кг, м система пришла в дви- 
жение. Определите массу груза т. который 
надо положить на другую чашечку, чтобы на- 
тяжение нити стало равным ее натяженню 
в исходном равновесном состоянии. 

4. Насос откачивает пары воды из емкости, 
на дне которой разлито т >= 200 г воды. Опре- 
делите, через какое время вода полностью испа- 


> В зай 5 


А. зааавааыаланы 


ен чх 


Рис. 3. Рис. 4. 


Рис. 5. 


Рис. 6. 


рится, еслн температура в емкости поддержи- 
вается постоянной и равной {—20 °С, а насос 
за каждые Ат == 10 с откачивает АУ —8-10-* м? 
паров воды. Давление насыщенного пара при 
этой температуре равно р„—=2333 Па. Моляр- 
ная масса воды М-18.10-° кг/моль, универ- 
сальная газовая постоянная В = 
= 8,3 Дж/моль . К). 

5. При расширенни газа тепловая машнна 
совершает работу; при этом объем газа увели- 
чивается от У, =10`*-м? до У,=2-10-° м?, 
а давлеиие линейно убывает от р, -=10° Па 
до р.=4.10° На. Определите изменение внут- 
ренней энергии газа при его расширении и КПД 
тепловой машины, если известно, что количе- 
ство теплоты, полученное за цикл тепловой 
машиной от нагревателя, @, =1 кДж, а отдан- 
ное холодильнику @.— 0,8 кДж. 

6. Положительно заряженный шарик мас- 
сой т —=30 г совершает гармонические колеба- 
ния над положительно заряжеиной бесконечной 
горизоитальной плоскостью (рис. 4); при этом 
сила электрического взаимодействия шарика 
с плоскостью Р ==0,1 Н, а период его колебаний 
Т=2 с. Затем шарик перезарядили так, что его 
заряд стал отрицательным, но по модулю рав- 
иым первоначальному. Определите период гар- 
моннческих колебаний шарика в новом состоя- 
нии. Ускорение свободного падения & = 10 м/с”. 

7. В схеме, изображенной на рисунке 5, 
емкость конденсатора С. — 10 мкФ, сопротивле- 
ние резистора В=2 кОм, площадь пластин 
конденсатора емкостью С, равна 5$=100 см”, 
а расстояние между ними 4—5 мм. Мощность 
рентгеновского излучателя, который ионизн- 
рует воздух между обкладками конденсатора 
емкостью С,, равна ш=:2.10'? пар носителей 
заряда за 1 св 1 м*. Заряд носителей равен 
элементарному заряду е=>1,6.10-'? Кл. Все 
образованные за единицу времени носители 
долетают до пластин первого конденсатора. 
Определите заряд на конденсаторе емкостью С.- 

.8. Отрицательно заряженная частица вле- 
тает в область однородного магнитного поля с 
индукцией В=10`^ Тл, где движется по дуге 
окружности радиусом Я =0,2 м. Затем частица 
попадает в однородное электрическое поле, где 
пролетает вдоль направления силовой линии 
участок с разностью потенциалов И==103 В; 
при этом скорость частицы измеияется в 
п—=3 раза. Определите конечную скорость 
частицы. 

9. В кювете (плоской ванночке) с жидкостью 
на глубнне В -=3 см находится точечный источ- 
ник света (рис. 6), который начинает смецаться 
вдоль вертикали со скоростью в=—107° м/с. 
На дзе кюветы находится плоское зеркало, 
а на поверхности жидкости, на’высоте Н —4 см 
от дна, плавает черный диск радиусом А = 6 см. 
Центр диска расположен над источником света. 
Через какое время источник света станет видим 
для внешнего наблюдателя? Показатель пре- 
яомления жидкости п = \ 2. 
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10. В опытах Резерфорда а-частицы со ско- 
ростью и==2.107 м/с поладали на тонкую золо- 
тую фольгу. Полагая вектор.скорости а-частнцы 
совпадающим с прямой, соединяющей частицу 
и ядро атома золота (прямое столкновение), 
оцените радиус ядра. Число Авогадро Мл = 
—6-103 моль‘, элементарный заряд е= 
=—],6-10-‘° Кл, электрическая постоянная 
г, ==8,8.107—"" Ф/м, заряд ядра золота 4 ==79е. 

Публикацию подготовили 
Н. А. Гладков. Л. П. Паршев 


Московский 
архитектурный 
институт 


Математика 
Задачи устного экзамена 
1. Улпростите выражения: 


р х-+ ах 

а) АЕ а если х= 
ах—ча—х 

а>0, оке: м 


4 


6) Асов 7 + соз . а 


л : 
+05 =; 


7 
14) 
Ех) ° 

2. Вычислите без таблиц: 

а) А=2 с03 20° - соз 40°. соз 80°; 

6 АЕЩШЕ. Ш 2°-щ3°.... . 88° Х 
х%89°: 


в) А = 


в) А == № &х. 


2 соз 40° — соз 20° 
эт 20° ' 
3. Найдите: 
а} зп х -- со8?х, если эм х-- с08 х=а; 
6) о — сш с, если вас ес=а. 
4. Докажите тождества: 
а 1—зт 22 
а чт та 
6) 32 з1т?о с09\и=2 ---с03 20 —2 с0$ 4& — 
—с03 ба; 
в) 811"(45°+ <) — з11130° — а} — зщ 15° 
Жсоз15° + 20] =зм 25. 
5. Решите уравнения: 
а) 2х8 \х-+1=1; 
бат" 5 
в) 218 щШх-=- 18 (3 —2 16 х); 
г) зм*х + сов’. . 
6. Решите неравенства: 


а) Ре Аы Е ы 
2—1 12° 
Зы А. 
6) 0,1 х—3< 10; в) ^/24— 10х>8-—4х. 
7. Постройте графики: 
а) у=|х^— 41; 
6) у— 21 =1х—1; 
в} у= зт:х|. 
8. Решите системы уравнений: 
а) { Ювзх-3 59-7, 
{ х-625'; 


` 
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[1 
ий 
(х-Ри)з —5=7. 


3108.(х у) =х— у. 


Физика 


Задачи устного экзамена 

1. К стене прислонена лестиица массой т. 
Центр тяжести лестницы находится на расстоя- 
нни 1/3 длины от ее верхнего конца. Какую 
горизонтальную силу нужно приложить к сере- 
диие лестницы, чтобы верхннй конец ее не 
оказывая давления на стену? Угол между лест- 
ницей и стеной и. 

2. Тяжелый шарик массой т подвешен на 
нити. Нить может выдержать иатяжение 
Т=2та. На какой угол от положения равнове- 
сия нужно отклонить нить о шариком, чтобы он 
оборвал нить, проходя через положение рав- 
новесия? 

3. Небольшое тело соскальзывает по наклон- 
ной плоскости, плавно переходящей в зыертвую 
петлю», с высоты Н=2К, где В — раднус 
летли (см. рисунок). На какой высоте тело 
оторвется от поверхности петли? С какой высо- 
ты должно скатываться тело, для того чтобы 
отрыва ие произотило? 


4. Происходит соударение двух абсолютно 
упругих шаров массой т, и т,. Их начальные 
скорости и, ио.. Найдите скорости шаров после 
удара. Удар считать центральным: скорости 
шаров направлены вдоль линии, соединяющей 
их центры. 

5. Брусок массой т равиомерно втягнвают 
за привязанную к пему вереаку на высоту В 
по доске, угол наклоиа которой к горизонту а. 
Веревка параллельна доске. Коэффициент тре- 
ния бруска ю доску р. Найдите энергию, кото- 
рая идет на нагревание доски и бруска. 

6. Найдите работу, которую надо совершить, 
чтобы сжать пружину жесткостью # —=30 Н/см 
на х=10 см. 

7. Медный шарик, подвешенный к пружине, 
совершает вертикальные колебания. Как изме- 
нится период колебаний, если к пружине под- 
весить алюминиевый шарик того же раднуса? 
Плотиость меди и алюминия равна р, = 
—8,9 -10° кг/м? и р,=2,7.103 кг/м? соответ- 
ственно. | 

8. Какой наибольшей высоты можно выло- 
жить массивную кирпичную колонну постоян- 
ного ло высоте поперечного сечения 5, чтобы 
возникающая под действием только силы тя- 
жести деформация колониы оставалась в пре- 
делах упругости? Каково при этом будет наи- 
большее относительное сжатие кирпичной клад- 


ки? Модуль Юнга кирпича Е-=3000 МПа, 
пзотность р=1,8.10* кг/м?, предел упругости 
бир==8 МПа. 


9. Для измерения температуры воды мас- 
сОЙ 7: == 66 г в нее погрузили термометр, кото- 
рый показал {,=32,4 °С, Какова была действи- 
тельная температура воды. если теплоемкость 
термометра С = 1,9 Дж/К и перед погружением 
в воду он показывал температуру помещения 
1:—17,8 С? 

Публикацию подготовили 
Ю. М. Мещеряков, Ю. А. Морозов. 
В. А. Смирнов 


Олимпиады 


Первая 

Всесоюзная олимпиада 
по математике 
учащихся средних 
профессионально- 
технических 

училищ 


С 20 по 25 мая 1985 года в Днепропетров- 
ске — одном из крупнейших индустриальных 
центров иашей страны —- проходила первая 
Всесоюзная олимпиада по математике среди 
учащихся средних профессионально-техниче- 
ских училищ. 

Училищные, городские, областные, респуб- 
ликанские туры предметных олимпиад учащих- 
ся ПТУ стали в последние годы традиционными 
во многих областях и республиках страны. 
Так, в Ленинграде, Грузин. Вологде, Узбеки- 
стаие ати олимпиады проводятся около де- 
сяти лет. 

С 1985 года олимпиады по математике, 
физике и химии проходят во всесоюзном мас- 
итабе. 

Форма проведения заключительного тура 
первой математической олимпиады была во 
многом необычной. В первый день участники 
решали задачи и рассказывали свои решения 
членам жюри. Среди задач было много имею- 
щих прикладную направленность, требующих 
смекалки, допускающих нестандартные ре- 
шення- 

Второй день носил экспериментальный ха- 
рактер. Накануне учащимся Г—Н курсов была 
прочитана лекция о пользовании микрокаль- 
куляторами, а в деиь олимпиады им была 
предложена исследовательская задача, для ре- 
шення которой необходимо было обращаться 
к вычислительному устройству. В это устрой- 
ство (использовались микрокалькуляторы 
«Электроника» БЗ-34 и МК-54} была заранее 
введена программа, позволяющая вычислить 
экспериментальные данные, относящиеся к не- 
которой физической ситуации (нзпример, вы- 
соту, на которой находится в любой заданный 
момент времеии центр шарика, подброшенного 
над столом п некоторой начальной скоростью). 
Учащимся предлагалось найти рвзличные ха- 
рактеристики эксперимента (например, момен- 
ты падения шарика, начальную скорость, ра- 
диус шарика и т. д.) 

Учащимся третьего курса была прочитана 
лекция иа новую для них тему — «Геометри- 
ческие вероятности», а в день олимпиады им 
были предложены задачи по теме этой лекции. 
Мы предполагаем осветить задания второго 
Аня олимпиады в отдельных статьях. 

Результаты олимпиады оказались замеча- 
тельными. Многие участники решили все пред- 
ложениые им задачи. Особенно активно прохо- 
дил экспериментальный тур. Все участники ра- 
ботали очень увлеченно, проявили много изобре- 
тательности и выдумкн. 


Из 93 участников 44 награждены дипло- 
мами победителей 1, {1, 11 степени. Много было 
вручено различных специальных призов и гра 
мот. Среди победителей следует назвать на- 
граждениых Дипломами Т степени. 

По первому курсу: Влащин Олег 
(СПТУ № 4, Иваново-Франковск), Гвоздь Зоря- 
на (СПТУ № 32, Львов), Кучеров Николай 
(СПТУ № 133, Минск), Москаленко Сергей 
(СПТУ № 8, Стрый), Романенко Валерий 
(СПТУ № 11. Киев), Шувалов Сергей 
(СПТУ № 120, Москва); 

по второму курсу: Гериберг Александр 
(СПТУ № 127. Ленинград), Малык Владимир 
(СПТУ № 2, Кокчетав); 

по третьему курсу: Ковтун Сергей 
(СПТУ № 4, с. Сииевка Сумской обл.), Копчин- 
ский Константин (СПТУ № 3, Севастополь), 
Роззувайло Олег (СПТУ № 147, Ленииград). 

Олимпиада была организована очень хоро- 
шо. Радушные хозяева из Днепролетровска сде- 
лали все, чтобы она стала ярким праздником 
знаний. Состоялись разнообразные интересные 
встречи участннков г членами жюри, среди ко- 
торых было много известных ученых из Моск- 
вы, Ленинграда, Киева, Диепропетровска, Ка- 
зани, Вологды. Возглавлял работу жюри член- 
корреспондент АН СССР А. А. Стогний (Киев). 

ДПеравя Всесоюзная олимпиада учащихся 
ПТУ показала, что в нашей профессиональной 
школе начали закладываться важные традиции 
развнтия творческих способностей будущих 
рабочих, их интереса к науке. 


Задачи Г Всесоюзной олимпиады 
по математике учащихся СПТУ 


Первый день 


{ курс 

1. Двое спускаются вниз по движущемуся 
эскалатору. Первый движется по эскалатору 
со скоростью вдвое меньшей, чем скорость эска- 
латора, а второй (тоже относительно эскала- 
тора) — со скоростью вдзое меньшей, чем ско- 
рость первого. Первый при спуске насчитал 
100 ступенек. Сколько ступенек насчитает 
второй? 

2. Точка движется по оси ОХ так, что зави- 
снмость ее координаты ххх! от времени # 
описывается многочленом 3-й степени. Скорость 
точки равна нулю в моменты времени #=3 
и 1-7. В какой момент времени ускорение 
точки равно нулю? 

3. Стальную плитку, имеющую форму тре- 
угольника со сторонами 3, 4 и 5. положили на 
большой лист бумаги м обвели каревндашом. 
Пользуясь только этой плиткой и каранда:лом, 
постройте точку пересечения биссектрис нари- 
сованного треугольника. 


Ц курс 

1. Металлический прямоугольный ящик без 
крышки высотой 50 см н объемом } м* выкра- 
сили краской изнутри н снаружи. На окраску 
ушло 530 г краски при расходе 50 г на один м°. 
Найдите размеры ящикя. 

2. Дан квадрат АВС. Отрезок, соединяю- 
щий вершину В с серединой стороны СРО, пере- 
секает диагональ АС в точке К. Найдите угол 
АКВ. 

3. Деталь имеет форму п размеры, указан- 
ные на рисунке. Какова должна быть высота 
Н, основания детали, чтобы центр масс детали 
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бесы 


20 см 


(сделанной из однородного материала) был как 
можно ниже? 


ПТ курс 

1. В вагоне находится 60 контейнеров трех 
типов: контейнеры первого типа весят 0,5 тонны 
каждый, второго типа — 0,4 тонны, третьего 
тила — 0,3 тонны. Стоимость одного контей- 
нера каждого тина — соответственно 800, 700 
н 600 рублей. Общий вес всех коитейнеров — 
25 тонн. Найдите их общую стоимость. 

2. На сторонах АВ, ВС и СА треугольника 
АВС взяты точки К, Г, М так, что АК:КВ-= 
= В1.: {© =СМ:МА =2. Во сколькодраз площадь 
треугольиика АВС больше площади треуголь- 
ника КЕМ? 


Нам пышут 


В редакцию журнала поступило письмо от 
преподавателя МГУ В. Г. Баула. Он обращает 
наше внимание на фразу из статьи «Задачи 
на сравнение чисел» («Квант», № 2, с. 25): 
«такое огромное число (речь идет ю числе 
1986'?°) ... не может вычислить ни одна 
ЭВМ в мире». 

В письме содержится программа, г помощью 
которой отечественная ЭВМ за три минуты 
вычислила все 6550 цифр числа 1985'“°, 
большего чем 1986'“. Вот его первые 400 


Ответы, указания, решения 


3. Пс одну сторону от стены высотой 30 м 
на расстоянии 10 м от схены лежит груз, по 
другую стороиу от стемы по горизонтальной 
площадке ездит кран. Башня крана имеет вы- 
соту 20 м, а его стрела, прикрепленная к верх- 
ией точке башни, имеет дяииу [м и может 
быть расположена под любым углом к гори- 
зонту. При какой наименьшей длине { стрелы 
кран может поднять груз через стену? (Трос 
крана свнсает вертикально с конца стрелы, его 
длина неограничена.) 


1, {, ПТ курс 
4. Цилиндрический стержень с винтовой 
резьбой имеет длину 655,00 см м диаметр 
},91 см. Шаг резьбы (расстояние между сосед- 
ними витками) — 1,10 см. Найдите длину обра- 
зовавшейся на стержне винтовой линин, ___ 
5. Найдите, чему равен корень \/44...4—88...В 
-— 35 


2л Г: 

а) при п-=\, 6) при п-22, в) при любом п. 

6. На стороиах АВ и ВС параллелограмма 
АВСЬ выбраны точки ЕЁ и Р. Отрезки АР, БР, 
ОЕ и ЕС делят параллелограмм на восемь час- 
тей — два четырехугольника и шесть треуголь- 
ников. Докажите. что площадь одной из них — 
четырехугольника с вершиной Г — равна сум- 
ме› площадей трех других частей — четырех- 
угольиика с вершииой В и двух треугольников 
со стороной АЁ и стороной РС. 


М. И. Башмаков, 7. М. Пашкова, 
А. А. Егоров 


цифр: 
1985'°**—60605%6781938122129935577405810 


1706803770967881670988684242464519852023 
06571582236905456485260629291210175826177 
5818575294168144641015796954620596573211 
7143114344139374724738173314162794987109 
0083837446931844413747934279943692567389 
8510929687523512431089566356226432328533 
9041459720048602306720812973869468440323 
21040099560951554388005281759632404326846 
1137926434459089798584173784903023136766 
345497636... 


Немного о термометре 
н в термоскопе Фердиланда 


Во втором термосколе важную роль играет 
тепловое расширение воды. Поскольку этот 
термоскоп полностью заполнен водой и запаян, 
то при нагревании вода может расширять- 
ся, лишь занимая место воздуха в колбоч- 
ках (воздух не может противостоять иатиску 
воды, так как сжнмаемость у воды во много 
раз меньше, чем у воздуха). В результате 
при повышении температуры уменьшается 
выталкивающая сила, действующая на сосу- 
дики, и они опускаются на дно. 

Ответ на второй вопрос. Неудобство исполь- 
зования водяного термометра при температу- 
рах, близких к 0°С, связано с аномалией 
теплового расширения воды. 
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Вспомогательный куб 
/2 

1. 2 агссо8 ( УЕ ) Ответ 

может быть записан в виде агссов { сё? у). 

2. 60° (см. рис. 2). 


18—\/2 


(см. рис. |). 


3. агссоз 50 (сы. рис. 3). 
7 
4. агсёя > ). Рассмотрнте два 


случая (рис. 4). 


5. :. \5—28 зп ф. Тетраэдр ЗАВС удобно 
расположить так, как показано на рисунке 5: 
отрезки АС и ВО направлены вдоль ребер вспо- 
могательного куба, вершина 5 принадлежит бо- 
ковой грани. 


Рис. 4. 


Новосябирский государственный университет 
нм. Ленинского комсомола 


Математика 

Вариант 1 

1. (2; 9/2}. ое зание. По теореме Виета 5х.= 

==: -+ 3,42 == 
ей 

2.15 $; *2== ==(— 1)" с 

3. 3. Указание. Пусть ММ — средняя линия 

трапецни АВСЬ, М — середина АВ. Докажите, 

что треугольники АММи ВММ равнобедреиные 

(ТАМ =1М№М! =! ВМ!), а АМВ-90°. 

4. ]-- со; —2 105.2] (} [— 105.3; 0] ЦЙоб:3: +в. 


7 
м 5. Указание. Пусть М и м — 


точки пересечения плоскости В с ребрами ВР 
и ВС, К — середина СР, Г, — точка пересечения 


ПА, пе). 


ММ и ВК. Площадь треугольника ВММ состав-- 


ляет половину площади грани ВСР. Определите 
величину |ВЁ!. Докажите, что искомое расстоя- 
ние равно высоте треугольника АВГ, опущеиной 
из вершины В. 


Вариант 2 

1. Первое число больше. 
2. (1; 2), (8:6), {У2 
(—У2;4-+/ 3) 

ВИЗ: №. ааа Проведите через М№ пря- 
мую, параллельную основаниям; пусть она 
перёсечет АМ п точке Г. Используя подобие 
треугольников ВМК и КЕМ, докажите, что 


‘мы —3КМ! Ам. 


4—4 2), 


вк. х 


х 
4. аа $ Х2= от г. в. пЕ2), 

24/13 
5. агс Е 8 Указание. Пусть плоскость л 


пересекает прямые СС’ и ВС в точках Ки Р 
соответственно. Определите |СК] и !СР|. Дока- 
жите, что угол КС прямоугольного треуголъь- 
ника КГС, где ‘СГ’ — высота, олущенная из 
вершииы С в треугольнике ОРС, является 
искомым. 

Физика 


Вариант 1 


Р 
1. Рип 5.75, . 
Сб 0? 


О ССС, 2` Указание. При усза- 


м 
Рис. 5. 


новившемся напряжении конденсаторы име- 
ют общий заряд 94=—Сг0 и соединены царал- 
лельно. 


3. См. решение задачи Ф978 нз «Задачни- 
ка «Кванта», которое будет опубликовано 
позже. 


4. Наблюдатель, стоящий на земле, увидит 
Солнце через время Ё, которое затратит Земля 
для поворота иа угол п (рис. 6): 


—^ а Еек. 
= — = ВОА С. ИН 15 ми» 
х ЭлИР Элит © ь 


(здесь й==10 км, В =6,4.103 км, Т.-—1 сутки). 
Заменив И на В с0$ фр, можно учесть широту $. 
5. Когда брусок кладут на два ролика, сила 
трения, действующая на него со стороны закли- 
ненного ролика В (рис. 7), стремится повернуть 
брусок по часовой стрелке. В результате сила 
давления на правый (нижнянН) ролик будет 
больше, чем на левый (верхний). Поэтому в пер- 
вом случае сила трения будет меньше, чем во 
втором. Если брусок начал соскальзывать, то 
благодаря тому, что центр тяжести смещается 
вправо, сила реакции №, а значит, и сила тре- 
ния Р.р, действующая на левый ролик, будет 
уменьшаться, а на правый — увеличиваться. 
Вот почему брусок п первом случае не сможет 
остановиться, а во втором — остановится. 


Вариант 2 

1. Ву= В?/г. 

2. При [< Р решения нет, при < 1 В- РЕ рас- 
стояние @ Ш! /(1--Р}, при {> В--Ё имеются 
два решеиия (рис. 8): 4. =ЫТ/Е—Е)} и 4.= 
=(—Ю)Р/а-Н—Р). 

3. «= \/2Е(1—12/3)АМ—т)- 

4. См. решение задачи Ф982 из «Задачни- 
ка +Квантаь, которое будет опубликовано 
позже. 

5. При взбалтывании из-за существенного уве- 
личения поверхности соприкосновения горячей 
воды с воздухом в колбе происходит быстрый 
разогрев воздуха, что приводит к увеличению 
его давления. Кроме того, резко усиливается 
испарение воды и к давлению воздуха добав- 
ляется заметное давление водяных паров. 
В результате этого шарик раздувается. Потом 
воздух остывает, пар конденсируется, давле- 
ние умсиьшается, шарик сокращается в раз- 
мере. Далее все повторяется, но при меньшей 
температуре, поэтому явление зыражено 
слабес. 
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2. хе 42а, ВЕР. 


8. |1: 4 | | 


А К 
4. Ут =и{-— |= Ы—2 
5. 90°. 
Вариант 5 
л № 
1. х= — +4 — 
г 183: #68 


2. На промежутках ]—с0; — Ц и ]2; с[ функ- 
ция возрастает, а на промежутке ]—1; 21 — 
убывает. 
„. 26 : 
З. 12 4. хЕ]—с; —3[. 
—5 
5. агсзт 2 а. 
Задачи устного экзамена 
2. а) геометрическую прогрессию со знамена- 


1 
телем з: 6) геометрическую прогрессию со 


знаменателем г н первым членом г 2г3; в) 2 
27 не <” 

3. 1х; у; ОЪ хЕД, уЕД; {1; 2; 3}. 

4. Если © < За, то неравенство не имеет решений. 

Ирн &>2а решения неравенства образуют 


Г.) 
Рис. 8. интервал [ 5, —в|. В частности, эго будет 
> 1; 5 ‚ м = . 
Киевский государственный университет а ы. а ке: С 


им. Т. Г. Щевченко Е 
6. а) полуплоскость; 6) множество отрезков 


Математика прямых у=х-- п, пе2, с коицами на прямых 
Письменный экзамен у==0 и у=1. 
Вариант 1 т. Наименьшую площадь имеет треугольник, 
З З Зл прилегающий к меньшему основанию трапеции. 
1. га т =). 2. х= + +4Ёл №62. Треугольник, прилегающий к большему основа- 
8 пл - > иию трапеции, имеет нлощадь 5:5. Треуголь- 
Г \3 1а?— 12? | ники, прилегающие к боковым сторонам тра- 
4. 2 при а-=0, |а| >2; пеции, равиовелики. Площадь каждого из них 
3 при [а] =2, |а|=у3; равна и 5. 
4 при 0— |а| < 33, \3< |а|<2. С в 
ы 1 1 зт = 1— эт = 
> =а< 0. 8. г а ал : 
Ра 1 зто 
Ва риант 2 п о п 
о пы 
‚ Утт7" 4, Утах- ©. - 9. вгссоз( с = и >). 
а г.г 
2. х=(-— 1) — + Вл, ВЕР. 21. т. 
х={(- 1) 6 Вл, Ей 2 агсыт р 
3. 17, 10. 3 и 8, 10, 12. 
Е 12. |0; 8 |113; 61. 
1 2 
4. 5; у[2:4|. = 
13. тах = 18) = 3, Утит == 9 {0} == —1. 
5. 2 агсЕ 3. 14. х=5, х==Вл, РЕ. 
15. 4. р 
Вариаит 3 и а 
: . а —. 
1. к! в Ел, ВЕТ 2 
Фнзика 
2. Упит == = Утах == 18. ы 
т 15 Физический факультет 
3. | — <; 108. '5 О Пора 14: = - 
4. цве --\. а=3. 
125 
5. — 
32 


Вариант 4 


1. (1; +). 
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а, _ Р с05 «— (та —Р зте) 5186 
а. Рсоза—р(та-ЕР зто.) > 


т ЕТ ` 
3 АИ вт(*—°) —=8,3.10° Дж. 
4. В=(% —И— 7 =3,2 Ом. 
5. Изображение карандаша состоит из двух 
частей: действительная часть расположена за 
линзой, мнимая — перед лиизой (рис. 9). 


Радиофиэический факультет 
1. а=8{1—в)/(1 и) = 2,5 м/с?. 


2. тру, 1 (М— Прав, А (М1). 
з. х=Во+1-- ВЕН ==0,22 м (здесь 

—760 мм — высота столбика ртути и баро- 
метре, соответствующая нормальному атмо- 


сферному давлению). 
4. 9 =2С СИС, 5.7; а:=2С, СИС, + С°; 
м=тезссОис, + С... 

2ти _ лт 
а 
Механико-математический факультет 
1. ТЕТ.М./Мы =418 К. 
2. Энергия конденсатора 


уменыцится на 
АУ = р -10-° Дж. 


3. = еЕИ ту 8 Мы/с; 

а-=агсея (еЕ1/ (то. ))=24° 4а — угол между 

векторами 0 и 5.). 

4. {== 728 /(4л?) =: 9 м. 

5. о а 05 м; тах 
эк — 124. 


ОЕ кибернетики 
1. Аиак==аЁ/2 -- ‘а? А2я) =681? =54 км. 
2. Начальная температура газа Т=ЛТ/З =1,3 К. 


3. а=4де ка\/1 == 1,1. 10 " Кл (здесь «= 
2=8,85.10- `` Ф/м — электрическая лостоян- 
иая). 


4. Радиусы круговых траекторий протона и 
а-частицы одинаковы. 


ь: ЫЙ < 
5. ИР =: 2,14. 


Московское высшее техническое училище 
им. Н. Э. Баумаиа 


Математика 

Письменный экзамен 

Вариант 1 

1. 15 с 18 с. 2. х=#йт (62) 3. п 
4. ]—о°; —3[1} 10; + [. 5. а/5, 2а/5. 
Указание. Пустьки Я =--2^ — раднусы дан- 
ных шаров, а О; и О. — их центры. Точки О, 
и О. лежат в плоскости АА’С’С. Имеем (обозна- 
чения ясны из рисунка 10). |АС|-=а\2 = 
=|АР|--|РС|--|СС|, но |АЕ|=!0.Е [2 =г 2, 
1СС|-=Вх2=2гу2, |РС]- В+ г) —(И-фг’= 


—=2\/Аг=2гу2. 
Вариант 2 
1. а—=243; 9—1/3. 2. д, —- 1+1: Хо= 
—=— 1/2 л: х.=2тл (Е. тЕ8). 3. |}. 
з 
4: 0:5. 
6 (6-17 


Ука зание. Пусть АВС — данная пирами- 
да (АСВ—90°). Высота 5) проходит через сере- 
дину АВ (см. рис.11). Кроме того, если 5Е — 
высота грани А 5С, то, по условию, 1$Е |==| ВС] == 
=2|ЕР|, поэтому с03 ЗЕР == 1/2, то есть ЗЕД = 
—60°. Для вычисления раднуса вписанного 


р м: 
с 


А $ |: 
Рис. 11. 


Рис. 10. 


зу 
илара воспользуйтесь формулой г= = 


$ О 
У — объем, а 5 — полная поверхиость пира- 


где 


миды. 
Физика 
, 1 1 м 
1. а агеш( Н( т +1.) + 
= 
= : м/с. 
бо Ут и—Н/1} с05° « мы о 


2. Е=(М ({—а}-+ та! (2) = 0,34 Дж. 


` т, 

3. ист кг. 
АстАТ з 

4. т= МВ Мр АУ. =14,5 -10° с=-4 ч. 


5. АУ= <. Р-Р, -И,/2=300 Дж; 
1=1 —©./@,) 100 %=20 %. 


г/т Е 


8. Т’ = Е =1,4 с. 
7. а= Зеравре, 0: 10-'' Кл 
2пи : 
= 3,15.10* с. 
ПАБ ы 
1 в 
НН) =Юс. 
ы. [2 (= ТЫ ) ы 
м 
10. СА 3.10 Мы, где Ме 4х 
ле‚Мо 
ж10 -' нг/моль — молярная масса гелия. 


Московский архитектуриый институт 
Математика 

1. а) 1/5; 6) —1/2. Указание. Умножьте А 
на эт л/7, после чего воспользуйтесь формулой 
5 ( эт ( 

и вн А в) 9/16. 


зп а с08 В == р 
2. а) 1/4. Указанне. Умножьте А на 


вп 20°; 6) 1; в) \3. 

3. а) 5 (3—2; 6) == —4. 5. а) {—1; 35 
6) {—1:; в) 1101; г) ХЗ КЕ 

6. а) ]0: 2— 106. 3(1;]1; + о5[; 6) ]—с°; —5[!! 
11 ]3; + ==[; в) ]—5/8; 12/5}].1. а) см. рисунок 12; 
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Рис. 12. Рис. 13. 


6) см. рисунок 13; в). ем. рисунок 14. 
8. а) !(625; 3); (125: 4): 6) [(4: 1). 
Физика 
1. Е-—-4/Зти 5 и. 
2. «> 80°. 
3. Н'=5/38В; Н.-=5/28. 
(т.т, --2то.. 
тт, з 
(т—т) оо Р2тю, 
тт, 
5. Е. = тийд с о. 
6. А=Ах?/2 =15 Дж. и. & 
т. Период колебаний уменышится в ур,/р = 
==1,8 раза. 
8. Ноьк-= ео (08) = 167 м; сах -=9 (Е ==0,001- 


СС 


9. ыы 32,5 гс 


—=4200 Дж (кг. К} — удельная теплоемкость 
воды). 


4. 2; == 


в. —= 


(здесь с„= 


Избранные школьные задачи 

(см. «Квант» № 4) 

1. —1. Указание. Выделеиием полного 
квздрата преобразуйте данное выражение к 
ВИДУ 


аку 5 ут. 


Наименьшее значение равно —1 ш достигается 
1 

ое 

2. 167166500. Решение. Перелишем данную 

сумму, воспользовавшись равеислвом В(Е--2)= 


_ 4-2)" #8. 


при х=— 


6 | 
2 м 
1.3+3-5-5-7—..+999-1001 = 2 — Е 
51—38 17° 5—8 
+—* —^+... 
+ 1008—9998 100—500 .8_ 
ана 
999000 
= а 9оое —107166500. 


3. 16. Указание. 1001=7 - 11. 13, поэтому 
все делители числа 1001 — это \, 7, 11, 13, 77, 
91, 143, 1001. 


4. а) ум; 6} /РЕРГ Решение. Положим 
а—8С, 5—АС, с—=АВ. Треугольники АСР и ВСР 
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Рис. 14. 


подобны треугольннку АРС, причем кож- 
фициенты подобия равны, соответстпенно, 5/с 
и ас. 

а) Если г — радиусе окружности, вписанной 
в треугольник АВС. то Г; =ёг/с и г.в=агуе. 


з © 
Поэтому г? (бгуе + аг/сР В те 
=? 


6) Если Р — периметр треугольника АВС, то 
Р=ЬР/си Р.=аР/с; поэтому РЁ --Р:==(ЬР{ с) + 


4+@Р/с)"— о. 


5. 2а’. Указание. Положив МА=х, МВ=у, 
МС=2, где М — точка описанной окружности. 
найдите сумму х’--у?+4-2', применив три раза 
теорему косииусов. 
6. х, ==х.=...=—х,=. Решение. Сумма всех 
урависний разна 55х,--55х,-|...-755хо=650, 
откуда х,+...хи==10. Разность второго и 
лервого уравнений равна 9х,—х,—...— Хь==0. 
Складывая эти два уравнения, получаем 1©х, = 
—10, то есть х,=1. Аналогично находим Х.,...» 
1». 
7. Решение. Поделим обе части неравенства 
ка ху: и перенесем все слагаемые в левую часть. 
Неравенство примет вид 

ораб. 21 1 1. 


7? — 


2.—-р?. 


то ость 

2 Я 2 
а - +) +(- у) +4 -+) [>° 
2Ц 2 х х у у 2 
8. Указвиние. Воспользуйтесь теоремой коси- 
нусов`и свойством биссектрисы угла треуголь- 
ника. 
9. Указание. Если рассечь треугольную 
пирамиду пронзвольной плоскостью, парал- 
лельной двум противоположным ребрам, то в 
сечении получится параллелосрамм (ем. рису- 
нок 15). Если двигать эту плоскость от одного 
ребра к другому, то одпа пара сторон будет 
увеличиваться о? © до 5, а друтаи пара стерен 
будет уменьшаться от а цо 0 (аи 6. — дляны 
выбранных ребер). Значит, в некотором промс- 


а 


Рис. 15. 


жуточиом положении длины всех сторон парал- 
лелограмма сделаются одинаковыми, то есть 
параллелограмм сделается ромбом- 


10. х= ЕР. Указание. Перепишите 
данное уравнение ш виде #2 —1=[#], где = 
2—1 


‚ и заметьте, что при 1 и Ё>2 ра- 


7 
веиство невозможно. Таким образом, 1<1<2. 
В этом случае [{}-=\, и уравиекие принимает 
вид #2=2. 

11. {(0; 0). (3; 3). (—3; — 3), (:5; —-/5), 


кк (30148 а (11-3 
се: в, (У, ЗА), (У 


2 
ми — (Е. 22) 
РА й 2 у 2 ; 
—\11+53. — Ур 
(=5\: ео °}. Указание. 


Складывая и вычитая уравиения системы, по- 
лучите, систему 

(ху? — ху у — 9] =0, 

(хи (Е ху-у?—5)=0, 
равносильную совокупности четырех систем, 
каждая из которых уже легко решается. 


В 
12.|ВО|= ани 8 Я 
Воспользуйтесь тем, что отрезки касательных, 
проведенных к окружности из одной. точки, 
заключенные между этой точкой и точками 
касания. равны. 

‚Можно доказать, что р — это точка касвиия 
со стороной ВС окружиости, вписанной в 
треугольиик АВС. 


Указание. 


1342: > } Указание. Возведнте обе части 


уравнения в квадрат и сделайте замену 


х? 
переменных у= ———. 
ух —1 
14. (тпт-+п--1)/4. Указание. Пару 
горизонтальных линий можно выбрать 


Рис. 17. 


(т (т -- 1))/2 способами; аиалогично, пару вер- 
тикальных линий можно выбрать (пл (п-{ 1))/2 
способами. 

15. Плоскость А’С’РЬ (см. рисунок 16) должна 
быть горизонтальной. Указание. Площадь 
ортогональной проекции параллелепипеда 
АВСРА’В’С’О’ на горизонтальную плоскость 
равна удвоенной площади проекции треуголь- 
мика А’С’О. 


»Кваить для младигих школьников 


(см. «Квант» № 4) 
1. После первого перехода туристу осталось 
пройти 2/3 пути; после второго перехода ему 
осталось пройти 2/3 остатка, то есть 2/3 .2/3 пу- 
ти. После третьего перехода ему осталось прой- 
ти 2/3 нового остатка, то есть 2/3-2/3.2/3 = 
—8/27 всего пути. Таким образом, 32 км сб- 
ставляют 8/27 всего пути. Отсюда весь путь 
равен 108 км. 
2. В год печатается 12.5 =60 задач. К началу 
1970 года было напечатано 0. задач, поэтому 
к началу годя с номером К будет иапечатано 
60.К — 1970) задач. Если К — искомый год, 
то 60К—1970)< К, а 60.(К-{+1—1970}> К. 
Отсюда 
60.1969 —59К — 60.1970, 
то есть ы 
22 7 
2002 55<к< 2003 55 
Едииственное целое число, удовлетворяющее 
этому неравенству, — это число 2003. Таким 
образом, это событие (номер математической 
задачи в «Задачнике «Кванта» равен году вы- 
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хода журнала) произойдет в 2003 году. К нача- 
лу этого года будет напечатано 80.2003 — 
— 1970) == 1980 задач. Остаются 23 задачи. За 
первые четыре месяца 2003 года будет опубли- 
ковано 20 задач, а третьей задачей майского 
номера «Кванта» будет задача М2003. 

3. Плохая теплопроводность тряпкн объясняет- 
ся низкой теплопроводностью воздуха. содер- 
жащегося п ней. Теплопроводность воды гораз- 
до выше, поэтому. если заменить в тряпке 303- 
дух иа воду (то есть намочить тряпку), можно 
сильно обжечь руку. 

4. См. рисунок 17. 

5. 182х802—54 964; 204 519:3 =68 193. 


Шахматизя страничка 
(см. «Квант» № 2} 
Задание 3 (И. Харузек). 1. СЁ5М (сразу 1. 


2.С:=6-- Кри8 2.С{7) 3.-Креб 16 3.Крав 
Ля8 4.Креб Кр!8 5.Кр:16 и т. д. 
Задание 4 {()1. Куббель). 1. ©5 Ле8. Если 
1...Крс8, то 2.СаТ, и черные беззащитны: бе- 
лый король приближается к пешке, а на 
1...ЛЬЗ решает 2. Лв8-+ Крс7 3.С96-+. 2.СЬ6-- 
Кре8 3.Сс7 а5 4.КрЯ1 а4 5.ИрсЕ а3 6.Кры 
82--7.Кра1! (7.Кр:а2? Ла8-{), п чериые долж- 
ны сдаться. 


Победители шахматного конкурса 1985 года 
Победителями конкурса признаны: А. Балыков 
{Тбилиси), А. Баранов (Чайковский), Г. Бедный 
(Бердичев), А. Бойко (Кировоград), В. Браила 
(Комрат), М. Германов (с. Чаши Курганской 
обл.), А. Кириченко (ст. Старощербиновская 
Краснодарского края), О. н Н. Клигер (Ки- 
ровоград), Д. Красиков (Ростов-на-Дону), 
Я. Криволапов (Киев), А. Кудрнк (Кривой 
Рог), А. Кузиецов (Ленииград), И. Купалов 
(Москва), Г. Леонов (Курган). А. Липовенко 
(Кривой Рог), Е. Лобанов (д. Уроп Кеме- 
ровской обл.). Ю. Махлин (Москва), В. Мед- 
ведев (Москва), М. Палецкий (Середина-Ву- 
да), Д. Рабинович (Рига), С. Рассказов (Кар- 
пинск), А. Серебренников (Москва), С. Тасму- 
ратов (Астрахань), В. Татоян (Ереван), И. Труб- 
ников (Тольятти). Редакция поздравляет побе- 
дителей. Все они награждаются дипломом и 
значком журнала «Квант», шахматно-мате- 
матической литервтурой с автографами 
А. Е Карпова и Е. Я. Гика и получают 
право на присвоение Г разряда по шахма- 
там. 

Кроме того. еще 25 участников коикурса 
награждаются зиачком журнала «Квант» и 
получают право н8 присвоение 11 разряда 
по шахматам. 
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Шахматная страничка 


| 
Консультирует — экс-чем- 
пнон мира по шахматам, меж- 
дународный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 


шахматам, кандидат техни- 
ческих иаук Е. Я. Гик. 


БЕСКОНЕЧНАЯ ДОСКА 


Сегодня мы рассмотрим не- 
сколько шахматно-математн- 
ческих задач и головоломок 
на неограииченной доске. 

На бесконечной доске на- 

ходятся два белых ферзя и 
черный король. Могут ли бе- 
лые поставить мат? Если мо- 
гут, то за сколько ходов? За- 
висит ли это от начальной 
расстановки фигур? 
. Мат ставится не позднее 
четвертого хода прн любом 
исходном расположении фи- 
гур. Сначала один из ферзей 
объявляет шах по вертикали, 
и в ответ на отступление ко- 
роля на одну из соседиих ли- 
ний второй ферзь зажимает 
короля на двух вертикалях. 
Если обычную доску рассмат- 
ривать как фрагмент неогрз- 
ничениой, то можно считаль, 
что возникает примерно та- 
кая позиция: ферзи на полях 
с1 и #8, король на 44. Теперь 
на любой ход короля следует 
горизонтальный шах с матом 
на следующем ходу, напрн- 
мер: 2... Кред 3. Фс4-- и 
4. ФИАХ . - 

Отправим теперь на беско- 
нечную доску короля. 

Сколькими различными 
способами может пройти ко- 
роль путь между двумя про- 
извольными полями беско- 
нечной доски за наименьшее 
число ходов? 

Выберем одно из полей 
как исходное, проведем через 
него две днагонали, разби- 
вающие доску на четыре пря- 
мых угла, и повернем доску 
так, чтобы конечное поле для 
короля оказалось сверху (на 
следующем рисунке одно та- 
кое поле отмечено кружоч- 
ком). 


м 


< 
м. 5 


к 


О 
№ С 


Теперь п соседние поля с 
королем записываются три 
единицы, а затем на каждое 
поле следующей горизонтали 
ставится сумма чисел тех по- 
лей предыдущей горизонта- 
ли, с которых король может 
попасть на данное поле. Чис- 
ла, написаниые иа полях дос- 
ки, и есть количество крат- 
чайшнх маршрутов короля с 
исходного поля до заданного. 

Получившаяся таблица 
называется 3-арифметиче- 
ским треугольником, ее свой- 
ства подробно изучаются в 
комбинаторике. Конечно, 
можно было бы строить чис- 
ловую таблицу сразу на всей 
плоскости, но ясно, что п трех 
других углах картина пол- 
ностью повторится. С другой 
стороны, если нас интересует 
не общий принцип, а конкрет- 
ный ответ для двух данных 
полей, можно ограничиться 
рассмотрением ‘’прямоуголь- 
ника, отмеченного на рисунке 
пуиктиром, потому что, по- 
кинув э7от прямоугольник, 
король уже не в состоянии бу- 
дет пройти путь между вы- 
бранными полями за крат- 
чайшее число ходов. 

Следующую необычную 
задачу на бесконечной доске 
придумал американский мяа- 
тематик С. Нортон. 

Могут ли белые выцгроть 


в следующей позиции (доска- 


неограничена с двух сторон}? 
АХ 


Ох х 
[\ < 
эх < 
„№ 
а Бса 

На первый взгляд задание 
кажется невыполнимым, по- 
скольку чериый король убе- 
гает на север или на восток. 
Если ладья мешает его дви- 
жению, то король подходит к 
ней, сгоняет с места, н одно 
из направлений становится 
открытым, а король белых, 
похоже, не поспевает на по- 
мощь. И все же белые могут 
заматовать черного короля, 
причем даже не выходя за 
пределы прямоугольника 
9х 111 Вот как решается эта 
задача. 

1. Ле?! Кра4. После 1... 
Крд3 2. Ле11 черные только 
теряют темп по сравнению с 
основным вариантом. 2. КрЬ2 
Кр@45 3. КрсЗ Краб 4. Крд4 
Крд7 5. Ле! 1! Крд8 6. Кре5 
Кра9 7. КрЁб Кра10. Как 
будто усилия белых не увен- 
чались успехом — ладья 
должна уйти, освобождая 


юмъфозлчос 


- 


путь черному королю. Одна- 
ко белые добились важной це- 
ли — перебросили короля 
правее ладьи, и теперь обе нх 
фигуры участвуют в окруже- 
нии. 8. ЛИЦ Кре10. Королю 
остается бежать лишь иа вос- 
ток, но далеко ему не уйти. 
9. Крё7 КрЁ1О 10. Крь8 
Кря10 11. Кр!9! Все, черный 
король отрезан по обоим на- 
правлениям. Дальнейшая иг- 
ра состоит в простом матова- 
нни одинокого короля на дос- 
ке конечных размеров. Из ре- 
шеиия задачи следует, что на 
доске, ограниченной с двух 
сторон, король и ладья справ- 
ляются с одиноким королем 
соперника, независимо от иа- 
чальиого расположения всех 
трех фигур. 


Конкурсные задания 


9. Белые начинают и дают 
мат в 2 хода. 


х 


и 


10. Белые начинают я де- 
лают ничью. 

Срок отправки решений — 
20 июля 1986 г. с пометкой 
на конверте «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 
9. 10». 


Ц р 40 кос 
Индекс 710465 


Подвигу четверть века 

12 ‘апреля 1986 года ‘исполнилось 25 лёт‹ со дня волета' Юрия 
Гагарима 8 космос. Все эти годы не ослабевает поток, мирок. и 
почтовых блохов ризных страм, посвященных этому аыдающемуся 
событию.. Некоторые: из.них, не. воспроизводивииеся. в нашем 
журнале, мы помещаем 4 этом номере 


В. Руда 
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ческой литературы, «Кванть. 1986 


Памяти 
Льва Григорьевича Асламазова 


23 апреля 1986 года в расцвете творческих сил трагически погиб 
известный ученый, профессор, доктор физико-математических наук, 
заместитель главного редактора журнала «Квант» Лев Григорьевич 
Асламазов. От нас ушел удивительно активный, трудолюбивый, много- 
сторонне одаренный человек, сумевший за недолгую жизнь совершить 
много добрых и нужных людям дел. 

Л. Г. Асламазов родился в 1944 году в г. Батуми. В 1960 году по- 
ступил в Московский физико-технический институт, а после его окон- 
чания в 1966 году — в аспирантуру Института теоретической физики 
им. Л. Д. Ландау АН СССР, где в дальнейшем работал по 1975 год. 
Основные научные интересы Льва Григорьевича были сосредоточены 
в области теории сверхпроводимости, в развитие которой он внес су- 
щественный вклад. Открытое Л. Г. Асламазовым и А. И. Ларкиным 
явление флуктуационной сверхпроводимости создало новое направле- 
ние исследований в физике сверхпроводников. Оно уже вошло в учебни- 
ки и монографии по теории сверхпроводимости. Одновременно с науч- 
ной деятельностью Лев Григорьевич вел болыпую научно-организаци- 
онную работу, являясь ученым секретарем Института теоретической 

изики. 

ь С 1976 года Л. Г. Асламазов работал доцентом, а затем профессором 
кафедры теоретической физики Московского института стали и сплавов. 
Блестящие лекции, педагогический, научный и организаторский талант 
принесли ему заслуженное уважение коллег и студентов. 

Он успешно совмещал большую педагогическую и общественную 
работу с научной деятельностью, в значительной степени определяя 
направление научных исследований на кафедре и в проблемной лабо- 
ратории института. 

Много сил и времени Лев Григорьевич отдавал популяризации 
научных знаний, привлечению в науку талантливой молодежи. Еще 
со студенческих лет он, являясь членом Оргкомитета, активно участ- 
вовал в организации и проведении Всесоюзных школьных олимпиад, 
в подготовке команд СССР к Международным олимпиадам по физике. 

Л. Г. Асламазов был одним из инициаторов создания журнала 
«Кванть, постоянным автором, членом редакционной коллегии, а впо- 
следствии заместителем главного редактора журнала. Его неустанная, 
принципиальная, заинтересованная работа по поиску тем и авторов 
статей, живое обсуждение всех редакционных проблем порождали 
мощные творческие импульсы, столь необходимые в издании журнала. 

Огромный вклад внес Лев Григорьевич в организацию, формирова- 
ние и научное редактирование «Библиотечки «Квант», в которой 
в короткий срок были опубликованы десятки превосходных научно- 
популярных книг. 

К любому делу, за которое брался Л. Г. Асламазов, будь то научная 
работа, редактирование книги или подготовка лекции, он относился 
с глубокой ответственностью, выполняя его с неизменной тщатель- 
ностью, обязательно доводя до конца. Это был отзывчивый, благожела- 
тельный и в то же время очень требовательный человек. Он пользовал- 
ся любовью и уважением товарищей по работе, учеников, всех близко 
знавигих его людей. Светлая память о Льве Григорьевиче Асламазове 


навсегда сохранится в сердцах тех, кто имел счастливую возможность 
трудиться и общаться с ним. 


Четырехмерный 
куб 


Кандидат физико-математических наук 
С. В. ДУЖИН. 
кандидат физико-математических наук 
В. Н. РУБЦОВ 


«Рассмотрим четырехмерный куб...», 
«Выделим в десятимерном простран- 
стве шестимерное подпространство...» 
Эти и многие подобные им фразы 
авторы частенько встречали в науч- 
ной литературе, слышали на разнооб- 
разных семинарах, сами произносили, 
одним словом, привыкли не удивлять- 
ся им. Но однажды задумались: 
«А ведь не так уж далеки те времена, 
когда слова «четырехмерный куб», 
«четвертое измерение» были пугающе 
непривычны слуху даже большинства 
математиков, а у неспециалистов вы- 
зывали недоумение и любопытство, 
сродни интересу к зснежному че- 
ловеку», «летающим тарелкам» и 
прочим псевдонаучным вещам». 


Между авторами возник следующий - 


диалог: 

А,: Четырехмерный куб? Конечно, 
это тривиально! Его надо задавать 
просто как подмножество четырех- 


мерного пространства с помощью 
формул, обобщающих школьные фор- 
мулы. Только формулами! 

А>: Согласен, это даст возможность 
формально определить, что такое че- 
тырехмерный куб, но будет непонятно, 
ненаглядно. Четырехмерный куб лег- 
ко описывается геометрически как 
фигура, аналогичная квадрату на 
плоскости или кубу в трехмерном 
пространстве. Проекции, развертки, 
сечения — только так! 

Недолго спорив, авторы решили по- 
пробовать объединить свои точки зре- 
ния, начав, правда, с наглядной сто- 
роны дела. 


Как его «увидеть» 


Чтобы представить себе четырехмер- 
ный куб, полезно сначала посмотреть 
на обычный — трехмерный — куб, 
а также на «двумерный куб» (квад- 


‘рат) и ‹одномерный куб» (отрезок) 


вдинамике — так, как они ноказа- 
ны на рисунках 1,а. б. в. 

Изучив эти рисунки, можно попы- 
таться понять и рисунок 2, изобра- 
жающий четырехмерный куб. Так же 
как (двумерная) грань АВСО трехмер- 
ного куба, двигаясь параллельно са- 
мой себе (рис. 1,0) до положения 
А’В’С’О’, заметает трехмерный куб, 
«трехмерная грань» АВСОЕРСН, дви- 
гаясь параллельно самой себе до по- 


Рис. #. А так четырехмерный куб получается из трехмерного. 


1* 


Рис. 3. Развертка квадрата и трехмерного куба. 


ложения А’В’...Н'”, «заметает» четы- 
рехмерный куб. Увидели ли вы его? 

Конечно, полученный чертеж четы- 
рехмерного куба условен, он дает его 
искаженное изображение. Но ведь и 
рисунок 1,а дает искаженное изобра- 
жение обычного куба на плоскости. 
На самом деле оба чертежа ` имеют 
одинаковую природу: они показыва- 
®т образы трехмерного и четырех- 
мерного кубов при параллельной про- 
екции на плоскость. 

Разница лишь в том, что нам уда- 
ется «приподнять в пространство» 


плоское изображение трехмерного ку- 
ба усилием мысли, а такой способ- 
ностью представить себе ‹четырех- 
мерье» мы уже не обладаем. 


Рис. 4. Объемная развертка четырехмерного 
куба. 
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Ну, 
увидеть четырехмерный куб в движе- 
нии — попробуем развернуть его. 


а если не удалось хорошо 


Как его развернуть 


Чтобы представить себе развертку че- 
тырехмерного куба, сначала посмот- 
рим на развертку трехмерного и дву- 
мерного кубов (рис. 3). Мы видим, что 
развертка квадрата одномерна и со- 
стоит из четырех отрезков; развертка 
куба двумерна и состоит из шести 
квадратов. Аналогично, развертка че- 
тырехмерного куба трехмерна и состо- 
ит из восьми трехмерных кубов 
(рис. 4). 

Так же как трехмерный куб можно 
склеить ‘из развертки (см. рис. 3,6), 
отождествляя вершины- С, ==С.==С, 
Н,=Н.=Нь, Е, = м Ё, =Р. (^ ©ост- 
ветствующие ребра), четырехмерный 
куб можно получить из его развертки 
(см. рис. 4), «склеивая» вершины, 
обозначенные одинаковыми буквами, 
но с разными номерами, например 
М =М.=М.=М. или Г ==/; при 
этом склеиваются не только вершины 
(и соответствующие ребра), но и дву- 
мерные грани, например М;О-Рз@з = 
=М.О.Р ‚@.. 

Рисунок 4 стоит рассмотреть внима- 
тельнее. Можно считать, что на нем 
показан макет своеобразного восьми- 
комнатного дома. Этот дом описан 
американским писателем-фантастом 
Р. Хайнлайном в рассказе «Дом, ко- 
торый построил Тил». Во время «пу- 
тешествия», предпринятого героями 
Хайнлайна по чудесному дому, их 
поразило следующее обстоятельство. 
Когда они, двигаясь в определенном 
направлении, проходили комиату од- 
ну за другой, то пятой комнатой на 


их пути оказалась та, из которой они 
вышли. Например, если, двигаясь 
«снизу вверх», пройти четыре комна- 
ты, образующие центральную башню 
развертки, то вновь окажешься в ком- 
нате «первого этажа». Действительно, 
*«крыша» дома, как это видно из обоз- 
начений вершин, склеена с «полом» 
нижней комнаты. На самом деле вся- 
кий раз при пересечении границ ком- 
нат маршрут автоматически повора- 
чивает на 90°, так что, например, 
. ломаная М.АЕК-М: не прямолинейна, 
но представляет собой контур квадра- 
та. Этот факт легко понять, рассмат- 
ривая аналогичные пути на развертке 
трехмерного куба и на поверхности 
самого куба (рис. 3). Если вы поняли 
идею склеивания четырехмерного ку- 
ба из его развертки, вас не уди- 
вит то, что один из героев рассказа 
Хайнлайна, выпрыгнув из окна од- 
ной из комнат очутился... снова внут- 
ри дома! 


Как его спроектировать 


Существует еще один популярный 
способ изображения четырехмерного 
куба, представленный на рисунке 
5,6. Восемь трехмерных граней изоб- 
ражены здесь внутренним (малым) 
кубом, внешним (большим) кубом и 
шестью усеченными пирамидами, сое- 
диняющими соответственные грани 
малого и большого кубов. Этот рису- 
нок получается при центральном про- 
ектировании четырехмерного куба на 
некоторую «трехмерную плоскость». 
Смыел этого рисунка легче понять, 
если рассмотреть также рисунок 5,а, 
на котором изображена центральная 
проекция трехмерного куба на плос- 
кость из некоторой точки. 

По рисунку 5 удобнее всего сосчи- 
тать количество разного рода состав- 
ляющих элементов четырехмерного 


куба. А именно, он имеет 16 вершин, 
32 ребра, 24 двумерных грани (в виде 
квадратов) и 8 «трехизьвыь граней» 
(в виде кубов). 


Как его строго определить 


Итак, мы получили наглядное пред- 
ставление о четырехмерном кубе. В 
частности, мы знаем, сколько и каких 
элементов входит в его состав и как 
они соединяются между собой. Авто- 
ры догадываются, однако, что у мно- 
гих читателей, особенно у тех, кто 
предпочитает логическую сторону ма- 
тематики ее наглядной стороне, оста- 
лось чувство неудовлетворенности от 
такого знакомства с четырехмерным 
миром. Ведь мы ознакомили вас лишь 
с различными описаниями по 
аналогии четырехмерного куба, и 
не дали его строгого математического 
определения. Между тем сделать это 
очень просто. Однако прежде, чем да- 
вать это определение, мы приведем 
несколько хорошо известных наблю- 
дений. 

Отрезок (+одномерный куб») распо- 
лагается на прямой (в ‹одномерном 
пространстве») и в системе координат 
Ох может быть задан неравенством 
0<=х=<1 (рис. б,а). 


Квадрат («двумерный куб») распо- 
лагается на плоскости (в «двумерном 
пространстве») и в системе координат 
Оху может быть задан системой нера- 
венств 0% х<1, О<у=<!1 (рис. 6,6). 

Трехмерный куб в системе коорди- 


. нат Охуг трехмерного пространства 


выделяется системой — неравенств 
0О<х=<1 О<ЗужЬ 0<2=<1 (рис. 
6,6). 


Эти наблюдения делают естествен- 
ным такое определение. 

Четырехмерный куб — это множе- 
ство всех четверок действительных 
чисел (х; 


НВ 28 № для которых 


Рис. 5. Изображение В чНОгО и четырехмерного 


кубов в центральной проекции. 


Рис. 6. «Маломерные кубы» в своих систе- 
мах координат. 


Рис. 7. Чегырехмерный куб в четырехмерной 
системе координат. 


О х<1, Оу 1, 0&2<1 0<:< 
<1. Четырехмерный куб в системе 
координат х, у, 2, { четырехмерного 
пространства изображен на рисунке 7, 
‚где у каждой вершины указаны ее 
координаты (в целях экономии места 
без скобок и запятых). 
Придирчивого читателя не удовлет- 
ворит, однако, такое определение. Он 
спросит: что такое система координат 
в четырехмерном пространстве? И во- 
обще, что такое четырехмерное про- 
странство? 


Чтобы ответить на последний во- 


прое, мы сначала вспомним — ну, 
конечно, вы угадали! — что такое 
трехмерное пространство: Это на- 
бор всевозможных троек чисел (х; 
у; 2), где х, у и 2 — действительные 
числа (координаты точки), для кото- 
рых определено расстояние по фор- 
муле 

[ММ| = № хы— хм Кум уху (2—2 

(см. учебник А. В. Погорелова «Гео- 
метрия 6—10», с. 204). Оказывается, 


предыдущую фразу можно взять за 
определение трехмерного про- 


странства: из этого определения мож- 
но вывести все основные положения 
стереометрии с помощью элементар- 


Рис. 8. Сечения куба, параллельные грани. 
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ной алгебры. Так, определив плос- 
кость Как множество точек, удовлет- 


зоряющих линейному уравнению 
вида 

Ах-+ВуС2-Р=0, (1) 
несложно доказать, например, что 


через любую тройку неколлинеарных 
точек М, №, Р проходит одна и только 
одна плоскость, а именно, плоскость 
с уравнением 


((ур— Ум} 2х— #м)—(2Р— #мхух— ум) )Х 
Ж(хм—х)-Н (ар 2мхх—хм— 
— "Хр Хи х— м) ХУм- у 


4 р—хи)(их—ум)— 
—(у,—уУм) (ху—хы)) (2,—2)=0 (2) 


(см. «Геометрия 6—10», с. 212). 

Теперь следующее определение 
должно прозвучать естественно. Че- 
тырехмерным пространством называ- 
ется множество всех четверок чисел 
(х; у; 2; #, где х, у, 2, # — действи- 
тельные числа, для которых опреде- 
лено расстояние по формуле 


|Мм | = (ххх) (Ум ум)? 
Не 2ме На). (3) 


С определением плоскости в четы- 
рехмерном пространстве дело обстоит 
не так просто. Дело в том, что здесь 
бывают как обычные двумерные пло- 
скости, так и трехмерные «плоскости», 
называемые гиперплоскостями. С точ- 
ки зрения задания плоскостей урав- 
нениями, именно гиперплоскость яв- 
ляется точным аналогом обычной 
плоскости в трехмерном пространст- 
ве. В уравнении (1) обычной плоскости 
двум из трех переменных х, и, 2 
можно придавать произвольные зна- 
чения, и тогда значение третьей пе- 
ременной будет определяться из урав- 
нения однозначно. Таким образом, 


Рис. У. Сечения куба. перпен- 
дикулярные диагонали. 


множество всех решений этого урав- 
нения описывается двумя произволь- 
ными параметрами, то есть оно дву- 
мерно. По той же причине множество 
всех решений одного линейного урав- 
нения в четырехмерном пространстве 
Ах-Ву-С2- ЕЕ Е =0 само по себе 
трехмерно. Аналогично трехмерному 
случаю, вектор с координатами (А; 
В; С; Р) перпендикулярен данной ги- 
перилоскости и называется ее нор- 
мальным вектором. 


Как его обобщить 


Читатель, разобравшийся в предыду- 
щем определении, без труда даст 
теперь определение п-мерного куба 
для любого п. Для этого он сна- 
чала определит п-мерное пространство 
как множество наборов из п чисел 
(Хи; х2; --.; х,), расстояние между ко- 
торыми задается формулой 


[4В] = а - в -ау-Н@,- 6, 
а затем и п-мерный куб как множе- 
ство тех точек п-мерного простран- 


ства, для которых выполнены не- 
равенства 0<х,<1, Ох ... 
нь ОК. 


Как его рассечь 

Четырехмерные фигуры удобно пред- 
ставлять себе при помощи их сече- 
ний некоторым семейством парал- 
лельных друг другу гиперплоскостей 
(гиперплоскости параллельны между 
собой, если их нормальные векторы 
коллинеарны). Смысл этой конструк- 
ции можно понять, рассматривая 
сечения трехмерных тел обычными 
плоскостями (рис. 8, где показано 
сечение куба плоскостями у-=й). Ана- 
логично выглядят и сечения четы- 
рехмерного куба плоскостями #==й — 
вспомните рисунок 21! 

Для лучшего понимания геометрии 
четырехмерного куба рассмотрим сле- 
дующую более трудную задачу: изо- 
бразить семейство его сечений ги- 
перплоскостями, перпендикулярными 
главной диагонали. Если взять диаго- 
наль, соединяющую вершины (0; 0; 0; 
0) и (1; 1; 1; 1), то уравнение этих 


гиперплоскостей будет иметь вид 
ху 2-1=1, где й — некоторая 
константа. 

Разберем сначала аналогичную 


трехмерную задачу. Трехмерный куб 


можно представить как пересечение 
двух октантов, заданных системами 


неравенств 
х—>0, х<Ь 
У>0, и ]уЗЬ 
2—0 21 
(рис. 9). Всякая плоскость вида 


х-+у-+2=й пересекает каждый из 
этих двух октантов по правильному 
треугольнику. Проследим за измене- 
нием этой конфигурации при изме- 
нении В от 0 до 33. В начальный 
момент (#=0) один из треугольников 
состоит всего из одной точки. Затем 
его линейные размеры увеличиваются 
пропорционально й, одновременно с 
этим второй треугольник постепенно 
уменьшается, оставаясь гомотетич- 
ным первому с отрицательным коэф- 
фициентом. Начиная с того момен- 
та, когда вершины меньшего тре- 
угольника ‹«протыкают» стороны 
большего, их пересечение дает шести- 
угольник. Этот шестиугольник ста- 
новится правильным, когда размеры 
треугольников сравниваются. Далее 
описанный процесс повторяется в 
обратном порядке. 

Подобным образом, четырехмерный 
куб представляет собой  пересече- 
ние двух частей четырехмерного про- 
странства, выделяемых системами не- 


равенств х>0, у>0, 220, 120 и 
х<1, у<1, 2<1 1<1. Нетрудно 
показать, что гиперплоскость 


х|у-+2-+=1 пересекает каждую из 
этих частей по правильному тет- 
раэдру. Один из этих тетраэдров 
увеличивается с ростом й, а другой 
уменыпается. Искомое множество 
представляет собой пересечение двух 
таких тетраэдров и может быть 
точкой, тетраэдром или усеченным 
тетраэдром (в частности, при совпа- 
дении размеров обоих тетраэдров мы 
получим в пересечении правильный 
октаэдр; он изображен на рисунке 3 
на четвертой странице обложки 
«Кванта» № Б за 1985 год). 

Мы надеемся, что читатели на- 
столько освоились с понятием четы- 
рехмерного куба, что сумеют нари- 
совать эти сечения самостоятельно. 
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Шарль Кулон и его открытия 


Кандидат физико-математических наук С. Р. ФИЛОНОВИЧ 


В этом году исполняется 250 лет со дня рождения Шарля Кулона. Это имя известно каждому, 
кто когда-либо изучал физику. Главным маучным достиженнем Кулона обычно считают экспери- 
ментальное подтверждение закона «обратных квадратов» — закона взаимодействня неподвмж- 
ных точечных зарядов. Однако Кулону принадлежит ряд исследований и в другнх областях 
физики, вошедших в золотой фонд науки. Мы публикуем статью о выдающемся французском 
ученом и отрывки из важиейшнх работ Кулона, дающие представление о его творчестве. 


Шарль Огюстен Кулон родился 14 июня 1736 года в городе Ангулеме, на 
юго-западе Франции. Его отец, в свое время пытавшийся сделать военную 
карьеру, к моменту рождения сына был правительственным чиновником. 
Мать Кулона происходила из знатной семьи. Детство Шарля прошло в Париже, 
где он получил начальное образование, посещая Коллеж Четырех Наций, 
основанный по завещанию знаменитого политического деятеля кардинала Ма- 
зарини. Коллеж Мазарини славился высоким уровнем преподавания матема- 
тики, и, видимо, там привили юному Кулону любовь к этому предмету. 

После окончания Коллежа Кулон уехал из Парижа на родину отца в 
Монпелье. Там он принимал участие в работе местного научного общества 
и даже был принят в него по классу математики. Однако Кулон недолго 
оставался в провинции. Он понимал, что необходимо выбрать какую-то 
профессию, которая обеспечила бы средства к существованию. Выбор Кулона 
пал на профессию военного инженера, дававшую достаточно высокое положе- 
ние в обществе и в наибольшей степени соответствовавшую склонностям 
молодого любителя науки. 


Для поступления в Военно-инженерный корпус французской армии необхо- 
димо было закончить специальную школу, располагавшуюся в Мезьере. В се- 
редине ХУПТ века Мезьерская военно-инженерная школа считалась одним 
из лучших высших технических учебных заведений Европы. После успешной 
сдачи вступительных экзаменов Кулон был зачислен в Школу и в течение 
полутора лет обучался там математике, черчению, основам физики, а также 
получал практические навыки: учился плотницкому делу, обработке камня, 
проведению геодезических работ. В 1761 году Кулон закончил Школу и по- 
лучил чин лейтенанта. 

Вскоре Кулон получает приказ о назначении на Мартинику — в заморскую 
колонию Франции. Там молодой и еще совсем неопытный инженер руководит 
строительством военного форта — основного оборонительного сооружения 
острова. На Мартинике Кулон провел восемь лет и был отозван на родину 
лишь после того, как строительство форта было практически закончено. 

После возвращения во Францию Кулон получает последовательно назначе- 
ния в Бушэн, Шербур, Безансон, Рошфор, Лилль... И все это время, про- 
должая службу в качестве военного инженера, выполняя множество поруче- 
ний технического характера, в том числе и очень хлопотных, Кулон нахо- 
дил время для исследований в различных областях техники и физики. 
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Вести самостоятельную научную работу Кулон начал еще на Мартинике. 
Его первое исследование было посвящено проблемам сопротивления матери- 
алов и строительной механики. Удивительно, но не имевший практически 
никакого опыта в науке молодой военный инженер сумел подготовить мему- 
ар, во многом определивший пути развития строительной механики. Мему- 
ар, имевший по традиции того времени длинное название «О применении пра- 
вил максимума и минимума к некоторым вопросам статики, имеющим отноше- 
ние к архитектуре», был представлен в Парижскую Академию наук, получил 
одобрение и был опубликован. Учитель Кулона по Мезьерской школе, ака- 
демик Боссю писал об этой работе: +...Кулон охватил, так сказать, всю 
архитектурную статику ... Повсюду в его исследовании мы отмечаем глу- 
бокое знание анализа бесконечно малых и мудрость в выборе физических 
гипотез, а Также в их применении...» Отмеченное Боссю сочетание тонкой 
физической интуиции и хорошего знания математики стало впоследствии 
одной из наиболее характерных черт научных работ Кулона. 

Первый успех в Академии окрылил молодого исследователя, и он представ- 
ляет на ее рассмотрение всё новые и новые работы. Примечательно, что 
почти во всех технических проблемах, с которыми ему приходится сталки- 
ваться. Кулон видит проблемы научные и стремится изучить их как можно 
глубже. Так, находясь на службе в Бушэне, он готовит мемуар по стро- 
ительной механике, в Шербуре он работает сразу над двумя темами: о пре- 
дельных мускульных усилиях человека и о конструкции чувствительного при- 
бора для исследования магнитного поля Земли (за последнюю работу Кулон 
получил премию Парижской Академии наук). Во время службы в Безансоне 
Кулон занимается проблемами проведения подводных работ. Написанный им 
на эту тему мемуар переиздавался в конце ХУПТ — начале ХХ века четыре 
раза и даже был переведен на русский язык. В Рошфоре ученый выполнил 
цикл экспериментов по сухому трению, за что получил еще одну премию 
Академии. Наконец в Лилле, находящемся в области, где широко использова- 
лись ветряные двигатели, он готовит мемуар об эффективности ветряных 
мельниц и оптимальной форме их крыльев. 

Исследовательская активность Кулона получила признание: в 1781 году 
он был избран членом Парижской Академии наук по классу механики. 
Тогда же он переехал в столицу. В Париже командование Военно-инженерного 
корпуса использовало его в основном в качестве консультанта по техническим 
вопросам. Однако главной для Кулона теперь, безусловно, становится дея- 
тельность в Академии наук. 

В 80-е годы ученый проводит несколько важнейших исследований в области 
физики. Конструируя прибор для изучения магнитного поля Земли, предназна- 
чавшийся для установки в знаменитой Парижской Обсерватории, он столкнул- 
ся с необходимостью тщательно изучить особенности деформации кручения 
тонких металлических нитей. С этой целью Кулон ставит цикл экспериментов 
и на основе проведенных исследований конструирует крутильные весы — 
прибор для измерения малых сил, характеризовавшийся уникальной для 
того времени чувствительностью. Принцип измерений с помощью крутильных 
весов основан на том, что момент упругих сил, возникающих при закручи- 
вании нити, оказывается пропорциональным углу закручивания. Именно 
крутильные весы стали основным инструментом при проведении знаменитого 
цикла экспериментов Кулона по электричеству и магнетизму (1785—1789 г.г.). 

Опыты Кулона, основанные на непосредственном измерении силы электро- 
статического взаимодействия, позволили установить связь между новой физи- 
ческой величиной — количеством электричества (зарядом} — и привычными 
механическими величинами — силой и расстоянием. Поэтому вполне обосно- 
ванно на Международном конгрессе электриков, проходившем в 1881 году 
в Париже, авторитетная комиссия, в состав которой входили В. Томсон 
(Кельвин), Г. Гельмгольц, Г. Кирхгоф, А. Г. Столетов и другие известные 
физики, единодушно назвала именем Кулона единицу количества электри- 
чества. С тех пор 1 кулон (1 Кл) живет в физике, постоянно напоминая 
нам о трудах и днях выдающегося французского ученого. 


{Окончание см. на с. 14) 
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К числу наиболее значительных работ 
Кулона относится его мемуар «Теория 
простых машин с учетом трения их частей 
ин жесткости канатовь. В нем подробно 
исследовано явление сухого трения. К, ча- 
чалу работы Кулона над этой проблемой 
в научной литературе можно было найти 
самые разнообразные утверждения отно- 
сительно трения. Так, был уже известен 
закон Амонтона, согласно которому сила 
трения пропорциональна силе нормаль- 
ного давления и не зависит от площади 
соприкосновения тел. Однако некоторые 
исследователи оспаривали его справедли- 
вость. Большой разброд царил в сужде- 
ниях о зависимости силы трения скольже- 
ния от относительной скорости движения 
тел. Наконец, нередко можно было столк- 
нуться е противоречащими друг другу 
экспериментальными результатами. При- 
чина такого положения состояла в том, 
что трение — очень сложное явление, за- 
висящее от большого числа факторов, в 
том числе — от состояния поверхностей. 
Для получения однозначных результатов 
следовало ировести систематические коли- 
чественные исследования. С практической 
точки зрения особенно важна была поста- 
новка полномасштабных опытов, когда на- 
грузки соответствуют используемым на 
практике. 

Исследование Кулона отвечало всем 
этим требованиям. В его опытах изучалась 
зависимость силы трения от природы со- 
прикасающихся тел, от площади сопри- 
косновения, силы давления, сжимающей 
поверхности (Кулон использовал нагрузки 
массой до 1000 кг), от времени контакта, 
относительной скорости скольжения и 
т. д. 

В целом Кулон подтвердил закон Амон- 
тона, но п то же время показал, что это 
приближенный закон. Оказалось, что сила 
трения скольжения очень слабо зависит 


от площади соприкосновения, и чаще всего 
этой зависимостью можно пренебречь. 

Внизу на рисунке приведена схема 
экспериментальной установки Кулона для 
изучения сухого трения. На Е!5. 1 изобра- 
жен стол для изучения силы трения 
скольжения: груз на салазках (Е1р. 2) 
скользил по поверхности ааБ”ЪЬ” под дейст 
вием силы натяжения троса, перекинуто- 
го через блок В; к концу троса прикреп- 
лялась платформа Р, на которую устанав- 
ливались грузы. На Е!б. 3 изображено 
устройство для изучения силы трения по- 
коя (действие этого устройства основано 
на принциле рычага). Сравнивая силу 
трения покоя и силу трения скольжения, 
Кулон пришел к выводу о существовании 
явления застоя и описал это явление. 

*...При скольжении дерева по дереву без 
смазки с некоторой скоростью сила трения 
также пропорциональна нормальному 
давлению, но по величине она много 
меньше той, которая требуется, чтобы на- 
рушить связь между поверхностями после 
некоторого времени их контакта. Установ- 
лено, например, что сила, необходимая 
для нарушения связи между двумя по- 
верхностями дуба после нескольких минут 
контакта относится к силе, необходимой 
для преодоления трения, когда поверх- 
ности движутся с некоторой скоростью, 
как 95:22 ...ь 

В 90-х годах Кулон провел ряд экспе- 
риментов по изучению вязкого трения. 
В этих опытах он использовал крутиль- 
ный подвес. Эффект трения определялся 
по скорости затухания крутильных коле- 
баний цилиндра, помещенного в сосуд с 
жидкостью (этот прибор изображен на ри- 
сунке внизу). Ученый пришел к выводу, 
что при очень малой скорости движения 
возникающее сопротивление пропорцио- 
нально скорости, а при больших скорос- 
тях — ее квадрату. 


Тщательным изучением электро- и магни- 
тостатических явлений Кулон занялся 
сразу после завершения опытов по кру- 
чению металлических нитей (крутильный 
подвес был идеальным устройством для 
количественного исследования слабых по 
величине взаимодействий). Первый ме- 
муар на эту тему назывался *«Конструк- 
ция и применение электрических весов, 
осиованных на свойстве металлических 
проволок имсть силу кручения, пропор- 
циональную углу кручения». Эта работа, 
в которой был экспериментально обосно- 
ван «закон Кулона», в прошлом году отме- 
тила двухсотлетие. 

С середины ХУПТ века многие иссле- 
дователи пытались определить ззакон 
электрической силы». Некоторые из них 
предполагали, по аналогии с законом 
всемирного тяготения. что это должёи 
быть закон. «Обратных квадратов», однако 
попытки прямого определения зависимос- 


ти силы от расстояния затруднялись тем, 


что еще не было осознано различие между 
взаимодействием заряженных тел и при- 
тяжением или отталкиваннем зэлементар- 
ныхе (то есть точечных) зарядов. Вслед- 
ствие этого некоторые экспериментаторы 
делали ошибочные выводы из данных 
измерений. 


Достоинство опытов Кулона по электри- 
честву состоит п том, что в них измерялось 
взаимодействие между зарядами, которые 
п первом приближении действительно 
можно было считать точечными. Кулон 


использовал специальные крутильные 
«электрические» весы, с помощью кото- 
рых определялась сила отталкивания 
между двумя равными и одноименными 
зарядами. 


По традиции того времени Кулон очень 
тщательно описал устройство весов и мето- 
дику проведения эксперимента. 

«На стеклянный цилиндр АВСО диамет- 
ром и высотой 32,5 см положена стеклян- 
ная пластина диаметром 35 см, полностью 
покрывающая сосуд; в ней просверлены 
два отверстня примерно по 4,5 см в диа- 
метре, одно из которых { находится в 
центре; над ним возвышается стеклянная 
трубка Й высотой 65 см ... На верхнем кон- 
це трубки # помещен поворотный мнкро- 
метр, показанный вп деталях на Е1ш.2... 
Захват а (Е1в. 2, № 1) на конце представ- 
ляет собой нечто вроде рейсфедера ..., 
именно в нем укрепляется конец очень 
тонкой серебряной нити; другой ее конец 
сжимается захватом Р (ЕЕ. 3) ... Игла, 
которую видно иа Е 18.1 (а#), подвешенная 
[на нити] горизонтально на половине вы-. 
соты большого сосуда, ... сделана либо из 
шелковой нити, натертой сургучом, либо 
из соломинки ..., на ее конце а помещается 
маленький бузиновый шарик диаметром 
от 4,5 до 6,8 мм, а на конце & — неболь- 
шой вертикальный кусочек бумаги, про- 
питанной скипидаром, служащий проти- 
вовесом шарику @ и замедляющий колеба- 
ния ..; в крышке А проделано второе 
отверстие т; именно через него [внутрь 
сосуда] вводят маленький цилиндр п Ф..., 
на конце которого находится такой же 
бузиновый шарик. Вокруг сосуда на высо- 
те иглы имеется шкала 2г@, разделенная 
на 360...» 

До начала опыта Кулон устанавливал 
крутильный подвес так, чтобы указатель 


.© (Ев. 2) стоял на нулевой отметке, 


нить была не закручена, шары а и Е слегка 
касались друг друга, причем шар а нахо- 
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дился против нулевого деления шкалы 
2@. Дальнейшие действия Кулон описы- 
вает так: 

«... электризуют маленький проводник 
(Е1в. 4), который представляет собой бу- 
лавку .., и вводят его в отверстие т, 
заставляя коснуться шара & находящего- 
ся в контакте с шаром а. Булавку уда- 
ляют; оба шара оказываются наэлектризо- 
ванными одноименным электричеством, 
и они взаимно отталкиваются на рассто- 
яние, которое измеряется по шкале 20, 
когда смотрят по направлению нити и 
центра шара; поварачивая затем указа- 
тель микрометра БВ в направлении рпО, 
закручивают нить подвеса {Р и создают 
силу, пропорциональную углу закручива- 
ния, которая стремится приблизить шарик 
ак !. Таким образом наблюдают расстоя- 
ния, на которые сводятся шары а и {| 
при различных углах кручения, и, сравни- 
вая силы кручения с соответствующими 
расстояниями между двумя шариками, 
определяют закон отталкивания.» 

Игла ав находилась в равновесии, когда 
момент силы электростатического оттал- 
кнвания уравновеливался моментом уп- 
ругих сил, возникающих при закручива- 
нии нити. Поэтому при равновесии сила 
отталкивания оказывалась пропорцио- 
нальной углу закручивания, то есть углу 
с -- В, где х — угловое расстояние между 
шариками, измеренное по шкале 20, В — 
угол поворота головки 65. Если закон вза- 
имодействия зарядов — это действительно 
*закон обратных квадратов», то сила эле- 
ктростатического отталкивания должна 
быть пропорциональна 1/<? (при не слиш- 
ком больших ©, когда линейное расстоя- 
ние между зарядамн можно считать про- 
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порциональным 
между ними). 

Следовательно, если до закручивания 
головки 6 (при В-—=0) шарики расходились 
на угол @ъ а после закручивания на угол 
В равновесие устанавливалось при угло- 
вом расстоянии между шариками ©, то 
должно выполняться соотношение 
(20/2) = (а + В)/ох. (Кулон приводит дан- 
ные о чувствительности своих весов. При 
толщине нити около 40 мкм поворот ко- 
ромысла весов на 1? требовал приложения 
силы РА4- 10°?’ Н (плечо силы А 
211 см).) 

Из таблицы, в которой приведены дан- 
ные из мемуара Кулона, видно, что полу- 
ченные Кулоном результаты в целом под- 
тверждали ззакон обратных квадратов». 
(Для изучения силы притяжения между 
разноименными зарядами была использо- 
вана другая установка. Схема ее приведе- 
на на рисунке.) 

Интересно, что закон взаимодействия 
точечных зарядов до сих пор подвергается 
экспериментальной проверке. К, настояще- 
му времени закон зобратных квадратов» 
подтвержден с исключительной  точ- 
ностью: поправка $5 в показателе степени 
расстояния (Р-г_“?**)) не может превос- 
ходить фантастически малую величину: 
5<6. 10"! 

Кулон использовал крутильные весы и 
для изучения магнитных взаимодействий. 
Однако результаты опытов Кулона по 
магнетизму с современной точки зрения 
представляют меньший интерес, чем дан- 
ные электрических опытов, и мы не будем 
на них останавливаться. 


угловому расстоянию 


Круг исследований Кулона в области электричества был очень широк. Ок 
изучил явление утечки заряда, распределение заряда по поверхности провод- 
ников сложной формы, исследовал индукционное действие заряженного про- 
водника на нейтральный и т. д. В целом полученные Кулоном результаты 
стали экспериментальной основой первой последовательной количественной 
теории электричества, разработанной французским математиком С. Пуассоном 
в 1811 году. 

В 1789 году началась Великая французская буржуазная революция, кото-. 
рая перевернула весь уклад жизни французского общества. Революционные 
события затронули н Кулона. В 17191 году он в чине майора вышел в отставку. 
В 1793 году была распущена королевская Академия наук. Кулон с семьей 
уезжает из Парижа и полтора года живет вдали от столицы. 

Однако столь крупный ученый, как Кулон, не мог долго оставаться вне 
научной жизни. В 1795 году был образован Институт Франции, заменивший 
старую Академию. Среди первых членов Института был и Кулон. После из- 
брания в новую Академию и возвращения в Парияж ученый продолжил 
свои исследования, однако их интенсивность постепенно спадала. 

В последние годы жизни Кулон много сил отдавал работе в качестве 
генерального инспектора народного образования, участвуя в коренном пре- 
образовании системы просвещения во Франции. 

Ученый умер в Париже-в 1806 году. 


Наш календарь 


15-летие 
открытия 
сверх- 
проводимости 


Сверхпроводимость была 
открыта в 1911 году голланд- 
ским физиком, профессором 
Лейденского университета 
Г. Камерлинг-Оннесом. Како- 
вы обстоятельства этого от- 
крытия? 

В 1908 году Камерлииг- 
Оннес, впервые ожижив гелий 
(его температура кипення при 
атмосферном давлении 4,2 К), 
сделал доступиой для исследо- 
ваний область очень низких 
температур. Как теперь хоро- 
ито известно, в этой темпера- 
турной области сверхпроводи- 
мость обнаружилают множе- 
ство металлов, силавов и со- 
единений. Казалось бы, от- 
крытие сверхпроводнмости 
стало неизбежным — на него 
просто нельзя было не натолк- 
нуться, тем более что измерс- 


ние электросопротивления — 
едва ли не самое ‹ходовое» 
в экспериментальной физике. 
Однако голландский ученый 
пришел к своему открытию 
не совсем случайно. 

В те годы физиков очень 
занимал вопрос. что будет 
происходить с сопротивлени- 


ем металлов при приближе- 
нии к абсолютному нулю тем- 
пературы. Теория тогда еще 
ответа дать не могла, и су- 
ществовали два диаметрально 
противоположиых прогноза. 
Одни — вслед за Кельви- 
ном — полагали, что при аб- 
солютиом нуле металл станет 
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изолятором (его согротивле- 
ние станет бескомечно боль- 
шим), другие же разделяли 
мнение Дьюара, считавшего, 
что с приближением к нулю 
сопротивление будет постепен- 
но неограниченно уменьшать- 
ся (рис. 1). 

Приступнть к исследова- 
ниям сопротивления металлов 


прн «гелиневых» температурах: 


Камерлииг-Оннес смог только 
н конце 1910 года. И его сразу 
жеожидал сюрприз: оба прог- 


ноза — и кельвиновский и 
хьюаровский — оказались 
ошибочными. Измерения на 


проволоке из чистой платины 
показали, что при самом глу- 
боком охлаждении сонротив- 
жение перестает зависеть от 
температуры (см. риг. 1). Со- 
ноставив новый результат со 
своими более ранними данны- 
ми, полученными п измере- 
ниях при не столь ниэких 
температурах, голландский 
физик пришел к выводу: 
ордината горизонтального 
участка зависимости Й (ТГ) 
должна быть том меньше, 
чем чище металл. И, таким об- 
разом, в случае металла иде- 
альной чистоты В обратится 
в нуль еще до подхода 
к Г=0. С точки зрения клас- 
сической электронной теорин 
металлов такое падение сопро- 
тивления до нуля ири ненуле- 
вой температуре выглядело 
абсолютно непоннтным, и Кн- 
мерлниг-Оннес решил при- 
влечь к объяснению кванто- 
вую теорию, широкое при- 
знание которой начиналось 
как раз в это время. Таким 
образом ему удалось вывести 
зависимость Я (Т). которую 
следовало ожидать для иде- 
ально чистого металла. 

Ясно, что для эксперимен- 
тальной проверки этой зависи- 
мости требовался металл мак- 
симальной чистоты. В те вре- 
мена на эту роль могла пре- 
тендовать только ртуть, легко 
поддающаяся эффективной 
очистке путем дистилляции. 
Но Камерлинг-Оннес был 
опытным экспериментатором 
и прекрасно понимал, сколь 
неудобно иметь дело со 
ртутью. Ведь для повышения 
точности измерений сопрстив- 
ления величина этого сопро- 
тивления должиа быть по воз- 
можности большой, то есть 
для экспериментов надо было 


использовать длинную тон-. 


кую  прбсволоку. А ртуть 
жидкая! Поэтому ученый сна- 
чала с помощью своэй форму- 
лы завнсимостн В (Т) прики- 
нул, чего можно ожидать 
от такого эксперимента. Рас- 
чет показал, что при темпе- 


ратуре 4,3 К сопротивление 
ртути будет еще ощутимым, 
а при 3 К упадет до неизме- 
римо низкого уровия. Таким 
образом, открывалась велико- 
лепная возможность просле- 
дить в спыте всю картину ис- 
чезвновения сопротивления, и, 
имея перед собой столь заман- 
чивую Перспектнву, стонло пу- 
скаться в иелегкую борьбу 
< экспериментальнымн труд- 
ностями. 

Лишь после ряда неудач- 
ных попыток Камерлинг-Он- 
несу п его помощнику стекло- 
дуву-виртуозу удалось раз- 
работать необходимый тип об- 
разца для измереннй — ажуз- 
ную зигзагообразную конст- 
рукцию нз тончайших стех- 
лянных капилляров, внутрел- 
ний канал которых диаметром 
порядка 50 мкм заполняла 
жидкая ртуть, образующая 
единую «нить» длиной около 
1 м (рис. 2). Легко пред- 
ставить, сколько хлопот до- 
ставлял такой образец. При 
малейшем неосторожном двн- 
жений, при слишком быстрем 
охлаждении или отогрезе 
стеклянные капилляры тре- 


скались п обламывались; 
иногда при замораживании 
нэрушалась непрерывность 


ртутной нити... 

И все же настойчивость и 
экспериментальное мастерст- 
во победили. Всеной 1911 го- 
да Намерлинг-Оннес торжест- 
вовал: опыт — и поразитель- 
ном согласии с теоретическим 
предсказанием! — показал, 
что сопротивление чистой рту- 
ти, еще вполне измеримое при 
температуре 4,3 К, прн В К 
действительно становится 
практически неизмеримым. 

Однако дальнейшие более 
точные измерения поколебали 
веру ученого п его теорию. 


Рис. 2. 


ск. $ 


00:42 420 1308401 


Рис. 3. 


Оказалось, что сопротивление 
исчезает скачком (рне. 3). 
тогда как формула для Я (Т) 
предсказывала хотя и крутое, 
но все же плавное падение 
сопротивления. Впоследствии 
выяснилось, что совпадение 
теории Камерлинг-Оннеса с 
опытом вообще чисто спучай- 
ное. Ученым было открыто 
прикципиально новое явле- 
ние —  сверхпроводимость. 

Задача объяснения физи- 
ческой природы сверхпрово- 
димости оказалась исключи- 
тельно трудиой, и рашить ее 
не удавалось около полувека. 
Теория этого явления была 
создана лишь Е 1957 году аме- 
риканскими учеными 
Дж. Бардином, Л. Купером и 
Дж., Шриффером и советским 
ученым Н. Н. Боголюбсвым. 

В наши дни учение о сверх- 
проводимости превратнлось в 
один из наиболее глубоко раз- 
работанных разделов физики 
твердого тела. Огромные успе- 
хи достигнуты м в практиче- 
ском использовании сверхпро- 
водимости — уже работают 
базирующиеся на этом явле- 
нии сверхчувствительные при- 
боры для электромагнитных 
измерений; широко применя- 
ются сверхпроводящие соле- 
ноиды, создающие магнитные 
поля в таких сбъемах и такой 
величины, о которых в случае 
обмоток нз исрмальных про- 
водников нельзя м мечтать. 
В кедалеком будущем про- 
мышленная энергетика полу- 
чит облэдающие неслыханно 
высоким КПД сверхпроводя- 
щие электрогенераторы и 
элентродвигатели; ведутся ра- 
боты по созданию сверх- 
компьютеров, которые долж- 
ны превзойти телерешние по- 
лунроводниковые по быстро- 
действию и объему памяти. 


д. Е. Яве 108 
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Зеленый луч 


Кандидат физико-математических наук 
Л. В. ТАРАСОВ 


Иногда при заходе солнца можно наб- 
людать удивительное явление — так 
называемый зеленый луч. Когда поч- 
ти весь солнечный диск скрылся за 
горизонтом, на несколько секунд 
вдруг вспыхивает яркий зеленый свет. 
Краешек солнца вместо желто-красно- 
го неожиданно превращается в ярко- 
зеленый, во все стороны от него исхо- 
дят зеленые лучи. Секунда, другая, 
третья ... и красочное зрелище вне- 


запно исчезает. Зеленый луч вероят-` 


нее всего увидеть в такой вечер, `ког- 
да солнце вплоть до самого заката 
ярко светит и почти не изменяет 
своего цвета, оставаясь желтым или, в 
крайнем случае, желтовато-оранже- 
вым. Советский астроном Г. А. Тихов 
много лет изучал это удивитель- 
ное явление. Вот что он пишет: 
«Если солнце при закате красного 
цвета и на него легко смотреть, то 
можно с уверенностью утверждать — 
зеленого луча не будет. Напротив, 
если солнце не очень изменило свой 
бело-желтый цвет и садится ярким, 
то можно предполагать, что зеленый 
луч появится. Важно, чтобы гори- 
зонт имел отчетливую линию, без 
всяких. неровностей: ближнего ле- 
са, строений и т. п. Этих условий 
легче всего достичь на море, вот 
почему зеленый луч хорошо известен 
людям моря». 

Физика зеленого луча основывается 
на трех эффектах: 1) эффекте искрив- 
ления световых лучей в оптически 
неоднородной среде (в данном случае 
в земной атмосфере), 2) зависимости 
степени искривления лучей от дли- 
ны волны, 3) рассеянии света в ат- 
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мосфере (точнее, на ослаблении эф- 
фекта рассеяния света в достаточно 
чистой и спокойной атмосфере). Учтем 
эти эффекты поочередно — сначала 
первый, а затем последующие. 
Известно, что, проходя в атмосфере, 
световой луч искривляется, причем 
так, чтобы его траектория всегда была 
обращена выпуклостью в сторону ме- 
нее плотных областей воздуха. По 
этой причине мы видим заходящий 
солнечный диск немного сплюснутым 
по вертикали; его вертикальный попе- 
речник виден под углом 26’, что на 
6’ меньше углового размера горизон- 
тального поперечника. В этом ‹повин- 
но» уменьшение плотности атмосфер- 
ного воздуха с высотой, приводящее 
к соответствующему искривлению лу- 
чей (так называемое явление реф- 
ракции света в атмосфере). Когда мы, 
любуясь на морском берегу солнеч- 
ным закатом, видим, как нижний край 
светила коснулся линии горизонта, 
мы обычно не сознаем, что в дейст- 
вительности в данный момент этот 
край светила находится на 2°35’ ни- 
же линии горизонта (а значит, и 
весь солнечный диск находится глубо- 
ко. за горизонтом). Величина 2°35’ 


складывается из двух слагаемых: 2“ 
объясняются тем, что свет от Солнца 
до Земли идет чуть больше восьми 


минут; а вот 35’ связаны с реф- 
ракцией света в атмосфере. Заме- 
тим, что из-за рефракции верхний 
край солнечного диска «приподнима- 
ется» слабее — не на 35’, а только на 
29’ (рефракция уменьшается по мере 
увеличения высоты объекта над гори- 
зонтом). Именно поэтому заходящее 
солнце и кажется наблюдателю слегка 
сплюснутым. Сказанное поясняет ри- 
сунок 1, где А — наблюдатель, 
АБ — линия горизонта. (В связи 
с этим советуем вам прочитать статью 
А. А. Михайлова «Когда день равен 
ночи», опубликованную в *‹Кванте» 
№ б за 1980 год.) Рефракцией света 
в атмосфере объясняются также ми- 
ражи (см. статью Г. И. Гриневой 
и Г. В. Розенберга «Дела- и продел- 
ки феи Морганы» в «Кванте» № 8 за 
1984 год). 

Далее учтем, что чем меньше дли- 
на волны света, тем сильнее он пре- 
ломляется. Именно на этом основано 
спектральное разложение света в при- 
змах. Указанный эффект приводит к 
тому, что сине-зеленые лучи претер- 
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певают в атмосфере более сильную. 
рефракцию, чем красные лучи. Пусть 
для простоты в спектре солнечного 
света имеются всего два цвета — 
зеленый и красный; «белый» солнеч- 
ный диск можно рассматривать в дан- 
ном случае в виде наложенных друг 
на друга зеленого и красного дис- 
ков. Рефракция света в атмосфере 
приподнимает над горизонтом зе- 
леный диск в большей степени, чем 
красный. 

В результате наблюдатель должен 
был бы увидеть заходящее солнце 
таким, каким оно показано в правом 
верхнем углу на рисунке 2. Верх- 
ний край диска был бы зеленым, а 
нижний красным; в центральной же 
части диска наблюдалось бы смеще- 
ние цветов (наблюдался бы «белый» 
цвет). 

Описанная картина верна лишь при 
условии, что атмосфера не рассеива- 
ет света. В действительности, одна- 
ко, она его рассеивает. Это приво- 
дит к тому, что из светового пучка, 
идущего от солнца, наиболее эффек- 
тивно выбывают лучи с более корот- 
кой длиной волны (закон рассеяния 
был установлен Рэлеем: интенсив- 
ность рассеянного света обратно про- 
порциональна четвертой степени дли- 
ны световой волны). Поэтому зе- 
леной каемки наверху диска мы не 
увидим, а весь солнечный диск будет 
выглядеть не «белым», а краснова- 
тым. 

Но вот представим себе, что почти 
весь солнечный диск скрылся за го- 
ризонтом, так что остался лишь са- 
мый верхний его краешек. И пусть при 
этом стоит ясная и тихая погода, 
воздух чист, так что рассеяние света 
в атмосфере относительно невелико. 
Вот в этом случае мы и можем 
увидеть яркозеленый край солнца 
вместе с россыпью зеленых лучей. 
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Вызов 
Ван Роумена 


Кандидат физико-математических наук 
Ю. П. СОЛОВЬЕВ 


В начале октября 1594 года король 
Франции Генрих {У принимал в Фон- 
тенбло посланника Республики Сое- 
диненных Нидерландов, которую по 
имени самой крупной её провинции 
чаще всего называли Голландией. 
Возникшая в результате длительной и 
упорной борьбы против испанского 
владычества, республика была очень 
молода — ей шел всего второй де- 
сяток лет. Война с Испанией не 
прекращалась — голландское пра- 
вительство настойчиво искало союзни- 
ков. А во Франции только что по- 
гасли пожары многолетней междо- 
усобицы, и Генрих, преодолев бе- 
шеное сопротивление оппозиции, 
поддерживаемой испанцами, стал 
французским королем. Генрих не 
скрывал своего интереса к Голлан- 
дии как к союзнику в борьбе с 
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Испанией, но более всего его инте- 
ресовали бурно развивающиеся гол- 
ландская промышленность, торговля 
и мореплавание. Поэтому, прогули- 
ваясь по парку в Фонтенбло, он 
внимательно слушал рассказ послан- 
ника о новых шелковых мануфак- 
турах Роттердама, бумажных фабри- 
ках Утрехта, корабельных верфях 
Зандама. 

— В Голландии сейчас много 
талантливых инженеров и ученых, — 
говорил посланник.— Математик и 
механик Симон Стевин разрабатыва- 
ет новые системы шлюзов и пло- 
тин, по проектам математика Лу- 
дольфа Цейлена возводятся крепости, 
математик Андриен Ван Роумен сла- 
вится своими головоломными вычис- 
лениями. Кстати,— продолжал по- 
сланник,— не так давно Ван Роумен 
сделал вызов математикам всего мира. 
Он разослал во многие . страны 
письмо, в котором предлагает ре- 
шить придуманную им задачу. Но 
пока это никому не удалось. 

— Победителем непременно будет 
француз,— засмеялся король. 

— Ваше Величество, —` заметил по- 
сланник,— я привез это письмо, но 


по-видимому, Франция не имеет вы- 
дающихся математиков, поскольку 
Ван Роумен среди.тех, кому он ад- 
ресовал свой вызов, не упомянул 
ни одного француза. 

— И все же у меня есть мате- 
матик, и весьма выдающийся, — от- 
ветил Генрих.— Позовите Виета. 

Так в этот осенний день столк- 
нулись судьбы двух очень непохо- 
жих людей. 

Андриен Ван Роумен — родился н 1561 го- 
ду в г. Лувене в Испанских Нидерлан- 
дах (ныне Бельгия). Изучал медицину и мате- 
матику в Лувенском универснтете. В Лу- 
вене же получил степень доктора. Препо- 
давал математику в Лейдене и Вюрцбурге. 
Занимался нсследованнями, по геометрии п 
тригонометрии, & также практическими во- 
просами астрономии и навигации. Получнл ряд 
частных результатов о разложении функций 
эплх н созпх по степеням этх и соЗх, 
определил значение числа л с семинад- 
цатью десятичными знаками, то есть с наи- 
высшей точностью для Европы того времени. 
При жизни Ван Роумеи был очень знаменит в 
Голландии и Германии, но оо временем его 
работы утратили свое значение, м сейчас упо- 
минания а нем можно разыскать лишь в са- 
мых толстых энциклопедиях, 

Франсуа Внет — родился в 1540 году в 
г. Фонтене. С 1559 года занимался адво- 
катской деятельностью, серьезно ннтересуясь 
при этом математикой и астрономией. 
В 1571 г. переехал в Париж, где продолжал 
адвокатскую деятельность м завязал зна- 
комства с парижскими математнками. 
В 1573 году стал советником парламента 
Бретани, затем частным советником коро- 
ля Генриха ПГ. В 1580 году получия долж- 
ность королевского докладчика по ходатай- 
ствам. В последние годы правления Генри- 
ха ПТ занимался расшифровкой переписки 
между противниками короля и испанцами. 
Нашел ключ к сложному шифру, который ис- 
пользовался испанским королем Филиппом ИП 
и его генералами. Филипп ИП, узнав из пере- 
хваченных французских депеш, что его секрет- 
ную корреспонденцию читают при француз- 
ском дворе, п гневе прннес жалобу Паие Римс- 
кому, указывая, что расшифровка явно про- 
вводилась п помощью колдовства и черной 
магин. После убийства Геириха ИТ в августе 
1589 г. перешел на службу к Генриху 
Наваррскому, будущему французскому коро- 
лю Генриху У. Автор большого числа ра- 
бот по алгебре, геометрии, тригонометрии, 
астрономии. Установил зависимость между 
корнями и коэффициентами алгебраического 
уравнения, нашел разложения функций зт пх 
в соз пх по степеням ваш х и с08 х, создал со- 
временную алгебраичеекую символику. Работы 
Виета, написанные тяжелым, усложиениым 
языком, остались непоиятыми его современни- 
ками и лишь спустя почти полвека после его 
смерти оказали огромное влияние на развитие 
алгебры и геометрин. 


Но вернемся в Фонтенбло. Когда 
появился ЗВиет, посланник достал 
письмо Ван Роумена. В нем пред- 
лагалось решить уравнение 
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45х—3195х3-{95 634х°—1138 500х7 
-7 811 315х°—34 512 075х' {+ 
+105 306 075х'3—232 676 280х°- 
+384 942 375х'"' —488 494 125х'°-+- 
+483 841 800х2' —378 658 800х23-+- 
+236 030 652х°— 117 679 100х?7 +- 
+46 955 700х—14 945 040х' + 
+3 764 565 х?—740 259х3-- 
+111 150х37—12 300х3°-- 
4+945х —45х3-+х°Ы=а, 
в частности, при 


ое МЕ. 


Для облегчения задачи Ван Роумен 
сообщал ответы, которые получаются 
при двух других значениях а (записы- 
ваемых еще более громоздко). 


Виет прочел письмо и сразу же 
написал решение. Посланник сказал, 
что в резиденции у него имеется 
запечатанный конверт с решением 
самого Ван Роумена. В присутствии 
нотариуса он вскроет его и’ завтра 
ответит, прав ли Виет. На следующий 
день голландец подтвердил, что реше- 
ние Виета верно, а Виет, в свою 
очередь, прислал еще двадцать два 
других решения, не известных Ван 
Роумену. Кроме того, Виет указал на 
ошибку в условии задачи (сделан- 
ную либо переписчиками, либо самим 
Ван Роуменом). 

Попробуем разобраться; как уда- 
лось Виету необыкновенно быстро 
решить столь чудовищное на первый 
взгляд уравнение. Обратимся для 
этого к некоторым его математиче- 
ским работам. Главными тригономет- 
рическими результатами, полученны- 
ми Виетом, являются выражения 
для синусов и косинусов кратных 
дуг. Виет получает эти выражения 
в форме правила, указывающего, как 
чисто механически можно получить 
их. Это правило похоже на то, которое 
приведено в статье Д. Б. Фукса 
«Формулы для чплпх и со5пхь на 
с. 25, разница лишь в том, что 
вместо треугольника Паскаля Виет 
пользуется следующей таблицей: 


ТТ Е 1 
12 З4 5 6... 
13 610 15 11.. 
14 1020 35 56... 
15 15 35 70 126 ... 
1621 56 126 252 ... 
17 28 84 210 462 ... 
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Каждое число здесь получается по- 
средством сложения чисел, стоящих 
перед ним и над ним. Стоит отме- 
тить, что Виет выражает не эт пх 
и созпх через эпх и с03зх, как это 
делаем мы, а 281 лх и 2с08 лх через 
2пх и 2созх. Если в образован- 
ных таким образом выражениях рас- 
сматривать величины 28тлх или 
2соз пх как известные, то мы по- 
лучим уравнения п-й степени от- 
носительно неизвестных 25шх и 
2сов х. 

Первоначальная цель, ради которой 
Виет выводил формулы синусов 
кратных -дуг, заключалась в вычис- 
лении синусов дуг через синусы ма- 
лых дуг, то есть в составлении таб- 
лицы синусов. Затем эти формулы 
нашли применение в алгебре и гео- 
метрии. В частности, геометрическую 
задачу о трисекции угла а Виет 
связал с уравнением 3х— х*=а, кото- 
рому удовлетворяют значения а= 
—23т а, х=2зт(о/3). Два положи- 
тельных‘ решения этого уравнения 
Виет трактует как хорды, отвечаю- 
щие дугам 2а/3 и (360°—2а)/3. От- 
рицательный корень он, по обыкно- 
вению своего времени, вообще не при- 
нимает во внимание. Точно так же 
задачу о делении угла на пять равных 
частей Виет связывает с уравнением 
5х—5х+--х=а, которому удовлетво- 
ряют значенияа—= 2811 а, х=2т(а/5). 

Из сказанного ясно, в какой сте- 
пени был подготовлен Виет, чтобы 
мгновенно решить задачу Ван Роу- 
мена. Он сразу же увидел, что 
предложенное значение а является 
длиной стороны правильного пят- 
надцатиугольника, вписанного в еди- 
ничный круг (проверьте это!), или, 
что то же самое, хордой, отве- 
чающей дуге 24°. Коэффициенты при 
первом и предпоследнем членах левой 
части позволили ему предположить, 
что левая часть есть не что иное, 
как выражение 28 45 а через 251т а. 
Но поскольку @а=25т 12°, то а= 
—=12°/45=4°/15, и значит, х= 
—2зт (4°/15). Именно это решение и 
передал Виет голландскому послан- 
нику. 

После аудиенции Виет проверил 
свое предположение. Однако, про- 
делав необходимые вычисления, он 
обнаружил, что левая часть предло- 
женного уравнения не совпадает с 
разложением 2зт 45 а по степеням 
281 а! 
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Наверное, в этот момент он чув- 
ствовал себя не очень уютно, ско- 
рее всего, просто скверно. 

Что произошло? Может быть, это 
всего лишь ошибка в весьма уто- 
мительных вычислениях? Видимо, в 
этот момент Виет и сумел найти 
другой — геометрический — способ 
выразить 2$т 45а через 21 а: для 
того чтобы разделить дугу на 45 час- 
тей, нужно разделить ее сначала 
на пять частей, затем каждую часть 
на три и снова на три. Другими сло- 
вами, левую часть уравнения Ван 
Роумена можно получить из системы 

32—23—а, 
ЗуУ— = 2, 
5х— 5х3 х=у. 

Лишь проанализировав те ответы, 
которые сообщал Ван Роумен для 
двух других значений а, Виет убе- 
дился, что речь действительно идет 
о делении дуги на сорок пять 
частей и смело исправил ошибку в 
условии. Но Виет не ограничился 
этим решением. Двадцать два дру- 
гих решения, сообщенных им на сле- 
дующий день, имели вид 


‚ 360°^4-12° 0. 120°+4° 
25т Е ^ —=23т — 5’ 
#=1, 2, ... 22. 


Таким образом, Виету удалось найти 
все положительные корни (напомним, 
что только они считались реше- 
ниями в его время). 

Здесь можно было бы поставить 
точку, однако математическое сорев- 
нование между Виетом и Ван Роу- 
меном на этом не кончилось. Спустя 
короткое время Виет предложил 
Роумену построить циркулем и ли- 
нейкой окружность, касающуюся трех 
данных окружностей (задача Аполло- 
ния). Вскоре Виет указал изящное гео- 
метрическое построение, выполнимое 
только циркулем и линейкой. 

Рассказывают, что, потерпев второе 
поражение, Ван Роумен стал рев- 
ностным почитателем Виета и даже 
приезжал к нему учиться. 


рассердится — мыслимо ли проводить 
такой счет? 

Между тем в этих задачах скрыты 
красивые геометрические и алгебраи- 
ческие закономерности (недаром эта 
с виду физическая задача рассматри- 
залась на математических 
кружках), позволяющие их решить 
без всякого знудного счета», а также 
неожиданным образом их обобщить. 


Случаи трехмерного 
и четырехмерного кубов 


Начнем с очевидного геометрического 
наблюдения: схема на рисунке 1 — 
это схема ребер обычного куба (срав- 
ните рисунки 1 и 3, а). В качестве 
_ модели нашего куба рассмотрим стан- 
дартный единичный куб в системе 
координат Охуг, сопоставив точкам О 
и Г верщины (0; 0; 0) и (1; 1; 1), под- 
разумевая наличие сопротивлений в 
1 Ом на всех ребрах куба. Заметим, 
что координаты вершин куба (и толь- 
ко координаты этих 6 точек) состоят 
лишь из нулей и единиц. Назовем 
сумму координат какой-либо верши- 
ны ее рангом. Если между точками 
О и Г создать разность потенциалов, 
то потенциал вершин одинакового 
ранга одинаков (это очевидно из сооб- 
ражений симметрии). Поэтому можно, 
не меняя сопротивления схемы, зако- 
ротить вершины одного ранга, полу- 
чив схему, состоящую из трех поеле- 
довательно соединенных групп парал- 
лельных сопротивлений (рис. 4). Для 
такой схемы задача решается устно 
(см. рис. 4): сопротивление Аз равно 
5/6 Ом. 
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Для подечета сопротивления второй 
схемы (см. рис. 2) заметим, что эта 
схема — схема ребер четырехмерного 
куба *). Это — уже менее очевидное 
геометрическое наблюдение. Читатель 
может произвести его, сравнив рису- 
нок 2? с рисунком 7 на с. 6. Далее 
подсчет выполняется точно так же, 
как в случае обычного куба. При под- 
счете (показанном на рисунке 5) вновь 
используется то, что вершины одного 
ранга имеют одинаковый потенциал 
и поэтому могут быть закорочены (без 
изменения общего — сопротивления 
между точками О и Г). Ответ получа- 
ется такой: В. —=2/3 Ом. 

Задача 1. Сосчитайте сопротивление ре- 
бер В: пятимерного куба между его диамет- 
рально противоположными вершинами при 


условии, что сопротивление каждого ребра рав- 
но 1 Ом. 


Сопротивление ребер п-мерного куба 


Задачу о сопротивлении ребер куба 
можно обобщить далыше, рассматри- 
вая кубы размерности п-=5, 6, Т, 
Вит. д. Это можно сделать по той же 
схеме, что для п=2, 3, 4, однако мы 
не будем в праве считать себя матема- 
тиками, если не сумеем сразу со- 
считать сопротивление К, п-мерного 
куба между его противоположными 
вершинами для любого п (опреде- 
ление п-мерного куба см. на с. Т). 

Читатель может спросить — право- 
мерна ли такая постановка задачи, 
ведь п-мерный куб при п>3 — лишь 


*!С понятием четырехмерного куба можио позна- 
комиться в статье С. В. Дужина и В. Н. Рубцова в 
этом номере «Кванта». 


Число вершин } + 2 + 1=4 


Число ребер 2+2м 


Сопротивления 1/2 + 1/2 = 1 


Сопротивления 1/3 + 1/6 + 1/3 = 5/6 


Число вершин 7 + 4 + 6 + 4 + 1 = 16. 
Число ребер 4 + 12 + 12 + 4 = 32 


Рис. 5. 
Рис. 6. 


Число вершин 1 


Сопротивления 
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математическая абстракция, он не 
существует «на самом деле», так что 
непонятно, какой смысл в подсчете 
сопротивления его ребер. Отвечаем. 
Смысл есть, поставленная задача — 
вполне реальная физическая за- 
дача. Дело в том, что хотя сам п-мер- 
ный куб при п>3 нельзя поместить 
в трехмерное пространство, схема его 
ребер без труда в обычное простран- 
ство помещается. Так, на рисунке 2 
(или 5) видно, как это делается для 
четырехмерного куба, а на обложке 
журнала даже показана схема ребер 
восьмимерного куба! В общем случае 
(п — любое) вложимость схемы ребер 
п-мерного куба в трехмерное про- 
странство — несложная математиче- 
ская теорема, на доказательстве кото- 
рой мы останавливаться не будем. 


Иитереско отметить, что схему ребер трех- 
мерного куба можно разместить без самопере- 
сечений на плоскости (см. рис. 1), однако дока- 
зано (это уже трудная теорема), что схему ре- 
бер четырехмерного (и вообще п-мериого при 
п> 8) куба поместить на плоскость без само- 
пересечений нельзя. 


Как читатель наверняка догадался, 
подсчет В, проводится в сущности 
так же, как В. и В.. Проследить за 
ним можно по рисунку 6. Ответ таков: 


(1) 


где С* — биномиальный коэффици- 
ент (см. «Квант», 1986, № 1, с. 23). 


При подсчете мы вновь пользуемся тем, что 
вершины одного ранга имеют тот же потенциал, 
и поэтому все сводится к подсчету Числа ребер, 
соединяющих вершины соседних рангов. Понят- 
но, что число вершин ранга К равно С* (их столь- 
ко, сколько имеется способов поставить А цифр 1 
на п мест), а число ребер, исходящих из каждой 
вершины ранга А равно п — # (почему?); значит, 
число ребер между вершинами #-го и (&-{ !)-го 
ранга равно (п—#) С„. Эти ребра можно счи- 
тать параллельно соединенными, поэтому по- 
лучаем (1). 


Задачи 


2. Проверьте, что (п—&) С*—=пС*_ и, обосно- 
вав тем самым соотиошение 


3. Пользуясь формулой (2), докажите, что 


1 


В, = (3) 


= 2*` 
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4. Установите рекуррентное соотношение 


алгебраически (пользуясь формулой (3}} и гео- 
метрически. Проверьте наши подсчеты А., В 
И, исходя из этого соотношения и равенств 
А = В. =1. 


Другие обобщения 


Предлагаемые здесь методы подсчета 
можно применить и к другим зада- 
чам, например такой: 

Задача 5. Сосчитайте сопротивление про- 
волочного трехмерного куба между соседними 
вершинами при условии, что сопротивление 
каждого ребра равно 1 Ом. Обобщите иа лю- 
бое п. 

Более интересно менять не точки 
приложения омметра, а конфигура- 
цию рассматриваемой схемы. Наши 
рассуждения сохраняют силу для лю- 
бой схемы, у которой в каждый узел 
подключено одинаковое количество 
ребер (сопротивлений в 1 Ом). 


Задача 6. Покажите, что сопротивление 
между соседними узлами схемы из т узлов, 
в каждой из которых входит 8 сопротивлений 
в 1 Ом, равио 


2 1 

Например, для бесконечной двумер- 
ной квадратной сетки получается про- 
стой ответ: В =1/2 (8=4, т = со). Для 
сетки из треугольников (3=6, т-== оо) 
В =1/3, для сетки из шестиугольни- 
ков (8=3, Т = со) В==2/3, для тетра- 
эдра (3=3, т=4) В=1/2. Для п-мер- 
ного куба получаем (з=п, т=2”): 


о) 


Еще более интересна (но, увы, не 
элементарна!) задача о подсчете со- 
противления между соседними по диа- 
гонали узлами бесконечной квадрат- 
ной сетки из сопротивлений в 1 Ом. 
Ответ оказывается равным 2/л Ом, 
хотя в схеме нет ни намека на окруж- 
ность! 


Школа в «Квантв» 


Математика 9, 10 


Публикуемая ниже заметка предназначена де- 
вятиклассникам и десятиклассникам. Она так- 
же будет полезна тем, кто готовится к вступи- 
тедьным экзаменам в вузы. 


Формулы 
для зп пх и со пх 


Сборники задач для поступающих 
в вузы пестрят синусами и косину- 
сами ‹кратных углов», то есть выра- 
жениями типа яп 7х, сов 9х и т. п. 
Не всегда, но довольно часто бывает 
полезно записать эти выражения как 
функции от зтх и созх. В принципе 
это можно сделать совершенно авто- 
матически при помощи формул для 
синуса и косинуса суммы, но при 
многократном применении даже са- 
мой простой формулы никто не за- 
страхован от ошибок; к тому же может 
помешать нехватка времени. Ниже 
приводится простой, легко запоми- 
нающийся и надежный способ написа- 
ния формул для зшлх и созлх. 

Треугольник Паскаля. Вполне воз- 
можно, что читатель знает, что это 
такое; все же напомним определе- 
ние. Треугольник Паскаля это 
числовая таблица, в п-й строке кото- 
рой стоят п-+1 натуральных чисел. 
При этом в верхней строке стоят две 
единицы и при каждом п в п-й строке 
стоят по краям единицы, а на осталь- 
ных местах — суммы последователь- 
ных пар соседних чисел из (п —1)-й 
строки (рис. 1). 


-> 
®2 
ь 
—. 


20 15 6 1 
35 35 21 71 
12 28 56 70 56 28 81! 
1 9 36.54 126 126 84 36 9 1 
{ 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1 


р 2 


Самое замечательное свойство треугольника 
Паскаля состоит в том, что числа из ег 


п-й строки — это коэффициенты многочлена 
(х--1)": 
(«1 = х-1, 
(х-1)?= х2-2х+1, 
2 
(Хх 243 х? 3х1, 
(х-+-1)*=  х44х3- 6х7 4х-1, 


(х4-1)=2°-+5х‘-+10+10х7-+ 5х1 


Когда-то это проходили в школе, но теперь не 
проходят. 


Формулы. Напишите п-ю строку 
треугольника Паскаля. (Кстати, для 
того чтобы найти п-ю строку, не нуж- 
но считать строки: в п-й строке на вто- 
ром месте стоит п.) Припишите к чис- 
лам из этой строки последовательно 
сов" х, с03"”— 1х эт х, с08”—2х э1щ2х,.. 
... зт”х. Подчеркните в получившей- 
ся цепочке выражения, стоящие на 
четных местах: втором, четвертом 
и т. д. Выпишите неподчеркнутые вы- 
ражения и подчеркнутые ныражения 
в две отдельные строчки. В каждой из 
получившихся двух строчек поставьте 
перед вторым выражением минус, пе- 
ред третьим плюс, перед четвертым 
минус и т. д. Все готово — в верхней 
строчке вы написали выражение для 
созпх, в нижней — для эт пх. 

Примеры. При п=2 строка тре- 
угольника Паскаля имеет вид 1, 2, 1. 
Нишем: 


со5?х 2сов хзш х зш?х 


с03 2х—605? х— 8112 х, 
зш 2х—=2с03 х вшх. 
При л=3 пишем: 


с033х 3с08?х эт х 3с08 хат? х вт3х 


с08 Зх=<083 х—36с08 хвш?х, 
эт 3х=30087 хзт х— вт? х. 
Несколько полученных этим спосо- 
бом формул для соз пх и п пх чита- 
тель найдет на рисунке 2; вдоль крас- 
ных ломаных на этом рисунке мож- 
но прочесть строки треугольника Пас- 
каля. 


Упражнение. Зная п-ю строку треуголь- 
ника Паскаля, легко написать формулу, вы- 
ражающую 4# пх через 45 х. Попробуйте это 
сделать. ° 

Доказательство формул. Вообще-то эти 
формулы являются следствием «формулы 
Муавра» («Квант», 1983, № 2, с. 19, статья 
Л. С. Понтрягина «Комплексные числа»). Но, 
чтобы не ссылаться на не входащий в програм- 
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с05х м х 
50 Х = хи х 


с05 2х 17 х 


зит 2х =: 


09? х 


СО5к 5х 


со зх =(Дорх (Заоз хзийх 
зп3Зх= (Зоя кывх Гук 


мо 4х = 


с0:5х = (105% х 


Рас. 2. 


му материал, мы приведем их прямое доказа- 
тельство по индукции. 

При п=2 формулы общеизвестны. Пусть 
а,. а., а., .... а, а, у; есть я-я строка треутоль- 
ника Паскаля. Предположим, что формулы 
воз пх=ас03"х— а соз" 2х эт? х-...., 
эт пх==а.с05"—1х зт х— а,е0з" 3х зи х +... 
уже доказаны. По формуле для косинуса сум- 
мы 
соз (п-{+1)х= 

—<08 (пх-{х)=<озпх со5 х—втлх вт х= 

—(@,с03^х—а-с05"—2х т? х-...)с08 х— 

— (а-с05'—1х зт х—а.с08— 9х зи х+...)5т х. 
Раскрывая скобки и псрегруппировывая слага- 
емые, получаем: 
соз(п +1) х= 
=асоз" 1х — (а -Наз)соз" 1х зт: х+ 

. На. асов” 8х вт Х—... 
Аналогично, при помощи формулы 
зт (л-Р Их-=з1т пхсоз х-Есоз пхэш х получается 
этт-+Их= 
—(а, ра )соз"х вт х— (а, Ра. )сов" 2х вт? х-... 
Поскольку а; а,-а.. а,-фа.. аа, ... веть 
(п 1-я строка треугольника Паскаля, мы до- 
казали для.соз (п-Е1)х и эм (п--ПОх нужные 
формулы. 

Заключение. Построение циркулем 
и линейкой правильного пятиуголь- 
ника (читать только любознатель- 
ным!). Пусть х=2л/5. Тогда 5х= 
—2л и вп 5х=0. По нашей формуле 
зт 5х=5005* хат х-—10с05° хат? х- 

{51° х= т х(5с0$* х— у 
—10с05* х (1—соз? х)-4(1—с0$? х)?)= 
—т х(16со3* х—12с0з? х-Е 1). 


в—1 


2 


Рис. 3. 


Таким образом 
зт х(16с05' х— 1260$ х-+1)=0, 
откуда либо ям х=0, либо соз х= 


ЗЕ ы 5 
=== уе =\. Так как = <х< 5, нам 


ПОДХОДИТ Только возможность с0$ Х= 


— в. Принимая за 1 радиус 
окружности, в которую вписан наш 


пятиугольник, мы последовательно 
3—5 
8 , ДУГУ 
21/5 — и вписанный в окружность 
правильный пятиугольник. Детали 
построения представлены на рисун- 
ке 3. 

Замечание. Это построение ли- 


строим отрезок длины 


‘щено практической ценности: при по- 


мощи общедоступных инструментов 
трудно достичь сколько-нибудь удов- 
летворительной точности. Интересен 
сам факт, что правильный пятиуголь- 
ник можно построить циркулем и ли- 
нейкой, в отличие, скажем, от пра- 
вильного семиугольника (см. статью 
А. А. Кириллова «О правильных 
многоугольниках, функции Эйлера и 
числах Ферма», «Кванть, 1971, №7). 


Д. Б. Фукс 


`Раздея философии. называе- 
мый математикой, является 
самым легким из всех разде- 
лов с точки зрейия представ- 
ления и доказательств... Этот 
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раздел философии сообщает 


нам гибкость, укрепляет 
соображение, приучает нас 
ненавидеть недосказанное, 


так как его исходные поло- 


жения общеизвестны, доказа- 
тельства легки, и нем вообра- 
жение ‘помогает разуму и ма- 
ло противоречивого. 

Омер Хайям 


а 
для младших школьников 


Задачи 


1. Определите угол, который стрел- 
ки часов составляют в 9 часов 20 ми- 
нут. 


2. Расшифруйте числовой ребус: 


кто 
Ткот 


3. В те, еше не столь давние вре- 
мена, когда непременной принадлеж- 
ностью чаепития был пыхтящий само- 
вар с восседающим на нем заварным 
чайником, накрытым расшитой льня- 
ной салфеткой, заварные чайники де- 
лались с дырочкой в крышке (та- 
кие чайники делают и сейчас). За- 
чем нужна такая дырочка? 


4. Найдите наименьшее число, сум- 
ма цифр которого делится на 11, и 
сумма цифр следующего за ним числа 
тоже делится на 11. 


5. Алик, Боря, Витя и Гена хо- 
дили по грибы. Алик с Борей вме- 
сте собрали грибов столько же, сколь- 
ко Витя с Геной вместе, а у Алика 
с Геной грибов оказалось меньше, 
чем у Бори с Витей. Гена нашел 
грибов больше, чем Витя. Расположи- 
те имена мальчиков в порядке убы- 
вания числа найденных каждым из 
них грибов. 


Эти задачи нам предложили А. П. Савин, 
семиклассник Кашкадаринской иколы Масял- 
линского района АзССР Назим Садыгов. 
„А. Г. Самосват, Г. А. Гальперин. Н. Х. Розов, 


. 
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Ах, милая, рада 
тебя видеть,— неж- 
но сказала Герцоги- 
- ня. Алиса приятно уди- 
зилась, увидев Гер 
гиню в отличном Га р 
расположении ду1 (>24 \ 
ха, и подумала, 21 ®. 
что, должно быте ” 

от перца она бы- 
ла такой вспыльч 
=. гда я Х. 
Герцогиней,—  сказа 
ла она про себя, 
— у меня в кух- 
не совсем не 


вкусный! От пер- 
ца, верно, и начинают 
всем перечить...— Алиса 
очень обрадовалась 
что открыла новое пра- 
вило, уксуса 
. куксятея,— 
продолжала она 
задумчиво, — от 


чаются, от лука — 
лукавят, от сдо- 
’бы — добреют. Как жал- 
ко. что никто об этом 
не знает... Все было 

бы так просто! Ели бы 


о 


будет пер- сдобу и добрели! Она 
ца. Супи совсем забыла о Гер- 
без не- цогине и вздрогнула, 


го когда та сказала ей 
прямо в ухо: — Ты о 
чем-то закумалась, ми- 

са лочка. А мораль отсю- 
%5 да такова... Нет, что-то 
о не соображу!...— А мо- 
== жет, здесь и нет никакой 
морали,— заметила 
Алиса.— Как это 
нет! — возразила 


горчицы — огор- 


Гер-[ 
цоги| 

ПЕ нить 
Во всем 

есть своя мораль, ж- 
но только уметь 8 Г 
найти! Тут, к велико- 
му удивлению Алисы, 
Герцогиня умолкла и 
задрожала. Алиса под- 
няла глаза и увидала, 
что перед ними, гроз- 
но нахмурившись, сто- 
ит Королеваг— Пре- 
красная погода, Ваше 
Величество, — слабо 
прошептала  Герцоги-!| 
ня.— Я тебя честно пре-. 
дупреждаю,— закрича- 
ла Королева и топнула 
ногой.— Либо мы ли- 
шимся твоего общества, 
либо ты лишишься го- 
ловы. Решай сейчас же, 
нет — в два раза быст- 
рее! — Герцогиня р 
ла и тотчас исчезла. 
немся к нашей игре, — 
сказала Алисе Короле- 
ва. Алиса так была на- 
пугана, что, не говоря 
ни слова, побрела за 
ней следом -к площад- 
ке. Гости отдыхали 
в тени, однако, увидев, 
что Королева возвра- 
‚цается, поспешили к 
воим местам. А Ко- 
ролева, подойдя, 
просто объявила, 
`-что минута про- 
Е —медления будет 


-иат — аиииезок 
ох-анэво эн 

чу —иоя-Но 
огнЕаэ енуоало 

—‘монизАЧи о гии 

-0ох ВИ 1994 но огь АКОЬОП 
‘иониьА4и) игеяё 049 
чу —‘®2икуу вгизодио 
— с мониз Ан о1лэ их 
-В42 194 эж мэвзе —‘моя 
-изАан очэ иивае 9 
изо иЧЧ ео и1Ч9 овн А 
иэгэвиь А ‘вом эну вн 
Акояш н игипох чи ‘эих 
-анаизия ии139 чм воз 
—‘гиЧояод8вё ‘кехчися 
огэжЕкх ‘и вогиохонох 
олониэн изо -Гой пэн 
-очен ‘вивиж озикенаэь 
вно — олэвэн ои1ч9 члег 
-эй он ‘воиг\ К9эо оди 
вивиАШОмЫ —‘«9твьзн 
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‘чъивноя козэв4и905 
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но Оле ВЯ 
вн& эН» ‘эин 
ьгом огинАто 
-ВН ‘чоикаох 
вэику и ноф 
иЧ| "Авноя эн 
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Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс 

1. Решите систему уравнений 

ху-2=3, 
2ху—2у— 2—4. 

2. а) Известно, что медиана м высота, 
проведенные нз одной вершины треугольника, 
делят угол при этой вершине на три равные 
части. Докажите, что этот треугольник — пря- 
моугольный, н найдите его острые углы. 

6) Известно, что медиана, биссектрнса и 
высота, проведенные из одной вершины тре- 
угольника, делят угол прн этой вершнне на че- 
тыре равные части. Докажите, что этот тре- 
угольник — прямоугольный, и найдите его 
острые углы. | 

3. Какое из двух чисел больше: 


19852 -+-1 и 1985“ -+-1 
1985371 19857751 


4. В выпуклом четырехугольнике АВС 
найдите такую точку О, чтобы площади 
четырехугольников, получающихся при соеди- 
нении точки О п серединамин сторон четы- 
рехугольника АВСО, были равны. 

$. Докажите, что из любых 100 натуральных 
чисел можно выбрать несколько чисел так, что- 
бы их сумма делилась на 100. 


Девятый класс 
6. Решите систему уравнений 


хух Ну=1, 
угу-+2=5, 
х2-х--2=2. 


Наша обложка 


7. Найдите геометрическое место точек О 
пересечения диагоналей прямоугольников, впи- 
санных в данный остроугольный треуголь- 
ник. 

8. Решите уравнение 


м3—х + х—1 =24/2 + (х— у). 

9. Найдите наибольший общий делнтель 
чисел А=2'°*°—1 и В=219° —]. 

10. Известно, что в четырехугольник можно 
вписать окружность и около него можно описать 
окружность. Докажите, что квадрат площади 
этого четырехугольника равен произведению 
длин его сторон. 


Десятый класс 
11. Решите уравнение 
2агссоз х==агссоз (2х? — 1). 

12. В окружность вписан пятнугольннк 
АВСОЕ. Расстояния от точкн Е до прямых 
ДВ, ВС п СО равны соответственно а, 6 п с. Най- 
дите расстояние от точки Е до прямой АД. 

13. Найдите все решения уравнения 


соз х-соз у—с08 (ху) = > . 

14. На плоскости лежат три сферы, по- 
парно касающиеся друг друга. Расстояние меж- 
ду точками касания сфер с плоскостью равны 
а, бис. Найдите радиусы сфер. 

15. Если в некотором натуральном числе, 
не оканчивающемся нулем, зачеркнуть одну из 
цифр, то оно уменьшится в целое число раз. 
На каком месте может стоять зачеркиваемая 
цнфра? 

Публикацию подготовил А. А. Егоров 


гобелена придворный астро- 
лог нашептывает последнему 
англо-саксонскому королю Га- 
рольду И в дурном знамс- 
нии — комете. 

На обложке журнала — 
«гобелень с нзображеннем ко- 
меты Галлея, «вышшитыйь сов- 
ременным компьютером. Этот 
снимок получен при пролете 
сквозь кометную атмосферу 
космического аппарата «Ве- 
га 2» Э марта 1986 года. 
Компьютер раскрасил полу- 
ченное телекамерон изображе- 
ние: красный цвет соответст- 
вует наиболее плотной м яр- 
кой части атмосферы кометы, 
желтый, ° зеленый, голубой 
цвета показывают очертания 
все менее н менее плотных ее 
областей. За сближением ко- 
меты с Солнцем следнли уче- 


\ 
` 
м 
\ 
\ 
х 


На этом рисунке и на облож- 
ке журнала — два изобра- 
жения одного п того же объ- 
екта — кометы Галлея. Пер- 
вое — самое раннее (нз сохра- 
иившихся в нстории), вто- 
рое — сегодняшнее. 

Рисунок сдслан с гобелена 
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«образца» 1066 года, вышито- 
го королевой Матильдой, же- 
ной Вильгельма Завоевателя, 
под предводнтельством кото- 
рого иормаины покорили 
Англию. На гобелене вндна 
комета н надпись *«удивляют- 
ся звезде». В правой части 


ные всех стран. В ходе этого 
гранднозного — космнческого 
эксперимента были подтверж- 
дены многие научные пред- 
сказания и... возиикли новые 
вопросы и загадки, иад реше- 
нием которых размышляют 
ученые. 


Этот раздел ведется у нас ыз 
номера в номер с момента ос- 
нованля журнала. Публякуе- 
мые в ном задачи мостандарт- 
ны, но для шх решения не тре- 
буется зианий, выходящих за 
рамки школьной программы. 
Нанболее трудные задачи от- 
мечаются звездочкой. После 
формулировкы задачи мы 
обычно указываем, кто нам ее 
предложил. Разумеется, ие все 
эти задачи публикуются впер- 
вые. Решения задач из этого 
номера можно отправлять 
не позднее 15 августа 1986 го- 
дв мо адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Кзанть». В графе «Кому» на- 
нихивте: «Залачыик «Кванта» 
2№ 6—86» ш номера задач, 
решения которых вы посылае- 
те, например *«М986, М987» 
или +4998». Решения задач 
из разных номеров журнала 
или по разным предметам 
(математике и физике) прысы- 
лайте в ‚разных конвертах. 
В пысьмо вложите конверт 
< написанным на нем вашим 
адресом (в этом конзерте вы 
получите результаты провер- 
ки решеный). Условие каждой 
оригинальной задачи, предла- 
гаемой для публикации, при- 
сылайте в отдельном конверте 
в двух экземплярах вместе 
с вашим решением этой зада- 
чи (ва конверте пометьте: 
«Задачник «Кванта», Новая 
задача по физике» мля е...Но- 
вая задача по математике»). 
В мачале каждого письма 
мросим указывать номер шко- 
лы и класс, в котором вы учи- 
тесь. Фамилию, имя и домаш- 
ний адрес следует пысать по- 
чатными буквамн. 


задачник 
анте 


Задачи 


М986 — М990, Ф998 — Ф1002 


№М986. Докажите, что для любых положитель- 
ных чисел а и 6 выполняется неравенство 


2/а4+38/5>5 ЗМаЪ. 


М987. В турнире участвуют 2т команд. В пер- 
вом туре встретились некоторые т пар команд, 
во втором — другие т пар. Докажите, что после 
этого можно выбрать т команд, никакие две из 
которых еще не играли между собой. 

М. Бона (ученик гимназии, Венгрия} 


№М988. Из одной точки О на плоскости проведено 
п векторов единичной длины. Докажите, что 
если для некоторого #<п/2 по обе стороны от 
каждой прямой, проходящей через О, лежит не ме- 
нее Е векторов, То длина суммы всех п векторов 
не. превосходит п — 24. 

П. А. Калугин 


№М989. Найдите все натуральные числа а, для ко- 
торых число а—1 является суммой а) двух: 
6)* трех делителей числа а (не обязательно раз- 
личных; в число делителей включается 1). 

в)* Докажите, что для любого п существует 
лишь конечное число натуральных а таких, что 
а — 1 является суммой п натуральных делителей 
числа а (не обязательно различных). 

В. В. Батырее 
№М990. В пространстве заданы три попарно скре- 
щивающиеся прямые, не параллельные одной 
плоскости. Сколько существует различных парал- 
лелепипедов, у которых эти три прямые 
а) проходят по ребрам? 

6) проходят по ребрам или диагоналям граней? 
в) содержат 6 вершин параллелепипеда? 
В. Н. Дубровский 


Ф998. Горнолыжник спускается с высокой горы 
с установившейся скоростью и. Гора образует 
угол а с горизонтом и плавно переходит в гори- 
зонтальный участок. Как должен наклоняться 
лыжник, чтобы не упасть в момент перехода? 
Считать, что переход происходит очень быстро. 
Масса лыжника равиа М. Сопротивление воздуха 
не учитывать. 

| А. Н. Семенов 


Ф999. По гладкой горизонтальной поверхности 
стола скользит мешок массой т,, связанный жест- 
кой невесомой веревкой с мешком массой т.. Ве- 
ревка, соедяняющая мешки, проходит через не- 
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Рис. 2. 


Рис. 3. 


\№е Бауе Бееп  риБИзЫтя 
Кувиг’в сопфе5й ргоетлз еуегу 
топ {гот Ме уегу Пг 
3330е 0о{ опг таваззое. ТЬе 
ргоЫетв аге попвёапдат& опез, 
Бок Бег вошИоп гедштев по 
пГогтаНод ое {е всоре 
о? Ве 0$5$Е зесоадагу всвоо1 
вуЦаБиз. ТЬе тоге АИЙсаЁ 
ругоетв аге тагкед чИВ а 
зфат (*). АЁНег 4Ве зеетеп 
ог ЧВе ргоШет, ме изиаВу 
така \рВо ргорозей Ё& +0 из. 
П в0ез УЦВоШ ваушк Ша 
00 а] \фезе ргоЫепё аге 
+18 роБбЁса Ноля. ТЬе вошНюлз 
оЁ ргоШетз {тор Я 18806 
бо Визыао ог 0 Епе8Ъ) 
тау Бе роз по 14ег {ап 
Ацрузё 15%, 1986 40 1Ве- [01- 
юуйаЯ а4дгезз: 0558, Моз- 
сом, 103006 Москва К-6, ул. 


[ Горького, 32/1, .«Квавте. 
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большое отверстие в столе (рис. 1). Длина веревки 
Т, высота стола Н, причем Н<Г. На какую вы- 
соту поднимется мешок т. после удара об пол, 
если в начальный момент вся веревка лежала 
на столе и мешки не двигались? 

Г. Л. Коткин 


Из задач, присланных нашими читателями на 
Конкурс «Ф1000», лучшей признана задача 


$1000. Ток Г, текущий по контуру, образо- 
ванному четырьмя ребрами куба (рис. 2), 
создает в центре куба магнитное поле с индукцией 
Во. Найти величину и направление вектора ин- 
дукции магнитного поля, создаваемого в центре 
куба током Г, текущим по контуру из шести ребер 
(рис. 3). . 
‘м. м. Цыпин 


Автор этой задачи — М. М. Цыпин — награждает- 
ся Дипломом «Кванта». 


Ф1001. В однородном электрическом поле нахо- 
дится незаряженный металлический шар. При 
выключении поля в шаре выделилось количе- 
ство тепла @. Какое количество тепла выде- 
лилось бы в шаре втрое большего радиуса? 

С. С. Кротов 


Ф1002. Точечный источник света находится на 
расстоянии Ё от экрана. Собирающую линзу с 
фокусным расстоянием Р>(Г/4), параллельную 
экрану, перемещают между источником и экра- 
ном. При каком положении линзы диаметр пят- 
на, видимого на экране, будет минимальным? 

Д. Ю. Григорьев 


РгоШетз$ 


мМ986—М990; Р998—Р1002 


№мМ986. Ргоче Ше оЦоэйия шеацаШеу Гог агБйтагу роз уе 
пишЪфетз а ап8 6: 


2-'а-+-3М5> 5/46. 


№987. 2т \еатз рагис1рае т а тюцгпатепг&. {т \1е Йг8\ гоцпб 
т ра4тз оё феатвз шее, 11 {Пе зесоп4 — т о\ег райтз. Ргоуе {пау 
аНег 1Ва+ И 13 розы Ые №0 сНоове т 1еатз по $0 ой мыеН Кауе 
её БеРоге. 

М. Вова (вутпазт идет, Нипрагу) 


№988. п ити уесог8 т Ме р1апе Вауе &Ве соттоп опт О. 
Ргоуе %Ваё {Гог воте # < п/2 4Теге аге по 1езз {Нап Ё уесюгз оп 
Бон э14ез оЁ апу Цпе раззте ФПгочЕВ О, {Теп {Ве 1еля 1 оЁ е 
зит оЁ {Те п уесфогз 18 по втеайег 1Пап п 2#. 

Р. А. Ка!ивт 


№989. Рш@ а! те лафига! потЪегз а ог уБюкй Ше пишфег 
а—1 13 Ме зам о? а) #0: Ъ)® {игее 43%у1з0г8 оЁ 31е пишЪег а 
(по песеззахЙу 413 пс®). 
с)® Ргоуе ФНай Хог апу п Теге ех!3ё3 оу а ЙпИе питЬег ой 
паиха| питафега а висН {Наб а— 1 13 {Те зит оЁ л пафига! @1у1вогз 
о{ Ве полЪег а {по песевзатИу @13Ипсс; (Ве питбех 1 13 соитией 
атоля \е 4130г). 

У. У. Вапугео 


Р!еазе зепд ЧТе зошюлз оЁ 
рВузсз ав@ та етайся ргоЪ- 
1ет5, аз ме! а$ ргоШетз 
Ггот @НГекепё 1ззцез, ипдег 
зерага&е соуег; оп Ше епуе- 
1юре мтие {Не мог@з: 
“КУАМТ'$ РВОВЕЕМ5” апа 
фпе питЬег$ ой аЙ {Ве здуеа 
ргоЫетя; т уоиг еИсг спс1о- 
зе ап ипбатред зеМадаге-- 
зе4 епуеоре — ме зВаЙ изе 
11 №ю зеп@ уоц Ше соггесноп 
гези. Аё Ше еп оЁ {Те аса- 
Четю уеаг ме зат ир. е 
гезиНз оЁ Че Куалё ргоЫет 
сос. И уоц Ваус ап огр 
па! ргоШет {© ргорозе (ог 
рибЁсайоп, реазе зеп9 и ® 
из иодег 5ерага4е соуег, т м0 
сорез (м Кизчап ог м Еле- 
155), шошатши Фе зошбоп. 
Оп Ч1е епуеоре “гие М№МЕМ 
РВОВЕЕМ 1№ РНУЗ!$ (ог 
МАТНЕМАТ!С$). Реазе реше 
уоцшг пате ап а@4гезз т 
ЫосК 1еНегз. 


№М966. Докажите, что любой 
треугольник можно разрезать 
отрезками на четыре куска. 
из которых можно составить 
два подобных ему треуголь- 
ника. 


№990. ТЬгее ракулзе зКеу’ Ипез, по утиНапеоц у рагаЦе! ю 
апу рапе, аге уеп шт зрасе. Но\х тапу рагаПейриредопз 
аге {Теге зисН {Вай {Мезе {Штее Ипез 
а) раяз фНгоциВ Из ейкез, 
Ъ) разз 1НгоиаН Из едрез ог \тоинНн Фа#опа!5 0 Из Гасез. 
с) сопымп 6 оЁ 115 уегисез? 

й . У. №. Биьгооз 


2998. А зЮег $195 дом Ш гот а ШЕВ топтйат а Ще 
сзаБИзвей хеюсйу о. ТВе тоигцаш богтз Не апе и МИН Ме 
Вотхоп ап {Неп зтоо{ Шу 1еуе1з оц. Ном ши Ме зНег шсйпе 
35 Боду 50 а$ пой {10 [а аз 13 фтадесфогу 1еуе5 0\{? И тау Бе 
аззитей {Йа (Ве 1еусШая оц 15 уегу гар!9. ТНе зКетг‘5 таз5 
#3 М. Ах Гасйоп 13 пекирЫе. 

А. М. Зепиопой 


Р999- А засК ог тазз пи Че Бу ап тпаазис меанВИез5 горе 
+0 а засК о! пазз 1, зИЧся оп а зтооё В Коггопйа1 1аЫе. ТНе горе 
раззез ИтоцеН а зтаЙ Нос ше чаЫе (зе Явиге Рис. 1). 
Тве 1епе\ оЁГ {№е горе 13 Г, Не Нешвь оЁ Те 1аЫе 13 Н, мНеге 
Н<1Т.. То \зВаф Ване Ш Че засК т, зе а Мег соШашь 
УИ Не Йоог, И а Ще ниша] тотелё {Те епихге горе угаз оп Ве 
4аЫе ап Фе засК$ \уеге`тоЙотезз? 

С. Г. Кмет 


Р1000. Тне сиггепе 1 Поза м {Пе сшсий сопзиииед Бу 4 едвез 
оф а сиЪе (ее #виге Рис. 2) сгеа{ез а табпейс Йе!4 о? тдцсНоп 
Во аЕ {Ме сибе’з сепёге. ЕтЯ@ Ме таяпИиде ап атесиоп оЁ 
те тайпейс шдисНоп уестог айзште аё Те сибе'$ сепёге уВеп 
\\е зате сиггем } Йо\муз а\опя \Ме сгсии, сопз1зМ ия о? б еяез 
(Рис. 3). 

М. М. Тзурт 


Р1001. Ап цосВасхед тем Ис зой@ зрНеге \а5 р]асей т п 
ипИогт ееситс И \М!реп Те йе! мга$ сигпед ой, Пе атоцие 
ог Неаф @ маз Шегайед пп Те звеге. Ном тисК Неа ууош@ 
Науе Бееп ИБекафей 11 а зрНеге оЁ Фес 1опяег газ? 

$. 5. Кгоои 


Р1002. А рот ИрН% зоигсе 13 расе аё {Те 41 апсе Г, {хот {Ве 
зстееп. А сопуегееп\ 1епз ой Госа! @1апсе Р>(Г./4) рагаПе! © 
\\1е эсгееп Ш тоуеЯ Бебмесп Те 5оитсе ап@ (Не зсгееп. Рог у’Ваф 
розоп о? {Ве }епз Ш Ве Фатесг ой Ше ип пои$ 5роё оп {с 
зсгееп Бе пипнта]? 

р. Уи. Спвомеи 


Решения задач 


мМ966 — М970; «978 — Ф982 


Если сумма площадей двух треугольников, подоб- 
ных данному с коэффициентами А, и КЁ», равна 
площади данного, то А? Е? =1. На рисунке пока- 
заны два разрезания для самых известных дробей, 
удовлетворяющих этому условию — Ё—=3/5, 
Е=4/5 (стороны исходного треугольника разби- 
ты на 5 равных частей). 

: Н. Б. Васильев 


` м9вт. | ор через (п) 
‚симму всех натуральных де- 
_ лителей числа п (включая 1 
:- м п) в через ч(п} — количе- 

ство чисел. меньших числа п 
; и взаимно простых с ним. До- 
' кажите, что для любого нату- 
' рального п>2 


о(п) +44) >2п. 


1 М968. Гри многоугольника в 
` пространстве расположены 
` так, что их плоскости пересе- 
{ каются в одной точке О. 

`@) Докажите, что найдется 


: плоскость, проекции на кото- 
’ рую этих трех многоугольни- 
° ков имеют равные площади. 

6) Сколько будет таких плос- 
* костей, проходящих через точ- 
` ку О? 


Рис. 1. 


— к” 
Рис. 2. 


> 
т, 


№969. Докажите неравенство 
для а, 6, с>0: 
а‘ 5 
аа ь? Бес? 
сз ас 
Е с са-а? > 3 у 
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Пусть 1=4,<...< 4 ==п — все делители числа п. 
Среди натуральных чисел, не превосходящих‘ п, 
количество кратных 4: равно п/4. поэтому общее 
количество чисел, не взаимно простых с п, равное 
п—Ф(?), не больше суммы 


+ па аки + ав-2+.. +4, =о(п)—п 
(ибо п/4, =4»,, п/42=4_ь, -..). Таким образом, 
п— (п) Зо (®)— п, 


откуда и следует доказываемое неравенство. 
Отметим, что для простого р наша оценка точна: 


0(р)=р-+1, ф(р)=рр—1, о(р)Ефр)=2р. 
В. Ф. Лев 


® 


Сопоставим многоугольнику М вектор т, перпен- 
дикулярный плоскости многоугольника и равный _ 


по длине площади многоугольника. Тогда площадь 


проекции М на любую плоскость а равна длине 
проекции т на прямую а, перпендикулярную а 
(площадь М при проекции умножается на косинус _ 
угла между а и плоскостью М, а длина вектора 


т — на косинус угла между вектором и прямой а, | 


но эти углы, очевидно, равны: см. рисунок 1). 


ме ы 
Отложим от точки О векторы ти, то и ть, соот- 


ветствующие данным многоугольникам; их концы 


и точка О не лежат в одной плоскости. В силу ска-_ 


занного выше условию задачи а) удовлетворяет 


плоскость, проходящая через концы этих векторов, 
поскольку их проекции на перпендикулярную ей. 
прямую совпадают. А так как длины проекций 


== -+ 
двух каких-либо векторов т и п на прямую равны 
тотда и только тогда, когда проекция т совпадает 
с проекцией п или —п, мы можем аналогично по- 
строить еще 3 такие плоскости, заменяя в тройке 
векторов Ш, шо, тз вектор Ш», или вектор т», 
или оба вместе на противоположные (рис. 2). Ясно, 
что эти 4 плоскости попарно непараллельны, и при 
этом любая плоскость, удовлетворяющая условию 


задачи а), должна быть параллельна одной из них... 
Таким образом, ответ в задаче 6) — 4 плоскости. | 
А. Онукян. Н. М. Седракян' 


Ф 
Заметим, что. 
а'— 6? с с’—а* 
а?-рав--ь? ть Бес? г сфса4+а — 
=(@а—Ь-+(6—с)-+(с—а)=0 


поэтому левую часть нашего неравенства можно 
переписать в виде 


а 5 3+ с: 


1 са’ 
аа а? аб 6? Е: " а) ©) 


А поскольку а*-+ 65° =(а-+ Ба" —«а6- Ь?) и 


а* - 6+5 1 249*—2а64-0)__ 2—5 0 
а?аьЬ? 3 аа ара ь?” 


№970. На начальной останов- 
ке в автобус вошло 32 пасса- 
жира, которым нужно ехать 
до 32 разных остановок, рас- 
положенных на расстоянии 
1 км друг от друга. Водитель 
решил провести голосование: 
какие остановки отменить, а 
какие сохранить. Он называет 
остановки в некотором поряд- 
ке. Пассажир голосует за от- 
мену остановки, если он соби- 
рается ехать дальше, против, 
если собирается выходить на 
этой остановке, и воздержи- 
вается, если — раньше (не 
учитывая, что при дальней- 
шем голосовании могут отме- 
нить ц его остановку). Если за 
отмену подано больше голо- 
сов, чем против, остановку от- 
меняют, а тот (или те), кто хо- 
тел на ней выходить, решают 
ехать до ближайшей к ней из 
еще не отмененных (если та- 
ких две — до первой из них). 
Какое а) наименьшее, 6) наи- 
большее число остановок мо- 
жет сохраниться в зависимо- 
сти от порядка, в котором их 
называет водитель? 


первое слагаемое в (*) не меньше чем (а--5)/3; 
аналогично, второе — не меньше (Ь--с)/3, 
третье — (с-+а)/3, то есть все выражение (+) 
не меньше чем 
Буа ь , Вс, с-а\ _а-б-е 
ен) ее, 


что и требовалось доказать. 
Г Г. Алиханов 


Ф 

а) Ответ. 2. Две последние остановки сохраня- 
ются при любом порядке голосования: против 
последней никто не голосует, против предпослед- 
ней голосует один пассажир, а за нее — не меньше 
одного. Если водитель называет остановки в сле- 
дующем порядке номеров: 31, 32, 29, 30, 27, 
28, ..., 1,2, все остальные остановки отменят 
(см. таблицу). 

6) Ответ. 6. Пусть после голосования оста- 
лось неотмененными т остановок,и на 1-й из них, 
считая с конца, сошло а, пассажиров (например, 

=] — на последней, 32-й остановке, очевидно, 
сходит 1 пассажир). Тогда против отмены этой 
остановки проголосовало не больше а, пассажиров 
(ибо последующее голосование не могло уже изме- 
нить решения сойти на ней), а за отмену — не 
меньше а._,-+а._2+...--а,. Поскольку остановку 
не отменили, а.>а,_, фа.-2-...-а,. Пусть оста- 
лось т остановок, тогда 
32=а ал, +ат—2-...а, > 

2—2 (ат—1 -ат-— реа 
>22 (а®—2-+...а) 2..2” =2”—\№, 
и следовательно, т 6. 


Таблица 


Номер 
остановхы оротив 
отмены 


Е 
в 


К ыы 


| 
| 


Укажем такой порядок голосования, при кото- 
ром т —=6. Разобьем остановки, начиная с послед- 
ней, на 6 групп, состоящих из 1, 1, 2, 4, 8, 16 оста- 
новок. В каждой группе отметим одну остановку 
так, чтобы соседние отмеченные остановки были 
равноудалены от общей границы их групп, то есть 
остановки с номерами 32, 31, 30, 27, 22, 11 
(см. рисунок). Проведем голосование от конца к 
началу сперва по неотмеченным остановкам (лег- 
ко видеть, что их все отменяют), потом — по отме- 
ченным (за каждую из них проголосуют все пас- 
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$978. На жестком невесомом 
стержне АВС длины 31 закреп- 
лены два одинаковых грузика 
В и С так. как показано 
на рисунке 1: |АВ|--, ВСЕ 
—24{. Стержень подвешен за 
точку А к очень длинной не- 
весомой нити АО. В началь- 
ный момент стержень удержи- 
вают в горизонтальном поло- 
жении, и нить при этом вер- 
тикальна; затем стержень от- 
пускают. Какой будег ско- 
рость точки А в тог момент, 
когда стержень будет прохо- 
дить низшее положение? 


о о 


Рис. 1. 
ис. 2. 

ь Ус [# 
$979. В сосуде, имеющем фор- 
му двух «состыкованных» 
цилиндров одинаковой длины 
Ги Е площадями сечений 5 
ц а5 (<> 2), находится идеаль- 
ный газ. Посредине каждого 
цилиндра находятся поршни, 
соединенные жестким стерж- 
нем (см. рисунок): при этом 
давление в отсеке 1 равно р. 
в отсеке ПТ давление равно 
Вр. поршни находятся в равно- 
весии. К системе подвели теп- 
ло @ так, что температура 
возросла. оставаясь во всех от- 
секах одинаковой. Определи- 
те. как изменилось давление 
в отсеке [. Внутренняя энер- 
гия одного моля газа равна 
СТ (с — молярная теплоем- 
кость газа). Теплоемкости ци- 
линаров ин поршней пренебре- 
жимо малы, трением прене- 
бречь. 


сажиры ее группы, против — все пассажиры сле- 
дующих групп; поскольку 2*=1-+-1-+2-...-+2^-', 
число голосов за и против будет одинаковым и 
остановку не отменят). 

Проведенные рассуждения справедливы для лю- 
бого числа остановок; ответ в задаче 6) в об- 
щем случае — [1082 п] 1. 

С. Л. Елисеев 


К тому моменту, когда стержень будет про- 
ходить низшее положение, нить ОА очень сла- 
бо отклонится от вертикали (поскольку она очень 
длинная). Поэтому силу натяжения нити, дей- 
ствующую на стержень, можно считать все вре- 
мя вертикальной (горизонтальной ее составляющей 
можно пренебречь). Следовательно, горизонталь- 
ная составляющая импульса стержня остается 
неизменной, то есть равной нулю, и в низшем 
положении 


тов тис] > |5 Е] ьсЕ=ь. 


Значение и найдем из закона сохранения энергии: 
ти 
2(-^ ) та --Зтв т, 


откуда 
и—24/я1. 

Таким образом, в момент прохождения низше- 
го положения стержень вращается вокруг центра 
К отрезка ВС (рис. 2). 

При этом | АК |Е=2|ОВ|, и скорость точки А 

РА ,=20=4^/ 81. 
Г. Л. Коткин 


Ф 

Пусть У,, р, и х. — объем [-го отсека, давление 
н Число молей газа в нем. Полное число молей 
газа в сосуде у=у, +у.-+у.. Так как температура 
Т во всех отсеках одинакова, уравнение Мен- 
делеева — Клайперона дает 


РУ, РУ р-У = (у, Ну. Ну )АТ=уЕТ. (В) 
По этой же причине поршни не сместятся, так 
как при постоянных объемах отношение давле- 
ний в отсеках не меняется и в любой момент 
времени будет выполнено условие равновесия 
(рз— р.) $ (р›—р)5=0. 
Используя условие р.—=Вр., из (2) находим 


а8—1 
РР от. 


(2) 


(3) 
Из (3) видно, что задача имеет смысл лишь при 
аВ>1, так как давление должно быть положи- 
тельным. Подставляя р. и р. в (1), находим связь 
между давлением в первом отсеке и температу- 
рой: 
уГА(е—1) 
а * (4) 
8Ко:8— №) 
Поскольку разность конечной и начальной тем- 


а 
А. 
Ч. 
|: 
В. - 


Ф980. Четыре одинаковых ме- 
таллических пластины пло- 
щади 5 каждая г зарядами 
9,. —91. 9: —9» установлены 
параллельно друг другу на 
расстоянии 4 одна от другой 
(рие. 1; 4 много меньше ли- 
нейных размеров пластин). 
Внешние пластины 1 и 4 сое- 
диняют проводником. Найти 
разность потенциалов между 
пластинами 2 и 3. 


Ф981. На груз массы М. ви- 
сящий на пружине, кладут 
груз массы т (см. рисунок), 
удерживая груз М в первоно- 
чальном положении, а затем 
грузы отпускают. Найти мак- 
симальную силу, действую- 
щую на груз т со стороны 
гриза М. 


Е 
э 
=) 


=. 


ператур ^Т== 3 ‚ из (4) для изменения давления 
Ар имеем 
_ @Ва—0 

р— с<ЗЦа8— | ь 

В. С. Фадин 
а 
После соединения пластин 1 и 4 проводником, 
разность потенциалов между ними И,. будет рав- 
на нулю. При этом распределение зарядов на 
пластинах и электрических полей между ними 


будет таким, как показано на рисунке 2. 
А Н Ра уд 
Ин=Е4—Е.А-Е.4= 5 (а.— @з +9-) =0. 


Из закона сохранения заряда на пластинах 2 и 3 
следует: 


[* а а 
9, —9, 9, -9 —9;—9; 9. 9; —84. 
Рис. 1. мн 
а'+9:=9, 92+93=4.», 
откуда 
4з= я. 


Следовательно, разность потенциалов между пла- 
стинами 2 и 3 равна 


— —а— 9149 
Из= 50$ а= 32$ 4. 


Г. В. Федотович 
Ф : 
Для того чтобы определить силу №, действую- 
щую на перегрузок т со стороны груза М. вос- 
пользуемся вторым законом Ньютона для движе- 
ния перегрузка: 


та=ти— М. 
После того как грузы отпустили, они совер- 
лают гармонические колебания (как один груз 
массы М-+т). Значит, ускорение а периодически 
изменяет свое направление. Сила 

М№М=т(Е—а) 
будет максимальна в момент, когда ускорение 
имеет максимальную абсолютную величину и 
направлено вверх, то есть в момент наиболь- 
шего растяжения пружины. Для определения 
ускорения используем второй закон Ньютона 
для движения груза с перегрузком: 

(М-та=М-+туЕ—х. (1) 

Максимальное значение х„.,. найдем с помощью 
закона сохранения энергии (учитывая, что в мо- 
мент максимального растяжения пружины ско- 
рость груза равна нулю): 


Ф982. Как известно, предель- 
' ный размер различимой дета- 
ли изображения на кцноплен- 
| ке определяется размерами 
' красталликов  светочивстви- 
„ тельного слоя. С уменьшением 
' размера кристалликов чет- 
кость изображения растет. 
) Оцените предельный размер 
' кристалликов. при котором 
1 зритель перестает замечать 
} рост четкости изображения на 
' экране кинозала. Предполага- 
} ется, что вы хорошо представ- 
 ляете- явление, можете сами 
| задать необходимые для ре- 
{ шения величины, выбрать 9о- 
| статочно правильные числен- 
} ные значения в получить нис- 
‚ ленный результат. 


| | 1Н 
——. 
| Экран 
| 
: 
Г 
%9 
] + 
' Г в 
НЕ. Плёнка 
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АМ-етуех 8 = АМтдах и их, (2) 


где хо — удлинение пружины без перегрузка 
т. Учитывая, что №х,=МЕ, из (2) получаем: 
КХи.х=(М--2т)а. Подставляя это значение в (1), 


находим максимальное значение ускорения — 
т т 
[ак | утв — мт 8» 
и зная в.,, находим М ьх: 
М-+2т 
№ „.=тя- =. 
м М-+т П. И. Зубков 
Ф 
В случае простейшей проекционной киноуста- 
новки Изображение на экране создается в 


результате прохождения через кинопленку рас- 
ходящегося светового пучка, обеспечивающего 
необходимое увеличение кадра. При этом важ- 
но отсутствие линейных искажений на экране. 
Это значит, что отношение размера АН детали 
на пленке к размеру Л всего кадра должно 
быть точно таким же, как и отношение раз- 
мера АН изображения этой детали на экране к 
размеру Н всего изображения кадра на экране, 


то есть 
__ АН 


Пусть АН — а. размер детали, еще 
различимой глазом зрителя с расстояния [, Н — 
размер экрана, совладающий с размером изобра- 
жения кадра на нем, АА — минимальный раз- 
мер детали на кинопленке, совпадающий с раз- 
мером светочувствительного кристаллика («зер- 
на») фотоэмульсии, й — размер кадра на пленке 
(см. рисунок). 

Отношение АН/{ определяется так называемым 
«угловым разрешением глаза» зрителя, то есть 
минимальным углом 6, на границах которого 
глаз разделяет (видит неслившимися) две точки 
или две линии. Величину этого угла несложно 
оценить. Вспомним, например, посещение кабине- 
та врача-окулиста: с расстояния нескольких мет- 
ров, рассматривая таблицу букв так же, как мы 
смотрим кино, мы различаем детали букв, не 
меньшие нескольких миллиметров; то есть по по- 
рядку величины угол 0 равен 


о — —10* 


Таким образом, АН 16, и 
м0 


АВВ р. 

При А=1 см, [20 м, Н==5 м, 0—10-* для 

минимального размера кристалликов фотоэмуль- 

сии, за пределами которого зритель перестает 

замечать рост четкости изображения на экране, 
получаем 


АР —0,04 мм. 


Эта оценка вполне согласуется с известными 
параметрами кинофотоматериалов. 
Г. В. Меледин 


орала, 


Микрокалькуляторы 
в картинках 
{Рисунки Н. Чернуского} 
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Искусство программирования 


Программирование 
на микро- 


калькуляторе: 
игры 


Л. Н. СИСТЕПСКИЙ 


Статья предназначена в первую очередь для 
девятиклассников, изучающих курс основ ин- 
форматики и вычислигельной техники и имею- 
ших доступ к программируемому микрокаль- 
кулятору, но будет интересна также ц всем, 
кто пользуется таким микрокалькулягором. 


В течение учебного года вы научи- 
лись писать программы на алгорит- 
мическом языке. На страницах жур- 
нала «Квант» мы объяснили, как 
транслировать эти программы в коды 
программируемого микрокалькулято- 
ра (см. «Квант», 1985, №№ 2, 3). Эти 
навыки позволяют вам пользоваться 
вашим калькулятором и для решения 
школьных задач из курса матема- 
тики, например находить корни ал- 
гебраических уравнений. 

Но это дело будущего. А сейчас, 
перед летними каникулами, мы пред- 
лагаем вам отвлечься от математи- 
ческих задач и поиграть в игры с 
помощью вашего программируемого 
микрокалькулятора. 


Игра Баше 


Из кучи, содержащей р предметов, 
например спичек, два игрока по оче- 
реди берут некоторое количество спи- 
чек. За один раз можно взять не 
менее одной и не более К спичек. 
Число К (лучше выбрать его намного 
меньше р) устанавливается игроками 
заранее. Проигрывает тот, кому при- 
дется взять последнюю спичку. 
Введите в машинку программу, дан- 
ную в таблице 1, обзаведясь пред- 
варительно набором спичек, пуговиц 
или других предметов, и, внимательно 
прочтя инструкцию, начните игру. 
Можете играть с машиной один на 
один. Убедившись, что машина ‘— 
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сильный партнер, позовите на помощь 
товарища и попробуйте сообща сыг- 
рать против машины. 

Инструкция 

1. Ввести программу В/О. 

2. 1 ТИТ Е их 1/8. 

3. п СП (>), Е С/И ©). 

4. Если первый ход делает мащина, то 
СЛ (количество спичек, взятых машиной), 


ввести ваш ход С/Й (ход машины) н опять 
ваш ход и т. д. 

5. Если первый ход хотите делать вы, то 
зредите число взятых вами спичек. С/И (от- 


ветный ход машины). ваш ход С/И (ход ма- 
шины) и т. д. 


6. Для вовой игры: В/О и идти к п. 3 
инструкции. 

Задачи 

1 (для любителей математики). Для данных 
риЁ иайдите выигрьышную стратегию в игре 
Баше. 

2* (для любителей программирования). По- 
пробуйте расшифровать стратегию машинки. 


Баллистическая игра 


Изобразите на клетчатой бумаге си- 
стему координат, причудливый пей- 
заж и два города глупцов, враж- 
дующих между собой (рисунок). 
В пределах каждого города устано- 
вите стартовую прощадку и отметьте 
точками положения орудий (пушек), 
из которых неразумные жители враж- 
дующих городов обстреливают друг 
друга хлопушками. Введите в машину 
программу из таблицы 2, нажмите 
В/О, введите данные согласно ин- 
струкции. 


Таблица 1 


Таблица 2 


Инструкция 

1. Ввести программу. Переключатель меры 
угла перевести в положение Г (градусы). 
В/О; 

2. Ввести данные: 
У; ПЦы; п 2; а; ПЗ; У,, П 4; 55; П 5; 
2; И 6; 1; П 8: 5; /—;; НЭ: Х,; ПА; Х.; ПС. 

3. С/ п; 

4. Результаты: ИП А (х,) ИП В (т,) ИЦ С 
(Х.) ИНД (у.) 

5. Далее. к п. 3 ниструкции- 

Смысл данных следующий: : 
У, — ордината пушки первого города (слева); 
„, — начальная скоростБ хлопушки. вы- 
летающей из этой пушки; 
а} — угол прицела первой пушки (см. рисунок) 
в градусах; 


У. — ордината пушки, установленной во 
втором городе (справа); 

у2 — начальная скорость хлопушки второй 
пушки; 


а2 — угол прицела второй пушки (см. рисунок) 
в градусах; 


Х, — абсцисса пушки первого города; 
Х. — абсцисса пушки второго города. 
Запустите программу клавишей 


С/П. В регистрах А и В будут за- 
несены абсцисса и ордината первой 
хлопущки через 1 секунду после вы- 
стрела, а в регистрах С,Д — абецис- 
са и ордината хлопушки, выпущенной 
из второго города. Нажав С/П, вы 
получите положения хлопушки еще 
через 1 секунду и т. д. Пока машина 
вычисляет, отмечайте положения хло- 
пушек на чертеже. Выигрывает тот 
глупец, кто (первым) поразит стар- 
товую площадку соперника. 

В регистр 8 (см. инструкцию) перед 
началом игры заносится 1. Вы можете 
занести любое число $, меняя тем са- 
мым промежуток времени между от- 
дельными показаниями машинки 
(можно интересоваться положениями 
хлопушек не через каждую секунду, а 
через 2 секунды или 0,5 секунды 
и т. д.). В регистр 9 заносится ве- 
личина — #/2, где & — величина 
ускорения свободного падения в 
м/сек?. Мы положили &=10. Если 
глупцы живут не на Земле, а на 
Луне, то нужно выбрать & в 6 раз 
меньше. Короче говоря, вам представ- 
ляется широкий диапазон для фан- 
тазии о возможных безобразиях глуп- 
цов. Тот, кто лучше разбирается в 
физике и усвоил законы движения, по- 
лучит хорошую возможность модели- 
рования процесса движения тела в по- 
ле тяготения. 
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Цолупроводниковые элементы вычислительной техники 
мя 

у 

\ хх 


Х. Заключение. Полупроводниковые 
элементы будущих ЭВМ 


Доктор физико-математических наук М. Е. ЛЕВИ НШТЕИН, 
кандидат физико-математических наук Г. С. СИМИН 


Полупроводниковые элементы, на основе которых рабо- 
тают современные ЭВМ, достигли высокой степени со- 
вершенства. Время их переключения составляет стомил- 
лионные доли секунды. Размеры их так малы, что на 
кремниевой пластинке размером 5Ж5 мм помещаются 
сотни тысяч транзисторов — полевых или биполярных. 

Современные ЭВМ способны управлять космическими 
аппаратами и ставить диагноз больному, доказывать 
математические теоремы и руководить предприятиями, 
переводить научные тексты и планировать перевозки 
в масштабах целой страны. 

Однако существуют задачи, которые пока что не под 
силу даже самым мощным из нынешиих ЭВМ. Напри- 
мер, чтобы составить удовлетворительный прогноз пого- 
ды на завтрашний день, провести очень точный расчет 
поведения самолета в воздушном потоке или электронов 
в твердом теле, необходимы ЭВМ с быстродействием 
порядка 1 триллиона операций в секунду. И для такнх 
ЭВМ, разработка которых ведется уже сейчас, понадо- 
бятся новые, более совершенные элементы. 

Совершенствование элементов ЭВМ происходит сразу в 
нескольких направлениях. Улучшаются параметры би- 
полярных и полевых транзисторов, создаются и испы- 
тываются новые переключательные элементы, предла- 
гаются и проходят всестороннюю проверку новые спосо- 
бы объединения переключательных элементов в Сверх- 
большие и Сверхскоростные Интегральные Схемы. 


Совершенствование существующих элементов ЭВМ 


Из принципа работы биполярных и полевых тран- 
зисторов (см. заметки И и И! настоящей серии в «Кван- 
те» № 10, 11, 1985 г.) следует, что скорость переклю- 
чения этих элементов тем выше, чем меньше их размеры 
и чем больше подвижность носителей тока в полупровод- 
нике, из которого они изготовлены. 

Поэтому совершенствование существующих элементов 
ЭВМ -— биполярных и полевых транзисторов — идет 
двумя основными путями. Создаются новые технологи- 
ческие процессы, позволяющие получать транзисторы с 
возможно меньшей толщиной базы (биполярный тран- 
зистор) или возможно более коротким каналом (поле- 
вой транзистор). Идет поиск новых материалов г боль- 
шой подвижностью носителей для изготовления транзи- 
сторов. 

Современные технологические процессы позволяют 
под контролем ЭВМ наращивать слои полупроводнико- 
вого материала толщичой в один-единственный атомный 
слой. Практически созданы и проходят испытания при- 
боры с толщинами рабочих элементов 10—15А (рис. 2). 
Созданы биполярные транзисторы с толщиной базы 
—0,1 мкм и полевые — < длиной затвора 0,15 ‘мкм. 
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Рис. 1. В таких установках 
на тонких пленках монокри- 
сталлических полупроводни- 
ков наращиваются очень чи- 
стые бездефектные слои тол- 
щиной 0,05—10 мкм, обла- 
дающие всеми свойствами, не- 
обходимыми для создания 
БИС. 


Рис. 2. Структура из- чере- 
дующихся слоев двух разных 
полупроводников. выращен- 
ных друг на друге. На элект- 
ронной микрофотографии 
каждая темная зона состоит 
из шести атомных плоскостей 
СаАз, каждая светлая — из 
четырех атомных плоскостей 
А|; _„Са,Ав. Обратите внима- 
ние на четкие гракицы меж- 
ду полосками, характеризую- 
щие точность, с которой регу- 
лируется толщина слоев при 
выращивании. 


Рис. 3. 
ванная стриктура. Атомы до- 
норной примеси (обозначе- 
ны ©) вводятся в материал 1 
(СаА1Аз). Они создают в этом 
материале свободные электро- 


Селективно-дегиро- 


ны (обозначены ®). Часть 


электронов переходит в по- 
лоску материала 2 (СаАз), где 
создается достаточно большая 
концентрация электронов г 
высокой подвижностью. 


см 
Вс 
106 
2 
10° 
10 . 


10 Ю ТК 


Рис. 4. Зависимость подвиж- 
ности от температуры: 1 — 
в СаАз с концентрацией но- 
сителей 2. 10" см; 2 — 
в селективно-легированной 
стриктирес ще нтраНШй но- 
сителей -—-2 + 10! 


Исток Сток 
2777779. 


Сильнолегированньй бэ / д; 
{толщина 300- 500 


об ‘подвижностью 
190-100 А 1 спужещий камалом 
полевого тромзистора 


Чисть в бэ Аз 


Рис. 5. Полевой транзистор на 
основе селективно-легирован- 
ной структуры. На границе 
сильно легированного СаА1Аз 
и СаАз создается селективно- 
легированный слой с высокой 
подвижностью —электронов- 


Оптическая ИС содержит по- 
лупроводниковый лазер и 36 
полевых транзисторов, предна- 
значенных для ввода в свето- 
вой луч логической информа- 
ции. Сигнал, переданный ла- 
зером, улавливается другими 
кристаллами ЭВМ, где он 
вновь превращается в элект- 
рический. Один луч лазера за- 
меняет сотни проводников, ко- 
торые необходимо протянуть 
между БИС. образующими 
большие ЭВМ. 


Новые материалы для изготовления транзисторов раз- 
рабатываются сейчас главным образом на основе селек- 
тивно-легированных структур. За этим новым даже для 
специалистов термином скрывается такая красивая и 
плодотворная идея, что мы расскажем об этих структу- 
рах подробнее. 

Как известно из школьного курса физики, подвижность 
иосителей тока зависнт от того, как часто они испытывают 
столкиовения при движенни внутри кристалла. Чем эти столк- 
новения реже, тем выше подвижность электронов и дырок. 

Важным источником столкновений являются примеси, су- 
ществующие в полупроводниковом кристалле. Чем меньше 
примесей содержит полупроводннк, тем выше в нем подвиж- 
ность носителей. Таким образом, казалось бы, ясно, в чем дол- 
жен состоять главный путь совершенствования полупроводни- 
ковых материалов,— в максимальиой очистке от примесей. 

Дело, однако, обстоит не так просто. Для создания полевых 
и биполяриых транзисторов требуется материал с довольно 
высокой концентрацией свободных носителей (--2 . 10'7 ем 73). 
А свободные носители в полупроводнике возникают при вве- 
дении в него примесей. Электроны — прн введении донорской 
примеси, дырки — акцепторной. Получается заколдованный 
круг: хочешь иметь в полупроводнике желаемую концентрацию 
носителей — вводи примеси. А введешь примесь,— пони- 
зится подвижность. 

Идея селективио-легированных структур состоит в том, что- 
бы пространственно разделить примеси и носители, ноторые 
благодаря этим примесям создаются. Примесь (например, до- 
норная) вводится в полосу материала 1 (рис. 3). Возникшие 
электроны переходят в расположенную в непосредственной 
близости полоску материала 2, в которую примесь не вводится. 
И полоска материала 2. содержащая электроны, но не содержа- 
щая примеси, служит каналом полевого транзистора. (Такие 
структуры поэтому нногда называют еще и структурами с 
простраиственным переходом электронов.) 

Разумеется, не любые два материала годятся для изготовле- 
ния такого «бутерброда», или, как часто говорят, «сэндвич- 
структуры». Заслуга исследователей, предложивших структуру 
о селективным легированнем, и состоит в том, что они поняли, 
какие именно материалы могут образовать пару с желаемыми 
свойствамн. Ими оказались СаАз и тройиое соединение СаА1Аз. 

На основе селективно-легированных структур, исполь- 
зующих свойства гетероперехода СаАз/СаА]Аз уже соз- 
даны полевые транзисторы с уникальными свойствами. 
Время переключения их составляет 0,01 нс, а энергия, 
потребляемая при переключении,— всего 10 фДж 
(1 ФДж (читается фемтоджоуль) =10-—"° Дж). 

Какой большой выигрыш в подвижности позволяет 
получнть использование — селективно-легированных 
структур, можно видеть из рис. 4. 

На рис. 5 показан полевой транзистор. выполненный 
на основе селективно- легированной структуры. При кон- 
центрации электронов в канале полевого транзистора 
-=2 ‹ 107 см-3 подвижность их выше, чем в СаАз-тран- 
зисторе примерно в 2 раза при комнатной температуре 
(300 К) и примерно в 100 раз при температуре 80 К. 

Помимо структуры СаА5/СаА]Аз, исследуются воз- 
можности создания полевых транзисторов на основе дру- 
гих селективно-легированных структур. 


Создание новых элементов для ЭВМ будущих 
поколений 

Объемные интегральные схемы. Сегодня на кремние- 
вой пластине размером 5Ж5 мм удается разместить до 
500 000 транзисторов. Предполагается, что к концу 80-х 
годов на кремниевой (и арсенид-галлиевой) пластине та- 
кого же размера будет размещаться несколько миллио- 
нов транзисторов. Однако для ЭВМ будущих поколений 
даже такая огромная плостность упаковки окажется 
недостаточной. Поэтому уже сейчас ведется работа над 
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созданием интегральных схем нового типа — объемных 
ИС, каждая из которых должна содержать десятки и 
сотни миллионов полупроводниковых приборов. 

Объемиая ИС напоминает слоеный пирог. Каждый 
слой этого пирога —- уже знакомая нам плоская ИС. 

После того как заканчивается формирование обычной 
плоской ИС на полупроводниковой пластине: изготавли- 
ваются все транзисторы, соединения между ними, внеш- 
ние выводы и т. д_, сверху наращивается слой дизлектри- 
ка. Затем поверх диэлектрика наращивается слой полу- 
проводника. На этом полупроводниковом слое создается 
вторая ИС ит. д. 

В корпус помещается теперь не пластинка, а ‹кубик», 
содержащий много ИС. При этом соединения между 
плоскими ИС выполняются внутри *«кубикаь сразу в 
процессе изготовления объемной ИС. В результате число 
внешних соединений резко уменышается. Возрастает на- 
дежность и уменышается стоимость схемы. 

Полупроводниковые элементы оптических ЭВМ. 
В ЭВМ информация, как мы знаем, хранится и обра- 
батывается в виде электрических сигналов. Однако уже 
с середины 70-х годов начались работы по созданию 
ЭВМ совсем иного типа — оптических ЭВМ. 

В современных ЭВМ «нулю» и чединице» — двум 
числам, с помощью которых записывается вся хранимая 
и перерабатываемая машиной информация, условно 
соответствуют закрытое и открытое состояние транзисто- 
ров. В проектируемых оптических ЭВМ зединице» соот- 
ветствует прохождение света через оптическую ячейку, 
«нулю» — поглощение света в ячейке. 

Предполагается, что луч полупроводникового лазера, 
введенный в световод (рис. 6), будет направляться к 
полунпроводниковым оптическим ячейкам, прозрачность 
которых может изменяться десятки миллиардов раз в 
секунду с малыми затратами энергии. 


Удивительные элементы совершенно необычных ЭВМ 


Природа подсказывает нам, что увеличение быстро- 
действия — не единственный путь усовершенствоваиия 
интеллектуальных возможностей ЭВМ. Клетки челове- 
ческого мозга — нейроны — переключаются за время, 
приблизительно в миллион раз большее, чем «клетки» 
современных ЭВМ. Однако именно Человек изобрел и 
ЭВМ и очень многие другие замечательные вещи. 

Как устроен человеческий мозг, почему он работает 
с такой замечательной эффективностью — эти вопросы 
интенсивно изучаются и еще очень далеки от разреше- 
ния. Однако уже сегодня сделаны первые шаги по 
созданию биомолекулярных ИС -— основы будущих био- 
логических ЭВМ. Запатентован метод изготовления ИС 
на основе белкового материала — полилизина. Созданы 
молекулярные переключатели, белковые полевые тран- 
зисторы, биодатчики сигналов, срабатыгающих при 
ядерных, биологических или химических воздействиях. 
Нредполагается, что плотность упаковки элементов в 
таких биополимерных структурах приблизится к плот- 
ности упаковки структур, ответственных за фотосинтез 
в зеленых листьях растений и составит более миллиарда 
на 1 мм”. Есть основания надеяться, что биомолекуляр- 
ные ИС будут не изготавливать, а выращивать, как 
живую ткань. 

Зпрочем, если эти надежды оправдаются, такие эле- 
менты не будут иметь отношения к полупроводникам. 

Но в ближайшее десятилетие именно прогресс в 0б- 
ласти полупроводниковой электроники определит и уро- 
вень достижений п разработке современных ЭВМ. 
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Рис. 6. Полупроводниковый 
лазер на основе Са МАз с дли- 
ной волны —1 мкм. Справа — 
оптическое волокно диамет- 
ром примерйо 100 мкм, по ко- 
торому проходит излучение. 


ро 
‘ла 


о. 


АС 


Рис. 7. Одно из перспектив- 
ных направлений создания 
ЭВМ следующих поколений. 
основано на использовании яв- 


ления сверхпроводимости. 
В структурах из слоев сверх- 
проводника. разделенных 
пленкой диэлектрика («сэнд- 
вич- структуры»). при очень 
низких температурах наблю- 
дается эффект .Джозефсона- 
Такие структуры могут нахо- 
диться в двух устойчивых го- 
стояниях — в зависимости ог 
величины протекающего тока 
на них появляется или исче- 
зает электрическое напряже- 
ние. Этим способом удалось 
создать элементы памяти с 
быстродействием --0.01 нс и 
фантастически малым тепло- 
выделением -—<0.1 ФДж. На 
снимке показана часть ин- 

тегральной схемы, разрабо- 
танной п исследовательской 

лаборатории фирмы + ВМ». в 
которию входят 2048 сверх- 
проводящих ячеек памяти. 


ПНрактнкум абитуриента 


© 


Электромагнитная 
индукция 


Доктор физико-матеметических наук 
С. М. КОЗЕЛ 


Явление электромагнитной индукции 
было открыто Фарадеем в 1831 году. 
Это открытие показало, что между 
электрическим и магнитным полями 
имеется тесная связь — изменяющее- 
ся во времени магнитное поле по- 
рождает электрическое. Примерно че- 
рез 30 лет Максвеллу удалось пока- 
зать, что изменяющееся электрическое 
поле в свою очередь порождает маг- 
нитное. В этих двух великих открыти- 
ях прошлого века заключена, по суще- 
ству, вся современная наука об элект- 
ромагнитных полях. Они позволили 
предсказать существование радио- 
волн, дать объяснение электромагнит- 
ной природы света. 

В результате многочисленных и раз- 
нообразных опытов Фарадей устано- 
вил количественную связь между ЭДС 
индукции #„„ди скоростью изменения 
магнитного потока Ф, пронизывающе- 
го замкнутый контур (закон Фарадея): 


АФ 
р нид— —— Аг * 


В более строгой математической за- 
писи “„„ выражается через первую 
производную ‚магнитного потока по 
времени: %„„„—= — Ф’(#. 

Опыты по электромагнитной индук- 
ции, поставленные Фарадеем, можно 
разделить на две группы. К, мервой 
группе относятся опыты с проводни- 
ками, движущимися в магнитном по- 
ле. В этом случае возникновение ЭДС 
индукции объясняется действием си- 
лы Лоренца. При движении провод- 
ника его свободные заряды движутся 
вместе с ним. Сила Лоренца, действую- 
щая на эти заряды, вызывает их пере- 
мещение относительно проводника. 

На рисунке 1 изображена схема од- 
ного из таких опытов. В магнитном 
поле постоянного магнита находится 
замкнутая проволочная рамка, в цепь 
которой включен гальванометр Г. 
Рамка удаляется со скоростью 0 от 
южного полюса магнита, а ее плос- 
кость. остается перпендикулярной оси 
магнита. При движении в рамке воз- 
никает индукционный ток. Формула 
Фарадея позволяет найти направле- 
ние индукционного тока, 

Вопрос 1. Каков физический 
смысл знака «—» в формуле для 
Я инае 

Для определения направления ин- 
дукционного тока нам необходимо 
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прежде всего задать положительное 
направление тока в рамке и направле- 
‚ ние положительной нормали к плоско- 
сти рамки (которая определяет знак 
магнитного потока). Эти два направ- 
‚ления должны быть согласованы по 
‚правилу правого винта (буравчика). 
Так, если на рисунке 1 выбрать на- 
. правление положительной нормали п 
к плоскости рамки слева направо, то 
положительное направление тока дол- 
жно быть выбрано против часовой 
стрелки (если смотреть на рамку со 
стороны магнита). При таком выборе 
магнитный поток, пронизывающий 
контур рамки, Ф>>0, но при удалении 
рамки от магнита поток уменьшается 
и, следовательно, АФ/А! << 0. Из зако- 
на Фарадея следует, что %“„„„>0. 
Если рамка обладает активным сопро- 
тивлением В, то индукционный ток 
1=%,„„./В>0. Это означает, что ток 
будет течь против часовой стрелки. 

Разобранное здесь правило знаков 
Часто ускользает от внимания абиту- 
риентов. А между тем знак +—» в за- 


коне Фарадея обеспечивает выполне-' 


ние закона сохранения энергии. В на- 
шем примере на каждый элемент рам- 
ки, по которому течет индукционный 
ток, будет действовать сила Ампера 


- Е. Горизонтальная составляющая этой 
силы направлена против движения 
рамки. Таким образом, в соответствии 

. с законом сохранения и превращения 

энергии рамка будет испытывать тор- 

можение, а в самой рамке будет Вы 
ляться джоулево тепло. 
Индукционный ток в рамке возни- 
кает не только при ее поступательном 
движении, но и. при вращении или 
деформации рамки в магнитном поле. 

Важно только, чтобы изменялся маг- 

нитный поток, пронизывающий рам- 


Положительное 
направление 


Опыт показывает, что если рамку 
оставить неподвижной, а перемешать 
магнит, то индукционные явления 
протекают точно так же, как и при 
движении рамки. Индукционный ток 
зависит только от относительного дви- 
жения рамки и магнита. Закон Фара- 
дея применим и в этом случае, однако 
объяснение явления теперь оказывает- 
ся совершеняо другим. В неподвиж- 
ных контурах сила Лоренца не может 
вызвать движения зарядов по провод- 
никам. Ответственным за возникнове- 
ние & „н.в этом случае является элек- 
трическое поле, возникающее при из- 
менении магнитного поля. Это поле 
называют вихревым, потому что, в от- 
личие от электростатического поля, 
его силовые линии могут быть замк- 
нуты. 

Вопрос 2. Какова количественная. 
связь вихревого электрического поля 
е Я? 

По определению электродвижущая 
сила равна работе сил, действующих 
на единичный положительный заряд 
при его перемещении по замкнутой 
траектории. В электростатическом по- 
ле эта работа всегда равна нулю (та- 
кие поля называют потенциальными). 
В вихревом электрическом поле она 
может быть отлична от нуля. Эта ра- 
бота и равна Я. 

В качестве примера рассмотрим 
магнитное поле между полюсами 
электромагнита (рис. 2). Пусть, для 
простоты, полюсы цилиндрические, 
так что магнитное поле в области, 
близкой к оси, можно считать одно- 
родным. Если магнитное поле будет 
изменяться со временем, то в зазоре 
электромагнита возникнет вихревое 
электрическое поле, силовые линии 
которого представляют собой концен- 


Рис. 2. 


трические окружности. Выделим 
окружность радиусом г. Работу вих- 
ревого электрического поля при пере- 
мещении единичного положительного 
заряда по этой окружности можно за- 
писать в виде 


Е {г)-Элк=а 9 „нд — Ее — ПК", 


Отсюда 


ПР 
Е {г) 2% - 

Направление линий напряженности 
Е вихревого электрического поля на 


рисунке 2 показано для случая, когда 


индукция В магнитного поля возрас- 
тает со временем. 

Представление о вихревом электри- 
ческом поле было введено Максвел- 
лом. По Максвеллу, сущность явления 
электромагнитной индукции состоит 
в возникновении вихревого электриче- 
ского поля, которое может возбуж- 
даться не обязательно в проводниках. 
Оно может возникнуть и в простран- 
стве, где нет никаких проводников. 
Вихревое электрическое поле, порож- 
денное изменяющимся магнитным по- 
лем, может проявиться в действии на 
отдельные заряженные частицы в ва- 


кууме, как, например, в ускорителе 
электронов — бетатроне (см. зада- 
чу 4). 


Рассмотрим теперь ряд задач на 
индукционные явления в движущих- 
ся и неподвижных проводниках. 

Задача 1. По двум вертикальным 
параллельным рейкам, замкнутым в 
верхней части через резистор с сопро- 
тивлением г= 1,1 Ом и батарею с ЭДС 
& =1 В. без трения скользит стержень 
СО, длина которого [=10 см и масса 
т —=10 г (рис. 3). Система находится 
в однородном магнитном _поле с ин- 


дукцией В=1 Тл. Вектор В перпенди- 
кулярен плоскости чертежа и направ- 
лен к читателю. Найдите установив- 
шуюся скорость стержня. При каком 
соотношении между параметрами за- 
дачи установившаяся скорость будет 
направлена вверх? . 

Рассмотрим контур АСОК, заштри- 
хованный на рисунке 3. При движе- 
нии стержня в нем будет возникать 
„„„ За положительное направление 
тока в этом контуре выберем направ- 
ление против часовой стрелки. Тогда 
положительная нормаль к плоскости 
контура направлена к читателю и, 
следовательно, магнитный поток 


Рис. 3. 


Ф>>0. При движении стержня вниз 
магнитный поток через контур увели- 
чивается: АФ/А\>0. Если скорость 
падения обозначить через о, то # „„„= 
= — АФ/АЁ= — ШВ. 

Запишем теперь закон Ома для кон- 
тура АСОК: 

== — “— В. 

К этому уравнению нужно добавить 


условие постоянства скорости: при 
установившемся движении сила тя- 
жести тЯ компенсируется амперовой 
силой РЁ, действующей на стержень со 
стороны магнитного поля. Применяя 
правило левой руки, легко убедиться, 
что амперова сила будет направлена 
вверх тогда, когда ток в стержне течет 
справа налево, то есть при [< 0. Сле- 
довательно, 
та=Е= —1В. 


Отсюда 
1 ит | 
= г —# 
Подставляя числовые данные, най- 


дем: о=1 м/е> 0 — стержень действи- 
тельно движется вниз. 

Для того чтобы установившаяся 
скорость оказалась направленной 
вверх, должно выполняться условие 


#> = В. 


Обратим внимание на то, что из 
написанных формул вытекает очень 
важное энергетическое соотношение: 

Ре = — “рыВ!= — %#1+- тво. 
Джоулево тепло Г’г, выделяющееся 
в единицу времени на сопротивле- 
нии г, равно сумме работ батареи 
— 41 (эта работа положительна, так 
как 1<0) и силы тяжести твои за 
это же время. Магнитное поле рабо- 
ты не совершает! 
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Задача 2. В однородном магнит- 
ном поле с индукцией В=0,1 Гл нахо- 
дится плоская проволочная рамка 
площадью $ = 100 см? так, что ее плос- 
кость перпендикулярна линиям ин- 
дукции. Рамка замкнута на гальвано- 
метр Г. На какой угол повернули 
рамку, если при повороте через 
гальванометр протек заряд 9 — 
—10`° Кл? Полное сопротивление 
рамки вместе с  гальванометром 
В=1 Ом. 

При повороте рамки возникает ЭДС 
индукции %“„„„= — ^Ф/А, и в рамке 
появляется ток 


1 Яд _ № 


ао В 
Вспомним, что знак +-» в этом соот- 
ношении определяет направление 
тока. 
Заряд, протекший через цепь галь- 
ванометра за время АЁ есть 


да=1А = — тАФ. 


Отсюда следует, что полный заряд а 
будет определяться полным измене- 
нием магнитного потока при повороте 
рамки на угол $: 


Ф.—Ф, = — В$ (1 —с0$ $}; 


ф.—Ф В5 
а—— о =-= (1—с0$ ф). 
Подставляя числовые данные, полу- 
чим ф== 90°. 


Заметим, что результат не зависит 
от того, каким способом была повер- 
нута рамка — быстро или медленно, 
равномерно или нет. 

Вопрос 3. Будет ли зависеть от 
способа поворота рамки работа внеш- 
них сил? 

Утвердительный ответ на этот во- 
прос вытекает из того, что вилы, дей- 
ствующие на стороны рамки в маг- 


Траентория 
пылимни 


Рис. 4. 
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нитном поле, пропорциональны ин- 
дукционному току, то есть скорости 
изменения магнитного потока АФ/А ё. 
Таким образом, при быстрых поворо- 
тах рамки внешние силы должны со- 
вершать большую работу, чем при 
медленных. 

Задача 3. Внутри катушки на 
расстоянии г от ее оси находится по- 
ложительно заряженная пылинка, 
масса которой т и заряд ев (рис.4, а). 
Вначале ток в катушке равен нулю, 
и пылинка неподвижна. Затем в ка- 
тушке включили ток, и индукция маг- 
нитного поля в ней достигла величи- 
ны Ве. Предполагая, что за время 
нарастания магнитного поля смеще- 
ние пылинки пренебрежимо мало, 
найдите ее скорость и траекторию дви- 
жения в установившемся режиме. 
Поле в катушке считать однородным, 
силой тяжести и сопротивлением воз- 
духа пренебречь. 

В этой задаче обсуждается простей- 
шая модель индукционного ускорите- 
ля. Заряженная пылинка ускоряется 
вихревым электрическим полем, воз- 
никающим при изменении магнитного 
поля. Силовые линии электрического 
поля представляют собой концентри- 
ческие окружности с центром на оси 
катушки. Мы показали ранее, что 
электрическое поле на окружности 
радиусом г (рис. 4, 6) определяется 
соотношением 

г В 


Е 


Сила, действующая на пылинку, 
|Е|=е|Е|. Импульс этой силы за вре- 
мя АЁ равен (Р|] 4 =егАВ/2. Обратим 
внимание на то, что здесь, как и в за- 
даче 2, результат не зависит от харак- 
тера процесса и определяется только 
полным изменением магнитного пото- 
ка. Из яторого закона Ньютона най- 
дем изменение импульса пылинки, а 
значит, и ее скорость в установившем- 
ся режиме: 


ег 
=—— В а 
т 2т 0 


Последующее движение пылинки в 
однородном магнитном поле происхо- 
дит под действием силы Лоренца. По- 


‘скольку скорость пылинки перпенди- 


кулярна магнитным линиям, пылин- 
ка будет равномерно двигаться по 
окружности радиуса 


Задача 4. В ускорителе электро- 
нов — бетатроне — роль ускоряющего 
поля играет вихревое электрическое 
поле, возбуждаемое изменением маг- 
нитного потока, пронизывающего ор- 
биту электронов. Считая радиус орби- 
ты электронов неизменным, определи- 
те необходимое для этого в данный мо- 
мент времени соотношение между 
средним магнитным полем В.,, прони- 
зывающим орбиту электронов, и маг- 
нитным полем на орбите В. Магнитное 
поле параллельно оси симметрии ва- 
куумной камеры бетатрона. 

Физика этой задачи состоит в том, 
что вихревое электрическое поле Е и 
сообщаемая этим полем электрону 
скорость в определяются изменением 
среднего значения магнитного поля, 
пронизывающего орбиту, а сила Ло- 
ренца, удерживающая электрон, зави- 
сит от магнитного поля на самой ор- 
бите. 

Проводя те же рассуждения, что и 
при решении предыдущей задачи, за- 
пишем 

ыыы 


|= 5 ^№ 


Из условия движения электрона по 
орбите еоВ = то?/г получим 


(= 2» Вь»(1). 


В(й= ти РЕЯ Вер (#) 
ег 2 

Таким образом, для стабильной ра- 
боты бетатрона нужно, чтобы среднее 
магнитное поле внутри орбиты в лю- 
бой момент времени было в два раза 
больше поля на орбите. Следователь- 
но, магнитное поле в центральной час- 
ти орбиты должно быть больше, чем 
на самой орбите. Это достигается спе- 
циальным выбором конфигурации 
магнитов. 


В заключение рассмотрим интерес- 
ное применение закона электромаг- 
нитной индукции к сверхпроводящим 
катушкам. Сверхпроводники широко 
используются при создании сильных 
электромагнитов. В замкнутой сверх- 
проводящей обмотке ток может цирку- 
лировать длительное время без источ- 
ника энергии. 

Допустим, что у нас есть коротко- 
замкнутая рамка из сверхпроводника. 
Пусть ток в рамке равен нулю. Вне- 
сем рамку во внешнее однородное маг- 
нитное поле с индукцией В, направ- 


ленной перпендикулярно плоскости 
рамки. 


Вопрос 4. Какой магнитный по- 
ток пронизывает рамку? 

Надо отметить, что многие абиту- 
риенты отвечают на этот вопрос так: 
магнитный поток равен произведению 
В$, где $ — площадь рамки. Этот от- 
вет неверен. Правильный ответ со- 
стоит в том, что магнитный поток, 
пронизывающий рамку, по-прежнему 
будет равен нулю. Этот результат вы- 
текает из закона Фарадея. Действи- 
тельно, для сверхпроводящей замкну- 
той цепи закон Ома записывается в 
виде 0 = — АФ/ЛЕ. В левой части этого 
соотношения стоит падение напряже- 
ния на нулевом сопротивлении сверх- 
проводника, в правой — ЭДС индук- 
ции. Отсюда следует, что Ф = сопз%. 
Таким образом, замкнутый сверхпро- 
водящий контур является консервато- 
ром магнитного потока. Он сохраняет 
тот магнитный поток, который прони- 
зывал контур в момент перехода в 
сверхпроводящее состояние. Этот по- 
ток нельзя изменить никакими внеш- 
ними полями (до тех пор, пока сохра- 
няется сверхпроводимость). 

Физический механизм, обеспечи- 
вающий сохранение потока, состоит в 
том, что при изменении внешнего маг- 
нитного потока в контуре появляется 
индукционный ток, магнитное поле 
которого полностью компенсирует из- 
менение внешнего магнитного потока. 

Задача 5. На какую величину 
изменится ток в круговой петле из 
сверхпроводника, если надеть ее на 
длинный соленоид, который подклю- 
чен к батарее с ЭДС %, как показано 
на рисунке 5? Полное сопротивление 
цепи соленоида г, индуктивность пет- 
ли Г, индуктивность соленоида Г», 
его число витков М. 

Пусть о и Г — начальное и конеч- 
ное значения тока в петле. Заметим, 
что ток в соленоиде не изменяется и 
остается равным %/г, так что собст- 
венный магнитный поток соленоида 
равен Го’ /г. При этом каждый виток 
соленоида пронизывает магнитный 
поток [»„ ЯДгМ).Такой же поток (внеш- 
ний по отношению к петле) пронизы- 
вает и петлю, надетую на соленоид. 
Но полный магнитный поток в петле 
должен остаться неизменным. По- 
этому 

Г -+ 18 (ГМ) = М 
или 

0—1 == + 0% (ГМ). 
Двузначность в этих формулах связа- 
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на с двумя возможностями взаимной 
ориентации магнитных полей соле- 
ноида и петли. Знак «--» соответству- 
ет одинаковой ориентации полей, 
знак «—» — разной. В первом случае 
ток в петле после надевания ее на 
соленоид уменьшается, во втором — 
увеличивается. Картина магнитных 
линий, изображенная на рисунке 5, 
соответствует второму случаю. 


Упражнения 

1. По железнодорожным рельсам, изоли- 
рованным друг от друга, идет поезд со ско- 
ростью 2 =60 км/ч. Вертикальная составляю- 
щая магнитного поля Земли В=0,5.10-* Тя. 
Что покажет вольтметр, включенный между 
рельсами, в следующих случаях: а) поезд при- 
блнжается к прибору; 6) поезд проходит над 
прибором; в) поезд удаляется от прибора? Ши- 
‘рина колеи #=1,2 м. 

2. На железный цилиндрический сердечник, 
через который проходит однородное магнит- 
ное поле, создающее магинтный поток Ф= 
—Фо с05 «{, с00сио надето тонкое кольцо из 
диэлектрика радиусом ги площадью сечения 5. 
Определите напряженность электрического 'по- 
ля в диэлектрике. Какой ток протекал бы по 
кольцу, если бы оно было сделано из провод- 
ника с удельным сопротивленнем [? Индук- 
тивностью кольца пренебречь. 

3. Постоянное напряжение наслинии элек- 
тровоза # ==500 В. При движении электровоза 
со скоростью р=72 км/ч ток в обмотке элек- 
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Ф964. Ниже мы публикуем фамилии тех, 
кго прислал правильные решения остальных 
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цифры номеров решенных задач). 
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Рис. 5. 


тромотора 1=1000 А, ® пусковой ток И= 
== 2000 А. Какую силу тяги развивает электро- 
в03 при движении г указанной скоростью? 
Какой при этом КПД, электромотора? Считать, 
что разгон происходит без изменения сопро- 
тивления цепи электромотора (то есть без пуско- 
вого реостата). 

4. Простейшая динамомашина состоит из 
прямоугольной рамки площадью 5 в числом 
витков п и сопротивлением г. Рамка вращается 
в однородном магнитном поле с индукцией В. 
Определите средний момент сил, приложенных 
к рамке, и среднюю мощность. затрачиваемую 
на ее вращение. Динамомвшина работает на 
внешнюю нагрузку с сопротивлением В. 
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Е. Якуб (Бахчисарай) 48. 


Физика 

А. Абанов (Красноярск) 54, 66, 67; И. Абрам- 
чук (Винница) 58, 60; С. Анатольев (Ярославль) 
54, 55; В. Башкиров (Чебоксары) 55, 65; К. Бе- 
дов (Челябинск) 54—56, 60, 65, 67; С. Беловолов 
(Новосибирск) 65; И. Бена (Васлуй, СРР) 
54—56. 58, 66, 67; А. Беренгольц (Кишинев) 
54: С. Бобылев (Березники) 55, 56, 58. 60, 
65—67; С. Болдырев (Мытищи) 66, 67; Ю. Бо- 
ровский (Киев) 54—56, 58, 60, 66, 67; ИГ. Брен- 
нер (Хуст) 56; В. Быков (Киев) 54, 55; А. Быцко 
(Ленинград) 54, 55, 68; О. Верцимаха (Киев) 55; 
А. Гаек (Днепропетровск) 58; О. Гендельман 
(Харьков) 58, 63, 65—67; В. Гринберг (Москва) 
55; Д. Дементьев (Нальчик) 65; О. Денисов 


(Хабаровск) 55; А. Дода (Корсунь:Шевченков- 
ский) 56, 66, 67; В. Душацкий (Киев) 54, 56, 60, 
66; А. Дынникое (Жуковский) 54, 55, 58, 60, 63, 
65—67; Д. Ежиков (Мннск) 55; А. Жариков 
(Киев) 54—56, 58, 60, 65—67; 9. Жасцнас (Шяу- 
ляй) 66, 67; Д. Зайцев (Киев) 63; В. Зелов (Ново- 
сибирск) 54, 55, 58; Б. Зингерман (Самаркаид) 
54—56, 58, 67; И. Иванов (Калуга) 55, 56; 
С. Иванов (Уфа) 58, 66, 67; Р. Исаенко (Сыктыв- 
кар) 55, 63, 67; П. Кадурин (Киев) 55, 56; 
В. Калацкий (Солигорск) 55, 56, 58; В. Камень- 
кович (Харьков) 56; В. Кирьяшкин (Саратов) 
54, 56; П. Кларк (Тула) 55, 60, 63, 65—67; 
Ю. Кондратенко (Киев) 54; А. Краковский 
(Харьков) 56; Б. Крутов (Вороиеж) 54; А. Кура- 
чев (Новосибирск) 55, 63, 66; Д. Ладиков (Киев) 
54; В. Литвин (Днепропетровск) 55; Ю. Лобза- 
ков (Киев) 58, 60; А. Лобковский (п. Черного- 
ловка Московской обл.) 55, 58. 66; И. Лугач 
(Винница) 66; И. Луценко (Донецк) 54—56, 58, 
60, 63, 65—67; 11. Лушников (Москва) 54, 56, 58, 
60; О. Маров (Канев) 60; С. Маслов (Москва) 55, 
58, 65; В. Мелик-Алавердян (Ереван) 58, 60, 66; 
Т. Мисирпашаев (Москва) 55, 63, 65, 67; Л. Ми- 
тошерю (СРР) 54, 55; Е. Михалюк (Минск) 56; 
Д. Могилевцев (Шклов) 56, 66; А. Мудрик 
(Брест) 66, 67; С. Настенко (Киев) 60; А. Неда- 
чин (Киев) 54; Г. Николаишвили (Тбилиси) 
54—56, 58, 60, 65—67; С. Новиков (Херсон) 
56, 66; А. Оводенко (Донецк} 656, 58, 60, 66; 
В. Овчаров (Шостка) 55; О. Осауленко (Киев) 
55, 56, 58, 60; Р. Паламарчук (Нежии) 54, 55; 
А. Парецкий (Минск) 55, 58, 58, 60, 66, 67; 
Е. Петров (Минск) 54—56, 58, 60; А. Покров- 
ский (Киев) 68; Б. Полишук (Серпухов) 56; 
О. Посудневский (Береза) 54, 55, 58, 60, 66, 67; 
Т. Пустогова (Киев) 54; А. Путилин (Минск) 
56; А. Пяллинг (Новосибирск) 58, 65—67; 
С. Рахамов (Казань) 54, 55; С. Ревков (Киев) 
60, 65—67; А. Розенберг (Уфа) 58, 65, 66; Н. Ро- 
мец (Кнев) 66, 67; С. Рося (Мииск) 54—56, 58, 
60, 63, 66, 67; А. Рудницкий (Рига) 56; Ю. Ры- 
балочка (Киев) 54—65, 58, 60, 65—67; 2. Са- 
гайдак (с. Матугов Черкасской обл.) 54, 56, 58. 
60, 65, 66; Т. Сагайдак (Канев) 58, 66; В. Сак- 
баев (Алма-Ата) 55, 586, 66; Б. Самойлов (Киев) 
54—56, 58, 60, 65—67; В. Сандомирский 
(Братск) 58, 58, 60; А. Сиваченко (Москва) 
54; А. Сидоренко (Киев) 66; М. Ситников (Кли- 
мовск) 54—56, 58. 66; С. Скобаро (п. Коряжма 
Архаигельской обл.) 56, 58; А. Снижко (Запо- 
рожье) 55. 58. 63, 66, 67; А. Сомов (Киев) 
58, 60; С. Сочнев (Киев) 54, 55; А. Ставицкий 
(Баку) 54. 55, 66; В. Стелурин (Виниица) 65; 
И. Стрешинский (Киев) 58. 60, 65, 66; И. Стру- 
говщиков (Киев) 58, 60; К. Стыркас (п. Черно- 
головка Московской обл.) 56, 60, 66, 67; С. Сухов 
(Киев) 54; В. Тарнецкий (Алма-Ата) 66; Б. Та- 
тиевский (Киев) 54, 55, 58; А. Тейтельбойль 
(п. Чериоголовка Московской обл.) 58; А. Тка- 
ченко (Киев) 58; С. Толмачев (Минск} 55, 56; 
С. Тужанский (Винница) 658, 60; М. Тумаш 
(Львов) 54, 55; А. Тюрин (Николаев) 60, 66, 67; 
С. Ушаков (Ярославль) 54, 55; М. Федоров 
(Ульяновск) 65—67; Г. Финкельштейн (п. Чер- 
ноголовка Московской обл.) 56, 63, 65—67; 
А. Хохров (Киев) 66, 67; Ю. Чернявский (п. Раз- 
дольное Крымской обл.) 67; Н. Чух (Киев) 58; 
Л. Шаповаленко (Канев) 58, 65, 66; В. Шапо- 
валов (Донецк) 54, 55; Е. Шаронов (Уфа) 66, 67; 
Г. Швец (Киев) 54—56. 58, 60, 65—67; И. Шехт- 
ман (Киев) 63, 66; А. Шуляк (с. Молодецкое 
Черкасской обл.) 54, 55, 65—67; М. Юдин (За- 
порожье) 55, 63, 65—67; О. Юсухно (Киев} 
54, 55, 58, 63, 66, 67. 
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Варианты вступительных экзаменов 


Задачи 
вступительных экзаменов 


В различные вузы 
в 1985 году 


Предлагаем подборку задач вступительных 
экзаменов по математике и физике в некоторые 
университеты — Белорусский (1), Горьковский 
{2), Донецкий (3), Омский (4), Саратовский 
(5). Уральский (6) и институты — Влади- 
мирский педагогический (7), Горьковский 
политехнический (8), Киевский педагогический 
(9), Ленинградский педагогический (10), Ле 
нинградский технологический (11), Минский 
радиотехнический (12), Московский авиацион 
ный технологический (13), Московский инсти 
тут электронной техники (14), Новосибирский 
институт инженеров железнодорожного транс- 
порта (15), Рижский политехнический (16), 
Тбилисский педагогический (17), Томский 
политехнический (18). Ярославский педагоги- 
ческий (19). 


Математика 


Задачи письменного экзамена 
Алгебра 


1(4). Дорога от пункта А до пункта В идет 
сначала по ровному месту, затем в гору. 
Автомобиль, выехав из А в В, двигался по 
ровному месту со скоростью 70 км/ч, в гору — 
со скоростью 60 км/ч. Доехав до В, ом тотчас 
повернул назад им двигался под гору со ско- 
ростью 80 км/ч, а по ровному участку — со 
скоростью 75 км/ч. Найдите длииу ровного 
участка пути, если на весь путь от А до Ви 
назад автомобиль затратил 8 м 29 м и проехал 
за это время 250 км. 

2(1). На один продукт два раза была сниже- 
на цена, каждый раз ма 20 %. На другой про- 
дукт, бывший до сиижения в одной цене с пер- 
вым, снизили цену один раз на х %. Каким 
должно быть х, чтобы после всех указанных 
снижений цен оба продукта были вновь в одной 
цене? 

3(2). Шестизначное число начинается слева 
цифрой 1. Если эту цифру перенести г первого 
места слева на последнее место справа, то 
вновь полученное число будет втрое больше 
первоначального. Найднте первоначальное 
число. 

4(3). Некоторый раствор состоит из двух 
вецеств, входящих в отношении 3:4, а другой 
содержит те же вещества в отнощении 1:3. Из 
скольких частей обоих растворов можно полу- 
чить третий, содержащий те же вещества в отно- 
шении 1:22 

5(9). Два всадника выезжают одновременно 
из пунктов А и В навстречу один другому. Пер- 
вый всадник прибывает в В через 27 мин, а вто- 
рой в А через 12 мин после встречи. За скольно 
минут первый всадник проедет весь путь от А 
до В? 
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6(7). Два мотоциклиста выезжают одновре- 
менно навстречу друг другу из пунктов А и В. 
К моменту встречи прошло менее 45 мин и 
первый мотоциклист проехал 3/8 расстояния 
от А до В. Определите, за какое время второй 
мотоциклист проедет расстояние от В до А, если 
через 45 мин после начала движения расстоя- 
ние между мотоциклистами было равно поло- 
вине расстояния между А и В. 

7(3). Двое рабочих могут выполиить неко- 
торую работу за 30 дней. После шестидневной 
совместной работы первый из рабочих (работая 
один) может закоичить ее за 40 дней. Сколько 
дней каждый из рабочих, работая один, должен 
затратить на выполнение всей работы? 

8(14). В геометрической прогрессии а, =10. 
Найдите произведение 4,0....а.4@- 

9. Вычислите: 


(0,2 - 0.12545 20 г —од) . г 
з) (15) 


(2 +05) . 625—1/*; 0,3 
а №. = 
6} (15) 91083 "2 ыы 421 1083 416 1084 
в) (4) 52, если а2==8, 56—10, а‹=2. 
г) (14) 108.8, если щ5==а, 18=5; 


4 3 
д) (7) 46а, если соза= =, эп<а< 2л; 


л 2 п 
е) (14) 16 . 9316 . 5051; 
ж) (14) соз10° - 1#40° 4+ 51т10°; 
3} (2) в1п70° . з1150°_. зп 10°. 


10. Упростите выражение: 


1 1 
*) 2) лит — уз х 
1 —--——_ 


За? . Е 3(а?—4) 
3—4) 


+) 


и найдите допустимые значения а; 


90) ^/ свиты) 
ый 1 зн (ли) ‚если 1/2<и< 31/2. 


1—с05(5я/2-+-а) 


11. Решите уравиения: 


25*—3х45, 23х45) 
а) Зх-5 ах Зх5 9 
6) (14) 4—5х=15х--4|; 
х-+1. 
8) (2) хи +1: 


г) (9) 1х1 = х-—й +1 х— 31; 

д) (19) 1х -+х—2] =х+2; 

е) (12) УхЕ5+ 2х 8—7; 

ж) (3) их:—4х Хх / Хх =0; 
з) {3) 5х +35х—/ж-7х— 1-4; 


и} /3—х +У2х—6_=0; 
к) (13) (9—х')\/2—х-=0. 

12. Репгите показательные н логарифмиче- 
ские уравнения: . 


дх—3- 
32 
6) (18) 3. 22/7—0—2**—8; 
в) (3) &/6 +35 *+-(&/6—^/35)°=12; 
г) (2) вех (И 1; 
д) (1) 45 (2х7 --21х-1-9)—1(2х +1)=1; 


105;2х 
177. 
®( ) тов. (ах—15) :: 


ж) (10) /310Е,(—) =юв.(—х); 
3) (3) 4Пов ‚^/3 }—4108,3 3-4 5-=0. 

13. Решите тригонометрические уравнения: 
а) (13) соз4х= — 2005°х; 
6) (4) 2(1 —сов2х)= УЗ 4х; 
в) (3) 2с033х=л!3 созх—1пх; 
г) (10) эт х— п“ х==08* х— 08° х; 
д) (4) Е ат х-+соз х+зт 2х--с03 2х=0; 
е} (19) Зах 2 зтах 1 + бсоз?х; 

забх = 
з1п2х + соз3х 
3) (6) 2(х— З)етх=| х— 31; 
и) (7) 2:52х--4соз?х=7; 
к) (13) &113х--1/2зт2х=1— с09'х; 
л} (3) чех-че2х-—1иЗхХ + созх. 


14 (2). Найдите все целые числа К, при кото- 
рых уравнение 


а) (18) 16 - 23*— 


ж) (13) 


ти $ >) 
с03 #х=1 --2со03 (= + о 


имеет решения, 
15. Решите системы уравнений: 
а) ®{ 


Ух ух у 12, 


ху—=64; 
} { 3х—25у=-0; 
в) (1) ут —611+ —1, 
ху 5; 
г) (14) (ок (у) =2, 
— 21081 4 -Н10Я> У=1; 


1 р 
Я) (2) 5 Ех+ 5 № у—Е {4—щх)—0, 
25\х . \9—125 - 57 =0; 


е) (4) Зов, 5. —3* Новз, 5. 
3-1 4-05 у2'3 41 ==0. 


16 (6). При каких зивченнях параметра р 
иаибольший корень уравнения х’— (р 1)рх-- 
4 р’==0 больше чем 1/2? 

17 (3). При каких значениях п уравиение 

22*—(2а--1)2х-4 а? {а==0 
имеет решения? Найдите эти решения. 

18 (4). При каких а уравнение 

4х! х| -(а--Т)х-+1-=0 
имеет ровно два разных корня. 

19. Решите неравенства 


и решите это уравнение. 


а 26: 

6) (14) 4] х-+-2| < 2х+10; 

в) (14) (х—1) ^/— 5 [х+6>0; 

г) (14) 4/13 Зхъх— 1; 

д) (14) Ух Усов >21 
+@—>)С<-2); 

е} (19) 0,3Ю&.&-—5)>1; 

ж) (6) 108, (х-Т) <юр (2-1); 


4% 2 
3) (3) ю8,_5(х—3)<108,_5(х— 5,5); 
и) (4) 10=.(2=+1)-{10#.3 > 108:(2*— хх 


хех — 6 


к) (2) Е < в 


л) (9) > зап2х +-1вн?2х >с082х; 


т 1 1 
№) ит Ник Ши ит 6. 
20 (10). Найдите область определения 
функции 


х?—х—20 
1) >в Е 


21 (4). Найдите площадь фигуры, задавае- 
мой на плоскости условиями: 


а) (9) | и>|х|, 
у<0,5х-11.5; 


5) (9) ам Ни <2. 


Анализ 


“ 


2 
1 (13). Решите неравенство т 1 <2, если 


у=1— 32 4+-2х4-16. 

2 (3). При какнх значеннях х производиая 
функции у=3З(зт х-- \/3с03 х) — м Зх равна 0? 

3 (3). Найдите промежутки, на которых 
функция /(х)=4х—6. 27+ хт 16—1 монотон- 
но возрастает. 

4 (15). Исследуйте функцию /(х)==(х-+-1)е-— 5х 
на экстремум, найдите ее промежутки моно- 
тонности. 

5 (13). Найдите наибольшее м наимень- 
шее значения функции у=3х‘- 4х1 на от- 
резке [—2, 1]. 

Б (3). Найдите критические точки функции 
у=х’—20х* и исследуйте их на максимум н 
мииимум. 

1 (9). Докажите, что уравнение 3 —3х—4=0 
не имеет корней в промежутке [1, 2]. 

8 (13). На параболе у=2х’—3х--8 найдите 
точки, касательные в которых проходят через 
начало координат. 

9 (6). Для каждого значения параметра 
а найдите наибольшее змачение функции 
у=1 +ах— х* на промежутке [1; 2]. 

10 (9). Среди всех равнобедренных тра- 
пеций с площадью 5 и острым углом а найдите 
ту, периметр которой наименыший. Найдите 
этот периметр. 

11 (1). Объем правильной треугольной приз- 
мы равен И. Какова должна быть сторона осно- 
вания, чтобы полная поверхность призмы была 
наименьшей? 
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12 (9). Докажите, что № (1-х)<х, если 
х>0. 


Геометрия 

1 (3). Известно, что точка касания впи- 
санной окружности делит один из катетов 
прямоугольного треугольника на отрезки дли- 
ны З сы и 7Т см, счнтая от вершины пря- 
мого угла. Найдите длииу второго катета. 

2 (3). В прямоугольиом треугольнике дан 
катет а и биссектриса прямого угла а. Най- 
дите гипотенузу. 

3 (14). Основание равнобедренного тре- 


угольннка \32, медиана боковой стороны 5. 
Найдите длииы боковых сторон. 

4 415). В равнобедренном треугольнике 
высота равна 8, а основание относится к бо- 
ковой стороне как 6:5. Найдите радиус впи- 
саниого круга. 

Б (14). В треугольнике АВС сторона АВ 
имеет длииу 3 м, высота СО. опущеииая 
на стороиу АВ, имеет длину 8 м. Основание 
Р высоты СР лежит на стороне АВ, длина 
отрезка АР равна длине стороны ВС. Найдите 
длину стороны АС. 

6 (2). В треугольиике АВС на стороне 
АС взята точка М, а на стороне ВС — точка М. 
Отрезки АМ н ВМ пересекаются в точке О. 
Найдите площадь треугольника АВС, если пло- 
щади треугольников АМО, АВО, ВМО равны 
соответствеино $, $5. $.. 

7 (15). В параллелограмме АВСО величина 
угла ВСО равиа п/3, длина стороны АВ равна 
а. Биссектриса угла ВСО пересекает сторону АР 
в точке М. Найдите площадь треугольника 
МСО. 

8 (10). В выпуклом  четырехугольнике 
длины диагоналей 2 см и 4 см. Найдите пло- 
щадь четырехугольника, зная, что длины отрез- 
ков, соединяющих середины противоположных 
сторон, равны: 

9 {2). В грани двугранмного угла, равиого 
а, проведена прямая, составляющая угол й с 
ребром двугранного угла. Найдите угол на- 
клона между этой прямой н другой гранью. 

10 (12). Найдите площадь боковой поверхно- 
сти правильной треугольной инрамиды, если 
ее высота 9, а апофема — 18. 

11 (10). Найднте объем правильной тре- 
угольной пирамиды, сторона основания кото- 
рой имеет длину а и образует с боковой гранью 
угол п. 

12 (2). В треугольной пирамиде два не- 
пересекающихся ребра имеют длины а и 6, а 
каждое из остальных ребер — длину с. Най- 
дите объем пирамиды. 

13 (3). В основании пирамиды лежит тре- 
угольиик, длииы сторон которого равиы 12 см, 
10 см н 10 см. Все боковые ребра накло- 
нены к плоскости основания под углом 45°. 
Найдите объем пирамиды. 

14 (13). Основанием пирамиды служит 
треугольник с углами а и В. Высота пира- 
миды равна №, а боковые ребра образуют п 
плоскостью осиования угол $. Найдите объем 
пирамиды. 

15 (14). Сторона основания правильной 
четырехугольной пирамиды 8, двугранный угол 
при боковом ребре 120°. Определите площадь 
боковой поверхности пирамиды. 

.16 (3). Двугранный угол при основании 
правильной четырехугольной пирамиды равен 
а. Найдите велнчину плоского угла боковой 
грани при вершине пирамиды. 

17 (14). Пирамида, основание которой — 
прямоугольник со стороиами 6 и Т, вписана 
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в сферу. Высота пирамиды проходит через 
вершину основания и равна 6. Определите 
радиус сферы. 

18 (6). Даи куб АВСОА,В.С,0.. Точка Р 
лежит на ребре СС., причем |С.Р|=2|СР|. 
Найдите угол между плоскостями ВРЮР и 
АВС. 

19 (9). В параллелепиледе три ребра, 
выходящие из одной вершины, имеют одина- 
ковую длину. Два из этих трех ребер взаимно 
перпеидикулярны, в третье образует с каждым 
из них острый угол. Объем параллелепипеда 
равеи У. Найдите плоадади диагональных се- 
чений параллелепипеда. 

20 (4). Радиус основания конуса равен Й. 
Площадь боковой поверхности конуса в Зл раз 
больше площади осевого сечения. Найдите объ- 
ем конуса. 

21 (12). Через точку касания двух внешне 
касающихся шаров проведена плоскость так, 
что площади полученных сечений равны 
1441 и 81л. Разность между площадями по- 
верхностей этнх шаров равна 700л. Опреде- 
лите радиус меньшего шара. 


Задачи устного экзамена 


1 (7). Производительность труда в январе 
оказалась выше плановой на 5 %, а в феврале 
снизнлась на 5% по сравнению с январской. 
Сравните ее Е плановой. 


2 (3). Является ли рациональным число 
Ги 
326—153 --\/3? 

3. Вычнслите: 
а) (9) 11° 2° +... 89°: 
6) (18) сок 20° {-соз 40° {-соз 60° +....1соз 180°; 
в) (18) 491—108: 2— 65-1084. 

4 (18). Упростите выражение 
ам а—в-—? 1-—в—? 2 
а! а—1#2 


а1:2-а—1/2 а3:2 з 


Б. Решите уравнення: 


х: 6х ! 
а) (18) 8 + вх =0; 
6) (18) 5*+145245=— 155, 


в) (7) 3. 167+2.- 81*-=5. 367; 


г) (18) ше = х: 


д) (6) пов х| +3==|1-Ню&; х|; 


| №1 —с03 2х гг 1 
е) (6 ———— (> х— +): 


81. х 


ж) (6) — п шт х—^ П— зт х= 1-{ сов х. 

6. Решите неравенства: 

= 2 

а: 
6) (6) 56 ме 

Я (7). Докажите, что уф < 0,5(а-6), где 
а>0, 6>0. 

8 (7). Найдите область определения функ- 
ции 


ох 6. (100—х?) 0.5. 
9. Постройте графики: 


зтх 
а) (7) ух сщх; Б) (6) у=— ь 
у т ) . |зт х | 
в} (От; к) (6) уда” =8, 
| ы х+у< 3, 
д) (6) [и] <10Е› х; е) (6} { х+у>х?42х; 


2 2 
жи 


10 (9). Исследуйте на четность (нечетиость) 
функции 


>2. 


х—х: 
х—1 


й 2 
что зтх> = х, 


а) ут (х-+\/х 1); 6) у=ет 


11 (9). Докажите, если 


л 
хе: | 

12 (18). Боковая сторона описанной равно- 
бедренной трапеции равна 12 см. Найдите 
ее периметр. 

13 (6)- Докажите, что в прямоугольном 
треугольнике произведение длин отрезков. вы- 
секаемых иа гипотенузе вписанной окруж- 
ностью, равно площади треугольника. 

14 (6). Две окружности радиусов г и Зг 
касаются внешннм образом. Найдите плоцадь 
фнгуры, заключениой между окружностями и 
нх общей касательной. 


Физика 


Задачи устного и письменного экзаменов 
Механика 


1 (15). Поезд идет со скоростью и, = 
—108 км/ч. Пассажир этого поезда, сидящий 
у окна, видит в течение {—18 с встречный поезд, 
длина которого [=900 м. Определите скорость 
встречного поезда. 

2 (17). Эскалатор метро поднимает непод- 
вижно стоящего на нем пассажира в течение 
$ =1 мин. По неподвижному экскалатору пас- 
сажир подннмается за {,==3 мны. Сколько вре- 
меии будет подниматься пассажнр по движу- 
;щемуся эскалатору? 

3 (17). Мальчик съехал на санках с горы 
длиной [-=40 м за #=10 с, а затем проехал 
по горизонтальному участку еще 22—20 м до 
остаиовки (рис. 1). Найдите скорость в конце 
горы, ускорение на каждом участке, общее 
время движения и среднюю скорость на всем 
пути. 

4 (19). Тело свободно падало с некоторой 
высоты Ы и последние #—196 м прошло за 
{=4 с. Сколько времени падало тело? Чему 
равна высота Н? 

5 (8). Тело падает с некоторой высоты в те- 
ченне двух секунд. Найдите скорость, с которой 
нужно подбросить его вертнкально вверх, что- 
бы оно поднялось на высоту, в два раза пре- 
вышающую первоначальную. 

6 (1). Тело брошено вертикально вверх со 
скоростью и,=30 м/с. Некоторую точку А 
тело проходит дважды с разницей во времеии 
&4+—2 с. Начертите график скорости движения 
тела м по этому графику определите высоту, 
на которой находится точка А. 


Рис. 1. 


1 (8). Определите, ха каком расстоянии от 
цели иеобходимо сброснть вымпел с самолета, 
летящего на высоте #=123 м со скоростью 
,=360 км/ч. Сопротивлением воздуха прене- 
бречь. 

В (17). Мииутная стрелка часов в 3 раза 
длиннее секундной. Найдите отношение лиией- 
иых скоростей концов стрелок. 

9 (18). Тело массой т=10 кг находится на 
наклониой плоскости, составляющей угол 
а=30° с горизонтом. Коэффициент трения 
р=0,6. Какую силу, направленную вдоль 
плоскости, нужно приложнть к телу, чтобы пе- 
ремещать его вниз по плоскости с ускорением 
а=2 см/с’? Результат представьте в единицах 
СИ ия округлите до десятых. 

10 (15). Автомобиль массой т=5 т движется 
с постоянной скоростью 2-36 км/ч по выпук- 
лому мосту радиусом К —100 м. Найдите силу 
давления автомобиля на середину моста. 

11 (8). Шарнк, подвешенный на нити длн- 
ной {, вращается в горнзонтальной плоскости 
так, что нить составляет угол а с вертикалью. 
Определите скорость вращения шарика. 

12 (4). На правом конце стержня длиной 
1=30 см прикреплен шар раднусом г==6 см. 
Где находнтся центр тяжести этой системы, 
если масса стержия вдвое меньше, чем масса 
шара? 

13 {1). Лестница прислонена к гладкой вер- 
тикальной стеие под углом а=30° (рис. 2). 
Сможет ли человек подняться по лестнице до 
ее середины прежде, чем лестница начнет 
скользить, если коэффициеит трения между 
лестинцей и горизонтальным полом рп-=20,3? 
Массой лестницы и трением о стену можно 
пренебречь. 

14 (2). На сладкой горизоитальной поверх- 
ности лежит доска массой М. По ней начинает 
со скоростью у, скользить шайба массой М/2. 
Из-за трення между шайбой н доской через 
некоторое время скольжеиие шайбы по доске 
прекратится. Какова прн этом будет скорость 
шайбы? 

15 (14). Тело движется равномерно по 
окружности радиусом В==0,5 м, обладая кине- 
тической энергией Ё,—=10 Дж. Какова* сила, 
действующая на тело, и чему равиа работа этой 
силы? 

16 (13). Санки массой т соскальзывают с 
горы высотой # и, пройдя иекоторое расстоя- 
ние, останавливаются. Определнте работу, 
которую нужно совершить, чтобы втащить 
санки обратно на гору. 

17 (5). Шарик массой т==10 г падает с вы- 
соты Ё=2 м ин упруго отражается от установ- 
ленного на неподвижной тележке щита, плос- 
кость которого наклонена к горизонту под уг- 
лом &<=45°. Найдите скорость тележки после 
отражения шарика. Треннем качения тележки 
пренебречь. Масса тележки со щитом М»=90 г. 


д 


Рис. 3. 


57 


18 (1). Дза пластилиновых шара, массы 
которых относятся как 1:3, подвешены на оди- 
наковых нитях и касаются друг друга. Шары 
симметрично развели в противоположные сто- 
роны и одновременно отпустили. При ударе 
шары слиплись. Какая часть кинетической 
энергии шаров при этом превратилась в тепло? 
Силы трения не учитывайте. 

19 (12). Гантелька представляет собой не- 
весомый стержень длиной { с двумя неболь- 
шими шариками на концах, масса каждого из 
которых т (рис. 3). Гантелька стоит в углу, 
образованном двумя взанмно перпендикуляр- 
иыми гладкими стенками. От содрагания ган- 
телька начинает падать. С какой силой дей- 
ствует шарик А на вертикальную стенку в 
тот момент, когда стержень составляет угол 
ие вертикалью? 

20 (5).На какой глубине в пресной воде 
давление ‚в три раза больше атмосферного» 
р,==10° Па? 

21 (13). В сообщающиеся сосуды налили 
воду, а затем в один из сосудов налили масло. 
Найдите разность уровней воды в сосудах, 
если высота масла #—=40 см. Плотность воды 
©, ==10* кг/м”, плотность масла 02=8 + 10? кг/м?. 

22 (19). Определите массу льдины, пла- 
вающей в пресной воде, если объем выступаю- 
шей части льдины У=2 м3. 

23 (2)- В цилиндрический сосуд радиусом 
В налита вода. На сколько повысится уровень 
воды, если в сосуд поместить деревянный 
брусок массой М? 

24 (4). В воде = глубины 1—6 м подни- 
мают до поверхности камень объемом У= 
—0,6 м?. Плотность камия 0==2500 кг/м?. 
Найдите работу по подъему камня. 

25 (12). Однородный алюминиевый цилиндр 
подвесили на пружине и отпустили, пол- 
ностью погрузив его в воду. При этом растя- 
жение пружины умевылилось в п=1,6 раза. 
Рассчитайте по этим даниым плотность алю- 
мииия. 


Молекулярная физика. Тепловые явления 

1 (4). Определите число атомов иатрия в 
У=1 см?. Относительная атомная масса иат- 
рия А-=23, плотность ©=1,5 ‹ 103 кг/м. 

2 (18). Дан график зависимости давления от 
объема для идеального газа (рис. 4). Постройте 
график этого же процесса в координатах: объем, 
температура, измеренная по шкале Цельсия (У, 
"). 

3 (2)- На плоскости И, Т изображен про- 
цесс, который происходит при постоянном дав- 
лении и при постоянном объеме (рис. 5). 
Как при этом изменяется масса газа? 

4 (5). Вертикальный закрытый с обоих кон- 
цов цилиндр высотой Н=0,б м разделен иа 
две равные части подвижным поршнем массой 


Рис. 4. 
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Рие. 5. 


т=20 кг. В нижней части цилиндра находится 
т,=8 + 10-5 кг водорода. В верхией части ци- 


линдра — кислород. Температура обоих газов 
Т-=300 К. Сколько кислорода находится в ци- 
линдре? 


5 (11). Из баллона объемом У, —=200 л, со- 
держащего гелий при температуре ТГ, ==213 К 
под давлением р, 2 + 10° Па, израсходовали 
часть газа, заиявшего при иормальмых усло- 
виях объем У.=1000 л. При измерсиии дав- 
ления в баллоне после этого получено значение 
р.—=1,4 + 10° Па. При какой температуре произ- 
ведено измерение? 

6 (14). В сосуде находится смесь азота и 
водорода. При температуре Т, когда азот пол- 
ностью диссоциирован на атомы, давление рав- 
но р (диссоциацией водорода пренебречь). При 
температуре 8 Т, когда диссоциированы полно- 
стью оба газа, давление в сосуде равно 4 р. 
Каково отношение масс водорода и азота в 
смеси? 

Я (3). Моль идеальиосго газа из состояния © 
температурой Г—=100 К расширяется изобарно, 
а затем изохорно переходит в состояние г на- 
чальной температурой (рис. 6). Во сколько раз 
изменился при этом объем газа, если для 
перевода газа из начального состояния в конеч- 
ное к нему подвели количество тенлоты 
©—831 Дж? 

8 (12). Коэффициент полезного действия не- 
которой тепловой машины составляет а—=60 % 
от коэффнциента полезного действия идеаль- 
ной машины, работающей по циклу Карно. 
Температура нагревателей и холодильников 
этих машин одииакова. Пар поступает в мащи- 
ну при температуре { =200 °С, а температура 
конденсатора машины (—60 °С. Мощность ма- 
шины М№М=34А% кВт. Сколько угля расходует 
машина за 1=] м работы? Удельиая теплота 
сгорания угля 9==3,14 . 10’ Дж/кг. 

9 (1). В герметически закрытом сосуде 
находится воздух, температура - которого &,= 
—100 °С, а относительная влажность 9, =3,5 %. 
Какой стаиет относительная влажность возду- 
ха, если его охладить до температуры {.—=29 °С. 
при которой давление насыщенного водяного 
пара р,2=30,0 мм рт. ст.? Изменением объема 
сосуда при его охлаждении можно пренебречь. 

10 (19). С какой высоты должны свободно 
падать дождевые капли, чтобы при ударе о зем- 
лю испариться? Начальная температура ка- 
пель #=.20 °С. 


Осковы электродинамики 

1 (1). Точки А и В расположены на од- 
ной линии напряженности электростатическо- 
то поля точечного заряда (рис. 7). Напряжен- 
ность поля в точке 4 Е., в точке В Е,. Опреде- 
лите наприжеиность в точке С, расположенной 
посередине между точками А н В. 

2 (19).. Шарик массой =—50 мг подвешен на 


р 


Рис. 6. 


Рис. 8. 


Рис. Г. 


непроводящей нити и имеет заряд 10—8 Кл. 
На расстоянии Ё-=32 см от него снизу подно- 
сится другой маленький шарик. Каким дол- 
жен быть по величине и знаку его заряд, что- 
бы натяжение нити увеличилось вдвое? 

3 (18)- Плоский конденсатор присоединен к 
нсточнику постоянного напряжения © ЭДС 
и=200 В. На сколько уменьшится напряжен- 
ность электрического поля в конденсаторе, если 
расстояние между его пластинами увеличить от 
4; =1 см до 4.=2 см? Результат представьте в 
киловольтах на метр. 

4 (2). На рисунке 8 ириведена электрическая 
цепь, в которой #==10 В, С, =С.—=10 мкФ. Ка- 
кой заряд протечет через батарею после замы- 

’кания ключа К? Изменится ли при этом за- 
ряд конденсатора емкостью С,? 

5 (4). Конденсатор емкостью С, зарядили 
до напряжения И, =500 В. При параллельном 
подключении этого конденсатора к незаряжен- 
ному конденсатору емкостью С,=4 мкФ вольт- 
метр показал У,=100 В. Найдите емкость С,. 

6 (8). Плоский воздушный конденсатор за- 
полнили керосином (диэлектрическая проин- 
цаемость керосина #==2), зарядили, сообщив ему 
энергию И-2 - 10° Дж, и отключили от 
источника питания. Определите, какая энергия 
будет запасена в конденсаторе, если из иего 
слить керосин. 

Т (17). Кабель состоит из двух стальных 
жил сечением 5'=:0,6 мм` каждая и четырех 
медных жил сечением 52-= 0,85 мм" каждая. Ка- 
ково падение напряжения на каждом километ- 
ре кабеля при силе тока Г[—=0,1 А? Удельное 
сопротивление стали о, =12 - 10-8 Ом - м, меди 
@2=7 - 10-8 Ом . м. 

8 (1). При замкнутом ключе К (рис. 9) 
сила тока, текущего через амперметр, равна 
1, —=0.45 А. Какой ток будет течь через ам- 
перметр при разомкнутом ключе? Напряжение 
на клеммах считайте постояиным. 

9 (11). Два соединенных последовательно 
вольтметра подключены к источнику тока с 
внутренним сопротивлением г; их показания 
1 =8 Ви 0. —4 В. Если подключить и источ- 
нику только второй вольтметр, то он покажет 
. =10© В. Чему равна ЭДС источника? 

10 (14). Первый аккумулятор имеет КИД 
1, второй, замкнутый на такое же сопротивле- 
ние, — \›. Каким будет КПД, если замкнуть на 
это сопротивление оба аккумулятора, соединен- 
ные последовательно? 

11 (4). Троллейбус массой М—11 т движется 
равномерно со скоростью #=86 км/ч. Найдите 
силу тока п обмотке двигателя, если напряже- 
ние /—=650 Ви КПД ч=80 %. Коэффициент со- 
противдения движенню пи-=0,02. 

12 (16). Спираль электрического чайника 
изготовлена из нихромовой проволоки сечением 


Рис. 9. 


5$=0,5 мм’. В чайнике находится т==$ кг 
воды, и он подключен к сети с напряжением 
{=220 В. Вода в чайнике за г=5 мин нагре- 
вается от #=10°С до #:=100°С (с=4,2х 
х 10 Дждкг- К)). Какой длииы должна быть 
проволока (о-1,1- 10-6 Ом. м), если коэффи- 
циент полезного действия чайника 1-80 %? 

13 (16). Сколько премени нужно хроми- 
ровать детали, чтобы нокрыть их слоем тол- 
щиной 4=—40 мкм при плотности тока ]—= 
—1200 А/ым?.(М-=52 . 10-3 кг/моль, ©= 
=17 + 10° кг/м, п=6, И=9,65 + 10% Кл/моль)? 

13 (1). Под каким напряжением передается 
электроэнергия на расстояние [,—=100 км, если 
при плотности постоянного тока }=5,0Х 
Хх 10' А/м* потери на нагревание алюминиевых 
(«—=2,8. 10-8 Ом- м) проводов двухироводной 
линин электропередачи составляют а=5,0 % от 
передаваемой мощности? 

15 (14). С помощью камеры Вильсона, по- 
мещенной в магнитное поле в индукцией 
В, наблюдают упругое рассеяние а-частиц на 
ядрах дейтерия. Найдите начальную энергию 
ч-частицы, если радиусы кривизны началь- 
ных участков траекторий ядра отдачи и рассеян- 
ной а-частицы оказались одинаковыми н рав- 
ными г. Обе траектории лежат в плоскости, 
перпеидикулярной лиииям индукции магнит- 
ного поля. Заряд протона е, его масса т. 

16 (1). Два проволочных кольца разного 
диаметра расположены в одиой плоскости в од- 
нородном магнитном поле, индукция которого 
п течением времени изменяется но закону 
В—=аёЕ, где а — известная постоянная величина. 
В каком кольце индуцируется больший ток, 

`если оба они изготовлены из одного и того же 
материала и массы их одинаковы? 

17 (12). Плоская проволочная квадратная 
рамка со стороной а находится в магнитном 
поле с индукцией В, перпендикулярной се плос- 
кости. Затем рамку: а) изгибают и прямо- 
угольник с отношением сторон 1:2; 6) вытяги- 
вают в одиу линию. Определите заряды, про- 
текающие по рамке при каждом изменеиии ее 
формы. Сопротивление рамки В. 


Колебания ин волны 

1 (14). Часы снабжены маятником в виде 
шарика на тонкой проволоке. При сравнении 
показаний этих часов Е эталоном оказалось, 
что при #—0 °С они спешат на В с в сутки, 
а при температура 1.—=20 °С отстают на 10 св 
сутки. Определите коэффициент линейного рас- 
чирения материала проволоки. 

2 (12). Математический маятник длиной { 
н массой т раскачивают так, что каждый раз,‘ 
когда маятник проходит положение равнове- 
сия, на него в течение короткого проме- 
жутка времени { действует сила РЁ; направ- 
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Рис. 10. 


лениая параллельно скорости. Через сколько 
колебаиий маятник отклонится на 90°? 

3(5). Волны набегают на берег под углом 
и —=45°. Определите скорость перемещения греб- 
‘ня волны вдоль берега, если расстояние меж- 
ду гребнями [{-=5 м, а частота вертикальных 
колебаний воды \ —0.25 Гц. ’°_ 

4 (34). Расстояние между гребнями волны в 
море {(—=5 м. При встречном движении катера 
волна за #=1 с ударяет о корпус катера 
4 раза, а при попутиом — 2 раза. Найдите 
скорости квтера н волиы. 

5 (12). Из пункта А в нуикт В дважды был 
послан звуковой сигиал частотой * =60 Гц, 
причем во второй раз при температуре на 
АТГ==20 К выше, чем и первый. Число воли, 
укладывающихся на расстояими от А до В, во 
второй раз оказалось, как и в первый, чет- 
иым, но иа две меныше. Определите расстояние 
между пунктами, если при повышении темпера- 
туры на \1—1 К скорость звука увеличилась 
иа Аг=0,5 м/с. Скорость звука н первом опыте 
принять равной и, =330 м/с. 


Оптика 

1 (19). Свая длиной [=2 м выступает над по- 
верхностью воды на й=1 м. Определите длину 
хени от сзай иа дне озера, если угол паде- 
ния лучей света а«-30°. (п—= 1,33.) 

2(8). Найдите путем ностроения ход луча 
до собирающей лиизы, еслн он вышел из линзы 
на расстоянии а ==} см от главиой оптической 
оси Под углом а=30° к ней. Фокусное рас- 
стояние линзы Ё=5 см. 

3(17). В каком случае лииза, находящаяся 
в эмхике (рис. 10), будет собирающей и в ка- 
ком — рассеивающей? Цайдите построением 
оптический центр и фокус лиизы в каждом 
случае. 

443). Сходяшийся пучок лучей падает на 


рассеивающую линзу е фокусным расстоя- 


иием — Е н собирается в точку и главиом 
фокусе линзы. На каком расстоянии от линзы 
соберется пучок, если рассеивающую линзу за- 
менить собирающей с таким же по модулю 
фокусным расстоянием? 

5(19). При помощи собирающей линзы с фо- 
хусным расстоянием Ё=6 см рассматривают 
монету диаметром Р=1,25 см. При этом по- 
лучают мнимое изображение се, диаметр кото- 
рого Р’=5.см. Найднте расстояние от монеты 
до линзы и от линзы ло нзображення монеты. 

6(14). Предмет находится перед рассеиваю- 
щей линзой на расстояини тЁ. На каком рас- 
стоянии от линзы получится мнимое изобра- 
жение м во сколько раз оно будет меньше 
самого предмета? 


1(18). Точка А движется с постояниой ско- 
ростью и==2. 10-2 м/с в направлении, показан- 


` 
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Рис. 11. 


ном на рисунке 11. С какой скоростью дви- 
жется изображение этой точки, если 4==0,15 м, 
а фокусное расстояние линзы Р=0,1 м? Резуль- 
тат представьте в сантиметрах в секунду. 

8(11). Машина, двигающаяся со скоростью 
и—81 км/ч, фотографировалась г расстояния 

—200 м. Определите время экспозиции, с ко- 
торой производилось фотографирование, если 
изображение на пленке сместилось на А!ы= 
—=0,01 мм. Фокусное расстояние объектива фо- 
тоапларата Р=4,5 см. 

9(12). Объектив телевизионного передатчика 
отбрасывает изображение свободно падающего 
предмета, находящегося перед иим на расстоя- 
нии 4=5 м, на светочувствительиый слой пере- 
дающей трубки. Определите фокусное расстоя- 
ние объектива передатчика, если известно, что 
изображение движется с ускорением а= 
=—0,2 м/с. 

10(17). Вода освещена красным светом, для 
которого длина волиы в воздухе 72=0,7 мкм- 
Какой будет длина волны в воде (п=1,33)? 
Какой цвет видит человек, открывший глаза 
под водой? 

11(13). Определите абсолютный показатель 
преломления среды, в которой свет с энергией 
кванта Е—4,4 - 10 '” Дж имеет длину волны 
*).==З - 10-7 м (1=6.62.10 3“ Дж-с, с= 
2=3 + 10% м/с). 

12(5). Монохроматический источник излу- 
чает зеленый снех с длиной волны #^= 
=—5,3 - 10-7 м. Определите число световых 
квантов, излучаемых источником в секунду, 
если он потребляет мощность Р=100 Вт, в его 
КИД ч=0.5 % (&—6,62 . 10-34 Дж - ©). 

13(12). Найдите изменение импульса метал- 
лической пластиики при вылете из нее одного 
электрона. Работа выхода А-=4,5 эВ, энергия 
кванта света Е-4,9 эВ (1 эв—1,6- 10 Дж). 
Считать, что свет падает иа пластинку нор- 
мальио, а фотоэлектрон вылетает перпендику- 
лярно пластинке. 


Публикацию подготовили 
А. А. Егоров, В. А. Тихомирова 


Ответы, указання, решения 


Формулы для вщ пвх им с08 пх 
(см. с. 25) 

Если а,, а», @з, @., ах -.. 
угольника Паскаля, то 


а х—вив х-+... 


есть п-я строка тре- 


Чл 
а, — 2316 ° ха“ х—... 


1—1я2х 
(хорошо известная формУла), 
345 хх 
1— Зы? х° 
4 х—4 ях 
1—6 хх 


48 Зхеа 


+8 4х= 


ит. д. 


Электромагнитная индукция 


1. Во всех а вольтметр покажет 
ее те 
2. Е > эт «ё; 1= ыы зт о. 

г 2лгр 


3. При вращении якоря электромотора возни- 
кает ЭДС индукции. Поэтому закон Ома для 
цепи электромотора запишется в виде 

ТВ--икр. (+) 
Сопротивление цепи В найдем из условия. 
что при пуске (то есть при и=0) “„„.=0: 
В—>и И. Умножив обе части равенства (*) на 
ТГ. можио записать 

1— ПЕ Г. 

Левая часть этого соотношения представляет 
собой разиость мощности геиератора (#17) и 
мощности джоулевых потерь (7 В). Отсюда сле- 


дует, что — #“’„„.Г=М№ — это полезная мехе- 
ническая мощность, равная произведению Ри, 
где Е — сила тяги мотора. Таким образом, 
получаем 
РЕ = Ы— ТИ=250 кВт, 

Р=М/и-— 1.25. 10° Н, 
"=М/( ИГ =50 %. 

Вт) та _ (88п) [ 

ПМ АНИ) ММ ЗЕ 


Задачи вступительных экзаменов в различные 
вузы в 1985 году 


Математика 

Задачи письменного экзамена 

Алгебра 

1. 105 км. 2. 36%. 3. 142851. 4. Т:8. 


5. 45 мин. 6. 48 мии. 7. 50 и 75. 8. 10°. 
9. а) 3; 6) 198: в) 1000; г) о 
д) —3/4; е) 1/4; ж) 1; 3) 1/8. 10. о, 
а” — 
|а|>2; 6) —2/соза. 11. а) {—1/2; 0; 3; 5!; 


6) 1—5; 4/5]; в) ее: = }, 


ФЕ; м) |5: | и; = 


г) {- =. 12}; д) +2; 0: 25 ®) МБ ж) ©; 
3) @; и) 13; кю) (-3; 2. 12. а [-15; 
6) {4}; в) (3; —3}; г) [9]; д) 1/25 е) М; 55 


ж) 8; —1}; з) 3; 331. 13. а) х.= = (2+1), 


ж= 3 (ЗЕ) (&, 162); 


6) х=йАл; х,= 
128—1 
НИТ + 165; в = 
аа (, 167); г) х= ат (#62); 
л 2х 
д) х= — -4 +Ая; х= Е +2 (Е, 162); 
е) х= =. Ал; хзе= —атсв 1/2-4-т (®, 167); 


жж а (ВЕТ; хе (А; 


.’я 


х=(—1* 5 А, А С7, >, я $ Зы 
+аь 162, 150, 


ху=3; и) хи — ы + 2л^, 


э- 
ха -= +29 (В, 162); к) хьЕалА, хо= 


= > 4211 (К. 167); л) жил (С7). 


14. К==41, х= > +2лт (1, тЕ?). 

15. в) 164: 1; а; 64; © (-: д:)}; 
в) {5 ; 25); 6: п; (10; 5.)}; 9: 25 
д) 14; 19; (и: 99; © (в; 2). 


16. ре| со: Зи: ; +&. 


17. Овна х2=108га_ при а>>0; х= 
—=1082(@-+1) при —1<а<0:” © при ва=—1. 
18. а=3. Указание. Пря х<0 уравнение 
имеет вид —4х?--(а—7)х+1-0 и поэтому име- 
ет один отрицательный корень. При х>>0 по- 
лучим 4х'--(в—Т)х--1==0. Чтобы полученное 
уравнение имело один положительный корень, 
необходимо обращение в нуль его дискри- 
мииаита и иеравенство а< 71. 


19. а) |- в ЦИЮ; ор; 6) |-8; 1; 
в) 21; 3}; г) |--©; 3; д) 1} е) Б; 6]; 
ж) |--1; 28 з) 1,5; 6}; и) Ю; 1023]; к) 
10; 10-3 (ЛЕ 60; л) о 


тв] -в ан 
а 


К при т=0. 
20. |—4; —21]5; 7| 21. а) 3: 6) 4. 


Анализ 
1. 10; с(. 2. 


неа: 


при —1<т<0; 


хо 5 Ал; х.= а 


(И. 162). 3. |-- оо; ОИ; -- оо[, 4. Возрастает при 
4 


В * 


Х== — — — точка максимума, 


убывает 5- Уют П=0; 


Утах==(—2)=11. 6. х=0 — точка максимума; 
х=2 — точка минимума. 7. Указание. 
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Рис. 2. 


Функция, стоящая в левой части уравнения, 
возрастает при хЕ[1; 2] при этом $(2)= 
—=—1<0. 8. (—2; 22), (2, 10). 9. а при 


а? 
а<2: 1+ при 2<а<4; 2—3 при а>4. 


10. \5/зта. №. 347. 12. Указание. 


Докажите, что функция ‹(х)=> х— ш (1-х) воз- 
растает при х2>0. 


Геометрня а. 
! 2 2 КЕ 
и с У 
а\2—а 
5(5:+5.5.-5,5.- $25.) р 
ато. 2 
555 7. &°.3/4. 8. 


4 сы’. 9. атсзт (зто зщ). 10. 1458. 


1. ам а/ 12`\/3— азии. 12. 02—57. 
13. 100. 14. 2/38? у за а- о В. зи (а В). 
15. 64.2. 16. Зегсеа сов а, 17. 5.5. 18. атс у | 
19. 2 . ^/—с0з За. — 25 /сов 2а. 20. 
218/315. 21. 15. 


Задачи устного экзамена 

1. В феврале производительность труда была 

ниже плановой. 2. Является. Указание. 

26—15\3=(2—\3)".3.а) 0.6) —1. Указание. 

(соз 20°  соз 1602—=с0$ 40° -соз 140°= ... = 

—с03 80° +соз 100°=0); в) 12. 4. 4.5. а) ©; 

6) 126 в) 50; 1/25 г) 135 д) [25; +]; 

е) х=4л/3+2Ал (62); ж) х,-==л(1-24), 

хз=агссо$ (5 —2)-{24! (Ё, 167). 6. а)] —=; 

ЗАМ; + 09|; 6) | — ео; 2—2 +3; +05]. 
7. Указание. (уа—3/5)">20. 8. |-10; —2\] 
(13; 10]. 9%. а) см. рис. 1; 6) см. рис. 2; в) см. 
рис. 3; г) см. рис. 4; д} см. рис. 5; е) см. рис. 6; 

ж) см. рис. Т. 10. а) нечетная; 6) ни четная, 
ии иечетная. \1. Указание. Рассмотрите 
функцию ыыы, 


и докажите, что она убывает на 


интервале |о: |. 12. 48. 13. Указание. 


По известной формуле $=гр, где г — радиус 
вписанной окружности, а р — полупериметр 
треугольника. Если а м $ — длины отрезков, 
упомянутых и условии, то р=@а-- 6 -г. Поэтому 
$=^“(а- 5-Рг). С другой стороны, по теореме 
Пифагора (а-+5)?=(а-+ г) + (6+ г)’, — откуда 


ар=ег(а--Ь-г)-=5. 14. п” (4\3-— г д). 


Физика 


Механика 

1. 02=1/1-—01=220 м/с=72 км/ч. 

2. 13=1112/ (+ #)==3/4 мин=45 с. , 
3. аи=аН/н=8 м/с; а=21/Н=0,8 м/сЁ; 
а= ДО = — 1,6 мус у = А--Ь/)= 15 с; 
Ир —=4 м/с. 

4. ш=1/(8)-1/2=7 с; Н=яИ/2=240,1 м. 
5. = 286228 ы/с. 

6. 2 =40 м (см. рис. 8). 

7. = оу21/а=500 м. 

8. в,/ос=1/20. 

9. Е-=п(а--&(с0$ и—8т а))==2,1 Н. 

10. Е, =т(й-—0*/Н)=44 кН. 

11. о= ув с с. 


*)ЭКирные точки на оси Ох на рисунках 1—4 
не принадлежат графикам. 


12. х-—(2,51-{-2г)!/3=29 см (от левого конца 
стержня). 
13. Сможет. 
14. = 0/3. 
15. б= 28, /Ю-40 Н: А-0. 
16. АЕ2тар, 
и. _ тай 
мот) 


19. = 
18. «а=3/4. 
19. Р= ти(3с0$ а—2)9 М а при а<агссоз (2/3), 
Е=0 при и агссо$ (2:3). 

20. В=2р, /(ря)==20 м. 

21. х=180./0,==32 см. 

22. т=р.р,И/(р.—ра)=1,8 - 10* кге=18 т. 


23. х=М (лК'ь,). 
24. А ру = 45 кДж. 
25. о=0,л/(п—1)=21. 10* кг/м". 


Молекулярная физика. Тепловые явления 


20,7 м/с. 


7. №= № АРИ/М=4 102? (здесь № =6.02х 
х 10" моль-', М=лА-10` кг/моль). 
2. См. рис.9. 
3. тойт, = 1/2. 
4. т2=тМ.:/М, —тМ.яН /(2ВТ)=:5.10-' кг 
РЕ Т.р?2\, те _— за 
5. о — РА 2255 К (здесь ро= Па). 
6. т/т„==14. 
Ч. УИ = ЕЯАКТ)= 
МТГт 
8. ти 22021 кг. 
бб а —79 208 вт 


9. ф= | (Риз/Рн (ГТГ 1 2%. 


10. Не, = 2,65 - 10° м=265 км 
(здесь с—4, р. - 10° Дж/(кг.К), Е,=100 °С, = 
—2,3 + 10° Дж/кг). 
Основы электродинамики 
4Е,Е> 
1. Ве 
Е +8): 
2. 9. И. /9=—5,6-10 °Кя. 
4. № # {а.—а ола, ал=10 кВ/м. 
4. ре И 5-10 ° Кл; 9:=0. 
5. (=. И -— и) —1 мк9>. 
6- у” =! =4.10"° Дж. 
Дыр 
= А0,48 В. 
26 20152-90291) о. - 
8. 12-=8/91, =0,4 А. 
9. # =110:/10:—0.=13,3 В. 
Пи 
10. и= —__—_— о. 
< 91-2 92— Пи 
< Мао =< 
11. № 271000 50 А. 
: ©, а 
12. #—= {1/100%) (5х асы 
ост 12— 1) 
13. Е=аРп//МЛ22600 с^-43 мин, 
14. И=2р11/2/100%)= 5,6 кВ. 
ым/с А 
Рис. 9. 


15. И’ = 8 (егВ? Дать. 
16. Токи в обоих кольцах одинаковы. 
11. а) <= Ва*/9Вх; 6! ч— Ва*/В. 


Колебалия и волиы 

1. а=1 в: ТО" К. 

2. п= 5 261. 

3. = 2 с0о5 и ==1,15 м/о. 

4. ок =ЗИР-=15 м/с; 0,= 

р 251 (о, Ло \Т/ М 
эл АТИ 


Ир=6 м/с. 
450 м. 


Оптика 
1. х=В х--(1— В) что / п? — 5012 520,98 м. 
2. См. рис. 10. 
3. См. рис. 11. 
4. [== Е,З. 
5. 4=#(1—Р/р"!= 4,5 см; /=ар’/р-=18 см. 
6. /=ЕРтАт--Р; Р=т-1. 
7. о’ =ЕРАа-—Е)=4 сы/с. 
8. = МЕЛЬР 9-10 *с. 
9. Е=а4 Ета} =0,1 м. 
10. 2.‘ =^/в=0,53 мкм; красный. 
11. пей /?Е) == 1,5. 
12. М=(1/100%)РА/(Вс) = 1,3 + 108 с—1 
13. АР=-Е/с+ у2и(Б— А). 3,4 - 10-2 кг - м/с 
{т=9,1 - 10-31 кг). 
«Квант» для младших школьников 
(см. «Квант» № 5) 
1. Если Цете х лет, то Пете, сго братьям и отцу 
вместе х-+{-(х-+3)-+(х— 3)-- х/З-Зх=95 лет, от- 
куда 19х/3=95, х=15. Значит, Пете 15 лет, 
братьям 18, 12 и 15 лет, а отцу 45 лет. 
2. 932 --9338 ==10 210. 
3. Давление тела иа дио уменьшается за счет 
увеличения выталкивающей силы. 
4. Ответ изображеи на рисунке 12. Решение. 
Обозначим числа, которые надо расставить в 
образовавшиеся 11 частей, так: х,. .... Х., У 
..а У 2, Где = — число, поставленное и центр 
пятиугольника, ах,, ..., Х,, И, ..., /5 расставлены, 
как показано на рисунке 13. Поскольку сумма 
чисел от 1 до 11 равна 66, сумма чисел в каж- 
дом треугольнике, все вершины которого яв- 
ляются вершинами пятиугольника, равна 22. 
Если сбозначить хх. хх. Нх5=Х, у, + 
и: Ни: Ви. Ру: =У и рассмотреть все упомяиу- 
тые треугольники. мы получим соотношения: 
2Х--У=5 . 22, 
х-ЗУ--5:=5 - 32, 
Хх + У-+2=66. 
Отсюда Х=45, У==20, 2=1. 
Итак, в центре пятиугольника стоит 1. Далее, 
поскольку Хх, Ех. -Нх, х. -хс=45 и каждое 
из чисел х,, ..., х; не больше 11, это равенство 
возможно лишь в случае Х==7-+8-9 10-11. 
Ставим на место х, число 11. Нетруднс заме- 


Рис. 10. 
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Рис. 11. з 


тить, что тогда сумма чисел у, 2и у, равна 11 
(сравните треугольиики, в которых расставле- 
ны числах, у, жи хх, У, Ул 2, У). По- 
скольку 2=1, получаем у. Ру.—10. Так как 
у, у», ... Из — ЭТО числа 2, 3, 4, 5, 6, последнее 
равенство возможно лишь при у2=4, у.=6 
(или у. =4, у.=6). Точно так же х, + ==11 и 
х. и. =11. Постепенно получаем иужную рас- 
становку чисел. 

5. Такое расниливание всегда возможио: рас- 
положите красные и синие палочкн в два ряда, 
одии под другим (рис. 14), и произведите рас- 
пилы так, как указано на рисунке. 


Главный редактор — академик Ю. А. Осипьяи 


о® 
У РУ 


Рис. 14. 


Шахматная страничка 
(см. «Квант» № 3} 


Задание 5 (С. Лойд, 1857 г.). 1. С96 Кр 
2. КрЬЗ (первые два хода белых можно пере- 
ставить) 2... Кра| 3. Са3! КрЫ1 4. КсЗ-{ Кра1 
5. СЬ2Х. 

Задание 6 (А. Шуряков, 1983 г.). Единствен- 
ное поле для белого ферзя — №8. Очевидно, 
в этой позиции ход черных, они берут иа 18, 
и мата нет. При любом другом положении 
ферзя черным уже мат или первым же ходом бе- 
лых. ь 


— 
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Ордена Трудового Кресного Знамени 
Чеховский полнграфический комбинат 
ВО «Союзполиграфиромь 
Государственного номнтете СССР 

по делам издательств. полигрефин 

ш книжной торговли 

142300 г. Чехов Московской области 


Шахматная страничка 


Консультирует — экс-чем- 
пион мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А.Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук ЕК. Я. Гияк. 


ШАХМАТНЫЕ РЕКОРДЫ 


Известно, что иа обычной 
доске можно расставить самое 
большее 8 ферзей, не угро- 
жающих друг другу, 8 ладей, 
14 слонов, 32 коня или 
16 королей (см. «Квант» 
1983, № 3). Выдающийся ма- 
стер головоломок. автор мно- 
жества занимательных мате- 
матических задач, в том числе 
с шахматным сюжетом, 
Г. Дьюдени придумал такую 
позицию, в которой на доске 
в безопасности одновременно 
находятся 8 ферзей, 8 ладей, 
34 слонов (три максимума!), 
21 конь и 8 королей (одно- 
именные фигуры не бьют 
друг друга). Итого 59 фигур. 
Этот рекорд держался с прош- 
лого века м казался незыбле- 
мым. Но вот совсем недавно 
читатель журнала В. Попов 
нз Донецка побил старинный 
рекорд! 


оно 


Как мы видим, 
ферзях, 8 ладьях, 14 слонах 
и 21 коне королей теперь 9, 
и общее число фигур увеличи- 
лось на одну — 601 Приме- 
чательно, что четыре пустых 
поля расположены на одной 


при В 


днагонали. Кто сумеет еще 
улучшять рекорд? 

Следующая позиция как бы 
связывает между собой двух 
великих изобретателей голово- 
ломок — америкаица С. Лой- 
да и англичанина Г. Дъюдени. 
Лойд обнаружил, что при ис- 
ходном расположении белых 
фигур и одиноком черном 
короле поле 54 — единствен- 
ное, на котором ои может 
получить мат в 3 хода: 
1.44 Крё4 2.е4-- КрЬ4 3.#3х, 
1..Кри5 2.ФдЗ КрЬ4(84) 
3.ФиЗХ . 


Дьюдеии 
другой вопрос: как быстрее 
всего эта позиция может полу- 
читься в настоящей шахмат- 
ной партии? Поскольку белым 


заиитересовал 


нужно съесть 15 черных 
фигур и пешек, а на первом 
ходу взятие невозможно, ре- 
щеняе содержит не меиее 
16 ходов. Дьюдени придумал 
партию, в которой позиция 
на диаграмме возникает после 
16 ходов белых и 16 кодов 
черных. Рекорд держался 
очень долго, пока в 1933 году 
В. Томпсон не улучшил его 
на полхода! 

1.Кс3З 45 2.К:945 &6 3.К:е? 
Ь5 4.К:26 а6 5.К:8 С47 
6.К.:17 Фи57.К::85 К16 8.К:Ъ7 
Ке4 9.К:{8 Ксз 10.К:а7 КЫ 
11.К:58 Кр!7 12.К:аб Кряб 
13.К:с7 Крь5 14.К№5 Лаз 
15.К:а3 КрЬ4 16.К:Ъ1. 

В отличие от предылущего 
случая на сей раз рекорд 
является абсолютным, побить 
его невозможно. 

История помиит невероят- 
ные происшествия, когда по- 
беда достигалась только од- 
ними пешками. Вот две ре- 
кордные партии. 

Ковардж — Новак (Брно, 
1921 г.). Ферзевый гамбит. 
1.44 45 2.с4 еб 3.Кс3З с5 4.СГ4 
са 5.С:Ъ8 44:с3 6.Се5 сЪ. Бе- 
лые сдались (7.С:Ъ2 СЪ4-). 

Борохов — Файн (Пасаде- 
на, 1932 г.). Защита Алехнна. 
1..4 КР6 2.е5 К45 3.с4 Кб 
4.44 Ксб 5.45 К:е5 (5...КЪ4 
6.с5 Кб:45 7.в3, также выиг- 
рывая одними пешками) 6.с5 
КЬс4 7.4. Черные сдались. 

Спертым матом партия 
обычно завершается лишь в 
миттельшпиле или экдшпиле, 
более короткие партин попа- 
дают в коллекцию курьезов. 
Вот несколько уникальных 
примеров из практики. 

Алехия — Аллис (Поль- 
ша, 1935 г.). Защита Каро- 
Кани. 1.е4 св 2.44 45 3.Кс3 де 
4.К:е4 Кат 5.Фе? Кя!6?? 
6.Ка6Ж! Любопытно, что кол- 
лекция коротких и парадок- 
сальных партий содержит де- 
сяток точно таких же встреч 
с матом конем на 46% Выбран- 
ный образец примечателен 
тем, что белыми здесь играл 
чемпион мира. 


Грантер — Гейли (Нют- 
ландия, 1894 г.). Сыцилиан- 
ская защита. 1.е4 с5 2.К{3 Ксб 
3.94 са 4.К :94 е5 5.Кь5 Кае7 
6.Ка6х. 

Марьянович — Живанов 
(Панчево, 1946 г.). Сицилиан- 
ская защита. 1.е4 с5 2.КеЗ 
Ксб 3.Кее2 #6 4.43 С57 5.Се3 
Ка4 6.63?? К{Зх. 

Иванов — Мартынов (Мо- 
сква, 1973 г.). Француаская 
закцита. 1.е4 еб 2.44 45 3.Кс3 
4е 4.К:е4 Ке? 5.С43 #6 
6.КЕбх. 

Официально в шахматах 
не фиксируются рекорды чи- 
сла кодов, но в истории сорев- 
нований известиы  партии- 
марафоны. Самой продолжи- 
тельной долгое время счита- 
лась партия А. Вольф — 
О. Дурас (Карлсебад; 1907 г.). 
Игравший белыми Вольф дал 
мат королю соперника на 
3268-м ходу. Любопытно, что 
тот же Дурас однажды про- 
играл Д. Яновскому на 161-м 
ходу (Сан-Себастьян, 1911 г.). 
Но рекордной, по-видимому, 
является партия Г. Пиль- 
ник — М. Черияк (Мар-дель- 
Плата, 1950 г.). Она продол- 
жалась более 22 часов и зв- 
вершилась вничью иа 191-м 
ходу. В чемпионатах СССР 
рекорд держит поединок 


И. Кан — И. Бондаревский 
(Ленинград, 1939 г.), в нем 
иичья была зафиксирована на 
142-м ходу. 

Конкурсные задания 


игрывают. 


м 


< К _ 


вынгрывают. 

Срок отправки решений — 
20 августа 1986 2. с помет- 
кой на конверте «Шахматный 
конкурс +Кванта», задания 
11, 12». 


На Х Всесоюзной летней школе юных програм 
мистов можно было пообщаться и с компью 
тером ‹« Агать, п с главным организатором 
этих школ академиком А. П. Ерщовым. 


Теперь персональный компьюаер — не ред 
кость ы в обычной средней школе, 20е уже год 
фроводятся уроки по особей 
й вычислительной техники. 


Цена 40 коп. 


Индекс 70465 


Здесь показана проекция на плоскость «восьми- 
мерного куба», построенная компьютером по 
программе А. Д. Коршунова. Куб спроекти- 
рован из евосьмимерного пространства» на обыч- 
ную (двужерную) плоскость параллельно на- 


№7 
р 


Е 


вт 
я «Н 


правлению, мало отличающемуся от главной 
диагонали куба. Получившееся хитросплетение 
ребер куба чем-то напоминает паутину. Видимо 
позтому, пока рисунок готовился в редакции, 
в паутине завелся паук, которого наш худож- 
ник уже не сумел отделить ог паутины... 


Что такое «многомерный куб» — в частности 
восьмимерный — рассказано в статье С. В. Ду- 
жина и В. Н. Рубцова в этом номере. Позна- 
комившись с этой статьей, вы поймете, что 
восьмимерный куб имеет «грани» размерностей 


<7 


2, 3, 4, 5, 6, 7. Любителям геометрии мы 
предлагаем, двигаясь по паутине, указать 
несколько граней каждой размерности. А люби- 
телям алгебры и арифметики — найти, сколько 
граней каждой размерности имеется у восьми- 
мерного куба. 


Научно-популярный у 
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Журнал 

ЦК Коммунистического 
союза молодежи 

им. Димитрова 
«Математика» 

и его развитие 


Народная Республика Болгария — 
страна зрелого социалистического 
общества. Ее гражданин — творче- 
ская личность, борец и преобразова- 
тель. Он ищет и анализирует, откры- 
вая новые пути в науке и практике. 
Поэтому ему мало просто получить 
современные знания, он должен на- 
учиться самостоятельно и действенно 
мыслить, творчески относиться к про- 
блемам жизни. Отсюда необходимость 
в подготовке кадров, которые были бы 
способны быстро ориентироваться 


в изменяющихся условиях, в новей-` 


ших достижениях науки и техники, 
самостоятельно решать назревшие 
проблемы. Мы должны так подгото- 
вить подрастающее поколение, чтобы 
оно могло органически соединить до- 
стижения научно-технической рево- 
люции с преимуществами социалисти- 
ческой системы, создавать и внедрять 
новое в науке и производстве. 

Математика всегда лежала в основе 
технического прогресса, поэтому Бол- 
гарская коммунистическая партия и 
правительство рассматривают как 
жизненно важный вопрос о повыше- 
нии математической культуры моло- 
дежи. 

В 1962 году Секретариат ЦК БКИ 
принял решение о создании журнала 
«Математика» для учащихся средних 
школ. Журнал должен был выходить 
шесть раз в год и на негс возлага- 
лись следующие задачи: 
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— знакомить школьников в попу- 
лярной и привлекательной форме с 
крупными достижениями математи- 
ки, ее историей и ее творцами; 

— более глубоко и подробно разъ- 
яснять вопросы, изучаемые в школь- 
ном курсе математики; 

— подчеркивать практические при- 
ложения математики и ее воспита- 
тельное значение; 

— помогать во внеклассной мате- 
матической работе учащихся; 

— отражать интересные события 
международной математической жиз- 
ни; 

— знакомить учащихся с ведущи- 
ми отечественными математиками; 

— помещать материалы по зани- 
мательной математике. 

Эти задачи наш журнал начал ре- 
шать в своих научно-популярных 
статьях и рубриках: «Из истории ма- 
тематики», чЗнаменитые математи- 
ки», «Конкурсные задачиь, «Задачи», 
«Задачи на аттестат зрелости», *«За- 
нимательная математика» и др. 


чШкольные» темы 


Научно-популярные статьи связаны 
< учебными программами; с одной 
стороны, они относятся к темам, ко- 


`торые расширяют познания школьни- 


ков в данном вопросе, а с другой — 
к темам, углубляющим их познания. 
Среди этих тем назовем следующие: 

1. Основные виды отображений 
множеств и числовые отображения. 

2. Определенный интеграл и его 
приложения. | 

8. Принципы непрерывности. 

4. Векторы и их приложения. 

5. Свойства треугольников и четы- 
рехугольников. 

6. Правильные пирамиды. 

7. Уравнения и системы уравнений. 

8. Неравенства и системы нера- 
венств. 

9. Алгебраические операции и их 
свойства. 

В журнале рассматриваются не 
только темы из классических раз- 
делов математики, но также такие раз- 
делы, как комбинаторный анализ, 
математическая логика, теория реше- 
ток и графов, математическая линг- 
вистика, многие главы вычислитель- 
ной математики, то есть те разделы, 
которые можно объединить под общим 
названием. 


Дискретяая математика 


Цели, которые преследуют статьи это- 
го направления, следующие: 

1. Усиление прикладной направ- 
ленности. Связь между дискретной 
математикой, использованием ЭВМ и 
вычислительной математики, с одной 
стороны, и приложениями к экономи- 
ческим и гуманитарным дисципли- 
нам, с другой, делают изучение дис- 
кретной математики необходимым 
для большей части специальностей 
средних учебных заведений. 

2. Ознакомление с математическим 
моделированием. Дискретные модели 
имеют свои особенности, которые иоз- 
воляют их специально выделить (ли- 
нейное программирование, математи- 
ческие модели языков и др.). 

3. Раскрытие существенной роли 
дискретной математики для повыше- 
ния вычислительной культуры уча- 
щихся. 

4. Ознакомление с комбинаторным 
анализом, приобретающим в наше 
время все большее значение в при- 
кладной математике. С комбинатори- 
кой также связаны многие разделы 
теории вероятностей и других дисцип- 
лин. 

5. Повышение логической грамот- 
ности учащихся. 

Какие именно темы этого направ- 
ления должны быть освещены — 
трудный вопрос. Но редколлегия жур- 
нала считает, что ими должны быть 
в первую очередь статьи, которые 
можно связать с темами школьного 
курса. 


Научное мировоззрение 


В связи с одной из основных задач 
средней школы — воспитанием науч- 
ного мировоззрения — журнал «Ма- 
тематика» публикует статьи, пока- 
зывающие происхождение математи- 
ческих понятий, разъясняющие роль 
математических абстракций, силу 
математических методов, которые поз- 
воляют просто и в определенных 
условиях исчерпывающе — решать 
сложные вопросы естествознания — 
физики, биологии, астрономии и дру- 
гих наук. Акцентируя специальным 
образом внимание на философских 
основах математики, мы способствуем 
более глубокому осмыслению предме- 
та и его методов, более широкому 
взгляду на сам предмет и его место 
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в системе научных знаний, на его 
роль как движущую силу прогресса. 
Вот примеры статей этого направ- 
ления: «Математика и объективная 
реальность», «Математический способ 
мышления», «Математика как про- 
фессияь, «Талант и эстетика в науч- 
ном творчестве», «Музыка математи- 
ки», «Математический подход при 
физических рассмотрениях». 


История математики 


Огромную роль в становлении науч- 
ного мировоззрения молодежи играет 
ознакомление с историей науки и на- 
учных открытий. На необходимость 
научного подхода указывают и клас- 
сики марксизма-ленинизма. Изучая 
сложный путь, пройденный наукой, 
в известной степени приближаешься 
к пониманию ее роли сегодня. При- 
ведем несколько примеров статей, 
преследующих эту цель: +*Идеи 
Н. И. Лобачевского», *+Из истории 
математики», «Первые шаги из исто- 
рии счета», «Математика древних на- 
родов Месопотамии», «Из истории ло- 
гарифмовь, «От числа до цифры». 

Отметим также специальное место, 
которое мы отводим на рассказы 
о развитии болгарской математики. 

В рубрике «Знаменитые математи- 
ки» читатели знакомятся с жизне- 
описанием крупных ученых в области 
математики и, с учетом уровня под- 
готовки читателей, с обзорами научно- 
го творчества этих ученых. Мы поме- 
щаем и биографии видных болгарских 
математиков и некоторые их первые 
работы. 


Журнал +Математикаь стимули- 
рует исследовательскую работу учени- 
ков посредством рубрик «Ученическое 
творчествоь и «Конкурсные задачиъ. 
Еще в самом первом номере журнала 
в рубрике «Ученическое творчество» 
была помещена статья ученика 9-го 
класса «Неравенство между средним 
арифметическим и средним геометри- 
ческим некоторых чисел». В течение 
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первых лет существования журнала 
под этой рубрикой выходили преиму- 
щественно статьи, содержащие ориги- 
нальные решения задач с междуна- 
родных олимпиад. Позже редколле- 
гия журнала стала более активно ру- 
ководить ученическим творчеством, 
и на страницах журнала стали появ- 
ляться рефераты со школьных теоре- 
тических конференций по математике. 
% 


Рубрика «Конкурсные задачи» 


Эта рубрика, созданная с самого 
рождения журнала «Математика», 
ставила своей целью привлечение 
наиболее способных учащихся к са- 
мостоятельной творческой работе на 
уровне задач международных олим- 
пиад. В известной степени здесь были 
реализованы прогрессивные концеп- 
ции Дьёрда Пойа, состоящие в том, 
что в классе можно создавать такую 
обстановку, что ученики сами стре- 
мятся к определенной исследователь- 
ской работе. 

В период от 1962 по 1967 мы публи- 
ковали задачи (и затем их решения) 
и списки учеников, наилучшим обра- 
зом решающих эти задачи. После 1968 
года публикуются оригинальные ре- 
шения и обобщения задач самих 
школьников, а с 1969 года также и 
составленные школьниками задачи. 
При этом большое значение придается 
способности ставить и решать задачи, 
возникающие при изучении реального 
мира, природы. 


Разделы для младших школьников 


С 1980 года журнал «Математика» 
выпускает 10 номеров ежегодно. 
Основные цели и задачи журнала не 
изменились, но он расширился за счет 
материалов для младших школьников 
(4—6 классы). Созданы рубрики 
«Статьи для младших» и «Задачи 
для младших». В статьях для млад- 
жих изучаются прежде всего ситуа- 
ции, близкие к практике и к интуи- 
тивным представлениям, дается пред- 
почтение занимательному элементу, 
диалогу. Главная их роль, однако, 
состоит в том, чтобы с раннего воз- 
раста прививать учащимся вкус к кра- 
соте математических рассуждений и, 
н рамках возможного, навыки само- 
стоятельной работы. Особенно тща- 
тельно подбираются задачи для млад- 
ших школьников. Учащиеся 5, би 
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Т классов имеют возможность участ- 
вовать в заочно-очном конкурсе по 
решению этих задач. Двадцать луч- 
ших ‘семиклассников получают право 
без конкурсных экзаменов продол- 
жить свое образование в математи- 
ческой гимназии. 


Информатика 


Начиная с первого номера 1985 года 
наш журнал увеличил свой объем. 
При этом дополнительный объем отво- 
дится теперь под новую рубрику, 
посвященную вопросам информати- 
ки. Ее цели, определенные эконо- 
мической жизнью страны, следую- 
щие: 

1. Развивать интеллектуальные 
способности учащихся, знакомить их с 
такими математическими понятиями, 
как система, модель, информация, ал- 
горитм, программное управление, 
формальные языки ит. п. 

2. Расширять и углублять понятие 
о математическом моделировании на 
примере реальных устройств и тех- 
нологий, управленческих и обслужи- 
вающих процессов, знакомить с их ис- 
следованием, оптимизацией и алго- 
ритмизацией. 

38. Раскрывать возможности инфор- 
матики и математики для решения 
научно-технических и экономических 
задач и на их основе знакомить с 
количественными методами решения. 
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В заключение отметим, что вот уже 
более 20 лет журнал «Математика» 
является добрым помощником уча- 
щихся средней школы. Об этом гово- 
рит хотя бы тираж журнала, который 
возрос от 15.000 (в 1962 году) до 
78.000 (в 1986 году). 

Коллектив редакции стремится мак- 
симально полно удовлетворять инте- 
ресы читателя, помогать в подготовке 
кадров с широкими математическими 
познаниями. Вот почему мы постоян- 
но ищем разнообразные формы кон- 
тактов с читателями. 

Главный редактор журнала 
«Математика» 
Р. Русев 


Об одной теореме 
Кронекера 


К. Г. БАНКОВ (НРБ) 


Теорема, о которой здесь пойдет речь. 
играет заметную роль в теории чисел. 
Однако нам она интересна по другой 
причине: сее помощью удается просто 
решать элементарно формулируемые, 
но по существу трудные задачи. Преж- 
де чем привести саму теорему, мы рас- 
смотрим две такие задачи. 

Задача 1. Докажите, что сущест- 
вует степень числа 2, десятичная за- 
пись которой начинается с цифр 1986. 

Чтобы решить эту задачу, нужно 
найти такую степень тЕМ, чтобы 

10". 1986<2"< 10" . 1987 
для некоторого п. Логарифмируя по 
основанию 10, получаем 

12 1986-15 10" т 2 1987 

+= 10“, 
или 
$ 1986< тв 2— п 1987. 
Задача будет решена, если мы. сумеем 
найти такие натуральные п и т, чтобы 
одно из чисел вида 


тв 2—п, тпрЕМ (1) 


попало в маленький интервал 


(12 1986, 15 1987). 
Задача 2. В вершинах целочис- 
ленной квадратной сетки нарисованы 


одинаковые маленькие коты (рис. 1). 
Докажите, что луч У=Ех, х>0 пере- 
сечет, кроме центрального, хотя бы 
еще одного кота, если число Е — ирра- 
ционально. 

Пусть 2& — «ширина кота», иначе 
говоря, пусть центральный кот пере- 
секает ось Ох по отрезку [— 0; &‹]. 
Для определенности предположим, 
что луч расположен в первом квадран- 
те (остальные случаи аналогичны). 
Тогда луч пересекает прямые у= 
—1, 2...., п,... по точкам с абциссами 
а, 20...., па,... где а-=1/Ё. Задача бу- 
дет решена, если мы найдем такие 
натуральные л и т, что 


тв <па<т-еь, 
или 
—=< па—т<е., 


то есть сумеем установить, Что одно 
из чисел вида 

па —т,п,тЕ М, (2) 
попадает в маленький интервал (— =, 
Е0)- 

Замечательная идея теоремы Кро- 
некера*) состоит в том, что такие мно- 
жества, как (1) и (2), содержат числа, 
лежащие вообще в любом интерва- 
ле. Чтобы‘дать точную формулировку 
этой теоремы, нам потребуется одно 
определение. 

Числовое множество А с В называ- 
ется всюду плотным (в В), если любой 
интервал содержит элемент этого мно- 
жества. Инымн словами, А всюду 
плотно в В, если для любых чисел 
х, УЕВ, х< у существует «СА, такой 
что х<ха<у. 


Упражнения 

1. Укажите, какие из следующих множеств 
всюду плотны в ВБ: а) все рациональные числа; 
6) все иррациональные числа; в) все числа 
вида л--5т/17 (л, тЕ2,); г) все числа вида 
п Е/т (п, А, ТЕР). 

2. Пусть множество А всюду плотно в Ки 
г+0 — действительное число. Докажнте, что 
тогда множества 


В-={а--г; ас А}, СЕДга, а6А} 
тоже всюду плотны в В. 


Теорема Кронекера. Для произволь- 
ного иррационального числа ‚а-=0 
множество 


{та п; т, пе 2} 
всюду плотно в В. 


Доказательство. Нужно установить, что 
для любых двух чисел х, у, для которых х<у, 
существует число вида та--п, где 71, ЛЕ та- 
кое, что хх та п у. Обозначим через $ длину 
интервала ^=(х; у) п разделим интервал [Ю; 1] 
на конечное число интервалов А/, ^,, ..., А., каж- 
дый из которых имеет длину меныше, чем 4. 
Отметим теперь, что для любого целого числа 71, 
очевидно, существует ‘целое л, для которого 
число та--п лежит на отрезке [0; 1]. Так как 
целых чисел бесконечно много, а отрезок [0; 1] 
разделен на конечное число интервалов, су- 
ществуют целые числа т,, т., п, п», для кото- 
рых т, == т- и числа ло | л,и т.с - п. лежат 
в одном и том же иитервале 4,. Это означает, 
что число а=(ла, — т›)а (п,—п.} по абсолют- 
ному значению меньше, чем $. Кроме того, ра- 
венство а—=0 не может быть верно, потому что 

п.—п, 
из него вытекает, что из" — 
т—т. 
иальное число. Из сказаиного следует, что иеко- 
торое число, кратное а, которое также имеет 
вид та-Ел, где т, л — целые числа, будет при- 
надлежать А--(х; у); теорема доказана. 


Замечание. Теорема остается вер- 
ной, если множество (3} заменить на 


(3) 


— рацио- 


*) Леопольд Кронекер (1823—1891) — выдвю- 
щийся немецкий математик, специалист по алгебре 
м теории чиссл. 
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множество 

{пта—п; т, п6М}. (4) 
Это легко выводится из доказанной 
теоремы; вывод мы оставляем чита- 
телю в качестве упражнения. 

Возвращаясь теперь к множествам 
(1) и (2), мы видим, что они удовлетво- 
ряют условиям теоремы: задачи Т1и2 
тем самым решены. (Мы считаем из- 
вестным, что число |# 2 иррациональ- 
но; впрочем, это несложно доказать.) 

Упражнение 3. Покажите, что в задаче 
с котах условие иррациональности Е нельзя 
опустить. 

Рассмотрим еще несколько задач, 
решения которых используют теорему 
Кронекера- 

Задача 3. Докажите, что сущест- 
вует квадрат натурального числа, де- 
сятичная запись которого начинается 
с любых предварительно заданных 
цифр. 

Решение. Найдем квадрат нату- 
рального числа, первые цифры деся- 
тичной записи которого — аза,...а. 
Обозначим через А число А= 


=а.а!...а;. Будем теперь искать такое 
натуральное число п,-чтобы для неко- 
торого натурального числа Ё были 
верны неравенства 


А -10*<п2< (А 10*, 

или Е АЕ п Е< Ш (А 1). 
Если мы выберем число п равным 
=:2”, а число Ё — четным, #=24, то 
ВА 2т в 2—2 (АИ. (5) 

Согласно теореме, замечанию 

{см. (4)) и упражнению 2, множество 
{2п1& 2—2; т, 16М} 
является всюду плотным, и, следова- 
тельно, существуют числа ти № для 
которых верно (5). Задача решена. 

Для решения следующих задач нам 
потребуется еще такое утверждение: 

Лемма. Если две непрерывные 
функции принимают одинаковые зна- 
чения, когда аргументами являются 
элементы одного и того же всюду 
плотного множества, то они совпадают 
всюду. 

Эта лемма «геометрически очевид- 
на»; ее формальное доказательство 
малопривлекательно (хотя и нетруд- 
но), поэтому мы его не приводим. 

Задача 4. Докажите, что функ- 


ия Их)=3зт лх т л^2х 


непериодическая. 


Решение. Допустим, что функция { пе- 
риодическвия, м обозначим через Т--.0 один из 


ее периодов. Тогда равенство 
эп л(х-- Г-Н л/2(х--Т)= } 

— эт лх- эт л\/2х (6) 
верно для любого действительного числа х. 


Если в этом равенстве мы заменим х произволь- 
ным четным числом 2т. то получим 


эт Г 8 лу 12 (2т -+Т)у=зт (пу? - 2т). 


Используя снова периодичность функцин зи, 
получаем равенство 


эт лТ-Ёэап 8 (2т+ т +т) =— 


==8ий 2 (2т-+ =) 
` 


которое верно для любых двух целых чисел 
т и л. Согласио теореме упражнения 2 мно- 
жество 


| ие т, л — целые числа } 


является ее плотным. Это означает, что 
фуикдии эп лГ--чм л У2е-+т) и зп л-/2х при- 
нимают одинаковые значення, когда их аргу- 
ментами являются элементы одного м того же 
всюду плотного множества и, следовательно 
(по лемме), созпадают всюду, то есть ‚равенство 
зт дГ-Еап л\!2(х--Т)=зт л/2х (7) 
верио для любого действительного числа х. 
Вычитая (7) из (6), получаем 
эт л(х + Т) эм лТ= зщ лх. 
В последием равенстве полагаем х = Т; получим 
п 21лТ— зп лТ=ва л7, 
или 
зп л7Т(с0$ лГ— 1)=0. 
Из последнего равенства следует, что Т — 
целое число. Тогда из (7) следует” 
эт д 2(х-+Т)-—эт л\2х= =0, 
или 


1 л\ сов 28 (+ т о. 
Так как существуют значения х, для которых 
с0з п\ («+ т) 5-0, то зш л\/2 т 


ст 
вытекает, что \!2 вс целое число. Но, с дру- 


= 0; отсюда 


гой стороны, Т — также целое число и Т-=-0, 
значит \/2 — рациональное число, что неверно. 
Полученное противоречие доказывает, что 
функция / непериодична- 


Вот еще одна задача, связанная с 
рассмотренной выше функцией. 

Задача 5. Докажите, что функция 

Кх)=ят лх- зщ я/2х 
не может принять значения 2, но при- 
нимает значения, сколь угодно близ- 
кие к числу 2. 

Решение. Если мы допустим, что 
Кх)==2 для некоторого х, то будут вы- 
полнены одновременно равенства 
т лх =1 и з лу 2х ==1, откуда непо- 
средственно следует, что число 7/2 ра- 
ционально, а это неверно. Следова- 
тельно, Кх)<2 для любого числа. 


го х — произвольное число вида 
2т4 1 


ция { а вид 


Иж шт п (2т-- 1). 


5, где т — целое число, функ- 


Покажем, что можно найти такое це- 
лое число т, для которого 
. 1 

т лу (@т-т ) сколь угодно близко 
к числу 1. Имея в виду непрерыв- 
ность функции зш, достаточно найти 
такие целые числа т и п, что число 


Уа(2т-+ 5) произвольно близко к 


числу 2п-- 5. Поэтому достаточно 


доказать, что для любого положитель- 
ного в существуют целые числа т ил, 
для которых 


2п-- 5 —е<\(2т+ $ )<2п+ 
+ +=. 


Преобразуем последнюю цепочку не- 
равенств к виду 
1—2:—\/2<4т\/2—41<1{2=—2. 
Теперь все следует из теоремы и уп- 
ражнения 2. 

Задача 6. Найдите все непрерыв- 
ные действительные функции |, для 
которых Нх)=Их--1)=Кх +2). 

Решение. Пусть { — непрерывная 
функция, для которой (х)=Их-1)= 
=/х-^/2). Это означает, что числа 1 
и -/2 — периоды функции /. Тогда 
периодами функции { являются также 
все числа вида т-- л`/2, ге тил — 
целые числа, то есть для любых двух 
целых чисел тип верно равенство 

Кх-- т + п-/2) = Кх). Песледнее равен- 
ство означает, что Кх ру) и Кх)} прини- 
мают одинаковые значения, когда у 
принадлежит всюду плотному мно- 
жеству 


{т-+ п\/2; т, п — целые числа]. 
Тогда согласно лемме получаем, что 
равенство /х-у)=Кх) верно для 
каждого числа у, то есть каждое (дей- 
ствительное) число является периодом 
функции /[. Теперь, если х, и х. — 
два различных числа, мы положим 
у=х.—х, и тогда 

Их,) = Их, + (х. —х,))=Кх.). 
Следовательно, решением задачи 6 
будут все функции вида Кх)=а, где 
а — постоянная.. 


АМА 


3 


т > к 


чья и | | 
о ИИ 
о | О 
й — 


т й 


| 


ит 
| г ой 


ож 


| | 


р ыы 


ы й 
И 


| | И 
| Ни 7 


Намагниченный 
атомарный 


водород 


Доктор физико-математических наук 
И. П. КРЫЛОВ 


Водород — самое распространенное 
вещество во Вселенной. Пылающие 
звезды и холодный межзвездный газ 
на 90% состоят из водорода — эле- 
мента № {1 периодической системы. 
Остальные 10 % почти полностью со- 
ставляет гелий — элемент № 2. На 
долю всех более тяжелых элементов, 
столь важных у нас на Земле, в кос- 
мических масштабах приходится все- 
го лишь 1/1000 часть общего количе- 
ства вещества. Водород на Земле су- 
ществует в молекулярном виде, в то 
же время в космосе водород — в ос- 
новном атомарный. В чем тут дело? 
Можно ли создать и сохранить ато- 
марный водород на Земле? Как это 
сделать? Ответы на эти вопросы вы 
получите, прочитав эту статью. Меж- 
звездный газ чрезвычайно разрежен: 
в среднем 1 атом водорода в 1 см?. 
Какие максимальные плотности ато- 
марного водорода можно получить 
в лаборатории? Ответ на этот вопрос 
меняется изо дня в день, ибо сейчас 
ученые в передовых физических ла- 
бораториях усердно работают над 
увеличением этой плотности. 

Все земные газы при понижении 
температуры становятся жидкими, 
а потом твердеют. Наиболее упорно 
превращению газа в жидкость сопро- 
тивлялся гелий. Лишь при понижении 
температуры до нескольких градусов 
вблизи абсолютного нуля (—273,15 °С) 
гелий стал жидким. Впервые это уда- 
лось сделать почти 80 лет назад. 
Но элемент № 2 не сдался полностью: 
в отличие от остальных элементов 
он не твердеет при нормальном дав- 
лении даже при абсолютном нуле. 
Становится ли жидким атомарный во- 
дород? Уверенного ответа на этот 
вопрос ученые сейчас дать не могут. 
Усть основание считать, что элемент 
№ 1 в атомарном виде еще более 
капризен, чем элемент № 2, и не толь- 
ко не затвердеет, но даже и не превра- 
тится в жидкость. Но лучше давайте 
по порядку. 


«Земной» и «космический» водород: 
молекулы и атомы 


В учебнике читаем: «водород — лег- 
кий бесцветный газ, превращающий- 
ся в жидкость при —253 °С и затвер- 
девающий при —259 °С». Все это го- 
ворится про обычный «земной» водо- 
род, или, выражаясь точным языком, 
про молекулярный водород Н.. Свой- 
ства «космического», атомарного во- 
дорода Н, совсем другие. Начнем с 
самого начала. Вспомним, как устроен 
атом водорода — простейший атом 
в природе. 

Атом водорода образован двумя 
элементарными частицами: протоном 
и электроном. Их электрические заря- 
ды равны по величине и противо- 
положны по знаку. Протон заряжен 
положительно, в 1836 раз тяжелее 
электрона и служит ядром атома с 
размером менее 10-1? см. Электрон 
движется вокруг ядра. Однако его 
движение подчиняется особым кван- 
товым законам. По современным пред- 
ставлениям нельзя считать, что элект- 
рон движется по какой-то определен- 
ной орбите. Он как бы «размазан»: 
предпринимая независимые попытки 
определить местонахождение электро- 
на в абсолютно одинаковых атомах 
водорода, мы будем обнаруживать 
электрон в самых разных точках во- 
круг ядра.*) Так возникает образ 
электронного облака, плотность кото- 
рого указывает, где более, а где менее 
вероятно обнаружить электрон 
(рис. Т). Электронное облако в ато- 
мах не имеет четкой границы; однако 
при превышении некоторого расстоя- 
ния плотность спадает очень быстро. 
Это расстояние можно принять за ра- 
диус атома. Для атома водорода эта 
величина называется боровским ра- 
диусом и равна а=0,53 . 10° м= 
=—0,53 А (здесь использована единица 
длины ангстрем — 1 А=10`® м). 

Электрон, а вместе с ним и весь 
атом водорода, обладает магнитными 
свойствами: в магнитном поле он ве- 
дет себя как магнитная стрелка. Как 
будто электрон «намагничен», у него 
есть северный и южный полюса. Это 
свойство наглядно изображают с но- 
мощью стрелки, показывающей на- 


*) См. статью «Соотношение неопределенностси® 
ъь «Крантее № 7 за 1985 год 
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Рис. 1. Протон в центре электронного облака — 
простейший атом в природе. 


Рис. 2. Атом водорода в магнитном поле ведет 
себя кок магнитная стрелка — он ориентирует- 
ся вдоль силовых линий поля. Однако в отличие 
от стрелки электронный магнитик не может за- 
нимать промежуточных положений; он имеет 
только две ориентации: против поля или по 
полю. 


правление магнитного  момеита*) 


(рис. 2). 

Как известно, магнитная стрелка 
в магнитном поле поворачивается 
вдоль силовых линий, изменяя свою 
ориентацию непрерывно. В отличие 
от нее электронный магнитик не мо- 
жет занимать промежуточных  поло- 
жений. Квантовые законы позволяют 


*) В «Кишите» № 3 за этот год в разделе «Школа 
в *«Каритсь была опубликоваиа статья, посвящемй- 
ная магнитному моменту. 
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ему иметь только две ориентации: 
по полю и против поля. К такому 
необычному квантовому поведению 
электрона надо просто привыкнуть. 
В микромире многое происходит сов- 
сем иначе, чем в обычной жизни. 


Молекула водорода 


Рассмотрим теперь. что происходит 
при сближении двух атомов водорода. 
Атомы в целом нейтральны, так что 
на больших расстояниях электриче- 
ские силы отсутствуют. При умень- 
шении расстояния электронные обла- 
ка начинают перекрываться (рис. 3). 
Из законов квантовой механики сле- 
дует, что характер деформации обла- 
ков определяется взаимной ориента- 
цией магнитных моментов электронов. 
Если стрелки, показывающие на- 
правление магнитных моментов, смот- 
рят в одну сторону (см. рис. 3), то 
электронные облака между ядрами 
разрежены. В этом случае преимуще- 
ство имеют силы отталкивания, дей- 
ствующие между одноименными за- 
рядами. Во втором случае электрои- 
ные облака в области между ядрами 
более плотны, чем в удаленных точ- 
ках. При этом одерживают верх силы 
притяжения. Подчеркнем, что силы 
взаимодействия между атомами — 
электрические силы; силы магнитно- 
го взаимодействия в этом случае очень 
малы. 

Взаимодействие атомов удобно опи- 
сывать с помощью графика зависи- 
мости потенциальной энергии взаимо- 
действия И от расстояния между ато- 
мами г. На рисунке 4 приведены эти 
графики для параллельной (11) иан- 
типараллельной (11) ориентаций маг- 
нитных моментов атомов водорода- 
Положительный знак потенциальной 
энергии, как обычно, соответствует от- 
талкиванию, отрицательный — при- 
тяжению. Жак видно из рисунка, 
на малых расстояниях даже в случае 
антипараллельной ориентации (+1) 
атомы начинают отталкиваться. Это 
происходит потому, что притяжение 
электронных облаков к «чужим» яд- 
рам уже не может ‘компенсировать 


-оттталкивание положительно заря- 


женных ядер. Устойчивому положе- 
нию равновесия соответствует мини- 
мум потенциальной энергии. При этом 
два атома водорода в состоянии #} 


расположатся на расстоянии г/=0,7 А. 


Образуется устойчивая система — мо- 
лекула водорода. Энергия образова- 
ния молекулы — «глубина ямы» на 
графике И (г) — составляет Е’= 
—4,5 эВ. При «слиянии» атомов в мо- 
лекулу, называемом рекомбинацией, 
эта энергия — энергия рекомбина- 
ции — должна быть отдана окру- 
жающим телам. При обратном про- 
цессе, называемом диссоциацией, эта 
энергия — энергия диссоциации — 
должна быть доставлена из внешнего 
источника. Заметим еце раз, что в 
состоянии {атомы водорода вообще 
не могут образовать молекулу. 
Графики потенциальной энергия об- 
ладают большой наглядностью: си- 
стема стремится двигаться так, как 
двигались бы санки на скользкой горе, 
склон которой изображен на графике. 
Для графика {4 санки уехали бы 
вправо, в область больших расстоя- 
ний. Это означает, что атомы оттал- 
киваются и удаляются друг от друга. 
На графике {| имеется склон, по ко- 
торому санки двигалисьбы влево, 
к началу координат, что соответствует 
притяжению атомов водорода. 


Как происходят столкновения 


Обычно магнитные моменты атомов 
ориентированы случайно. Половина 
столкновений происходит в состоя- 
нии 1 а другая половина — в сос- 
тоянии { |. 

Интересно, что далеко не каждое 
столкновение двух атомов водорода 


в состоянии 41| приведет к образо-` 


ванию молекулы, то есть к рекомбина- 
ции. Обращаясь к нашей иллюстрации 
с санками, мы легко себе представим, 
что, прикатившись на совершенно 
скользкую гору откуда-то справа, сан- 
ки соскользнут вниз, в яму, но по инер- 
ции вылетят на противоположный: 
склон и остановятся на высоте, с кото- 
рой они начали скатываться на пра- 
вом склоне. Затем санки опять поедут 
вниз, опять проскочат дно ямы и уедут 
вправо с той же кинетической энер- 
гией, с какой приехали. Ясно, что это 
обратимое движение происходит в си- 


лу закона сохранения энергии при ус-. 


ловии полного отсутствия трения. 
Для реальных гор часть кинетической 
энергии всегда уходит на работу 
против сил трения, то есть в тепло, 
и санки рано или поздно остановятся 
на дне ямы. При сближении атомов 
`’ водорода также справедлив закон со- 


Рис. 3. При параллельной (1 Г) ориентации маг- 
нитных моментов электронное облако между 
ядрами разрежено. при антипараллельной 
(+!) — сгущено. 


И. эВ 
5 


Потенциальная энергия 
взанмоденствия атомов 


= 


Рис. 4. «Горка» потенциальной энергии двух 
атомов водорода в состоянии {| \. Минимум для 
графика {| — +яма» глубиной 4,5 эВ:дно 
«ямы» соответствует расстоянию т=0.7 А. 


хранения энергии. И здесь уже нет 
никаких трущихся поверхностей. Ес- 
ли сталкиваются только два атома, 
то им нечему передать свою энергию. 
При столкновении атомы сблизятся, 
проскочат по инерции устойчивое 
положение, сойдутся до полной оста- 
новки, а потом сцятБ разлетятся, 
как абсолютно упругие шарики. Для 
образования же молекулы необходи- 
мо столкновение сразу трех тел: двух 
атомов водорода и еще чего-нибудь. 
Третьим телом может быть любой 
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атом или молекула или их скопле- 
ние — в общем, что-нибудь, способ- 
ное унести излишек кинетической 
энергии двух атомов водорода, слип- 
шихся в молекулу, то есть энергию 
рекомбинации. Для сталкивающихся 
атомов водорода, состоящих из заря- 
женных частиц и обладающих маг- 
нитными моментами, в принципе су- 
ществует возможность отдать энергию 
рекомбинации, излучив свет ультра- 
фиолетового диапазона. Однако эта 
возможность очень маловероятна. 
Согласно оценкам, при обычных теп- 
ловых скоростях движения атомов во- 
дорода на десятки миллиардов столк- 
новений лишь в одном случае прои- 
зойдет излучение света и образование 
молекулы. Раз свет может излучаться 
при образовании молекулы, то воз- 
можен и обратный процесс — раз- 
рушение молекулы за счет поглоще- 
ния энергии ультрафиолетового све- 
та — так называемая фотодиссоциа- 
ция. Хотя этот процесс тоже маловеро- 
ятен, но молекула как стабильное об- 
разование может ждать сколько угод- 
но и в конце концов при облучении 
ультрафиолетовым светом будет раз- 
рушена. 

Теперь мы можем понять, почему 
в космических условиях разреженный 
межзвездный газ — водород — нахо- 
дится в атомарном состоянии. В раз- 
реженном газе преимущественно про- 
исходят парные столкновения частиц, 
в тройные столкновения чрезвычайно 
редки. Рекомбинация происходит 
лишь при тройных столкновениях 
атомов и идет очень медленно. В то же 
время ультрафиолетовое излучение 
звезд пронизывает все космическое 
пространство и с достаточной ско- 
ростью производит фотодиссоциацию 
образовавшихся молекул. Реальное 
соотношение скоростей рекомбинации 
и диссоциации таково, что доля моле- 
кул в межзвездном водороде мала. 

Напротив, в газе высокой плот- 
ности, соответствующей давлению в 
земной атмосфере, вероятность трой- 
ных столкновений достаточно велика, 
и рекомбинация быстро приводит к 
исчезновению атомарного водорода. 
Атомарный водород 
в лаборатории 
Как получить и сохранить атомарный 
водород в земных условиях? Полу- 
чать его из молекулярного газа до- 
вольно просто в газоразрядных труб- 
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ках; это научились делать уже около 
сотни лет назад. Сохранить атомар- 
ный водород в течение длительного 
промежутка времени очень трудно, 
и лишь совсем недавно, несколько лет 
назад, удалось увеличить время хра- 
нения до нескольких часов. Начнем 
с методики получения атомарного 
водорода. 


Современная промышленность ши- 
роко использует водород. Наиболее 
распространенным способом его полу- 
чения (конечно, в молекулярной фор- 
ме) является электролиз воды. Но как 
обеспечить диссоциацию молекулы во- 
дорода, то есть разделить ее на атомы? 
Влце в начале нашего столетия зна- 
менитый физик Ленгмюр заметил, 
что часть молекул водорода разла- 
гается на атомы при соприкосновении 
с раскаленной вольфрамовой нитью. 
Однако эта термическая диссоциация 
малоэффективна. Гораздо лучше мо- 
лекулы разваливаются в электриче- 
ском разряде. Если стеклянную труб- 
ку длиной 10-30 см заполнить газом 
под низким давлением р = 10% 
-- 10-* атм, укрепить на концах труб- 
ки электроды и приложить к столбу 
газа постоянное напряжение {= 
—1--3 кВ (рис. 5, а), то газ начнет 
светиться и через него пойдет ток. 
Говорят, что в трубке загорелся раз- 
ряд. При этом часть атомов ионизи- 
руется, то есть электроны отрываются 
от ядер н разгоняются электрическим 
полем. Такие ускоренные электроны 
сталкиваются с молекулами и раз- 
рушают их. При столкновениях меж- 
ду собой атомы опять рекомбинируют 
в молекулы. Особенно часто это про- 
исходит на поверхности стекла, кото- 
рое служит третьим телом и прини- 
мает часть энергии рекомбинации. 
Поверхностная и объемная рекомби- 
нации определяют динамическое рав- 
новесие: за любой промежуток време- 
ни число молекул, диссоциированных 
электронным ударом, равно числу 
молекул, образовавшихся за счет ре- 
комбинации атомов. При этом число 
атомов держится на стационарном 
уровне. Отношение М„м„/ (М омоь 
-Н Моск») Называется степенью дис- 
социации и может достигать 90% 
и более. 

Разряд можно устроить более удоб- 
ным и еще более эффективным спо- 
собом, если взять высокочастотный 
генератор (рис. 5, 6). 


6) 
Рис. 5. а) Электроны разгоняются в разрядной 
трубке сильным электрическим полем. и, сталки- 
ваясь с молекулами Н», разваливают их на 
атомы. 

б) В безэлектродной разрядной трубке перемен- 
ное поле от высокочастотного генератора мощ- 
ностью — 00 Вт производит почти 100 %-ую 
диссоциацию. Трубка ярко светится малиновым 
светом. 


Подавая с одного конца трубки 
молекулярный газ, с другого концз 
мы можем забирать поток атомарного 
водорода. 

К сожалению, это лишь частичный 
успех. После выключения разряда за 
тысячные доли секунды все атомы 
рекомбинируют. Перед нами встает 
более сложная задача: как сохранить 
атомарный водород? 


Магнитная ловушка 
вблизи абсолютного нуля 


Внимательно прочитав предыдущие 
страницы и немного подумав, вы до- 
гадаетесь, как в принципе решить 
поставленную задачу. В самом деле, 
достаточно устроить так, чтобы все 
атомы сталкивались в состоянии | 4. 
Как показывает верхний график на 
рисунке 4, при таких столкновениях 
молекула вообще не может образо- 
ваться. Но как перевести атомарный 
водород в такое состояние? Ясно: надо 
включить магнитное поле. Во внешнем 
поле все атомы водорода — элемен- 
тарные магнитики —. повернутся 
вдоль поля и не смогут образовывать 
молекулы. Это все правильно, Но... 
есть много помех. Если по стрелке 


компаса слегка ударить, то она начнет 
колебаться, и вы не сможете узнать 
направление на север, пока стрелка 
не успокоится. Элементарные магни- 
тики атомов все время подвергаются 
ударам со стороны других атомов в 
результате никогда не прекращающе- 
гося теплового движения. Поэтому 
даже в самых сильных магнитах, ко- 
торые создают поля В = 30 Тл, при 
комнатной температуре (Т = 300 К) 
магнитные моменты атомов водорода 
ориентируются по полю н против поля 
практически с равной вероятностью 
1/2. Лишь создав поле в тысячи тесла, 
мы смогли бы ориентировать атомы 
при комнатной температуре. Но таких 
магнитных полей мы создавать не 
умеем. Зато мы легко можем понизить 
температуру! Техника получения низ- 
ких температур Г = 1 К сейчас 'до- 
ступна многим лабораториям. К тому 
же при этих температурах магнит 
можно сделать из сверхпроводящего 
провода. Небольшие сверх проводящие 
магниты позволяют получать магнит- 
ные поля В = 10 Тл. Наконец мы 
пришли к правильному техническому 
решению проблемы хранения атомар- 
ного водорода: камера в поле сверх- 
проводящего магнита при температу- 
ре не выше Т = 1 К. 

Сверх проводящий магнит проще 
всего изготовить, намотав сверхпро- 
водящую проволоку на цилиндриче- 
ский каркас. Такую катушку еще 
иначе называют соленоидом. Пропу- 
стив по проволоке электрический ток, 
мы получим магнитное поле, макси- 
мальное внутри катушки, где и сле- 
дует разместить водородную камеру. 
Помимо ориентации атомов соленоид 
сыграет еще одну важную роль: он 
втянет атомные магнитики в область 
сильного поля (так же, как притяги- 
вает стрелку компаса). Поэтому вбли- 
зи центра соленоида концентрация 
ориентированных атомов будет го- 
раздо больше, чем вдали от магнита 
(рис. 6). 


Поляризованный 
атомарный водород — 
самый летучий 


В первых опытах, поставленных не- 
сколько лет назах в Амстердамеком 
университете, была получена и сохра- 
нялась в течение нескольких часов 
концентрация п около 10'° атомов 
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Рис. 6. Цилиндрическая катушка г током (соле- 
ноид) создает магнитное поде, которое втяги- 
вает магнитные атомы в область сильного поля 
внутри катушки ы поворачивает их магнитные 
моменты вдоль подя. 


Рис. 7. Сжатие атомарного водорода «поршнем» 
из жидкого гелия. Ири очень низких темпе- 
ратурах паров гелия практически нет- 


водорода в 1 кубическом сантиметре 
(п — 10'° см 3). Много это или мало? 
По сравнению с межзвездным газом 
(п —=1- 10 см?) это очень много. 
По сравнению с обычным газом при 
нормальных условиях это довольно 
мало. Напомним, что при 0 °С и давле- 
нии } атм в } см газа содержится 
около 2,7 + 10'3 частиц. Так что в пер- 
вых опытах атомарный водород был 
весьма разрежен. 

Но по мере совершенствования 
техники Концентрация быстро воз- 
растала. Наибольший успех принес 
простой и хорошо известный прием — 
сжатие. Все знают, как сжимают воз- 
дух в цилиндре с подвижным порш- 
нем. Так же можно сжать и атомар- 


ный водород. Но при соприкосновении 
х 
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с поверхностями всех веществ, кроме 
жидкого гелия, атомы очень быстро 
рекомбинируют. Поэтому внутреннюю 
поверхность камеры, в том числе и 
поршень, покрывают пленкой жидко- 
го гелия. Можно обойтись и без порш- 
ня; вернее, использовать в качестве 
поршня поверхность жидкого гелия. 
В начале водород заполняет почти 
весь объем камеры. Поднимая уро- 


`зень жидкого гелия, газ можно сжать 


в маленький пузырек и повысить 
концентрацию Н в сотни и тысячи раз 
(рис. 7). Таким способом год назад, 
удалось достичь рекордной величины 
п =5. 10'3 см 3. Это значение уже 
сравнимо с плотностью газа при нор- 
мальных условиях. Получить больше 
мешает все та же рекомбинация. 

Однако правильно ли сравнивать 
теплый комнатный воздух с очень 
холодным атомарным водородом? Ко- 
нечно, чтобы лучше оценить достигну- 
тое, надо сравнить свойства различ- 
ных газов при низкой температуре. 
Эксперименты, с атомарным водоро- 
дом проводились при Т=0,5 К. Эту 
температуру мы и выберем для срав- 
нения. Манометрический датчик не- 
посредственно измерял давление р, а 
концентрация п подсчитывалась по 
формуле идеального газа. Так, приве- 
денное выше значение для п было 
получено по измеренной величине 
давления р-=$5 Ца. Давайте посмот- 
рим, каких давлений можно достичь 
с другими газами. 

Как известно, если сжимать газ при 
постоянной достаточно низкой темне- 
ратуре, то максимальное давление` 
равно давлению насыщенных паров 
р... данного вещества. Дальнейшее 
сжатие не будет увеличивать давле- 
ние газа, а будет приводить к пе- 
реходу в жидкую или твердую Ффа- 
зу. При Т=0,5 К давление насыщен- 
ных паров для всех веществ, за исклю- 
чением гелия, практически равно 
нулю. Для природного изотопа ‘Не 
оно очень мало: р,‚=0,002 Па; для 
искусственного ЗНе оно существенно 
выше: р,„—=243 Ца, но все же меньше 
рекорда давления атомарного водоро- 
да. При таком сравнительном ана- 
лизе еще большее впечатление про- 
изводят данные, полученные при 
понижении температуры. Самая низ- 
кая температура, при которой до 
настоящего времени проводились 

(Окончание см. на с. 81) 


Тайны 
волшебной лампы 


Кандидат физико-математических наук 
4. А. ВАРЛАМОВ 


Фотография, помещенная рядом с 
эпиграфом, сделана не на Солярисе, 
не из космического корабля, погру- 
жающегося в мрачные глубины атмо- 
сферы Юпитера, и не из иллюмина- 
тора батискафа, рискнувшего подо- 
браться к извергающемуся подводно- 
му вулкану. На ней изображен ра- 
ботающий светильник «Радуга», кото- 
рый, хотя и не всегда, можно ку- 
пить в магазинах «Подарки». Он 
таит в себе множество непростых 
и красивых явлений. 

Устройство светильника весьма не- 
сложно. Он представляет собой про- 
зрачную цилиндрическую колбу, в 
основание которой, под стеклянным 
дном, вмонтирована обычная электри- 
ческая лампа. Стекло у дна при- 
крыто цветным светофильтром, а 
по его периметру идет металличе- 
ская спираль (рис. 1). Колба примерно 
на 1/6 часть своего объема запол- 
нена воскообразным веществом (о 
котором мы в дальнейшем будем 
говорить как о «веществе А»), а за- 
тем почти доверху залита прозрач- 
ной жидкостью (о ней мы будем го- 
ворить как 0 «веществе Б»). По 


каким соображениям выбираются эти 
вещества и какими свойствами они 
должны обладать, мы выясним чуть 
позднее, изучая явления, происходя- 
щие в светильнике. 

Наблюдения лучше всего проводить 


в темноте, когда «Радуга» служит 
единственным источником света. 
Включим же ее в сеть и набе- 


ремся терпения. Как мы увидим, 
события, происходящие в светильни- 
ке, можно разбить на несколько фаз. 
Первую из них мы условно назо- 
вем фазой покоя и накопления 
сил. 

Вещество А аморфно, то есть не 
имеет строго упорядоченной структу- 
ры. С повышением температуры оно 
размягчается и постепенно перехо- 
дит в жидкое состояние. Отметим 
важное различие между переходом 


з жидкость кристаллического’ и 
аморфного веществ. Для первого этот 
переход происходит лишь при опре- 
деленной температуре и требует за- 


траты энергии — теплоты плавле- 
ния, которая расходуется на разру- 
шение кристаллической структуры 
вещества. Для аморфного же вещества 
.- твердое и ‘жидкое состояния прин- 
ципиально не различаются. Просто 
с повышением температуры вязкость 
аморфного вещества уменьшается, -и 
оно становится все более и более 
текучим. . 

Включенная в сеть лампочка, осве- 
щающая снизу, сквозь светофильтр, 
красновато-зеленым светом внутрен- 
ность цилиндра, служит также и 
источником тепла. На дне возле лам- 
пы образуется «горячее пятно» (06б- 
ласть повышенной температуры). 
В этой области вещество А начинает 
размягчаться, в то время как ни 
верхняя корка, ни, тем более, жид- 
кость Б прогреться еще не успевают 
Я пока остаются холодными. По мере 
нагревания все большая часть веще- 
ства А становится жидкой, его твер- 
дая корка становится все тоньше и 
тоньше. Вследствие теплового расши- 
рения объем расплавившихся нижних 
слоев вещества А стремится возра- 
сти, ‘давление под коркой увеличи- 
вается, и в какой-то момент жид- 
кость А проламывает твердую кор- 
Ку и пузырями вырывается вверх. 


На дне какбы заработал вулкан. . 


Фаза покоя и накопления сил завер- 
шена — ее сменяет фаза вулкани- 
ческой деятельности (рис. 2). 
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нижней 


У 
= г 
ЕМУ = Со 


Вещества А и Б подобраны так, 
что плотность разогретого жидкого 


`’ вещества А, вырывающегося из тре- 


щины в корке, оказывается несколь- 
ко меньше плотности еце холодного 
вещества Б. Поэтому порции вещест- 
ва А одна за другой всплывают 
вверх. По дороге в холодной жид- 
кости Б они остывают и, достигая 
поверхности, отвердевают, принимая 
самые причудливые формы. При за- 
стывании плотность вещества А ста- 
новится несколько болыше плотности 
жидкости Б, и «осколки» начинают” 
медленно опускаться. Однако неко- 
торые из них надолго зависают 
у поверхности. Причиной плавания 
мелких осколков на поверхности мо- 
жет служить сила поверхностного 
натяжения. Дело в том, что жид- 
кость ВБ не смачивает вещество А, 
поэтому действующая на полузатоп- 
ленные осколки сила поверхностного 
натяжения направлена вверх и стре- 
мится вытолкнуть их из жидкости. 
Благодаря этому же эффекту удер- 
живаются на поверхности воды водо- 
мерки, плавает смазанная жиром 
стальная игла. 1 
Между тем избыточное давление в 
части сосуда, под коркой, 
уже сброшено, края трещины опла- 
вились, и сквозь этот кратер с не- 
большой скоростью продолжают вы- 
текать очередные порции распилавлен- 
ного вещества А. Однако теперь они 
не отрываются ото дна, а медленно 
вытягиваются из кратера в форме 
Удлиняющейся вверх струи. Поверх- 
ность этой струи, соприкасаясь с хо- 


лодной жидкостью Б, быстро отверде- 
вает, образуя подобие ствола. По- 
смотрев на этот ствол «напросвет», 
вы наверняка удивитесь: он тонко- 
стенный и заполнен внутри... жид- 
костью Б. Дело в том, что, когда 
струя расплавленного вещества А вы- 
ходит из кратера и устремляется 
вверх, в какой-то момент для даль- 
нейшего роста ей не достает веще- 
ства А. Внутри струи создается 
разрежение, и где-то на границе 
образующегося ствола и кратера воз- 
никает разлом, в который устрем- 
ляется холодная жидкость Б. Верх- 
няя же часть струи еще продол- 
жает свое движение вверх. Так 
жидкость Б заполняет ствол изнут- 
ри, охлаждая и формируя его внут- 
ренние стенки, после чего они окон- 
чательно отвердевают- 

В нижней части светильника тем 
временем по-прежнему идет процесс 
плавления, и очередной шар расплав- 
ленного вещества А выходит из кра- 
тера. Он поднимается вверх уже внут- 
ри образовавшейся трубки. Подняв- 
пгись до ее верхнего конца, он за 
счет своей еще разогретой массы 
удлиняет ее. С каждой новой пор- 
цией вещества А трубка удлиняется, 
образуя растущий вверх гофрирован- 
ный ствол (рис. 3). Рядом с ним, разд- 
винув опавшие осколки вулканиче- 
ской деятельности, через некоторое 
время может вырасти еще один или 
несколько таких стволов. Стволы 
причудливо переплетаются, подобно 
стеблям экзотических растений, среди 
каменных глыб, усеивающих дно, и 
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продолжающих опускаться по 
нагревания жидкости Б осколков. 


мере 


Картина на время замирает. Эту 
фазу можно назвать фазой камен- 
ного леса. 

Если в этот момент выключить 
светильник, то «окаменевший лес» 
останется в нем неизменным — к 
первоначальному состоянию светиль- 
ник сам вернуться не сможет. Од- 
нако, несмотря на фейерверк про- 
исшедших событий, до рабочего ре- 
жима мы еше не дошли, поэтому 
оставим светильник включенным и 
продолжим наблюдения. 

Время идет, жидкость Б прогрева- 
ется, лежащие на дне осколки на- 
чинают опхавляться, в уходяцкие 
вверх стволы . постепенно оседают 
вниз. Однако среди бывших оскол- 
ков вы не увидите расплющенных 
капель — все они постепенно при- 
нимают сферическую форму. В обыч- 
ных условиях расплющивание капель 
на несмачиваемой поверхности проис- 
ходит благодаря силе тяжести. Она 
противодействует силам поверхност- 
ного натяжения, стремящимся при- 
дать капле форму шара — тела, 
поверхность которого при заданном 
объеме минимальна. В светильнике 
на каплю кроме силы тяжести и 
поверхностного натяжения действует 
сила Архимеда, которая почти пол- 
ностью компенсирует силу тяжести. 
Поэтому капля оказывается как бы в 
состоянии невесомости, и уже ничто 
не мешает ей принять сферическую 
форму- 

Для сферическая 


одной капли 
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Форма в состоянии невесомости яв- 
ляется энергетически наиболее выгод- 
ной. Для двух же или нескольких 
лежащих рядом и касающихся друг 
друга капель выгоднее было бы слить- 
ся воедино — поверхность одного 
большого шара меньше, чем общая 
поверхность нескольких малых с той 
же полной массой (рассчитайте это 
самостоятельно), и следовательно, по- 
верхностная энергия у одной боль- 
шой капли меньше. Однако, взгля- 
нув вновь на светильник, вы убе- 
дитесь, что там все еще спокойно 
сосуществуют несколько почти сфери- 
ческих капель вещества А, и пока, ка- 
жется, они вовсе не собираются сли- 
ваться в одну. А ведь вы, нзвер- 
ное, не раз наблюдали, как ртутные 
или водяные капли на несмачиваемой 
поверхности сливаются почти мгно- 
венно. От чего же зависит время слия- 
ния двух капель? 

Над этим вопросом ученые заду- 
мывались довольно давно. Тем более, 
что он совсем не праздный, а, как 
оказалось, имеет огромное практиче- 
ское значение. Так, ок непосредствен- 
но связан с пониманием физических 
процессов, происходящих в порошко- 
вой металлургии, где спрессованные 
металлические зерна «спекають в ве- 
щества, обладающие уникальными 
свойствами. В 1944 году замечатель- 
ный советский физик Я. И. . Френ- 
кель предложил простейшую модель 
такого процесса, в результате чего 
появилась его пионерская работа, за- 
ложившая физические основы порош- 
ковой металлургии. Идея, лежащая в 
основе этой работы, позволит нам 
оценить время слияния. 

Пусть две одинаковые жидкие кап- 
ли начинают соприкасаться. В месте 
касания образуется перешеек (рис. 4), 


2.9, 


который постепенно, по мере слияния 
капель, растет. Для оценки времени 
слияния т проще всего воспользовать- 
ся энергетическими соображениями. 
Всего в активе» у системы двух 


18 


капель имеется энергия АЁ,, равная 
разности поверхностных энергий на- 
чального и конечного состояний (то 
есть двух отдельных капель радиуса 
Го И одной «общей» радиуса г): 
АЕ, =8лог2— 4лог”. Так как при слия- 
нии капель их полный объем не ме- 
няется, то ли -=2 . 5 ль откуда 
Г=го213, Таким образом, ЛЕ „=Ало(2— 
— 2*.);.. Согласно идее Френкеля, 
этот избыток энергии должен быть 
израсходован на работу против сил 
вязкого трения, возникающих в про- 
цессе перемещения вещества  ка- 
пель и окружающей среды при их 
слиянии. Оценку этой работы мы 
проведем по порядку величины. Для 
силы вязкого трения мы восполь- 
зуемся выражением Стокса, справед- 
ливым для случая шара радиуса 
В, движущегося со скоростью в в 
жидкости с вязкостью т: Р= 
—=6блп Би. Будем считать, что вязкость 
"_ вещества, из которого состоят 
капли, гораздо больше вязкости окру- 
жающей среды, поэтому в формулу 
Стокса подставим именно п. Далее, 
вместо А подставим го. Эта же вели- 
чина характеризует и масштаб пере- 
мещения массы жидкости при слия- 
нии капель: Ах-—г. Таким образом, 
для работы сил вязкого трения на- 
ходим: 
ДА блид то. 
Видно, что чем быстрее капли сли- 
ваются, тем больше энергии на это 
требуется (из-за возрастания сил вяз- 
кого трения). Но запас энергии у нас 
ограничен: АЕ. =4ло(2—2'.)"2. Этим 
и определяется искомое время слия- 
ния капель т. (так называемое френ- 
келевское время слияния). Оценивая 
скорость процесса как и—(т,/т.), на- 
ходим: . 
АА-блиА Го /ь-—4л5(2—2”)®, 

откуда 


Те (Гоп/ с). 
Для капель воды © г-—1 см, 
0-01 Н/м и 1-10 кг/(м-+ с) 


это время составляет всего лишь 
10‘ с. Однако для значительно бо- 
лее вязкого глицерина (при 20°С 
с,„^0,01 Н/м, а п-1 кг/(м-с)) 
соответствующее время т. составит 
уже —1 с. Для различных жидко- 
стей, в зависимости от их вязкости 
и поверхностного натяжения, т, мо- 
жет меняться н весьма широких пре- 
делах. 


Важно, что благодаря сильной за- 
висимости вязкости от температуры 
это время может существенно ме- 
няться и для одной и той же 


жидкости. Так, вязкость глицерина 
при изменении температуры от 20 °С 
до 30°С уменьшается в 2,5 раза. 
Поверхностное натяжение от темпера- 
туры зависит: гораздо слабее (в ука- 
занном диапазоне температур о., 


уменьшается всего лишь на несколько 


процентов). Поэтому можно считать, 
‘что зависимость френкелевского вре- 
мени слияния от температуры опре- 
деляется именно температурной за- 
висимостью вязкости. 

Вернемся теперь к шарам, лежа- 
щим на дне светильника. Пока тем- 
пература жидкости Б не высока, 
вязкость аморфного вещества А боль- 
шая. Теперь понятно, что именно 
по этой причине шары и не сливаются. 
Точно так же не сольются два 
восковых шарика, если их при ком- 
натной температуре привести в со- 
прикосновение или даже сдавить. 
Однако стоит их подогреть, как вяз- 
кость воска резко уменьшится, и жид- 
кие шары сольются довольно бы- 
стро. Отметим и важную роль со- 
стояния поверхности шаров: если она 
неровная и сильно загрязнена, то пе- 
ремычке между шарами образоваться 
трудно. 

`Слияние капель необходимо для 
дальнейшего функционирования све- 
тильника, и в его конструкции пред- 
усмотрен специальный механизм +пе- 
релива» вещества А из отдельных ка- 
пель в уже расплавившуюся основ- 
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А 
т. 


ную массу. Это — упоминавшаяся 
выше металлическая пружина; иду- 
щая по периметру дна светильника. 
Она хорошо разогрета, и при сопри- 
косновении с ней капли вещества А 
прогреваются, вязкость их падает и 
они охотно» втекают в основную 
массу. 

Итак, на дне сосуда образовалась 
единая жидкая масса вещества А. 
Однако, благодаря продолжающемуся 
нагреву, спокойной она оставаться не 
может. Начинается фаза протубе- 
ранцев. 

Оторвавшийся от поверхности про- 
туберанец под действием выталкиваю- 
щей силы медленно уходит вверх 
(рис. 5), постепенно принимая форму 
шара. Поднявшись в верхнюю часть 
светильника, где жидкость Б из-за 
своей низкой теплопроводности до 
сих пор не лпрогрелась, этот шар. 
несколько охлаждается (оставаясь все 
же жидким) и медленно опускается 
вниз, на вздувающуюся поверхность. 
Однако, как мы уже выяснили, влить- 
ся в нее ему не так-то просто, 
и он довольно долго подпрыгива- 
ет на ней, постепенно скатываясь 
к периферии; здесь пружинка «вскры- 
вает» его поверхность, и бывший 
протуберанец завершает свое путе- 
шествие, возвратившись в породив- 
шую его стихию. 

Лампочка в основании цилиндра 
продолжает греть систему, и процесс 
рождения протуберанцев продолжа- 
ется. По мере ловышения температу- 
ры теми его нарастает. Отрываясь от 
поверхности, протуберанцы оставля-. 
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ют висеть «между небом и землейь 
одинокие капли, которые никак ие 
решат — то ли им устремиться 
„вдогонку, то ли вернуться в родную 
стихию. И вот уже в цилиндре 
одновременно находится до десятка 
жидких шаров, одни из которых под- 
нимаются вверх, другие опускаются 
вниз (рис. 6) — начинается фа- 
за столкновений и катастроф. Имен- 
но эта, наиболее длительная и зре- 
лищная фаза, рассматривается созда- 
телями как рабочий режим светиль- 
ника, 

Шары в светильнике сталкиваются, 
меняют направление своего движе- 
ния, но вам не удастся наблюдать 
их слияние в процессе такого соуда- 


рения. Как мы уже выяснили, 
шарам выгоднее (с знергетической 
точки зрения) слиться воедино. Но 
на это нужно время. Понятно, 
что время, которое им «отпущено», — 
это время соударения #. Если т. 
больше : — шары не усчеют 


слиться и разойдутся. Чем же опре- 
деляется время соударения? В све- 
тильнике в основном происходят ко- 
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сые удары (рис. 7), при которых 
размягченные шары, легко деформи- 
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руясь, скользят один по другому. 
В этом слузае характерное время 
соударения #—(г./и). Скорость шаров 
в светильнике всего несколько санти- 
метров в секунду, радиусы шаров — 
несколько сантиметров. Так что #— 1 с, 
и за такое время шары слиться не 
успевают. Вот и приходится им 
«бродить» в светильнике, на время 
залегая на дне, повисая вверху, 
сталкиваясь, но не сливаясь. 

Фаза столкновений и катастроф 
длится очень долго, 5—7 часов. По 
прошествии этого времени инструкция 
рекомендует выключить светильник. 
Однако при определенных (достаточно 
высоких) температурах окружающего 
воздуха эта фаза может оказаться 
не последней. После того как в све- 
тильнике устанавливается стационар- 
ное распределение температуры по 
высоте (вся жидкость Б окончатель- 
но прогревается), плотности веществ 
А и Б практически сравниваются. 
Все вещество А собирается в один 
большой шар, который зависает у 
дна, оголив светофильтр. Со временем 
этот шар, из-за касания со стенка- 
ми цилиндра, несколько остывает, 
его плотность немного увеличивает- 
ся и он медленно опускается на 
дно. Коснувитись дна, шар получает 
дополнительную порцию тепла и 
возвращается на прежнее место. Здесь 
он замирает до тех пор, пока сно- 
ва не остынет, после чего описан- 
ный процесс повторяется. Эту, не 
предусмотренную инструкцией, фазу 
можно назвать фазой большого шара 
(рис. 8). 


Давайте теперь, разобравшись во 
многих деталях поведения светильни- 


ка, взглянем на это явление в це- 
лом. Напрашивается вопрос: почему 
‚вообще возникают эти непрерывно 
сменяющие друг друга, повторяющие- 
ся процессы рождения, столкновений 
и гибели шаров? Понятно, что вся 
«движущая сила» процесса заключе- 
на в разности температур между 
верхним и нижним концами лампы 
{«нагревателем» и «холодильником»). 
Если предположить, что поток тепла 
распространяется благодаря тепло- 
проводности жидкости ВБ, то ее тем- 
пература будет просто плавно ме- 


эти ЖОЩЕ = 
Виз. 
3 


няться по высоте и ничего необыч- 
ного в системе происходить не будет. 
Появление шаров, так же как и кон- 
векция, является следствием неустой- 
чивостей, возникающих при опреде- 
ленных условиях в системах, в ко- 
торых из-за разности температур 
на границах распространяются по- 
токи тепла.*) Отысканием общих 
закономерностей таких явлений зани- 
мается новая, бурно развивающаяся 
наука — синергетика. 


*] Рассмотреми» подобкых вопросов посвящена 
статья а Конвекция и самоорганизуюнцисся структу- 
ры». опубликоваяная в «Кьаите» № 9 за 1985 год. 


Намагниченный 
атомарный 
водород 


(Начало см. на с, 8} 


эксперименты с атомарным водоро- 
дом, была Т=0,2 К. При этой темпе- 
ратуре было достигнуто давление 
атомарного водорода лишь р=4 Па. 
Но для очень холодного газа это 
огромная величина. В самом деле, 
при столь низкой температуре “Не 
имеет пренебрежимо малое давление 
р, —=10“ Па, да и наиболее летучий 
Не уже практически весь вымерз и 
дает всего лишь р, „0,001 Па. 
Итак, экспериментальная физика 


достигла большого успеха. Получено 
новое вещество — газ, создающий 
сравнительно высокое давление при 
очень низких температурах. Это ве- 
щество получило обозначение Н\{, где 
стрелка у символа водорода напоми- 
нает, что атомы находятся в силь- 
ном магнитном поле и их магнитные 
моменты направлены вдоль поля. Ве- 
щество полностью намагничено. Срав- 
нение цифр для давления показыва- 
ет, что намагниченный. атомарный 
водород Н! — самое летучее веще- 
ство в природе. Теория предсказы- 
вает, что при не очень болышцих 
давлениях Н{ останется газом вилоть 
до абсолютного нуля. Лишь при дав- 
лениях в несколько десятков атмосфер 
он может сконденсироваться. Так ли 
это, покажут будущие эксперименты. 
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Ионы 
в растворах 


Е. 9. КОЛОМЕНЦЕВ 


забиду. когда 
рреницса. то 
: р когда мне попала 
уки его работа. Б лишком грудно ве 
_ сразу одолеть, и я провел лихорадочнию ночь 
ео скверными снами. Го. что было написано 
‚ в работе, настолько отличалось ог привычного 
и известного, что я сначала был склонен все 
8 цезом принять за бесемыслицу. х 

^ ь В. Оствальд 


бра, приведенные в эпиграфе, отно- 
сятся к одной из первых работ по 
электролитической диссоциации изве- 
‚ стного шведского фивико-химика 
С. Аррениуса. Несколько позже за соз- 
дание теории этого явления Аррениус 
был удостоен Нобелевской премии. 
Под электролитической диссоци- 
цией понимают распад молекул рас- 
творяемого вещества на положитель- 
ные и отрицательные ионы под влия- 
нием электрического поля молекул 
растворителя. Растворы, в которых 
такой процесс произошел и потому 
они способны проводить электриче- 
ский ток, называют электролитами. 

На рисунке 1 изображен простей- 
ший прибор, с помощью которого мож- 
но определить, является данный ра- 
створ электролитом или нет. Прибор 
состоит из батарейки, ‘лампочки для 
карманного фонаря и двух злектро- 
дов, например графитовых стержней. 
Если при опускании электродов в 
раствор лампочка загорается, значит, 
исследуемый раствор — электролит. 


Опыт 1. Приготовим растворы 


Автор этой статьн Евгений Коломейцев — 
ученик 10 класса московской средней шкозы. 


тео 


поваренной соли, сахара, уксуса и со- 
ды в воде. Исследуем каждый из них 
на проводимость электрического тока. 
Мы увидим, что растворы соли и соды 
хорошо проводят ток, уксус проводит 
гораздо хуже, а раствор сахара совсем 
не проводит электрический ток. 

Теперь повторим один из опытов 
Аррениуса по электропроводности 
растворов. Для этого нам понадобится 
уксусная эссенция (Осторожно! Бере- 
гитесь ожога!) и прибор, с которым 
мы проводили предыдущий опыт. 
Только вместо одной батарейки лучше 
взять две, соединенные последова- 
тельно. 

Опыт 2. Нальем в стакан немного 
уксусной эссенции и замкнем цепь. 
Лампочка не горит. Теперь будем на- 
ливать в стакан воду, одновременно 
следя за лампочкой. Мы увидим, что 
в какой-то момент лампочка загорится 
и затем будет светиться все ярче 
и ярче. Наблюдая это явление, Арре- 
ниус пришел к выводу, что молекулы 
воды «разрывают» молекулы раство- 
ренного вещества на ионы, и чем боль- 
ше первых (то есть чем разбавленней 
раствор), тем больше носителей элек- 
тричества появляется в растворе. 

Говоря о ионах, мы должны хорошо 
представлять их поведение в раство- 
рах. Попробуем, например, устано- 
вить на опыте скорость перемещения 
ионов. | 

Опыт 3. Возьмем блюдце или мел- 
кую тарелку. Положим на дно промо- 
кашку, смоченную-в растворе пова- 
ренной соли, и поверх промокашки 
насыплем кристаллики марганцово- 
кислого калия. На противоположных 
концах укрепим два графитовых элек- 
трода и подключим их к источнику 
(к двум батарейкам, соединенным 
последовательно). Кристаллики нач- 
нут растворяться, и мы увидим, что 
в сторону положительного электрода 
потянутся малиновые язычки. Изме- 
рив скорость их передвижения, что 
нетрудно сделать с помощью часов 
и линейки, можно оценить скорость 
перемещения ионов в растворе. Понят- 
но, что она будет зависеть от многих 
факторов, и прежде всего — от напря- 
жения источника. Для сравнения при- 
ведем несколько значений средней 
скорости движения ионов под дейст- 
вием электрического поля, напряжен- 
ность которого равна единице (такую 
скорость называют подвижностью 


подвижность (в м?/(В - с)) 


Скорость ионов зависит также от тем- 
пературы и от концентрации раствора. 
Попробуйте убедиться в этом само- 
стоятельно. 

Действие электрического тока не 
проходит для электролита бесследно. 
Оно вызывает необратимые химиче- 
ские изменения в нем. | 

Опыт 4. Приготовим раствор по- 
варенной соли, добавим в него не- 
сколько капель фенолфталеина и опу- 
стим концы электродов, соединенных 
с полюсами батарейки. Через неко- 
торое время у отрицательного элект- 
рода раствор окрасится в малиновый 
цвет. Это свидетельствует о Том, что 
в растворе появилась щелочь, то есть 
произошла химическая реакция. 

Действительно, при замыкании це- 
пи положительные ионы натрия Ма* 
начали двигаться к катоду, а отрица- 
тельные ионы хлора СГ — к аноду. 
На катоде происходит реакция вос- 
становления натрия 

Ма+ | ее — Мах, 
который тут же реагирует с водой, 
в результате чего и образуется ще- 
лочь: 


2М№а + 2Н.О =2МаОН + Н.. 
На аноде в это время происходит дру- 
гой процесс — образование газооб- 
разного хлора: 
2СГ — 2е` = СЫ. 
Вот почему этот опыт надо проводить 
в хорошо проветриваемом помещении 


Рис. 2. Схема промышленной установки (элект- 
ролизера} для получения чистого алюминия: 
1] — графитовый анод, 2 — железный с графи- 
товой обкладкой катод, 3 — расплав оксида 
алюминия и криолитв, 4 — чистый алюминий. 


и стараться закончить его как можно 
быстрее. 

Итак, при прохождении электриче- 
ского тока через электролиты (их на- 
зывают также проводниками второго 
рода, в отличие от проводников пер- 
вого рода, например металлов, в кото- 
рых носителями тока являются сво- 
бодные электроны) в них происходят 
химически. превращения. В резуль- 
тате вещества, входящие в состав 
электролита, могут выделяться в сво- 
бодном виде. Такое явление называют 
электролизом. 

Электролиз находит большое прак- 
тическое применение, Прежде всего —- 
для получения чистых металлов. Так, 
например, можно получать магний, 
натрий, алюминий. В настоящее вре- 
мя весь промышленный алюминий 
получают в специальных установ- 
ках — электролизерах (рис. 2) — 
электролизом расплава смеси оксида 
алюминия (А1.0;) и криолита 
(Ма. ^Е.). При этом на катоде проис- 
ходит следующая реакция: 

АР+ + 3Зе` = АГ. 

Понятно, что алюминий мы полу- 
чать не будем, но немного меди по- 
лучить попробуем. 

Опыт 5. Нриготовим концентри- 
рованный раствор сульфата меди 
(Си5О.) и опустим в него два графито- 
вых электрода, подключенных к по- 
люсам батарейки. Через некоторое 
время на катоде появится красный 
налет меди: 

Си?+ -- 2е- = Сие. 

Давайте станем на несколько минут 
алхимиками и попробуем один металл 
«превратить» в другой. Для этого ио- 
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вторим предыдущий опыт, только вме- 
сто отрицательного электрода опустим 
в раствор алюминиевую пуговицу 
(например, от школьной формы). В 
процессе электролиза вместо алюми- 
ниевой «получится» медная пуговица. 

Покрытие предметов слоем металла 
при помощи электролиза называется 
гальваностегией. Металлизовать мож- 
но не только металлические предметы, 
но и предметы из дерева, ткани. При 
достаточной аккуратности вы сможе- 
те изготовить изделие, не уступающее 
по красоте ювелирному. Так, напри- 
мер, можно покрыть слоем меди 
листья растений, кружева, мертвых 
насекомых. Для того чтобы сделать 
их жесткими, надо подержать их не- 
сколько минут в расплавленном воске. 
Затем равномерно покрыть слоем гра- 
фита, чтобы сделать их проводящими, 
и опустить в гальваническую ванну. 

Теперь займемся другой, не менее 
интересной работой — изготовлением 
гальванопластических копий. В каче- 
стве оригинала можно взять какое- 
нибудь рельефное изображение, на- 
пример из гилса, или изготовить его 
самим из парафина. Чтобы получить 
медную копию, надо сначала тщатель- 
но натереть поверхность оригинала 
графитовым порошком, а потом обмо- 
тать его тонкой медной проволокой 
так, чтобы она касалась графитового 
слоя. Проволоку нужно присоединить 
к отрицательному полюсу батарейки 
и заготовленную форму погрузить 
в 20-процентный раствор медного ку- 
пороса. Дальше процесс происходит 
так же, как и при получении мед- 
ного покрытия. Когда толщина слоя 
меди достигнет 1—2 миллиметров, 
форму из раствора следует вынуть 
и осторожно отделить от нее металли- 
ческую копию. 

Способ электролитического получе- 
ния металлических копий открыл рус- 
ский ученый Б. С. Якоби. Гальвано- 
пластика сразу же нашла широкое 
практическое применение. В частно- 
сти — в полиграфической промыш- 
ленности, что позволило значительно 
повысить качество печати текста и 
иллюстраций. Сам Якоби много сде- 
лал для внедрения гальванопластики 
в типографское и монетное дело, а так- 
же для производства художественных 
изделий. И в настоящее время обла- 
сти применения гальванопластики в 
технике обширны и разнообразны. 


Школа в «Кванте» 


Об одном способе 
задания 
окружности 


И. Б. ТАБОВ (НРБ) 


Как известно, окружность определяет- 
ся как геометрическое место точек, 
одинаково удаленных от фиксирован- 
ной точки О. Но существует и много 
других способов задания окружности. 
- Мы рассмотрим здесь один из них. 

Пусть Р — точка, [ — исходящий 
из нее луч. Отметим на луче т, также 
исходящем из точки Р и образующем 
с лучом [ острый или прямой угол ф, 
точку М, находящуюся от Р на рас- 
стоянии а соз ф, где а — фиксирован- 
ное положительное число (рис. 1). 

Теорема. При изменении угла Фф 
в промежутке от —п/2 до п/2 точ- 
ки М составляют окружность диамет- 
ра а, проходящую через точку Р и сим- 
метричную относительно луча 1. 

(Со знаком «плюс» мы откладываем 
углы в направлении против часо- 
вой стрелки, со знаком «минус» — 
в направлении по часовой стрелке.) 

Доказательство. Пусть В — 
точка нашей окружности, диамет- 


рально противоположная точке Р, 
и пусть М — произвольная точка 


Рис. 2. 


нашей окружности (рис. 
«РМЕВ==л/2, и значит, 
РМ=РВЕ + соз ( (МРЕ)-==а соз $. 
(Случаи М=Е (ф=0) и МЕР (ф= 
— + л/2) требуют, строго говоря, от- 
дельного рассмотрения, которое мы 
оставляем читателю.) Таким образом, 
все точки окружности принадлежат 
нашему геометрическому месту, а так 
как окружность пересекает каждый 
луч т, то никаких других точек рас- 
сматриваемое геометрическое место не 
содержит. Теорема доказана. 

Заметим, что если в описании гео- 
метрического места выражение а с0$ Ф< 
заменить выражением а со$ (ф--6) (и, 
конечно, условие, что угол ф — острый 
или прямой, заменить условием, что 
сов (ф-+6)>0), мы получим окруж- 
ность диаметра а, проходящую через 
точку Р и симметричную относительно 
луча, составляющего с [ угол 6 (рис. 3). 

Наконец, если вместо выражения 
а с03ф написать выражение азштф 
(и условие яп ф>0), то мы получим 
окружность диаметра а, касаю- 
щуюся луча 1 в точке Р (рис. 4). 

Продемонстрируем полезность на- 
шего наблюдения на решении одной 
нестандартной задачи. 

Задача 1. Дан равнобедренный 
прямоугольный треугольник ААА, 
с прямым углом при вершине А.. 
Для произвольной точки С на описан- 
ной вокруг треугольника А.А, А. ок- 
ружности отметим на луче А‹С такую 
точку М, что 


А М=А С+А,С—А.С. 


Найдите геометрическое место то- 
чек М. 


2). Тогда 


Рис. 3. 


Рис. 4. 
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Рис. 5. 


Рис. 6. 


Решение. Примем диаметр на- 
шей окружности за 1 и обозначим 
через ф‹ угол САО, где О — центр 
окружности. Тогда, очевидно (рис. 5), 

А С=со$ ф, 

А,С= | зп (Ф+-л/ 4), 

А.С=|зт (ф—л/4)|. 
Рассмотрим три случая. 

1. —л/4<ф<л/4. Тогда 
А ,М=зт (ф-л/4) — эт (4—л/4) — 

— с05ф=\/9 с0$ ф — с08 ф= 
на И =(\/2— 1) соз $. 

Таким образом, соответствующая 
часть геометрического места будет ду- 
гой окружности диаметра \/2—1, про- 
ходящей через точку Аз и симмет- 
ричной относительно луча АО 
(рис. 5). Поскольку угол ф пробегает 
промежуток [—л/4; л/4] длин л/2 
{а ме л, как выше), мы получаем, 
что эта дуга равна полуокружности 
диаметра \/2-—1 (на рисунке 5 она 
выделена красным цветом). 

2. л/4<ф<л/2. Тогда 
А М=зт (ф+л/4) т (ф—л/4)— 

—с03 ф=/2 зт ф—с0$ == 


= (2 эт < МТ со Ф )= 
—^/3 соз (4-5), 
где б==агссо$ (= ^/ Ей ). Таким обра- 


зом, соответствующая этим значе- 
ниям ф часть геометрического места 
будет дугой окружности диаметра \/3, 
проходящей через точку Аз и симмет- 
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Рис. 7. 


ричной относительно луча, проходя- 
щего через Аз и образующего с лучом 
А‹О указанный угол 6. Впрочем, для 
построения этой окружности можно 
этот угол и не вычерчивать: достаточ- 
но заметить, что нужная нам окруж- 
ность проходит через ту же точку луча 
АА», что и предыдущая окружность 
(рис. 6). Поскольку в данном случае 
длина промежутка изменения ф равна 
л/4, нужная нам дуга составляет чет- 
верть вышеупомянутой окружности 


диаметра ^/3 (мы показали ее на ри- 
сунке 6 синим цветом), причем точка 
этой окружности, соответствующая 
значению ф—л/2, нашему геометри- 
ческому месту не принадлежит. 

3. —л/2<ф<—п/4А. Этот случай 
симметричен случаю 2, и ответ сим- 
метричен предыдущему ответу отно- 
сительно луча А.О. 

Окончательный ответ к задаче 1 
изображен на рисунке Т. 


Задача 2. Дан многоугольник Аз А.А... 
...А.. вписанный в окружность с. Для произ- 
вольной точки С окружности с отметим на 
луче А.С такую точку М, что 

АМ=|хь › А.С-х, + АС+-...х, ' А,С|, 

где Ху. х,, -.. Хх, — некоторые числа. 

Найднте множество, которое описывает точ- 
ка М, когда С пробегает окружность с. 


Задача 3 (это — задача М853 из +За- 
дачника «Кванта», см. «Квант», 1984, № 3}. 
Квадрат" АВСР вращается вокруг своего не- 
подвижного центра. Найдите множество, кото- 
рое описывает середина отрезка Р@, где Р — 
основание перпендикуляра, опущенного из точ- 
ки О на неподвижную прямую [, а @ — сере- 
дина стороны АБ. ; 


Бу 
Аля младших школьников 


Задачи 


1. Решите в целых числах урав- 
нение 
ху 3х — бу= — 3. 


2. Все точки некоторой окруж- 
ности произвольным образом окраше- 
ны в два цвета. Докажите, что 
найдется ` равнобедренный треуголь- 
ник с одноцветными вершинами, 
вписанный в эту окружность. 


3. К сумме цифр двузначного 
числа А прибавили квадрат этой 
суммы и получили число А. Найди- 
те, чему равно А. 


4. Пусть СМ — медиана треуголь- 
ника АВС. Известно, что ХДСАВ- 
+ МСВ=90°. Докажите, что тре- 
угольник АВС — прямоугольный 
или равнобедренный. 


5. На окружности радиуса 10 
расположены несколько непересекаю- 
щихся дуг общей длины 32. Дока- 
жите, что для любой прямой найдет- 
ся хорда окружности, параллельная 
этой прямой, концы которой при- 
надлежат двум таким дугам. 


Эти задачи нам предложили А. П. Савин 
н болгарские авторы К. Коларов, И. То- 
нов, С. Савчев, И. Проданов. 
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вздохнул и 
вытер глаза. 
Он, видно хо- 
тел что-то сказать, но его душили 
` рыдания. — Ну, прямо словно кость у не- 
го в горле рат ар сказал Грифон. И 
принялся трясти Под-Котика и бить его п 
слине. Наконец Под-Котик заговорил: — Ты, до 
жно быть, никогда не видала живого омара... — За- 
то я его пробова...—-начала Алиса, но спохватилась 
и покачала головой. — Нет, не видала.— Значит, ты 
не имеешь понятия, что такое морская кадриль с омах 
рами.— Нет, не имею‚,— вздохнула Алиса.— А что это 
за танец? — Прежде всего,— начал Грифон,— все выст- 
раиваются в ряд на морском берегу...— В два ряда! — за- 
ричал Под-Котик.— Тюлени, лососи, морские черепахи в 
]все остальные. И как только очистишь берег от медуз... 
— А это не так-то просто, — вставил Грифон.—- Делаешь © 
сначала два шага вперед...— продолжал Под-Котик.— Взяв 
1 подручку омара! — закричал Грифон.— Конечно.,— подтвер- 
] дил Под-Котик.— Делаешь два прохода вперед, кидаешься на 
] партнеров...-- Меняешь омаров и возвращаешься назад тем 
же порядком,— закончил Грифон.— А потом,— продолжал & 
` 


—, 


Под-Котик,—- швыряешь...— Омаров! — крикнул Грифон, 
— Подальше в море...—- Плыветь за ними! — завопил Грифон. 
— Кувыркаешься разок в море! — воскликнул Под-Котик и 


‚ -{ прошелся колесом по песку&Вот и вся первая фигура,— сказал | © 
Под-Котик внезапно упавшим голосом. Это, должно быть 
очень красивый танец,— заметила А Неру") 

р оихфон _Под»Ко: ы [о 


было посмотреть. 
— Кстати, о треске, 
заметил Под-Ко- 
тик.— Ты ее видалА? 
— Да,— сказала 
Алиса.— Она инопда 
бывала у нас на 
обед.— Ты, видно, хо- 
чешь сказать, что 

она бывала у вас 

на обедах, — попр 
вил Под-Котик Али- 
су.— Ну, раз вы та 
часто встречались, 
ты, конечно знаешь, 
как она выглядит... 
— Да,— сказала заду\и- 
чиво Алиса.— Хвост-# 
рту, и вся в сухарях. 
Пол-Котик широко зев- 


затяну 
грустную песнк 
про треску.— Боль 
спасибо, — сказалз 
— Очень интерерно 


Алис 


1. Отгадайте 
числовой 
ребус 
ФОН“-ГРИФОН 
ед: } 2. Участники тан- 
цев расположи- 
ись а зале 5х7 м, 
разделенном на 
квадраты 1Ж1 м 


к 


вадрате оказалось 
по одному танцо- 
. По команде ко- 
ролевы каждый 
такцор переходит 
’ в соседний квад- 
ат. Если п каком- 
’ то квадрате ока- 
ваются два (или 
больше) танцора, 
оролева приказы- 
вает отрубить 

им головы. 
Придется 

ли палачам пора- 
ботать? 

3. Алиса хочет 
справедливо 
поде- 

’ лить квадратный 
торт на 20 кус- 
ков тан. чтобы 


так, что в каждом 


АТ 


нул и закрыл глаза.— Об < все разрезы не 
ясни ей про хвост, — сказал >. были парал- 
он Грифону-— Дело в том, аичены = 
— сказал Грифон,— что она ТА ли 
очень любит танцевать с она это 
омарами. Вот они и швыряют ее делать? 
в море. Вот она и летит далеко-да- 
леко. Вот хвост у нее и застревает 
во рту, — да так крепко, что не вы 
8) “7 


9 № № дм моими 


ь 


4. АА 


Е— 


спасибо, — 
сказала Алиса.— Это 
очень интересно. Я всего эторб 
и не подозревала.— Это что’ 
— сказад Грифон.— Я та 

кое могу про треску рас- 
сказать! Если хочешь, кфне- 
чно... Знаешь, почему е 
называют треской? 

— Треску много, — 
сказал значительно Гри 
фон. Алиса растерялась 
— Много треску? 


ыы УР 


тереспросила—\& 
она с недоу- \ 
мением.— Ну , 
да,— подтвердил 
Грифон.— Рыба она 
так себе, толку от 


— продолжал Грифон.— Дру 
такой трещотки не сыщешь! И 
> друзей себе таких же подобра- 
Ула. Ходит к ней один старичок Су- 
З\дачок. С утра до ночи судачит. А 
> Уеще ука забегает — так она всех щу- 
^)| чит. Бывает и Сом — этот во всем сом- 
невается... А как соберутся все вме- 
сте, такой подымут шум, что голова 
кругом идет. Тут Под-Котик открыл 
глаза.— Ну, мватит об этом, — прогово- 
рил он.-- Расскажи теперь ты про 
свои приключения.— Я с удовольстви- 
вием расскажу все, что случилось со 
мной сегодня с утра,— сказала неуве- 
ренно Алиса.— А про вчера я расска- 
зывать не`буду, потому что тогда я 
была совсем другая.— Объясни, какая, 
сказал Под-Котик.— Нет, сначала приклю- 
чения, — нетерпеливо перебил его Грифон.— 
Объяснять очень долго.— И Алиса начала 
рассказывать все, что с нею случилось с 
той минуты, как она увидела Белого Кро- 
лика. Сначала ей было немножко не по себе: 
Грифон и Под-Котик придвинулись к ней так 
близко и так широко раскрыли глаза и рты. Но 


Сколько 
лет тогда 


было столько, 
сколько 

час, то те- 

бе тогда 


тебе сей- 
было...» 


$ о $ а: - : потом она осмелела. Грифон и Под-Котик мол- 
а чали, пока она не дошла до встречи с Синей Гу- 
$ Зоб сеницей и попытки прочитать ей «Папу Вильяма». 
=> 2 = |: 5 в ут Под-Котик глубоко вздохнул и сказал: — стран- 
3888559<«| [н0! — Страннее некуда! — подхватил Грифон.— Все 
ие Е ы 5% <] слова ие те,— задумчиво произнес Лод-Котик. — Хоро- 
ух 8х ВЕКЕ: ‘|шо бы она нам что-нибудь почитала. Вели ей начать. 


{ГИ он посмотрел на Грифона, словно тот имел над Али- 
`[сой власть.— Встань и читай «Это голос Лентяя»,— при- 
казал Алисе Грифон. Она встала и начала читать. Но 
мысли ее были так заняты омарами и морскою кадри- 


лью, что она и не знала, что говор лова получились, 
действительно, странные. Это голос” Омара. Вы слыши- 
те крик? — Вы меня разварили! Ах, где мой парик? 


И поправивши носом жилетку и бант, он идет 

на носочках, как лондонский франт. Если отмель 

| пустынна и тихо кругом, он кричит, что акулы 

3 нипочем. Но лишь только вдали заприметит акул, 
Тон забъется в песок и кричит караул? — Совсем не похо- 
же на то, что читал я в школе, — заметил Грифон & 
— это ужасный вздор! — Алиса ничего не сказада; 
“она села и аАкрыла що руками; ей у. 


что 
все еще 
может сно 
ва стать 
как прежде.— 
Она ничего объяс- 
нить не может, — 
торопливо сказал Гри? 
фон. И, повернувшибь7 
Алисе, прибавил: Читай да- 
льше.— А почему он идет на 
носочках? — спросил Под-Котик. 
Объясни мне хоть это. — В балет 
готовится, должно быть, — сказала Али- 
са. Она и сама не понимала. ЕЙ не хо- 
телось больше об этом говорить.— Читай 
же,— торопил ее Грифон.— «Щел я садом 
однажды...» Алиса не посмела ослушаться, хоть 
и была уверена, что все опять получится не , 
так, и дрожащим голосом продолжала: Шел я са- 
дом однажды и вдруг увидал, как делили ков- 
рижку Сова и Шакал. И коврижку Шакал прогло- 
тил целиком, а Сове только блюдечко дал с ободком. 
А потом предложил ей: «Закончим дележ — ты возьми себе 
ложку, я — вилку и нож». И, наевшись, улегся Шакал на траву, 
о сперва на десерт проглотил он...— Пожалуй, хватит, 
сказал он к радости Алисы.— Хочешь мы еще 
_[ станцуем? — продолжал Грифон.— Или пусть лучше Под-Котик 
‹ } споет тебе песню? — Пожалуйста, песню, если можно, — отве- 
чала Алиса с таким жаром, что Грифон только пожал пле- 
умами. Под-Котик открыл было рот, но в эту минуту вдалеке по- 
выелышалось: — Суд идет! — Побежали! — сказал Грифон, схватил 
лису за руку и потащил за собой.— А кого судят? — спросила 
ифон только повторял: — Побей 


Математичеекий кружок 


Полюс и поляра 
относительно 
окружности 


С. Ц. ХАРА ЛАМПИЕВ (НРБ) 


От редакции. В этой заметке рассказано 
об очень красивых задачах, решаемых с по- 
мощью понятий полюса и поляры относи: 
тельно окружности. Болгарские школьники 
знакомы с этими понятиями, которые. одна: 
ко, не входят в программы школ в СССР. 
Поэтому редакция предпослала заметке не- 
большое введение 06 основных свойствах 
полюса и поляры. 


Введение: полюс, 
поляра и их свойства 


Две точки Р и О@ называются 


сопряженными относительно окруж- 
ности (А), если окружность с диа- 
метром Р@ ортогональна окружности 
(2) (рис. 1). Множество всех точек. 
сопряженных точке Р относительно 
окружности К (О; г). называется по- 


ъ 
лярой точки Р относительно (Ё). 
Далее мы зафиксируем окружиость 
КО; п), и поэтому будем опускать 
слова «относительно (Ё)». 

СвойствоГ{ (построение поляры). 
Поляра точки Р является прямой; 
она может быть построена так, как 
показано на рисунке 2. Если прямая { 
служит лолярой для точки Р, говорят 
еще, что Р является полюсом прямой Г. 

Свойство 11 (построение полюса). 
У любой прямой, не проходящей через 
центр окружности, имеется единствен- 
ный полюс; он может быть постро- 
ен так, как показано на рисунке 3. 

Свойство 1 (взаимность). Поля- 
ра [, любой точки Р, принадлежа- 
цей поляре к точки @, проходит 
через @. 

Свойство Т\ (характеристиче- 
ское свойство). Для точек М поляры 
{, точки Р и только для них вы- 
полняется соотношение 


ОМ" —РМ*=2г—ОР:.[ (1) 


Доказательства этих свойств Мы ос- 
тавляем читателям. 


Применения понятий полюса 
и поляры 


Пример 1 (полярное свойство каса- 
тельных). Если из точки Р проводить 


Рис. 1. Рис. 2. 
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Рис. 4 


Риег. 5. 

секущие окружности (Ё}, а через па- 
ры точек сечения строить касатель- 
ные к окружности, то точки пере- 
сечения пар касательных все лежат 
на одной прямой. 

Доказательство. Покажем, что 
этой прямой будет поляра точки Р 
относительно (А). Для этого прове- 
дем касательные РС и РО к окружно- 
сти и соединим С и ОД: прямая СО 
и будет полярой Р относительно (Е) 
по свойству 1. Пусть РАВ — секущая, 
О — точка пересечения касательных 
к (Е) в точках А и В (рис. 4; 
мы пока не знаем, что @ССР!). Пря- 
мая АВ является (по тому же свой- 
ству) полярой @ относительно (А) 
Но Р лежит на АВ, значит (по 
свойству взаимности), @ лежит на СР. 

Пример 2 (полярное свойство се- 
кущих). Ёсли из точки @ проводить 
пары секущих окружности (Е), то 
точки пересечения диагоналей полу- 
чающихся вписанных четырехуголь- 
ников, так же, как точки пересе- 
чения противоположных сторон, все 
лежат на одной прямой. 

Доказательство. Покажем, что 
этой прямой будет поляра точки @ 
относительно (№) (рис. 5). Пусть 
Р=(АС)Г{ВО) @=(АВ)Г(СР В= 
—=(АО)П(ВС). Мы докажем, что поля- 
ры точек Р, @ и В относительно 
(Е) являются соответственно ОВ, РК и 
Р@. откуда, в частиостли, следует 
и утверждение примера 2. 

Около треугольников ОВС, ФАС и 
ВАС опишем окружности (К, (Ё›) 
и (№.), пересекающие @КВ, ОР и РЕ 
соответственно в точках М, №и $ 
(рис. 6). Так как 


Рис. 6. 

<< ВМЕА=< ВСО=< ВАР, АМР= 
—< АС9—=< РВО, < НАР=< А5С,42) 
четырехугольники МВАВ, МАВР и 
$ЗСВР вписаны в окружности. Тог- 
да по свойству секущей 


9М-9В=98В-ВА= 04? —г, (3) 
ВМ-ОЕ—ВВ-ВС=ОН* — г, (3) 
ОМ№М.ОР=ОА-9В=06* —г, (4) 
МР-ОР=АР.РС= г№—ОР’, (4*) 
В$.ВР=ВС.ВВ =ОА?—г, (5) 


Р5.ВРЕАР-РС= Г— ОР’. (5”) 
Если неравенства (3) и (3°) сложить, 
из (4) вычесть (4’) и из (5) вы- 
честь (5’), получим 


ВО’ =Ов-+ОВ*—2т (6) 
Р’=ОР? +06 —2” (7) 
РВ*= ОР? {+ ОВ? — 2? (8) 
Равенства (7) и (8), (6) и (1), 


(6) и (8) показывают, что точки 


Рис. 7. 
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Рис. 8. 


От В, Ри Ю, Р и 90 лежат 
соответственно на полярах точек Р, @ 
и В, что и утверждалось. 

Своеобразным итогом разобранных 
примеров служит рисунок 7. На нем 
показано, сколько разных замечатель- 
ных точек лежит иа иполяре: точки 
касания (Т и 7’), пересечение диаго- 
налей (@), противоположных сторон 
(В) и касательных (М, №). 

Пример 3 (теорема Брюкара). 
Пусть Р, @ и И являются соот- 
ветственно точками пересечения диа- 
гоналей и противоположных сторон 
вписанного в окружности ЕО; пб 
четырехугольника АВСО. Тогда ор- 
тоцентр треугольника РОВ совпадает 
с центром О. 

Доказательство. Из предыду- 
щей задачи следует, что точки 
Р=(АС)П(ВЬ), 9=АВ)П(СР) и В= 
=(АР)П!ВС) относительно окружно- 
сти (Е) имеют в’ качестве поляр 
соответственно прямые @В, РЕ и РВ. 
Тогда ОРТОВ, ООТРЕ, ОВЛРО, 
то есхь О является ортоцентром. 

Пример 4. Пусть Х,Х.Х.Х. яв- 


Рис. уч. 


34 


ляется четырехугольником, вписан- 
ным в окружность (Е), а Х;; являет- 
ся точкой пересечения касатель- 
ных (Е) в точках Хи Х; (Е Ь ]= 
== 1, 2, 3, 4). Тогда у диагоналей четы- 
рехугольников ХХ.Х.Х, ХХХ Ха 
общая точка пересечения. 

Доказательство. Пусть Р= 
=(Х,Х3)П(Х.Х.), 9=(хХ)П(Х.Х и 
В =(ХХ)П (ХХ?) (рис. 8). Но Х,Х.> 
и ХХ, являются секущими окруж- 
ности (#), проходящими через точку О, 
поэтому точки пересечения Хо и Ха 
пар касательных к (А) в точках 
(Х', Х.) и (Х.,,Х.) будут находиться 
на поляре РЯ точки @. По анало- 
гии устанавливается, что точки Хоз 
и Х‚, лежат на поляре РО точки В, 
вследствие чего (ХХ) Г (ХХ) = 
=(РЕ)П(РО)=Р.. 

Пример 5. На окружности даны 
пять точек: (0, И, А, В, С. Построены 
три пары точек: М=(Ц(А)Г(УВ) и 
М, =(ОВ)Г(УА), М=(ИВ)С(УС) и М, = 
=(ОС)Г(УВ), РЕ(ОС)Г(УА) ‘и Р,= 
=((А)П (УС). Тогда прямые ММ., ММ, 
и РР, имеют общую точку или па- 
раллельны («Математика в школе», 
1982, № 2, задача 2480). 

Доказательство. Пусть К= 
=(ММоП(ММ,) и К, =(ММ)П(РР\). 
Четырехугольники. АВУИ и ВСУЦ 
вписаны в) (рис. 9), поэтому поляра 
точки К проходит через точки пересе- 
чения пар прямых ОУ, АВи ОУ, ВС, 
то есть поляра К является пря- 
мой ПОТ. По аналогии четырехуголь- 
ники АВГИ и АСГИ вписаны в (®), 
поэтому поляра точки К, проходит 
через точки пересечения пар пря- 
мых ОГ, АВ и ОУ, АС, то есть по- 
ляра К, — это прямая ПУ. Точки К 
иК, имеют одну и ту же поляру, 
поэтому К==К,. Если прямые ММ, 
и ММ, параллельны (их точка пере- 
сечения К — «бесконечно удаленная» 
точка), то тогда (У — диаметр окруж- 
‘ности (Ё), лоэтому РРММ.. 

Задачи 

1. Даны окружность (Е) и прямая р- Цо- 
строена окружность (Ё:) с центром Ор и ра- 
диусом, равным длине касательной от О, к 
{Е\, пересскежхкаи (№) в точках Р и 0. 
Докажите, что когда О, описываст р, хор- 
ды Р@ параллельны или проходят через по- 
стоянную точку. 

2. Окружности №(О,; г) и №ХО.; г›) пересе- 
каются в точках А н В так. что -ХО,АО.= 
— < ОВО, =90?. Построена окружность с цент- 
ром О<=АВ н радиусом, равным отрезку ка- 


° сательмой от О к одной из окружностей {Е,} 


н (Ё.), пересекающая (Ё,) и {А.} соответственно 
в точках Р,, ©, и Р.,.@.. Докажите, что хор- 
ды Р,@, и Р.@, проходят через точки О; и ©, 


Этот раздел ведется у нас 
из номера в номер с мо- 
мента основания журнала. 
Публикуемые в нем задачи 
нестаидартны, но для их ре- 
шения не требуется знаний, 
выходящих за рамки школь- 
иой программы. . Наиболее 
трудные задачи отмечаются 
звездочкой. После формули- 
ровки задачи мы обычно ука- 
зываем, кто иам ее предло- 
жил. Разумеется, не все эти 
задачи публикуются впервые. 
Решення задач из этого номе- 
ра можно отправлять не позд- 
нее 15 октября 1986 года 
по адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Квант». В графе «Кому» 
напишите: «Задачник зКван- 
та» № 7 — 86» и номера 
задач, решения которых вы 
посылаете, ивпример, «М991, 
№М992» или «$1003». Ре. 
щения задач их разных но- 
меров журнала или по разным 
предметам (математике и фи- 
знке) приеылайте в разных 
конвертах. В письмо вложите 
конверт с написанным на 
нем вашим адресом (в этом 
конверте вы получите резуль- 
таты проверки решений). Ус- 
ловие каждой оригинальной 
задачи, предлагаемой для 
публикации, присылайте а от- 
дельном конверте в двух эк- 
земплярах вместе в вашим 
решением этой задачи (на кон- 
верте пометьте: «Задачник 
«Кванта», новая задача по 
физике» или ‹... новая задача 
по математике»). В начале 
каждого письма просим укв- 
зывать номер школы и класс, 
в котором вы учитесь. Фа- 
милию и имя пишите печат- 
ными буквами. 


Задачи М991—М№М995 нам 


предложила редакция журна- 
ла «Математика® (НРБ). 


задачник 


поанта 


| 


] 
Задачи | 
№991 —М995;. Ф1003—Ф1007 | 
М991. В треугольнике АВС проведены высота | 


СН и медиана СК. На стороне АВ выбраны точки | 
ЕиЕ так, что ( АСЕ= И ВСЕ, и на лучи СЕ и: 
СЕР опущены перпендикуляры АМ и ВМ (рис. 1). 
Докажите, что точки М, Н, К и М лежат на одной | 
окружности. 


№М992. Среди 90 выпускников одной математиче- 
ской гимназии у каждого не менее 10 друзей. 
Докажите, что любой выпускник может пригла- 
сить в гости трех других так, что среди четырех ! 
собравшихся у каждого будет не менее двух: 
друзей. 


М993. а) Найдите 11 последовательных натураль-: 
ных чисел, сумма квадратов которых — квадрат | 
натурального числа. р 

6)* Докажите, что при 2<п< 11 не сущест- 
вует п последовательных натуральных чисел, сум- 
ма квадратов которых — квадрат. ] 


М994.* При каком наибольшем значении А нера-- 
венство 


ао“ с“ абса-- ь- с)>Жаб + вс {са} | 


выполнено при всех значениях а, бис? 


прерывна и удовлетворяет условию 


КИх))= Их) х. 
а) Найдите две такие функции {. 
6)* Докажите, что других таких функций нет. 


№М995.. Функция у= Кх) при всех х`определена, не- | 
| 
Г 


Ф1003. Локомотив движется по круговому пути. 
радиуса В со скоростью г. К нему на тросе длиной 
Т, прикреплен легкий воздушный шар, который 
движется с постоянной по величине скоростью на 
высоте Н. Определите траекторию установившегося 
движения шара. 


Д. Ю. Григорьев | 
Ф1004. Тонкий однородный стержень, который | 
может свободно вращаться в вертикальной плос. 
кости вокруг горизонтальной оси, проходящей 
через конец стержня, неподвижно висит ме 
водой (рис. 2); длина стержня [, плотность ма- 
териала р (ф меньше плотности воды). Медленно! 
опуская ось, стержень погружают в воду. Найдите | 
зависимость между углом отклонения стержня от; 
вертикали и расстоянием от оси до поверхности’: 
воды; постройте график этой зависимости. 
Д. В. Белов: 
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Экран 


М\е Вахе 5ееп ро 5вая 
Куапёз соп{езй ргоЫета$ еуегу 
'тош) {гот Яо усгу Риз 
1330е 0Ё ошщг таразте. Тве 
ргоЫста$ аге поп(апдага опез, 
Бос Щех зощаИом гесдигез по 
'т®гтайоп ошёыае {Ве 5еоре 
оГ Не 4558 ъесопаагу зсКоой 
зуЦаБи5. ТНе тогсе ЯАЙЯси 
ргоЫетз аге тагКей \мИН а 
эваг {#2). АМог Ше зёетегт 
Г \Не ргоЫет, ме изиаНу 
зоса\с мТо рторозей и 
из. ЦН 2065 УИВоцй звушЯя 
{Ва поё аШ {Тезе ргоБюетз 
аге 1гзе рибНсаНоп$. Тке 
ощНопз о ргоШетз {гот 
{5 1554е би Вазиап ог Ш 
Епяй$ь) тау Бе розей по 1а- 
+ег ап Осторег 155 ю®ю фе 
ГоПомлия а4дгез;: 9$58, Моз- 
сом, 103006 Москва К.-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кваить. 
РАсаье зеп@ Ше зошНотз о 
рнуз1сз апа та етайсз ргоБ- 
115, аз меЙ аз ргоШешз 
Ггоп: ЧИГегепе 155465, ипасг 
зераги{е соусг; оп (с епуе]о- 


Ф1005. Имеется печь, в которой постоянно под- 
держивается температура Т\, ни холодильник, тем- 
пература в котором То. —Т',. В холодильнике уста- 
новлена катушка с намотанной на ней длинной 
проволокой. Конец проволоки выходит из хо- 
лодильника, входит в печь и закреплен на катушке, 
установленной там. Катушки вращаются так, что 
проволока сматывается с колодной катушки на 
горячую, двигаясь со скоростью и. Сечение про- 
волоки 3, объемная теплоемкость с. Чтобы темпера- 
туры Т, и То ие изменились, пришлось увеличить 
на А Е, мощность печи и на столько же уменьшить 
холодопроизводительность холодильника. Найди- 
те АЕ.. Считать, что теплообмен проволоки с окру- 
жающей средой не зависит от скорости движения 
проволоки. 


Д. В. Павлов 


Ф1006. Определите сопротивление схемы из ре- 
зисторов, показанной на рисунке 3. Значения 
сопротивлений указаны в омах- 

С. С. Крогов 


$1007. На шар, составленный из двух полуша- 
рий, которые сделаны из стекол с показателями 
преломления п, и п. (п, >п.), падает луч света. 
Шар начинают вращать с угловой скоростью в 
вокруг оси, перпендикулярной направлению луча 
(рис. 4). Найдите максимальный размер светового 
пятна на экране, установленном непосредственно 
за шаром. 

Л. Р. Маркович 


Рго]етз 


№991 — М995; Р1003 — 21007 


№991. СИ апа СК ате Ще айцаде ап {фе  тефап 
ог итапЕе АБС. Тве ротфз ЕЁ ап Е зхо сЬозей ом Ще 
зе АВ зо 16 5 АСЕ= (БСР. зп@ регреп@сигз АМ 
ап@ ВМ№ аге 1о\мехей оп \Ше тауз СЕ апйа СР (ее #@1- 
гоге Рис. 0. Ргоуе фа М. Н. К ап@ № Ше оп опе сне. 


№992. Езсь ог Ме 90 ашши! ог в та\Шметацсай вутпа- 
зат Каз аф 1[са5ё 10 Гмепаз. Ргоус \\Маё апу аНитпиз сап 
туйе ‘Шгсе обЩег ата! 50 4Аа& атлолк Ме Тот сасй раз 
а еазё ф\о Гмепае, 
№993. а) Ета 11 зиссеемуе пашга! пытЬегз мБоче зит оЁ 
заоатес 13 Ме зачакео об а па\мта мотает. 
Ь)* Ргоуе Ма И 2<п< Ц, Ме в 
п зассезиуе пафага! патЪега мНозе сыт 0Ё 
зацаге. 
№М994.* Рог уВат 1атдеаф уаще ой Ё Ме шедшаЩу 
а Ь*-Нс' --абса --Ь-Ес)> Маь- ьс-НсаР 
Во! 4< Гог аП уа!ез оЁ а. 6 впа с? 
№995. Тие Гопейой у=Их) 1, 
писиз ап@ заме е$ {Ше соп оп 
ИИху=Нх)-рх. 
а) Ет@ и\уо зисН {апсйоп$ Й. 
Ь)*= Ргоуе Фа 1теге аге по ошфегс. 


пирозз Ме №0 Япа 
<Чацахез 13 а 


Гог а лх, ЧеЙйтей. сопЦ- 


Р1003. А юсотомуе тоуез а1опя а сисыаг 4таск об га- 
Фа А \ИВ ус1осИу и. Ап аехочае 13 Чей 3 Фе 1юсотоНуе 


` 


ре — мтгие {Не \ог4ь: 
“КУЛАМТ$ РВОВЕЕМ$” апд 
Фе пишлфегз о а] Фе зо]уеа 
ргоЫет8; гп уоиг юНег епсюзе 
ап ипфатрей зеМаддгезчеЯ 
спу@орё — \е зВаЙ изе И ю 
зеп@ уои 1е соггесйоп гезиз. 
АЕ Ше еп ой \Ъе асадепис 
уеаг ме зит пр Че гезаМх 
оЁ Фе Куапё ргоШет сопёез. 
{ уоц Бауе ап  огрета! 
ргоШет 10 ргорозе Гог ры БН- 
сайоп. реазе зепа И №ю и$ ип- 
ег зерагайе соуег, шт м0 
сорез (т Киззап ог т Епр- 
Н5В), шошатЕ Че зошНоп. 
Оп Ше опуеюре мгИе МЕХ 
РВОВТЕМ ТМ РНУУЕ$ (ог 
МАТНЕМАТ!С$). 

РгоШетз$ М991—М995 меге 
рторозе@ ф© и Бу Ше Вшрва- 
гзап таяра2тте *«МабетайКае. 


М971. Восемь волейбольных 
команд провели гурнир в один 
круг (каждая сыграла с каж- 
дой один раз). Докажите. что 
можно выбрать из них такие 
четыре команды А, В, С, Б, 
что А выиграла у В, Сир, В 
выиграла уСи р), С выиграла 
У 0. 


Бу а горе оё 1епё\ Г апа тоуез мИН сопзащ зрееЧ ат 
{\1е аНИоыде Н. Раегпипе Фе цтадесюгу оЁ Ме аегозаз 


езЗаЪизНеё тоноп. 
р. Ун. Сыжомеи 


21004. А Шт ипМогт год \В:сН сай гобие Гтеейу Ш Ме 
уегса! р!апе аБоцё в Мог1топёа! ах1з разутя \ИгоциВ Из 
цррег ехмет Му Папёз тоНошезз афоуе мег (зее Ириге 
Рис. 2); Че 1епр\ о Ше го@ 5 [, Из Чепзйу 
с (& 13 1ез3 Шав \Щ\Ще Чепзу оГЁ маг). ЭЗю\ч]Йу 1юмегтЕ 
{фе ах}з. Ше год в Иптегзед т маг. Ет@ апа ро! 
{фе Чеорепдепсе Беёмееп Фе апШе Гогтед Бу Фе го 
мВ {Те уегиса| ап 3Ще 4 апсе бхохл (Ме аз © мвбещеуе\. 

р. У. Вог 


21005. А Кедег шт мЫсП в сопоапе етрегашге Т, 
15 тапетеё ап@ п геГлесгаюг мИП шплег 1ютрегашге 
Т.<Т, еопыит соЙз оЁ мате. ТВе \иге гот 4Ве сойЙ ш Ше 
тейтеталот сотез ош 07 \ апб роез тю Ме пемег 
{40 Ше оШег сой. Те сойз га зо Ша Ме ме #гот 
{+1е со19 соЙ тоуез {юмаг@ ес Во соЙ мИЪ уфосйу ши. 
Туле эле зесИоп агеа 19 3, Ме уоите зресШс Пед 1$ с. 
11 огдег 10 Кеер \е фетрегашмгез То апла Т; сопуайь Ё& 
аз песеззагу 40 тсхеазе \1е ромег ОГ Ме Нежег Бу ЗЕ, 
ап 4есгеазе Фе ргодисйоп оЁ со@ Бу Ше гебчкегаог 
Бу 4Те зате шакпниде. Ета ЛЕ, 

р. У. Ралои 


р1006. Рейегтте {1е гезз{апсе: о `&Не гез!з&ох сшгсий зсНомп 
ол И коте Рис. 3. Тие тез! \атсез аге улуеп ш оптз- 
$. 5. Кгоог 


21007. А ЦБ гау {аз оп а зо! зрьеге таде 0% 
о’ мо азз КепизНегез оГ гебгасмой ш@сез л, апа 
п) (п>п.). ТЬе зрНехе 13 гобаюа зи апйШаг уёосйу 
«® або ап ах регреп@ешаг ФФ Фе гау (зее Ияоге 
Рис. 4). Ет@ \е шахита| 312е оЁ 4№е зроё общитеЯ оп п 
зскеей ШасеЯ АжесЯу Бета \е зр\ехе. 


Решения задач 
М971—М975; Ф983—Ф987 


Поскольку суммарное число выигрышей всех ко- 
манд равно числу проигрышей и каждая команда 
провела Т матчей, среднее число выигрышей, 
приходящееся на команду, равно 3,5. Следователь- 
но, хотя бы одна из команд — назовем ее А — 
выиграла не менее 4 матчей. Аналогично на 
каждую из 4 команд, проигравших А, приходится 
в среднем 1,5 выигрыша в матчах между ними, 
поэтому одна из них — назовем ее В — выиграла 
не менее чем у двух. Из этих двух команд одна 
(С) выиграла у другой (0). Команды А, В, С, О 
образуют искомую четверку. 

Легко видеть, что утверждение задачи можно обобщить: 
если в турнире участвовало 2"^' команд, то всегда можно 
выбрать п команд А, .... А. так, что каждая из них выиграла 
у всех команд с большими номерами. 

Интересно выяснить, при каком наименышем № (в зависимо- 
сти от п) выделенное условие выполняется для любого турнира 
с участнем № команд. Схемы турниров, изображенные на рисун- 
ках Ти 2 (где стрелки проведены от выигравших команд к 
проигравшим), показывают, что при л==3, М=3 и п=4, М=17 
наше условие уже не выполнено. (Заметим, что на обоих ри- 
сунках все команды равноправны, причем на рисунке 2 три 
команды, проигравшне какой-то одной, образуют такую же 
схему, как на рисунке 1.) Следовательно, в этих двух случаях 
наименыцее допустимое зиачение № равно 2”-'. Читателям 
предлагается ответить на вопрос, верно ли это для л=5, 
(25 ыы 


Т,. 9. Магов 


А. Т. Украинцев 
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м9 2. Последовательность 
Х., Х.. ... задается условиями 
х1=4/2, жа = х.(п = 1, 
2, ...).Найдите целую часть 
числа 


1 1 1 
Та. 


№М973. В треугольнике АВС 
проведены высота АН ши бис- 
сектриса ВЕ. Докажите, что 
есль (ВЕА=-45“, то н 
ХЕНС=#5°. 


№\974. Двое играют в шахма- 
ты Е часами. После того как 
оба сделали по 40 ходов, часы 
обоих показывали 2 часа 
30 минут. 

а} Докажите, что в партии был 
момент. когда часы одного об- 
гоняли часы другого более чем 
на 1 миниту 50 секунд. 

6) Можно ли утверждать, что 
в некоторый момент разница 
показаний часов была не ме- 
нее 2 минут? 


Ответ: 1. Ясно, что 
м 1 
х„ 1 НХ хих. НП а т 

поэтому рассматриваемая сумма равна 1/х,— 

—1/хи=2-—1/х о. Последовательность х., оче- 

видно, возрастает и х.==3/4, х.=(3/4 + 3/4>1, 

следовательно, и х.ш>1, то есть 1<2—1/х,и<2. 
А. А. Анджанс 


Ф 

Достаточно доказать, что НЕ — биссектриса угла 
АНС-. 

Проведем из точки Е перпендикуляр к АС; пусть 
р — точка его пересечения с ВС (рис. 1). Треуголь- 
ники ВЕКА и ВЕР равны по стороне ВЁ и прилежа- 
щим к ней углам ({ ВЕА = { ВЕ)==45 °), поэтому 
АЕ— ЕР. А поскольку точки А, Е, Н ир лежат на 
одной окружности (ибо сумма углов АНО и 
АЕЛ равна 90°-+-90°=180°), углы АНЕ и ЕНО 
равны как вписанные углы, опирающиеся на рав- 
ные хорды АЕ и ЕД. 


Другое решение опирается на изкесткую теорему о биссект- 
рисе: если ВЕ — биссектриса треугольника АВС. то АЕ:ЕС= 
—АВ:ВС (см., например, +Квант», 1985, № 2, с. 29). Легко 
вндеть, что справедлива и обратная к ней теорема, поэтому 
достаточио доказать, чтоА Н:НС=А В: ВС. Обозначая углы тре- 
угольника при вершинах А, В. С через а, В, }, получим, что 


‚ АН:ЫСЫ\% у и по теореме синусов АВ:ВС=зт у:зщ е. Но 


эт а==зт (В+ )=8т (90°—%)==с08 % (так как 8/2--}=5 АЕВ= 
45°), то есть зт у:9йп а= 7. 

Заметим еще, что рассматриваемый в задаче треугольник 
можно охарактеризовать тем, что центр О окружности, прохо- 
дящей через точки В, Н и ЕЁ, совпадает с проекцией точки 
В на прямую АС (рис. 2). (Зта окружность является так 
называемой окружностью Аполлония для точек А и С, то есть 
для ее точек Х отношение АХ:ХВ постояино.} Охсюда можно 
получить еще одно решение. 

И. Ф. Шарыгин. 
В. Н. Дубровский 


а) Пусть абсолютная величина разности показаний 
часов ни в какой момент не превышает #=1 мин 
50 с. Тогда время, затраченное первым шахматис- 
том на первый ход, не превышает &, а время, 
затраченное на любой из следующих ходов, не пре- 
вышает 21 (если время обдумывания какого-либо 
хода больше 2& то в начале или в конце этого 
отрезка времени разность показаний часов будет 
больше #. Таким образом, общая длительность 
партии, равная 5 ч=300 мии, не превышает 
80- 21—1=1594, то есть > 300/159 мин>1 мин 
50 с. Получениое противоречие показывает, что в 


1554 = 24 ЗОщия 


мМ975. На «шахматной дос- 
ке» пхп полей стоит 20 раз- 
личных фигур. Известно, что 
каждая фигура г любого поля 
бьет не более 20 полей. 

а} Докажите, что при п= 100 
эти фигуры можно переста- 
вить так, чтобы они не били 
д9руг друга. 

6) Пусть дополнительно из- 
вестно, что если фигуру сдви- 
нуть, то множество полей, ко- 
торые она бьет, тоже парол- 
лельно сдвинется (на тот же 
вектор). Докажите, что при 
п=30 эти 20 фигур можно 
расставить так. чтобы они не 
били друг друга. 


# 


77. 
7, 


некоторый момент разность показаний часов пре- 
высит 1 мин 50 с. 

6) Ответ: нельзя. Если на самый первый ход 
(точнее, по шахматной терминологии, «полуход») 
в партии было затрачено время &—300/158 мин, 
на каждый из 78 следующих — 21. а на 80-й, 
последний — &, то общее время обдумывания 
для каждого шахматиста равно 39. 26 к = 
—=49,=2 ч 30 мин, а разность показаний часов 
в любой момент не превосходит & < @ мин; график 
изменения разности приводится на странице 38. 
С. В. Фомин 


Ф* 

а) Рассмотрим всевозможные расстановки наших 
20 фигур на доске 100Ж100 и оценим долю р 
тех расстановок, при которых хотя бы одна фигура 
бъет какую-то другую. Легко оценить долю расста- 
новок, при которых данная фигура А бьет данную 
фигуру В: при любом положении А для фигуры 
В имеется 100?—1—9999 свободных полей, из них 
не более 20 находятся под ударом фигуры А; 
следовательно, эта доля не превосходит 20/9999. 
А поскольку число (упорядоченных) пар фигур 
(А, В) равно 20. 19—=380, 


20 


поэтому существуют позиции, в которых ни одна 
фигура не бьет другую (их доля равна 1—р> 0). 

Отметим, что наша оценка довольно грубая — 
позиции, в которых несколько фигур бьют другие, | 
мы учли столько раз, сколько в них таких пар! 
фигур. 

6) Будем ставить фигуры на доску последова- 
тельно. Если первая фигура уже поставлена, то вто- 
рую нельзя ставить на 1) поле, занятое первой 
фигурой, 2) поля, находящиеся под ударом первой 
(их не более 20), 3) поля, с которых вторая фигура 
бьет первую. Покажем, что в 8-й групле также не 
более 20 полей. 

Пусть 5’. с 5, — векторы, соединяющие центр поля, 
занятого 2-й фигурой, с центрами полей, которые она бьет. 
Этот набор векторов не меняется при сдвиге фигуры, однако; 
некоторые из них могут выходить за края доски (иа рисунках! 
показаны такие векторы для двух положений шахматного 
коня). Поля, с которых 2-я фигура бьет 1-ю, получаются, если 


— 


—#., 


отложить от поля, 
= 


—ь., -. 


занятого 1-й фигурой, векторы 


5 5 — их не более 20. 

Таким образом, для 2-й фигуры число запретных 
полей не превосходит 41. Поставим ее на одно из: 
оставшихся полей, тогда для 3-й фигуры будет не | 
более 2. 41—82 запретных полей и т. д. Для 20-й | 
фигуры число запретных полей не превосходит 
19. 41—7179< 900, поэтому и ее можно будет то | 
ставить на доску с соблюдением условий задачи. 


Обратите внимание на принципиальную разницу решений 
двух пуиктов немей задачи: п отличие от решемия задачи 1 
6) решение задачи а) никак не помогает найти нужную расста- 
новку — это, как говорят, «чистое доказательство существо- | 
ВАНИЯ». 


: 
И 
! 
1 
1 


А. К. Толпыго! 
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Ф983. На шероховатом столе 
лежит брусок массой т —=1 кг; 
коэффициент трения покоя 
бруска п стол щ== коэффи- 
циент трения скольжения 
и-==0,9. К бруску прикреп- 
лена пружина жесткостью 
к--1 Н/м. Пружину начи 
нают тянуть в горизонталь- 
ном направлении так, что 
ее свободный конец движется 
с постоянной скоростью = 
—] м/с (рис. 1). Как будет 
двигаться брусок? 


т 
[2-7 => 


Рис. 1. 


Вудем рассматривать движение системы поэтапно. 

Первый этап: брусок неподвижен, пружина рас- 
тягивается. Это происходит до тех пор, пока в не- 
который момент времени #, сила натяжения пру- 
жины (Ёх,|) ие достигнет значения максималь- 
ной силы трения покоя (дотЯ); с этого момента 
брусок начнет двигаться. 

Найдем & : Ах, —= ротя, или Кий) =рота, откуда 


Введем обозначение №/т = ‹%?. Тогда 
В этот момент растяжение пружины 


& 
О = юр - 


Второй этап. С момента времени {, брусок начи- 
нает двигаться. Рассмотрим это движение в системе 
координат, которая движется со скоростью 5. В 
этой системе (обозначим ее с) в момент времени 
{, брусок имеет скорость —1 и координату х=0, 
пружина растянута на х,-=0й. Дальнейшее дви- 
жение бруска происходит под действием силы 
упругости {„„=йх, и силы трения скольжения 
{=ита, направленной в сторону, противополож- 
ную направлению вектора 0 (так направлена ско- 
рость бруска относительно стола, который в систе- 
ме с имеет постоянную скорость —6). Вспомним, 
что под действием упругой силы и постоянной 
силы (в данном случае — трения) тело совершает 
гармонические колебания: 


Х=Х, пах т (№1 -- <) Е хо (® = \/ и ) (1) 


где хо — положение равновесия, которое опре- 
деляется условием 


Ех, — х.) — ити =0= 


где Аи=ри—ы. 
Скорость бруска при этом изменяется по закону 


= = Х, нах © ©03 (+9). (2) 
Найдем значение х. „хи ф. Для этого подставим 
в (1) и (2) значения {= В, х.=х(и)=0, х’(#)= — 0: 


0—х. пох эт («Ё -$Ф) Ав 5 . 


—#—х. тах) с05 (<, +). 
Перепишем эти уравнения в такой форме: 


Х. пах эт (<Ё $) = —Ар =, (3) 


Х. пах ©08 (< ++) = =: — . (4) 


Возведя (3) и (4) в квадрат и сложив получив- 
пгиеся выражения, найдем: 


А, 202 2 
52 = УЕ +- = 2 м, х 


< тах < тах 
& # 


— 1,4 м. 
Поделив (3) на (4), получим: 


8 (о</-Ф=4АА = 


(зт (ой ЁФ)<0, соз (ый + $)< 0) 
откуда 


Ак -& 5л 
= ато ой. 
ф + ри — [ 4 


Перейдем теперь в неподвижную систему отсчета 
(в момент времени Ё# начала координат в обеих 
системах совпадают): 


х=х.Но@—#)Ы=—х. и.хзт (Еф) Ко@—в)+ 
ЧАЯ вт (10) 7) -+—10) +1 (м), 
х=х. в, с05(Фё-ЁЕФ)-Ни= 


= с03((#—10) 57) 1 (м/о). 


Эти уравнения описывают движение бруска от 
момента времени {: до момента 2, когда скорость 
бруска станет равной 0 и силу трения скольжения 
заменит сила трения покоя. В момент #, 


Х’=Х. вах ©08 (#2 + ф) Но=0. 


Вспомним, что угол 6 —= ®Ё + ф находится в третьей 
четверти. При дальнейшем росте # (#> ВН} угол этот 
будет расти, соз (&Ё | ф) также будет расти, следо- 
вательно, и скорость будет расти, оставаясь поло- 
жительной. Когда (© -+- ф) окажется во второй (ше- 
стой) четверти, с0з (%Ё-- ф) будет отрицательным, 
н когда он станет равным с0$ («ЕЁ | $), скорость 
бруска станет равной нулю. Таким образом, 


2(. — атс Ан 8 
ь=Е + 15 с, 
х{ь)-1 м. 
Заметим, что силы натяжения пружины в мо- 
менты ф. и Й связаны соотношением 
КЕ) — итя= —(Кь)— ити) К) =2итя— Ки}. 
Но ИЕ)=ртя; поэтому 
КЕ.) = тЕ(2и — шо) < штв. 
Значит, в момент &, брусок остановится и не будет 
двигаться до момента #., когда КЬ) станет равной 


х', м/с 


Ю 15 5 № 32,55 22 4 
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нивы. 


2984. При волке дров топор 
иногда застревает в расщели- 
не полена. В таких случаях 
дальше колют либо так, как 
показано на рисцнке 1. ли- 
бо — как на рисунке 2. Какой 
способ более эффективен? 


| 


$985. В сосуд. заполненный 
жидким зфиром. погружают 
перевернутую пробирку А. 
Из нее сразу же начинают 


`42 


по модулю шта. Интервал времени 1: —Ь, очевид- 
но, равен 


Вы) — И.) Е (о в 


1—5 = Е. 


во 50? 
Затем цикл повторяется, так что 1—1 =6— Ц, 
и т. д. Графики функций х(Р) и х’(Г) приведены на 
рисунках 2 и 3 (см. с. 41). 

И. И. Мазин 


% ь 
По мере того как топор входит в полено, 
увеличивается расщелина между половинами 
полена по обе стороны от топора: эти половины 
испытывают сжатие в направлениях, перпенди- 
кулярных «щекам» топора; происходит накопле- 
ние упругой деформации в дереве. Разрыв (раскол) 
полена происходит в момент, когда эта деформа- 
ция достигнет определенного «максимально вы- 
держиваемого» значения. 

Будем считать, что перед ударом о ‹наковальню» 
в первом и во втором случаях система топор -{ по- 
лено имест одну и ту же энергию. При ударе 
о наковальню часть этой энергии переходит в 
тепло. В первом случае (дерево внизу) удар не- 
упругий, во втором — упругий. Значит, в первом 
случае потери энергии при ударе (АЁЕ,) больше, 
чем во втором (АЁЕ.). Оставшаяся энергия расхо- 
дуется на работу против сил трения при взаимном 
перемещении топора и полена и на увеличение 
энергии упругой деформации в полене. Запишем 
этот энергетический баланс: 

Е =Е—АЕ, = АЗ (,, 
Е. =Е—АЕ. = А. 0.. 
Из сказаииого выше ясно, что Е› > Е\, То есть 
А.О. > А, НИ. 
Понятно, что если И.>0,, то второй способ более 
эффективен. р 

При одном и том же перемещении топора отно- 
сительно полена из одинаковых начальных поло- 
жений, то есть при одном и том же значении А 
(А. —=А.), очевидно, (.>0,. Покажем, что вели- 
чины А и О пропорциональны друг другу. 

Работа А совершается против силы трения, ко- 
торая меняется при смещении топора относитель- 
но полена, поскольку меняется сила нормальной 
реакции №, (рис. 3). Энергия И. равна работе, 
совершаемой силой нормального давления топора 
на дерево. Эта сила в любой момент времени 
численно равна силе нормальной ревкции М. Из 
всего сказанного ясно, что условие А,-И,> 
>А, И, означает, что и А.>А,, и (И. >О0ь и сле- 
довательно, второй способ — удар о наковальню 
топором — более эффективен. 

Т. С. Петрова 
® 
Сразу же, как только пустую пробирку А опустили 
в сосуд с эфиром, началось испарение эфира внутрь 
пробирки. Этот процесс и приводит к появлению 


выходить пузырьки. Пузырь- 
ки «собирают» в первоначаль- 
но полностью заполненную 
эфиром пробирку В {см. рису- 
нок}. длина которой в два 
раза больше, чем длина про- 
бирки А. При этом из пробир- 
ки В вытесняется 2/3 перво- 
начального объема эфира. 
Температура в комнате под- 
держивается равной 20 °С. 
давление равно нормальному 
атмосферному. Объясните 
происходящее явление и опре- 
делите по имеющимся в зада- 
че данным давление насы- 
щенных паров эфира при 
указанной темпероетуре. 


$986. Две хорошо очищен- 
ные пластины, платиновая и 
вольфрамовоя. находятся в 
вакууме, образуя плоский 
конденсатор. Пространство 
между ними заполняют 
окисью углерода СО. Опреде- 
лите возникающую при этом 
разность потенциалов между 
пластинами. Считайте, что мо- 
лекулы СО осаждаются на 
поверхности металла с обра- 
зованием химической связи 
углерод — металл: молекула 
СО представляет собой диполь 
{рис. 1). 1^а1: =3.3Х 
х10-3' Кл. м. 


пузырьков, выходящих из пробирки А,— ведь 
суммарное давление воздуха и паров эфира в ней 
должно поддерживаться равным атмосферному 
давлению р, (можно пренебречь увеличением дав- 
ления из-за погружения пробирки в эфир — оно 
не превосходит нескольких мм рт. ст.). Пузырьки 
перестанут выходить, когда прекратится испаре- 
ние эфира внутрь пробирки А, то есть когда давле- 
ние паров эфира там станет равным давлению 
насыщенных паров р, и суммарное` давление 
будет равно р,--р,==р., где р, — давление воздуха. 

Аналогичное условие должно выполняться и 
в пробирке В. При этом воздух, занимавший в про- 
бирке А объем Уь, в пробирке В будет занимать 


объем ЗУ. Пользуясь законом Бойля — Мариот- 


та, можем записать: 
4 7 
рос = ро 3 Ио)= зрьТь, 


Е: 
откуда находим р, = = ро. Теперь легко определить 
давление насыщенных паров эфира: 


4 
Рн==ри— р» = т ро ^ 430 мм рт. ст. 


А. И. Буздин 
®* 


У атомов металла (вольфрама и платины), нахо- 
дящихся на поверхности пластины, и у атомов 
углерода в молекуле окиси углерода СО имеются 
ненасыщенные химические связи. Взаимодействие 
окиси углерода с чистой поверхностью металла 
приводит к возникновению сильной химической 
связи между атомом С и поверхностным атомом 
металла. Эта реакция сопровождается выделением 
тепла. При этом окись углерода осаждается на 
поверхности металла, образуя монослой, причем 
на каждый атом металла, расположенного на 
поверхности пластины, приходится одна молекула 
СО и ось молекулы перпендикулярна поверхности 
металла (рис. 1). 

Вблизи поверхности платиновой пластины 
можно выделить две плоскости Р, и Р\1, находя- 
щиеся на расстоянии { друг от друга и проходящие 
через центры атомов углерода и кислорода соответ- 
ственно. Будем считать, что положительные заря- 
ды (дипольные заряды -+-А4) расположены в 
плоскости Р, с поверхностной плотностью заряда 
+ ось а отрицательные — в плоскости Р}1 с поверх- 
ностной плотностью заряда — с; (рис. 2). 

Аналогично, вблизи поверхности вольфрамовой 
пластины расположены две разноименно заря- 
женные плоскости Р. и Р>5 с поверхностной плот- 
ностью заряда --с. и — о. соответственно. 

Таким образом, расчет разности потенциалов И 
между пластинами вольфрама и платины сводится 
к определению разности потенциалов между двумя 
парами разноименно заряженных плоскостей: 


— 0 [2 1—9 9 |, (1) 
20 ы ыы 


$987. На картине И. Леви- 
тана «Март» тени на снегц, 
отбрасываемые деревьями а 
ясный солнечный день, голу- 
бого цвета. Не правильнее ли 
(с физической точки зрения) 
было нарисовать их темными. 
бесцветными (черными или 
серыми)? 


Среднее число атомов металла, находящихся 
на единичной площади его поверхности (поверх- 
ностная плотность атомов \), определяется через 
объемную плотность атомов соотношением 


2:3 
=" ’, (2) 
где п — объемная плотность атомов металла. 
В свою очередь объемная плотность атомов равна 


— МА 3 

м ы ( ) 
гдео — плотность металла, №, — число Авогадро, 
М — молярная масса металла. Ясно, что 


—=А9^. (4) 
Учитывая соотношения (2)— (4), искомую раз- 
ность потенциалов представим в виде 


Аа! Е ы 211 
М ("="). 


Подставив численные значения (#,—=8,85 Х 
х10-!° Ф/м, №, =6,02 . 1073 моль”!, ф«=191 Хх 
Ж10° кг/м?, 0г4==21,5 + 10 кг/м°, цу 
—=0,184 кг/моль, Мр =0,195 кг/моль), получим 
{7/=24 мВ. 

В заключение следует заметить, что в решении 
задачи допущено упрощение — мы не учли, что 
з кристаллической структуре атомы вольфрама 
и платины расположены в определенном порядке 
и, следовательно, при различных срезах различное 
число атомов металла оказывается на его по- 
верхности. Поэтому формула (2) требует уточне- 
ния ‘для каждого конкретного случая располо- 
жения атомов на поверхности металла. Кроме 
того, н различных плоскостях поверхностные 
атомы обладают различной валентностью, и это 
тоже надо учитывать. 

Е. Н. Юносов. И. В. Яминский 


Ф 


Освещенность любого участка поверхности земли 
создается как прямыми солнечными лучами, так 
и рассеянным в атмосфере солнечным светом. 
Как известно, граница тени задает область, куда 
не попадают прямые солнечные лучи. Если бы 
вообще никакие лучи в эту область не попадали, 
то соответствующие участки были бы бесцветными 
(черными). 

В ясный солнечный день (когда на небе почти 
нет облаков) рассеянный солнечный свет, приходя- 
щий на землю, «имеет синюю окраску» (цвет неба). 
Попадая в область «прямой» тени, этот свет отра- 
жается от белого снежного покрова без существен- 
ного поглощения (таково свойство белого снега) 
и придает тени синий цвет. Описанный эффект 
тем более нагляден, чем чище снежный покров. 

А. С. Бутов 


Как расположены 
корни трехчленов? 


Доктор физико-математических наук 
Г. В. ДОРОФЕЕВ 


Эта статья посвящена решению задач, 
в которых так или иначе ставится 
вопрос о взаимном расположении кор- 
ней (как правило, иррациональных) 
двух квадратных трехчленов. По сво- 
ему математическому содержанию эти 
задачи достаточно просты, однако 
с вычислительной точки зрения боль- 
шинство из них представляет серьез- 
ные трудности. Попробуйте, напри- 
мер, ответить на вопрос. 

При каких значениях а корни урав- 
нений 


4-8 х—2а=0 и + х—а-=0 


различны и перемежаются (то есть 
между двумя корнями одного уравне- 
ния находится ровно один корень дру- 
гого уравнения)? 

Вы убедитесь, что выписывание кор- 
ней этих трехчленов требует кропот- 
ливого сравнения их друг с другом 
при различных значениях парамет- 
ра а. 


В то же время из графических сооб- 
ражений ясно, что корни двух квад- 
ратных трехчленов Кх) и и(х) с одина- 
ковыми положительными коэффици- 
ентами при х’ (и положительными 
дискриминантами) перемежаются тог- 
да и только тогда, когда точка пересе- 
чения графиков финкций Кх) и &х) 
находится ниже оси абсцисс. На ал- 
гебраическом языке это означает, что 
общее значение функций Вх) и &х} 
отрицательно. В нашем случае Кх)= 


нах". и К) = +2а: по- 


этому условию задачи удовлетворяют 
решения неравенства а*-|+8а<0, или 
—2<а< 0. 

Этот пример показывает, что взаим- 
ное расположение корней двух квад- 
ратных трехчленов зависит от их по- 
ведения в точке хо, в которой эти трех- 
члены принимают одинаковое значе- 
ние (существенно, что точка х. — 
единственная!). 


Шесть критериев 
для различных случаев 
расположения корней 


Пусть квадратные трехчлены 

Их) =ах" + рх-+4 и &(х) = ах" +гх- 
имеют каждый два различных корня 
(х, хо и х., х. соответственно, х, > х., 
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Рис. 1. 


Рис. 2 


Га В. и 


в. 


#(х) #(х) 


Рис. 4. 


х. > х.), причем у Кх) и &(х) нет об- 
щих корней и р-- г. Пусть х, — корень 
(единственный) уравнения /(х)==8(х). 
Тогда справедливы следующие утвер- 
ждения: 

1. %<м<х,<х: 

<>(Иж)> 0, (хо) > 0, 8х) < 0); 

2. зщ <х.> 

(хо) < 0, (хо) > (хо); 

3. ж<х<ж<х+ 
<=(Ихо)>0, а&'(хо) (хо) — &’(хо)] >> 0; 

4. жж м < х.> 
—(Кх)< 0, РВ“) — (хо > 0); 

5. х<ж%<х< х,<> 

> (К хо) < 0, 1х) < 8 (хо); 
6. х<ж<х< хх 
<>(Кхо)> 0, 1х0) < 0, &'(хо) > 0). 

Перечисленные ‘утверждения про- 
иллюстрированы на рисунках 1—6. 
Если вы забудете формулировку како- 
го-нибудь критерия, это не страшно: 
ее всегда можно восстановить, поль- 
зуясь такими рисунками. Также не- 
трудно заметить, что критерии 4, 5, 6 
получаются из критериев 3, 2, 1 пе- 
ременой местами /(х) и &(х) (это видно 
и из сравнения соответствующих ри- 
сунков). Поэтому мы докажем только 
первые три критерия. 

Нам понадобятся следующие из- 
вестные (весьма полезные) свойства 
квадратного трехчлена: 
если [х) — квадратный трехчлен с 
положительными старшим коэффи- 
циентом и дискриминантом, хих. — 
его корни. а х, — некоторое значение 
переменной, то 

х < < х<(Их,) > 0, Р(хо< 0); 

ж< м < м>(Их.)> 0, Г(х) > 0); 

<< Их < 0, 

(см. рисунок 7). 

Пусть теперь й(х) = {Кх) — &(х\. Легко 
видеть, что В(х) — линейная функция, 
отличная от константы (р= г). Поэто- 
му она монотонна (убывает или воз- 
растает). Это означает, что если для 
некоторых а—Ь выполняется не- 
равенство й(@)< В(6) (или в (а)> В(6)),. 
то и для любых с<4 справедливо 
неравенство 1(с) — й(а) (или В(с)>Жа)). 


Доказатеяьство критерия 1 


Необходимость (=). Пусть ххх, 
< х-. Тогда [х:! > 0, А(х.)= Их) — ха) =Нх.} > 


>> 0. Точно так же я(х,) > 0, и поэтому й:х) < 0. 


Из неравенств хх, и Шх,)< Их.) получаем, 
что Вх) — возрастающая функция. 

Так как #(х)=0, имеем №их,) < ху) < В(х,), 
откуда м<х.<х.. Итак, оба корня Ййх) 
меньше х., откуда /!хо)>> 0, {1 х,) >> 0. Ана- 
логично оба корня Шх] больше х,„, откуда 
8х.) < 0. Необходимость критерия 1 доказана. 
Достаточность (<). Пусть Йх.)>0, 
Рх> 0, вхо) < 0. Из первых двух неравенств 
вытекает, что оба корня /(х} меньше х.„, 
а из меравенств &х.)>0, #/х.}< 0 следует, 
что оба корня &(х} больше х,, и таким образом, 
жи хх. 


Доказательство критерия 2 


Необходимость (=>). Пусть х<х< 
<< х.. Тогда Дх) = 0, 8х) < 0, так что 
1(х) < 0< Щх,), и поскольку х, < х,, получаем, 
что Ё(х) — возрастающая функция. Следова- 
тельно. 8’х}> 0 при любом х; в частности, 
В*(хо) >> 0, откуда {/хо) >> 8 хо). 

С другой стороны, из условий А(х)< 
< хо Нх,) получаем, что х.< хх, так 
что х.< < х,, откуда Их.) < 0. 
Достаточность (<=). Пусть Дхо< 0, 
(хо) > (хо). Тогда #^“х)>0. и поскольку 
й1(х) — постоянная функция, й“х) > П при лю- 
бом х, то есть &х) — возрастающая функция. 

Из условия Дх.)= (хех 0, получаем 
хх, < ххх. и так как №х) воз- 
растает, 0 = (ху) < М х,}, хи < Нх,)-=0, откуда 

их, = Их, вх) < 0, 

Джа) Ш х + щхо< 0; 
следовательно, хх < х., хх. < ох, то есть 
жа, <х.. 


Доказательство критерия 3 


Необходимость (=>). Пусть х.< ххх. 
Тогда 8&х,)>0, &х›)>0, откуда #(х)< 0, 
1(х.}<0, и поэтому на отрезке [х.; х,| линей- 
ная функция (х) не обращается в нуль, так 
что либо хх.< ох, либо хх < Жо. 

Если хх, < ха, то х, лежит в промежутке 
убывания обоих трехчленов, так что {1х} < 0, 
8\х)< 0. Кроме того, №х,}> №(х,), так что 
ых) — убывающая функция, Вх) < 0 для лю- 
бого х, и в частности, #^х) < 0, то есть 
14х)— ах < 0. Поэтому произведение 
ЕЁ) 8 (Хо) | положительно. 

Аналогично рассматривается случай х-—< 
< х, < хо. 

Достаточность (<=). Пусть Их,)>> 0, и 
предположим сначала, что &8\(х.)> 0, {1х — 
— 8{хо)> 0. Тогда оба корня &х} мекыше х, 
то есть хх< ох. ох Кроме того, Й(х} — воз- 
.растающая функция, так что А(хл< хз < Мих. , 
откуда /[(х.) < 0, Вх.) < 0. Поэтому хх, 
хх. хх то есть жж ж< х,. 
Аналогичио рассматривается случай 
вхо 0, [Их — вхо} < 0. 


Решение неравенств 


Применение доказанных критериев во 
многих случаях облегчает решение 
неравенств. Переходя к конкретным 
примерам, заметим, что выражение 
Ехо) &'(хо), фактически фигурирую- 


Рис. 8. 


щее в критериях 2—5, равно разности 
р—г. Поэтому на прёктике, например, 
критерием 2 удобно пользоваться в ви- 
де (Кхо} < 0, р> г). 

Решим теперь 
венств. 

1. {х?*4{- 13х — 49) х? 4 14х— 50) > 0. 
Обозначая Кх}=х? —13х — 49, я(х)= 
—=х? + 14х—50, мы легко находим, 
что х.=1, АД! = Ы— 35, и так как 
13— 14 (см. критерий 5), корни этих 
трехчленов связаны неравенствами 
< ль лхь< х,. Применяя метод ин- 
тервалов (см. «Квант», № 12, 1985, 
с. 18 и рисунок 8), находим решения 
данного неравенства: хх, х»<хФ 
<х., х>х,, или, выписывая корни, 


13 +\/ 365 
2 


несколько нера- 


а. = 


х< 


— 365 —1; 
к РВ. 

2. [х’+6х—иИ |< — 2х? — 13 х- 24. 
Перепишем это неравенство в виде 
2х + 13х —24< х?--6х—11< 

- < — 2х2 —13х + 24. 

Мы должны, следовательно, решить 
систему неравенств /(х)< 0, &х)< 0, 
где 

Кх)= 3х? +-21х-_ 89, 

&(х)= 3х? | 19х — 35 
(мы умножим трехчлен {х) на 3, что- 
бы уравнять старшие коэффициенты 
Кх) и &(х)). | 

Имеем: х,=2, К2)>0, #&^“2)>0, 
р г>0О и (см. критерий 3) 
хь < х < хз < х,. Следовательно, реше- 
ниями системы /х)< 0, &(х}— 0, а зна- 


чит, и исходного неравенства явля- 

ются значения х< х<.х., то есть 
19--\'781 У181 — 19 

Е —=<х< и НЕ 


3. |х + 6х—11| < |2х*+13х—26]. 

Поскольку обе части неравенства 
неотрицательны, после возведения в 
квадрат его можно записать в виде 

(х2 + 6х — 117 < (2х? + 13х —26}, 
и, перенося все в правую часть и 
разлагая разность квадратов на мно- 
жители, получаем неравенство 
{х)8(х)> 0, где 
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Рис. 11. 


Кх}= 3х? + 21х— 45, 

#(х) = 3х? -+- 19х — 7. 
Тогда х‚=4, [4)>0, #4)>0, р 
—г>0 и снова по критерию 3 
х<х. << х,. Применяя метод ин- 
тервалов, получаем решения исходно- 
го неравенства (см. рис. 9): 


ИГО / 
ый ре № ВВ 
1805 — = 
2 х— 
у х—х—4 < 0. 


4— [3х -—2х—7}] 
Умножим обе части этого неравен- 
ства на положительное выражение 
(4+ |3х’—2х—7|)!. Разложив на 
множители разность квадратов в зна- 
менателе, после упрощений получим 
неравенство 


х-—-х—4А 
————————=—=—ы=——— > 
(3х? —2х— 3)(3х—2х—11) 

Положив 
Кх)=3х?—3х-— 12, в(х)=3х2 —2х—3, 
В(х)=3х2—2х—11, будем выяснять 
взаимное расположение их корней 
Х!1.2, Хз.4, Хз. 

Коэффициенты при ху трехчленов 
&(х) и №(х) равны, так что наши кри- 
терии неприменимы. Однако это обсто- 
ятельство даже упрощает решение. 
Действительно, й/х} == &(х)—8, так что 
И (хз 1} = Е (хз) —8= —8< 0, и следова- 
тельно, корни &{х}) расположены меж- 
ду корнями #(х), то есть 


Хх. < Хх <Хь. 
Для трехЧленов Кх) и ях) имеем 
х= — 9, 
К—9)>0, Р(—9)< 0, 
—3<—2, 


8\—9)— 0, 
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и по критерию 8 
хх х.,. 

Для трехчленов Их) и №(х) имеем 
х= —1, д-1<0, —3< —2, и по 
критерию 5 

ххх. 

Таким образом, хх Жо 

< хь< х., и следовательно, решения- 


ми данного неравенства (см. рис. 10) 
являются 


й 1—-/34 1 1-/10 
ЗИ а а О ИЕ ев. 

1-4+-/10 1/34 1415/17 

<<, —. 


5. (5+ 2х-4+4— ах? —2х—а)< 0. 
Положим Кх)=х+2х-4—а, 
&(х)=х`—2х—а. Заметим, что если 
дискриминант одного из этих трех- 
членов отрицателен, то этот трехчлен 
положителен при всех х, и для соот- 
ветствующих значений а данное не- 
равенство сводится к квадратному. 
Рассмотрение этих случаев мы пре- 
доставляем читателям и будем счи- 
тать, что оба дискриминанта положи- 
тельны, что выполняется при а>> 3. 
Тогда Их) и &х) имеют по два раз- 
личных корня хи. и хза. При этом 
и по критерию 2 х<х<ж<х.. 
Поэтому при @ >> 3 решениями данно- 
го неравенства являются (см. рис. 11) 

—1— а—3<х< 1 Уа-+Ь 

— 1+ Уа-3<х< 1+ а 


Полное решение неравенства с уче- 
том *особыхь значений параметра 
а=3 и а=—1 (когда один из 


0.. дискриминантов равен 0) записыва- 


ется в виде: при а< —1 решений 
нет; при —1<а<3 — получаем 
1— уар1< х< 1! а-1; приа> 3 


получаем —1—\9-3<х<1— 
— уа-Е1, —1-+уа-3<х=<й1+ 
уа- 1. 


6. При каких значениях а система 
неравенств 


2х2 — Зах —9< 0, х+ах—2>0 
имеет решение? 


Заметим, что каждый из квадрат- 
ных трехчленов 


Кх)=2х? —-Зах—9 и 
Е(х)=2х? +2ах—4 
имеет два различных корня, и 
Кх) < 0-х хх, 
#(х)> 04>х<х, или хх... 


Для того чтобы данная система 
имела решение, необходимо и доста- 
точно, чтобы отрезок |х,; х,| имел 
хотя бы одну общую точку с одним 
из лучей |[-©; х.| и |[х; +9. 
Это выполняется (без учета возмож- 
ности совпадения корней) во всех на- 
игих критериях, кроме четвертого: си- 
стема не имеет решений тогда и толь- 
ко тогда, когда х< хх < х.. 

Так как Кх) = &(х}—>ах== —1, то при 


а =^ 0 имеем ху = — —^. 


и по критерию 4 должна выполняться 
система неравенств 


2—60'>0, —(+4+-3а )5а>0. 


Легко убедиться, что эта система не 
имеет решений, так что «плохих» 
значений а-^ 0 не существует, то есть 
при любых а=-0 данная система 
имеет решение. Поскольку при а—=0 
она также имеет решение, решениями 
задачи 6 являются все значения а. 


*. При каких значениях а множест-- 


во решений системы неравенств 
х?-+-2х4+а-+1>20, хх +2а—-1<0 
представляет собой отрезок длины 12 
Дискриминанты трехчленов 
Их) = х?+ 2х ра|1и 
Я(х) = хх 2а—1 


равны соответственно —4а и 5—8а, 
поэтому при а>5/8 заданная си- 
стема не имеет ‘решений, а при 9<а< 
<5/8 она равносильна неравенству 
#х)<0 и выполняется на отрезке 
[х.; х-]. Из условия 

х,—х.=1<>\/ 5 —8а = 1<>а=1/2 
и так как 09— 1/2< 5/8, получаем, что 
а=1/2 является решением задачи. 

При а=0 и при а=5/8 решениями 
системы являются соответственно 
— (1-4 5)/2<х< (5—1 и х= 
—= — 1/2, так что а=0 н а-==5/8 не 
являются решениями задачи. 

Далее считаем, что а< 0. Находим 
х=а—2, Ка-—-2)=а?’—а41> 0, 
Ра-—2}=2а—2<0 и 2>1, так что 
(см. критерий 4) ххх х.. 
Поэтому условие задачи выполняется 
при х,—х,=1, откуда находим 
п = —1. Ответ: а= —Т и а-==1,2. 

Заметим, что критерии 1—6 не пре- 
дусматривают случая, когда трехчле- 
ны Их) и &(х) имеют общий корень. 
На практике, как правило, случай 
совпадения корней лучше рассматри- 
вать отдельно, как «особый». 


Упражнения. 
Решите неравенства: 


1. [Хх 10х +5 |< [2х + 21х + 81|. 
2. |х-@| < Зх—х'—1. 
3. 16ба'х' — Зах" 4 16х10 —-4>0 
3. Решите систему неравенств 

Зх2 2х -А-- 10 :А-=1, 2, 2. 10. 


:а>0.. 
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Игры а головоломка 
ИРУ 
ЖЕ 


Путешествия 
по графам 


Д. И. ВАКАРЕЛОВ (НРБ) 


Появление знаменитого кубика Руби- 
ка вызвало большой интерес к голово- 
ломкам и играм, основанным на пере- 
становках каких-либо предметов. Для 
математика такие головоломки инте- 
ресны прежде всего потому, что поиск 
их решения подчас представляет. со- 
бой весьма непростую математиче- 
скую задачу, требующую большого 
интеллектуального напряжения и ост- 
роумия. 

Мы предлагаем вам широкий класс 


- игр, обобщающих знаменитую игру 


в з‹пятнадцать» Сэма Ллойда. Неко- 
торые из них по трудности не уступа- 
ют кубику Рубика, причем, в отличие 
от него, очень просты в изготовлении, 
так что каждый может придумать и 
изготовить сколько угодно таких голо- 
воломок. Мы расскажем о двух играх 
этого класса, а затем дадим их общее 
описание. 


Головоломка ТЕРПЕНИЕ 


Вырежьте из картона восемь кружков 
с пятикопеечную монету и напишите 


на каждом из них одну из букв слова 
ТЕРПЕНИЕ. На листе бумаги начер- 
тите схему, изображенную на рисун- 
ке 1, которую будем называть игро- 
вым полем. Кружки игрового поля 
будем называть ячейками, а написан- 
ные около них числа — номерами 
ячеек. Ячейки, соединенные отрезка- 
ми, будем называть соседними. Расло- 
ложите кружки-фишки в произволь- 
ном порядке в ячейках игрового поля 
так, чтобы центральная ячейка (№ 0) 
осталась свободной. Под ходом будем 
понимать перемещение некоторой 
фишки в соседнюю с ней свободную 
ячейку. Первым ходом игры может 
быть перемещение фишки из ячейки 
с номером @ или Т в ячейку с номе- 
ром 0. Цель игры состоит в том, чтобы 
посредством серии ходов привести 
произвольно расставленные фишки в 
конфигурацию, показанную на рисун- 
ке 1. 

А пока попробуйте, не читая статью 
дальше, вооружиться терпением и са- 
мостоятельно решить головоломку 
ТЕРПЕНИЕ. Для этого сначала реши- 
те более легкую задачу. 

Задача 1. Из произвольной кон- 
фигурации фишек на игровом поле по- 
средством серии ходов получите кон- 
фигурацию, в которой буквы Т, П, Н 
и И оказываются на своем месте. 

В результате мы получим либо стан- 
дартную конфигурацию, либо одну из 
следующих трех: 


ТРЕ ТЕЕ ТЕЕ 
@=и Е 6=П Р с=Пп Е 
НИЕ НИЕ НИР 


дача. 


Задача 2. Найдите три последо- 
вательности ходов, Х, У и 2, которые 
соответственно преобразуют конфигу- 
рации а, В и с в стандартную. После- 
довательность ходов будем записы- 
вать последовательностью номеров 
ячеек, занимаемых фишками, которы- 
ми делается очередной ход. 

Вот одно из решений задачи 2, даю- 
щее вместе с решением задачи ] ал- 
горитм решения игры ТЕРПЕНИЕ. 
Х = 2,3,5,8,1,0,2,1,4,6,7,8,5,3,2,0,7,8,5, 


3,2,0,7,6,4,1,2,3,5,8,7,0,2,1,4,6,7,0,2,3, 
5,8,7,6,4,1,2,3,5,8,7,0 (52 хода); 

У = 1,8,5,3,2,0,1,8,5,3,2,0,7,6,4,1,2,3,5, 
8, ,0,2,1,4,6,7,0,2,3,5,8,7,6,4,1,2,0,7,8, 
5,3,2,0,7,8,5,3,2,1,4,6,71,0 (54 хода); 
7=1,6,4,1,2,3,5,8,7,0,2,3,5,8,7,0,2,1,4, 
6,1,8,5,3,2,0,7,6,4,1,2,0,7,8,5,3,2,1,4,6, 
1,0,2,3,5,8,7,0,2,3, ‚8, , 54 хода). 


Любителям рекордов предлагаем най- 
ти более короткие алгоритмы. 


Алгебра и геометрия 
допустимых преобразований 


Предложенный выше алгоритм имеет 
существенный недостаток: его трудно 
запомнить. Кроме того, неясно, каким 
образом получены последовательно- 
сти Х, У и 7. Трудно рассчитывать, 
что только с помощью метода проб 
и ошибок можно получать столь длин- 
ные последовательности ходов, осу- 


ществляющих подходящие преобразо- 
вания. Попробуем поэтому более при- 
стально разобраться в устройстве» 
последовательностей Х, Уи. Нетруд- 
но заметить, что определенные серии 
ходов в них повторяются. Это наво- 
дит на мысль выбрать несколько та- 


у———— = 


ких серий, действие которых обозримо 
и легко ‘запоминается, а затем состав- 
лять из них любую последователь- 
ность ходов. При этом оказываются 
полезиыми следующие четыре серии 
(ячейка с номером 0 свободна перед 
их выполнением): 

А--2.1,4,6,1,0, А'—=17,6,4,1,20, В= 
==7,8,5,3.2,0, В '—=2,3,5,8,7,0. Обозна- 
чения А ' и В”' показывают, что 
действия этих серий обратны дейст- 
виям серий А и В. 

Условимся А, А ', Ви В`' назы- 
вать элементарными сериями, а преоб- 
разования, которые они производят — 
элементарными (допустимыми) преоб- 
разованиями. На рисунке 2 изображе- 
ны наглядные схемы-графики, де- 
монстрирующие действия этих серий 
на фишки игрового поля. 

Элементарные серии имеют одно по- 
лезное свойство: послё их выполне- 
ния центральная ячейка снова стано- 
вится свободной, что дает возмож- 
ность выполнять их в произвольном 
порядке одну за другой. Конечную 
последовательность элементарных се- 
рий, напрнмер А, АВ, А 'ВА, будем 
называть допустимой серией или фор- 
мулой, а ее действие на фишки игро- 
вого поля — допустимым преобра- 
зованием. При исследовании действия 
различных формул условимся исполь- 
зовать фишки, на которых вместо букв 
написаны цифры от 1 до 8. Тогда стан- 
дартной конфигурацией фишек будем 
считать ту, при которой каждая фиш- 
ка находится в ячейке с соответствую- 
щим ей номером. 

Опишем «алгебру допустимых се- 
рийь, которая нам поможет произво- 


дить алгебраические преобразования 
допустимых серий с целью их упро- 
щения. | 

Если две формулы Х и У производят 
одинаковые преобразования, то будем 
писать Х=У. Пустую серию ходов, 
которая не изменяет конфигурацию 
будем обозначать символом 1. Если Х 
и У — две допустимые серии, то про- 
изведение ХУ тоже является допусти- 
мой серией, действие которой состоит 
в последовательном выполнении Х и 
У. Нетрудно видеть, что А“'А = 
=АА`'—=1, В`\В=ВВ`'-—1. Анало- 
гично, для любого допустимого преоб- 
разования Х имеется обратное, то есть 
такое, что ХХ =хХХ-'—=1. 

Пусть С, — множество всех допус- 
тимых преобразований. В этом мно- 
жестве определена операция умноже- 
ния, то есть для любых Х и У из С, 
определено произведение ХУ, состоя- 
щее в последовательном выполнении 
преобразования Х, а затем — преобра- 
зования У. 

Это умножение обладает следующи- 
ми свойствами: 1) (ХУ) =хХ{(У7); 
2) существует преобразование 1 такое, 
что Х.1=Е.Х=Х; 3) для любого Х 
существует Х-' такое, что Х 'Х= 
=хХХ-—' —=1. 

В математике произвольное мно- 
жество С, в котором введена операция 
умножения, обладающая свойствами 
1 —3, называется группой. Мы показа- 
ли, что построенная нами совокуп- 
ность допустимых преобразований 
С, является группой. Можно при этом 
добавить, что группа С, порождается 
преобразованиями А и В. | 


Оказывается, построенная груп- 
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па С, обладает достаточным набором 
преобразований для решения голово- 
ломки ТЕРПЕНИЕ. 

Задача 3. Пусть дана произволь- 
ная конфигурация фишек игры ТЕР- 
ПЕНИЕ со свободной центральной 
ячейкой. Докажите, что существует 
формула Х из С, которая дает решение 
игры ТЕРПЕНИЕ. 

Решение этой задачи будет получе- 
но после того, как мы найдем алго- 
ритм решения игры ТЕРПЕНИЕ. 

Мы выясним также, какие конфигу- 
рации фишек, на которых написаны 
номера от 1 до 8, могут быть при- 
ведены к стандартной конфигурации. 


Упражнения 

°1. Пусть некоторое преобразование ХСС. 

допускает запись Х = х Ха -х» где Х, ЕС. До. 
кажите, что Х1-5Х; ет ее М. 

2. Нарисуйте графики " действия преобра- 
зований 47, АЗ, 8?, В, АВАВ А“ 

3. Пусть искоторая фишка неподвижна при 
выполнении преобразования Х. Докажите, что 
она останется неподвижной п при преобра- 
зовании Р” 1ХР, где Р — допустимое преоб- 
разова ние. 

4. Докажите тождества А®=В* 


-- 1. А“ = 
го А-1, АЗ 4-2 


‚АВА -АВААТ. 


Тождества, подобные приведенным 
в упражнении 4, помогают упрощать 
формулы, делая их запись более ком- 
пактной, я в некоторых случаях — 
устанавливать тождественность фор- 
мул. 


«Программирование формул» 


При поисках алгоритма решения голо- 
воломки наиболее трудным делом яв- 
ляется описание формул с заранее 
заданными графиками. Это немного 


напоминает программирование, при 
котором команды — это элементар- 
ные преобразования, а программы — 
формулы, то есть последовательности 
команд. | 

Рассмотрим некоторые практиче- 
ские приемы этого своеобразного про- 
граммирования. 

А. Преобразования АВЛ`'В ‘и 
Д-'В`'АВ, действие которых -показа- 
но на рисунках 3, в, г, называются 
коммутаторами. Они интересны тем, 
что переставляют некоторые пары то- 


чек, оставляя остальные точки непод- 
вижными. 


Б. Очень интересно преобразование 
АВА (рис. 3,0), распадающееся на 
два цикла. Для него (АВА это 
цикл, показанный на рисунке 3З,е. 

В задаче 2 для преобразования кон- 
фигурации а к стандартному виду 
нужно было найти последователь- 
ность ходов, при которой буквы РиЕ 
оказываются на своих местах. Лег- 
ко видеть, что этого можно добить- 
ся с помощью преобразования Х-, 
график которого показан на рисун- 
ке 4, 6. 

В.Рассмотрим операцию, которая 
в теории групп называется сопря- 
жением. С ее помощью можно дейст- 
вие некоторого преобразования пере- 
нести на другую зону игрового поля. 
Например, найдем формулу для пре- 
образования Х, (см. рис. 4, 6). Для 
этого с помои преобразования В”? 
перемещаем фишку 3 на место фиш- 
киТ, а фишку 5 — на место фишки 2. 
Затем применяем цикл (АВА)? и, на- 
конец, преобразованием В? возвра- 


щаем фишки 2 и Т на старые места. 


Получился цикл 4-—-3—5—4 с фор- 
мулой В-"(АВА}В:. 

В общем случае операция сопряже- 
ния имеет вид @, =РОР-'. При этом 
говорят, что преобразование @ сопря- 
жено с преобразованием @,. В нашем 
случае @=(АВА}, Р=В *. 

Аналогично Х›=А-?Х, А? н Х,= 
=В-—\Х.,В. Отметим, что Х, и Х, осу- 
ществляют такое же действие, как пре- 
образования Х и & из задачи 2, но 
имеют значительно большую длину. 
Преобразование У, как легко понять, 
допускает запись У = 22. 

Сопряжением коммутатора А`'В^! 
АВ с В? получаем формулу для 
Х,=В-ХА-'В-'АВ) В? —= 
—=В`°`А'В-'АВ-* -(мы воспользова- 
лись тем, что В =В`?). 

Г. При построении формул с нужны- 
ми свойствами можно действовать и 
иначе. Осуществим для примера цикл 
3—5-»-8-»3. Будем выполнять переме- 
щения фишек 3, 5, 8, не интересуясь 
судьбой остальных фишек, так, как 
показано на рисунке 5. В результате 
мы получим нужную перестановку с 
формулой В-``АВА-'ВАВ-?. Теперь 
нужно проследить, что же происходит 
с остальными фишками. Для этого 
строим график полученного преобра- 
зования (рисунок 6, а). Получился 
еще один цикл длины 5, который мож- 
но уничтожить, даже не возведя 
в 5-ю стелень, а с помощью предвари- 
тельного выполнения операции А“. 
Итак, Х; =А'В-"АВА`ВАВ^*. 


Упражнение 5. Запишите формулы для 
преобразований, заданных графиками на ри- 
сунках 6 в, г. у 


у 


Алгоритм решения 
игры ТЕРПЕНИЕ 


Мы будем пользоваться формулой 
для Х. и операцией сопряжения. Ре- 
шение осуществляется в два этапа. 

Первый эта п. Установка на свои 
места трех букв Е. Для этого специаль- 
ные формулы не нужны, хотя при 
желании можно их выписать для каж- 
дой конкретной позиции. 

Второй этап. Установка на свои 
места остальных букв. Она осущест- 
вляется в зависимости от содержимого 
ячейки 3 преобразованиями, показан- 
ными в следующей таблице: 


Преобразование, 
ставящее ее на место 


АХ. А?=А-2В ЗА-1В АВ? А? 


А ХА=А- В" А-В АВ-2А 

Х,==В-ЗА-—ИВ`1АВ-? 

АХ. А! = АВА В АВ-2А—! 
« — если стандартная конфигу- 

рация еще име достигнута 


В приведенном алгоритме существен- 
но используется то, что в слове ТЕР- 
ПЕНИЕ две буквы Е. ` 

Найденный алгоритм решения игры 
ТЕРПЕНИЕ полностью решает зада- 
чу 3. Но мы еще не знаем, какие 
конфигурации приводятся к стан- 
дартной. В следующих упражнениях 
игровое поле совпадает с полем игры 
ТЕРПЕНИЕ. 


Упражнения 

6. Получите алгоритмы решения игр для 
английского слова РАТИМСЕ п болгарского 
слова ТЪРПЕНИЕ. 


7. Постройте теорию игр УПОРСТВО, ВЕ- 
РЕНИЦА, СМЕКАЯКА — в этих словах есть 
по две повторяющиеся буквы, но стоят они не 
на тех местах, как в игре ТЕРПЕНИЕ. 


Группа игры ТЕРПЕНИЕ 


Каждый элемент п группы С, пере- 
ставляет фишки. Пусть «(| — номер 
фишки, на место которой переходит 
фишка из ячейки 1. Набор чисел а(1), 
а(2), ....0(8) называется перестановкой 
из чисел 1,2,...,8. Итак, каждому эле- 
менту группы С, соответствует некото- 
рая перестановка. 

Множество 5, всех перестановок 
множества из п элементов образует 
группу (произведение оВ перестановок 
аи В заключается в их последователь- 
ном выполнении, то есть (В) (= 
—В(о(2))). Эта группа называется сим- 
метрической группой. Мы убедились, 
что группу С, можно считать частью 
группы 5, - 

Пусть теперь {= Их,,х.,...х,) — не- 
который многочлен от восьми пере- 
менных и аб 5, — некоторая переста- 
новка. Заменим теперь в многочлене } 
переменную х, на х.,, переменную 
х, — на Хо; „-. переменную х, — на 
х.з) Мы получим новый многочлен 

ай = Их» Хасан дву) 
Понятно, что для двух перестановок 
а и В будет («В)/=В(о/)- 
Рассмотрим многочлен 
Рае, и) = 
=(х — ххх, —ха)..Дх.— Хи)... 

(2—3) +++ (0 — Жи) „(91 - Ха). 
Перестановка «65. называется чет- 
ной, если оР,=Р,, и нечетной, если 
оР,= —Р.. 


Упражнения 

8. Докажите, что при перестановке любых 
двух переменных х. ин х, многочлен Р‚, переходит 
в —Р.. 

9. Любая перестановка либо четна, либо не- 
четна. 

10. Если а и В — перестановки одинаковой 
четности, то иВ — четная перестановка. 

11. Если аи В — черестановки разной чет- 
ности, то ав — нечетная перестановка. 

12. Перестановки в и а! имеют одинаковую 
четность- 

13. Перестановки, соответствующие элемен- 
тврным сериям А,А-\,В,В-\, — четные. 

Из упражнений 8—12 следует, что 
множество А, всех четных перестано- 
вок образует группу. Эта группа назы- 
вается знакопеременной группой по- 
рядка п. 

Из упражнения 13 следует, что 
А, 2>С.. Пользуясь существованием 
алгоритма решения игры ТЕРПЕНИЕ 
и результатами упражнений 10—12, 
можно доказать, что А, =С.. Следо- 
вательно, с помощью С, можно осу- 
ществить любую четную перёстановку 
фишек 1,2,...,8 и нельзя осуществить 
никакую нечетную перестановку. 


Упражнение 14. Докажите, что любую 
позицию можно перевести либо в стаидартное 
положение, либо в такое, которое отличается 
от стандартного перестановкой фишек 5 и 8. 


Головоломка ДОМ 


Игровое поле этой игры изображено 
на рисунке 7. Фишки для игры зану- 
мерованы цифрами от 1 до 9. В качест- 
ве элементарных серий игры исполь- 
зуются следующие: 

А=1,4,7,8,5,2,0; А '=2,5,8,7,4,1,0; 
В=2,5,8,9,6,3,0; В! =3,6,9,8,5,2,0; 
С 
т, 


—=АВ=- 1,4,1,8,9,6,3,0; С-'=—3,6,9,8, 
4,1,0. 


Алгоритм решения использует сле- 
дующие две формулы: 
Х.=А?В-^(АВА-`В-')В?А-? = 

== А?В-*СА-'ВА-?; 
Х. =(АВАВАВА-?*В-!} = ` 

=(САВ-'СА-?В-"}}, 
Эти формулы можно получить с по- 
мощью описанных выше приемов. 

Этап 1. Установка на места фи- 
шек 1,4,7 и 8. Для этого специальных 
формул не требуется. 

Этап 2. Установка на места фи- 
шек 2,3,5,6 и 9. Для этой цели исполь- 
зуется формула Х, (аналогично тому, 
как использовалась формула Х, на 
этапе 2 алгоритма игры ТЕРПЕНИЕ). 
Отметим, что при каждом исполь- 
зовании формулы Х; меняют свои 
места фишки 1 и 4. Поэтому в конце 
этапа они могут оказаться перестав- 
ленными. Тогда с помощью формулы 
ХХ: ставим их на свои места. 
Пусть С, — группа игры ДОМ. 

Упражнение 15. Докажите, что груп- 
па С, совпадает я симметрической группой 
$. Указание. Доказательство следует из 


существования описанного выше алгоритма ре- 
шения. 


Путешествия по графам 


Читателю уже должно быть ясно, как 
можно самостоятельно придумать но- 
вые игры типа ТЕРПЕНИЕ и ДОМ. 
На рисунке 9 приведены еще не- 
сколько примеров таких игр. 

Упражнения 

16. Найдите алгоритмы решения игр 
ПЯТНАДЦАТЬ, ДУМАЙ БЫСТРЕЕ, КОМ- 
БИНАТОР ип КУБОЛОГИЯ. Докажите, что 
соответствующие им группы — знакоперемен 
ные {тила А,). 


Обратите внимание, что все игры из упраж- 
нения 16 содержат по две одинаковые фишки 
(в первой из них — это фишки 6 и 9). 

17. Найдите алгоритмы решения игр СТА- 
ДИОН, КРЕСТ, ДЕСЯТЬ. Покажите, что соот- 
зетствующие им группы симметрические (ти- 
па 5.). 

18. Докажите, что группы $. и А; содержат 


1 
соответственно п!.=1,2...п и > п! 


Фигуры, подобные игровым полям 
рассмотренных головоломок, назы- 
ваются графами. Отсюда их общее 
название — «путешествия по гра- 
фам». Более точно, граф — это конеч- 
ное множество точек, называемых 
вершинами, некоторые из которых 
соединены дугами, называемыми реб- 
рами графа. Очевидно, что любой граф 
можно связать с одной или несколь- 
кими играми и группами переста- 
новок, которые им соответствуют. 
Читатель, может быть, уже заметил, 
что группы рассмотренных игр яв- 
ляются либо знакопеременными (ти- 
па А,), либо симметрическими (ти- 
па 5,). Оказывается, что это не случай- 
но: при некоторых весьма общих огра- 
ничениях на структуру графов им 
всегда будут соответствовать группы 
либо типа А,. либо типа 5,. Чтобы 
сформулировать более точно эту уди- 
вительную закономерность, нам пона- 
добятся следующие определения. 

Под простым циклом длины Е 
{Е > 3) будем понимать последователь- 
ность вершин графа Р,,..Р‚„, которая 
удовлетворяет следующим условиям: 


элементов. 


1) Р.=Р, (то есть начальная и 
последняя вершина цикла совпада- 
ют); 

2) Р, и Р,., связаны ребром 


(=1.,...в—1), 


3) Р-ЕР, при 13Е} (1, ]=1,...—1). 

Граф будем называть циклическим, 
если любые две вершины этого графа 
принадлежат некоторому. простому 
циклу. 

Теорема. Пусть Г произвольный 
циклический граф с вершинами Р., 
Р.,....Р.. а С (Г) — группа игры «пу- 
тешествие по Г» с фишками Г..... п. 
Тогда справедливы следующие ут- 
верждения: 

1) если все простые циклы Г имеют 
четную длину, то С (Г) совпадает с 
группой А; 

2) если граф Г отличен от графа Г., 
изображенного на рисунке 10, и с0- 
держит хотя бы один простой цикл 
нечетной длины, то С (Г) совпадает 
с группой 5, - 

Доказательство этого утверждения 
мы опускаем. Заметим, что частные 
случаи этой теоремы уже доказаны 
ранее. Интерес представляет исключе- 
ние, связанное с графом Г. (рис. 10). 
На ЭВМ были вычислены все пере- 
становки группы С(Гс) и было уста- 
новлено, что она является собствен- 
ным подмножеством группы 5,, со- 
стоящим из 120 элементов. Если мы 
хотим, чтобы игра *«путешествие по 
графу Г» всегда имела решение, то 
необходимо использовать по крайней 
мере три одинаковые фишки. Это — 
единственный граф с таким свойством. 


Модификации игр 


Рассмотрим теперь некоторые моди- 
фикации «путешествий по графам», 
связанные с переворачиванием фишек 


н ограничениями на «правила движе- 
нияе. 

Пусть фишки для игры ДОМ имеют 
квадратную форму и окрашены с двух 
сторон: одна сторона — в белый, 
а другая — в черный цвет. По- 
местим фишки на игровое поле, изо- 
браженное на рисунке 7, причем 
некоторые из них поместим белой 
стороной вверх, а некоторые — чер- 
ной. Кроме старых правил передви- 
жения фишек по игровому полю, 
введем одну новую операцию В: 
если ячейка с номером 0 свободна, 
то можно перевернуть одновременно 
все фишки, находящиеся в ячейках 
4, Би б. Цель игры — с помощью 
допустимых преобразований и опе- 
рации В перевернуть все фишки белой 
стороной вверх («зажигание света 
в окнах»). Задача усложняется, если 
на белой стороне каждой фишки на- 
нисать соответственно цифры от 1 
до 9 и потребовать, чтобы в конце 
игры каждая фишка была не только 
белой стороной вверх, но и занимала 
ячейку с соответствующим ей номе- 
ром. Эту игру будем называть СВЕ- 
ТЯШИЕСЯ ОКНА. 


Упражнение 19. Найдите алгоритмы 
решения для обоих выриантов игры СВЕТЯ- 
ЩИЕСЯ ОКНА. 

Конечно же, это далеко не единст- 
венный прием введения эффекта пе- 
реориентации фишек в играх типа 
*‹путешествие по графу». Например, 
в статье А. Калинина «Сначала был 
только кубик» («Наука и. жизыьь, 


{Окончание см. на с. 60} 


Информацяя 


Заочная школа при НГУ 


При Новосибирском Ордена Трудового Красного Знамени государственном университете 
им. Ленинского комсомола работает заочная школа (ЗШ) для учащихся 8—10 классов обще- 
образовательных школ Сибири, Дальнего Востока, Средией Азии и Урала. 

Основная задача ЗШ — оказывать помощь в формировании и развнтии у учащихся инте- 
реса к естественным наукам. 

В ЗЫ 5 отделений: математическое, физическое, химическое, биологическое н экономиче- 
ское. На математическое, физическое н хныическое отделения принимаются учащиеся 8— 10 клас- 
сов, на бнологическое — только учащиеся 9 классов, на экономическое — только учащиеся 
10 классов. 

Кроме отдельных учащихся, в ЗИГ могут быть приняты также математические, физиче- 
ские, химические, биологические и экономические кружки н факультативы, которые работают 
в школе под руководством учителя. Руководитель кружка набирает н зачисляет в них уча- 
щихся, успешно выполнивших первое задание по соответствующему предмету. Кружок прини- 
мается в ЗШ, если руководитель сообщает в ЗШ свою фамилию, имя, отчество и высы- 
лает поимеиный список членов кружка (с указанием итоговых оценок за первое задание), 
подписанный директором школы и заверенный печатью. После этого члены кружка счи- 
таются учащимися ЗН. 

Учащиеся, принятые в ЗШ, н руководители кружков будут получать задания ЗШ, а также 
дополнительные материалы. Работы учащихся-заочников проверяют в ЗШ, а работы членов 
кружка — его руководитель (по желанию руководителя часть работ членов кружка может 
быть проверена и в ЗЩ). 

Ежегодно часть учащихся 8—9 классов ЗШ приглашается в Летнюю школу при НГУ 
(которая работает с 1 по 22 августа). Здесь они вместе с победителями Всесибирской 
олимпиады слушают лекции крупных ученых, решают интересные задачи на семинарах, зна- 
комятся с университетом и иаучно-нсследовательскими институтами Академгородка, отдыхают 
и развлекаются. На период зимних каникул учащиеся ЗШ низ близлежащих областей пригла- 
шаются в Зимнюю школу при НГУ. 

Чтобы стать учеником Заочной школы при НГУ, необходимо до 30 сентября прислать 
на имя директора ЗШ заявление, иаписанное иа почтовой карточке, е просьбой выслать первое 
задание. Заявление необходимо оформнть по следующему образцу: 


1. Фамилия, мымя, отчество (полностью, печатными НИКОЛАЕВ ИГОРЬ НВАНОВИЧ 
буквами) 
2. Класс, в котором вы учитесь в своей школе 


3. Отделенне ЗШ, на котором вы желаете учиться 


$ заь 
математическое (математическое м физическое) 


{можно указать два отделения) 
4. Подробный домашний адрес с обязательным ука- 
занием индекса почтового отделения 


632149, Новосибирская обл., с. Мезениха, 


ул. Андрианова, д. 28 зао, КВ. 5. 


Руководитель кружка должен прислать на имя директора ЗШ письмо с просьбой выслать 
первое задание и дополнительные материалы к нему. 

Заявление с приеме на математическое нли на физическое отделение ЗИ можно выслать вместе 
ю решениями соответствующего первого задания, публикуемого ниже, ме позднее 15 октября. 

Решения задач нужно записать в простую ученическую тетрадь в клетку, оставляя поля 
для замечаний преподавателя. На обложке тетради укажите те же сведения с себе, что и 
в заявленни. Работы отсылайте вместе с заявлением только простой бандеролью (тетрадь 
не перегибайте и не сворачивайте в трубочку). В тетрадь с решениямн вложите листок разме- 
ром 6>Х10 см с написанным на нем вашим адресом (его наклеят на конверт, когда будут 
отсылать ответ). 

Наш адрес: 630090, Новосибирск-90. ул. Пирогова, 11, 

Заочная школа при НГУ. 


Первое задание по математике 
8 класс 


1. Вес сосновой шпалы 27,8 кг, а дубо- 
вой — 45,5 кг. Вес десяти щпал равеи 384,2 кг. 
Сколько среди них сосновых? 

2. Гаечный ключ имеет отверстие в форме 
квадрата со стороной 1 см. В каких преде- 
лах могут быть заключены размеры квадрат- 
ной гайки, чтобы ее можио было отвинчивать 
этим ключом? 
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3. Изобразнте на координатной плоскости 
множество точек, координаты (х; и) которых 
удовлетворяют условию 

х<у— |2х— 21|. 

4. Сколько действительных решений имеет 

уравнение 
З/х-+-х4-2-=07 

5. Докажите, что пронзведепие четырех по- 
следовательных иятуральных чисел делится 
на 24. 


6. Найдите сумму чисел 
1007—99?-{98?*—972-|.... 442—324 22—17. 
9 класс 


1. В двух меодинаковых банках с водой 
растворили по килограымовой пачке сахара. 
Известно, что в одной из них содержание са- 
хара составляет 40%, а в другой — 30%. 
Сколько процентов сахара будет в рвстворе, 
если содержимое банок слить вместе и пере- 
мешать? 

2. В треугольнике АВС точка М — середн- 
на медивны, проведенной к стороне ВС. Вы- 


разите векторМС через векторы АВ и АС. 

3. Три числа являются последовательными 
членами геометрической прогрессии. Если ко 
второму из них прибавить 2, то онн будут 
образовывать арифметическую — прогрессию, 
а если после этого к третьему числу приба- 
вить 16, то они снова будут образовывать гео- 
метрическую прогрессию. Найдите эти числа. 

4. Как с помощью циркуля и линейкн по- 
строить треугольник по высоте и двум сторо- 
нам? Разберите все возможные случан. 


5. В четырехзначиом числе ааЪЪ первые две 
цифры одинаковые и последние две цифры 
одинаковые. Известно, что это число — квад- 
рат целого числа. Найдите его (нужно найти 
все решения и обосновать это}. 

6. Докажите, что среди любых шести чело- 
век найдутся трое, которые либо попарно зна- 
комы друг г другом, либо попарно незнакомы 
между собой. 


10 классе 


1. Исследовать функцию /(х)==х?-4 3х? 2х. 

2. Больше или меныпе нуля значение чис- 
ловой функцни /(х)=5м х в точке х=30? 

3. Гаечный ключ имеет отверстие в форме 
квадрата со стороной {1 см. В какых преде- 
лах могут быть заключены размеры шести- 
угольной гайки, чтобы ее можно было отвин- 
чивать этим ключом? 

4. В трапеции АВС точка М — серединв 
боковой стороны АВ, а точка № — середина 
боковой стороны СР. Средияя линия ММ пере- 
секается с диагональю АС в точке О. Известно, 
что площадь треугольинка..А МО равна 1 см”, 


а площадь треугольника СМО — 5 см’. Какова 
площадь трапеции АВСР? 

5. В кубе АВСРА'В’С’Г’ большая диаго- 
валь АС’ и плоскость, проходящая через реб- 
ра А’Р’ и ВС, пересекаются в точке К. Най 
дите длину отрезка АК, если длина ребра — 
1 см. 

6. Как с помощью одного только циркуля 
с фиксированным раствором в 1 см отметить 
две точки, расстояние между которыми равно 
УТ см? 


Первое задание по физике 


Экспернментальная задача 1 предиазначена 
для учащихся всех классов. Кроме того, за- 
дачи 2—6 предназначены для восьмиклассни- 
ков, 1—1\1 — для девятнкласеников, 12-16 — 
для десятиклассииков. 

Для поступления на физическое отделение 
ЗИ может оказаться достаточным полностью 
решить одну — две задачи. Однако после раз- 
бора задач своего класса полезно (н мы ваы 
рекомендуем) ознакомиться ин г другими зада- 
чами, а понравившиеся вам задачи — попро- 
бовать решить (чем больше, тем лучше). 


Рис. 1. 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


1. Проведите следующий опыт. Из пипетки 
осторожно капните каплю воды на сковородку, 
находящуюся при комнатной температуре. За- 
секите время полного испарения капли. Затем 
поставьте сковородку на плиту, включите ее. 
Через две мниуты капните вторую каплю и 
засеките время ее нспарения. Не выключая 
плитку, продолжайте с двухминутным интерва- 
лом измерение временн испарения капель в те- 
ченне 20—40 минут. Постройте графих завн- 
снмости времени испарения капли от ее но- 
мера и объясните его. Рекомендуется прово- 
дить опыт на не слишком большом жару, 
но так, чтобы в конце концов температура 
стала заметно выше, чем 100 °С. 

2. Найдите сопротивление включенной в 
сеть электрической лампочки по указанным 
на ней параметрам. 

3. Два одниаковых шарика алотностью п 
подвешены на стержне длиной Г, который по- 
коится в равновесии на опоре (рис. 1). Один 
из шариков поместили в стакан с водой. На 
сколько нужио сдвинуть точку опоры, чтобы 
система осталась в равновесии? Массой стерж- 
ня пренебречь. 

4. В сосуде с водой плавает пустой стакан. 
Как изменится уровень воды в сосуде, если 
часть воды из сосуда влить а стакан так, 
чтобы он продолжал плавать? 

5. В комнате на предварительно разогретую 
электроплитку постоянной мощности поста- 
вили кастрюлю с водой. На нагрев воды от 10 
до 20 °С было затрачеио время т... а от 80 
до 90 °С — время т„.. Что больше: то или то? 

6. Как известно, 2/3 поверхности Земли за- 
нято океаном. Приняв среднюю глубину океа- 
на №--4 км, найдите, во сколько раз увели- 
чилось бы среднее атмосферное давленне, если 
бы вода в окезиах Земли полностью испари- 
лась. Высота столба воды, уравновешивающего 
атмосферное давление, В. =>10 м. 

7. На нить нанизаны 4 маленьких шара; 
нижний находится на расстоянинм В от пола 
(рис. 2). Нить вверху пережингают. Какими 
должны быть расстояиия между шариками, 
чтобы интервалы времени между их ударамя 
о пол были одинаковы? 
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8. Из круглого крана радиусом И течет вниз 
струя воды. Как уменышается радиус струи 
п увеянчением расстояния й от крана до тех 
пор, пока струя не начнет рваться? Скорость 
струи считать одннаковой по всему ее сечению. 

9. Груз свободно подвесили к динамометру 
внутри ящикв. После этого ящик поставили на 
горку с углом наклона и п плавно отпусти- 
хи. При каком угле п показание динамометра 
п скользящем ящике уменьшится вдвое? Тре- 
нием пренебречь. Считать, что колебания груза 
затухли и он не касается стен ящика. 

10. Тонкнй обруч радиусом ЕЁ положили 
на горизонтальный пол, придав ему вращение 
вокруг ег оси с начальной линейной ско- 
ростью у. Коэффициент трения обруча о нол р, 
ускорение евободного падения #. Сколько обо- 
ротов сделает обруч до полной остановки? 

11. При падении на каменный пол елоч- 
ного стеклянного шарика ои разбиваетоя, если 
высота падения не меньше, чем В. Два таких 
лпарика подвесили рядом. Один из них откло- 
нили и тоякнули так, что он подлетает к дру- 
гому со скоростью г. При какой наименьшей 
скорости г шарики разобьются? 

12. Какая масса воздуха выйдет из комнаты 
объемом У—100 м’. если температура в ней, 
равная вначале 7/`-—=290 К, увеличится на ^Г= 
=10К? Давление воздуха нормальное: 


р—=10”На; молярная масса ‹ воздуха М- 
==29. 10 ' кг/моль; газовая постоянная В == 
= 8.3 Дж/(моль: К). 

13. Кубический бак объемом У==1 м? запол- 
няют водой из крана сечением $=—10 см? за 
время т-=] мин. На сколько изменится тем-- 
пература воды? Кран находится на уровне 
верхнего края бака. Отводом тепла ш окру- 
жающую среду пренебречь. Удельная теплоем- 
кость воды с=4,18 - 10" ДжДкг - К). 

14. В центре А равностороннего треуголь- 
ника, две стороны которого образованы оди- 
наково и равномерно заряженными тонкими 
палочками (рис. 3). потенциал электрического 


поля 17, а напряженность поля Е. Какимн ста- 
нут потенциал и напряженность п этой точке, 
если одну палочку убрать? 

15. Маленький шарнк массой т с зарядом а 
удерживают на высоте # над закрепленным 
зарядом 4 (рис. 4). Какой максимальной ско- 
рости достигнет верхний шарик после того, как 
его отпустят? Силу тяжести учитывать. 

16. Как известно, масса Солица много боль- 
ше массы Земли. Во сколько раз изменилась 
бы продолжительность года на Земле, если бы 
ее масса была равна массе Солица, в рас- 
стояние между ними осталось бы прежним? 


Путешествия 
по графам 


{Начала см. на с. 50} 


1984, № 9) описаны игры-«переверты- 
ши», которые можно рассматривать 
как варианты игр «путешествие по 
графу» с переориентацией фишек. 

Особенно трудные. обобщения игр 
типа «путешествие по графу» можно 
получить, задавая дополнительные 
ограничения на правило движения 


фишек по графу. В качестве примера 
рассмотрим игру ДВЕНАДЦАТЬ, иг- 
ровое поле которой изображено на 
рисунке 11. В этой игре допускаются 
только такие последовательности хо- 
дов, которые получаются с помощью 
следующих элементарных серий: 
А=З3, 1, 11, 10, 9, 5, Ъ. 2, 0; 

4” ый, 1, 5, 9, 10, 11, т, 3, 0; 

В—2, 6, 10, 11, 12, 8, 4, 3, 0; 

В '=3, 4, 8, 12, 11, 10, 6, 2, 0. 

Если игру ДВЕНАДЦАТЬ рассмат- 
ривать как обыкновенное «путешшест- 
вие по графу», то к этому набору 
элементарных серий необходимо было 
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бы добавить серии С==2, 1, 5, 9, 10, 11, 
12, 8, 4, 3, 0, Р=2, 6, 10, 11, т, 3, 0 
и им обратные. 

Упражнение 20. Найдите алгорнтм ре- 
шения игры ДВЕНАДЦАТЬ и покажите, что 
се группа совпадает с группой 5\.. 

Основной трудностью при решении 
этой задачи является нахождение 
формулы, которая переставляет толь- 
ко фишки Т и 8. Существует ли фор- 
мула для этой цели с длиной меныше 
чем 39 букв? 


Советы по изготовлению игр 


Удобнее всего прикрепить игровое 
поле к прямоугольному железному 
листу, а в качестве фишек исполь- 
зовать кусочки магнита (например, 
фишки от магнитных шашек). 

Некоторые варианты игр типа +пу- 
тешествие по графу» можно осу- 
ществить, устанавливая дополнитель- 
ные перегородки. На странице 57 
изображены игры ТЕРПЕНИЕ, ДУ- 
МАЙ БЫСТРЕЕ, КУБОЛОГИЯ и 
КОМБИНАТОР в таком исполнении. 

В общеизвестной игре ПЯТНАД- 
ЦАТЬ, изготовленной таким же обра- 
зом, не всякую позицию можно при- 
вести к стандартной, а только такую, 
которая соответствует четной переста- 
новке фишек (фишки би 9 в этой 
игре — разные). 


Ответы, указания, решения 


Как расположемы корни трехчленов? 


Ри ры 
| р | 
1. < 1+03. _ 314805 
2 8 
—31-/805 —11+-/7109 
р бе АЗЫ 


2. Записав неравенство в виде 

х?-—-Зх--1< ха Зх— 7—1, 
получим систему неравенств /(х)< 0, &(х)< 0, 
где /(х)=х—4Ах-1+а, я(х)=х—2х41—а. 
Эта система может иметь решение только при 
положительных дискриминантах трехчленов 
(х) и &(х), то есть при 0<а<3. 


3—5 3—5 З+у5 
При 0О<а< —5 —5 <а< 5 ‚ 
3-5 
ее <а<8 


корни трехчленов /(х) и &(х) расположены со- 
ответственно в следующем порядке: 
НЕ 
<<< х.. 
В случае (а)=0 (2 — общий корень трех- 
членов) найдите вторые корни трехчленов 
[(х) и #(х) по теореме Внета и покажите, что при 
} 3-5 
а ——— == 
2 2 

хи х исх. <=. 
3. Умножив неравенство на п и сделав замену 
у-=2ах, получиы иеравенство, которое может 
быть представлено в виде 

(у’-2у—а)(у"—2а +4)>0. 
Обозначим через И. м Уз корни трех- 
членов у?’ +2у-аи /’— 2у—2+4. При 0<а<3 


соответственно 


у: У 
получаем х< 2а’ х?> Эс ` При а>8 получаем 
"у У уз 
ат а "а" ва" 


4. Положив {#(х)=3х’-+-28х—Е—1, получим 
1 
Га (ху=ЕЁ, (х) <> Хо >` 


1 
причем хо) = —-5 при всех Ё=\, 2, ..., 10, 


то есть все /4(х,)<0. Обозначив корни трех- 
члена {их} через 4», Рь (В+ < р», получим 
следующее расположение корней: 


@ю< ... 3 4:< 91 < Рю < рэ... < Рь 


так что решением данной системы является 
промежуток 4<х<«рР заключенный между 
меньшим корнем первого трехчлена и болышины 
корнем десятого трехчлена. _ 


и 133 — 
Ответ: и хе р 


«Кванте для младших школьникоа 

(см. «Квант» № 6) 

1. В 9 часов угол между стрелками равен 90°. 
За час часовая стрелка проходит 1/12 часть 
окружности, то есть 30°, так что за 20 минут 


1 
часовая стрелка проходит 3 от этой части, 


то есть 10°. Аналогично минутная стрелка, 
проходящая за час 360°, за 20 минут пройдет 
120°. Поэзому к 9 часам 20 минутам угол 
между стрелками в 90° уменьшится на 10° 
н увеличится на 120”, став равным 200°. До- 
полнительный к нему угол равен 160°. 
2. 495--459=954. 
3. Во-первых, из чайника без дырочки плохо 
разливать заварку, так как образующееся в 
нем разрежение препятствует вытеканию 
жидкости из чайника. Во-вторых, нри подогре- 
вании заварного чайника, наоборот, возникает 
повышенное давление пара в чайнике, кото- 
рое приводит к самопроизвольному выливанию 
жидкости из носика чайника. 
4. Если число не оканчивается на 9, то сумма 
цифр следующего за ним числа больше его 
суммы цифр иа 1, поэтому такое число не 
может быть искомым. Если число оканчивается 
на 9 (но не на 99), то сумма цифр следую- 
щего за ним числа меньше его суммы цифр 
на 8, что опять не соответствует условию за- 
дачи. Если же число оканчивается на 99 (но не 
на 999). то сумма цифр у следующего за ним 
числа будет меньше суммы цифр рассматри- 
ваемого числа на 17. Поэтому, если сумма 
цифр такого числа делится на 17, то и сумма 
цифр следующего за ним числа тоже делится 
на 17. 
Найдем наименышцее число, оканчивающееся 
на два нуля, у которого сумма цифр делится 
на 17. Очевидно, это 8900. Предыдущее же. 
число 8899 является искомым, так как числа, 
оканчивающиеся на 999 и на 9999, не удов- 
летворяют условию задачи — сумма цифр при 
переходе к следующему числу н первом случае 
уменьшается на 26, а во втором случае — на 35. 
5. Обозначим число грибов, найденных каждым 
мальчиком, первой буквой его имени. Тогда 
по условию задачи 

А--Б=В-+-Г, А+Г<Б-В, ГВ. 
Складывая первые два соотношения, получаем, 
что В>А, а вычитая из второго соотношения 
первое, находим, что Б> Г. Итак, Б>Г>В>А, 
то есть имена нужно расположить в следую- 
щем порядке: Боря, Гена, Витя, Алик. 


Избранные школьные задачи 

(см. «Квант» № 6) 

1. (3; 2; —2}. Указание. Выразите х из 
первого уравнения и подставьте это выражение 


во второе уравнение. После этого приведите 
второе уравнение к виду 
(у—2)4 (42) =0. 

2. а} 30° и 60°; 6) 22,5° и 67,5°. Указание. 
Опишите около треугольника АВС окружность 
(рис. 1, с. 62) и продолжите медиану АМ, бис- 
сектрису АГ н высоту АНБ до пересечения Е 
окружностью в точках М, Е и ДР соответ- 
ственно. Докажите, что треугольник МАЕ рав- 
нобедренный. Значит, МА=МЕ. Кроме того, 
МВ— МС, откуда легко вывести, что М — центр 
нашей окружности. Следовательно, треуголь- 
ник АВС прямоугольный. 
3. Второе. Указание. Воспользуйтесь равен- 
ством 

а 1 5+1 _ 1984(6—а) __ 
1985441 1985541 (1985241) (198561) ° 
4. Искомая точка О — это точка пересе- 
чения двух прямых, каждая из которых про- 
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ходит через середнну одной из диагоналей 
четырехугольника и параллельна другой его 
диагонали. Указание (рис. 2). Поскольку 


'ОР=ММ= у АС, получаем, что 


р] Зраор= 
1 
=$ивмо= > #- @Р, где й — сумма высот 


треугольников МВ№ и ОММ. Таким образом, 
точки Р и В одинаково удалены (на рас- 
стояние #) от прямой, параллельной АС и про- 
ходящей через середину ВР. 

5. Пусть ал, @:, .... @ д — данные числа. Рас- 
смотрим числа а, а-а., а Кафа. 
„ал Е ае-+ ...- ао. Если ня одно ив этих чисел 
не делится на 100, то среди них найдутся дпа 
даюрцие при делении на 100 одинаковые 
остатки. Остается из большего из этих чисел 
зычесть меньшее. 

6. (0: 1; 2); (—2; —3; —4). Указанце. 
Прибавляя по 1 к лезым и правым частям 
всех трех уравнений, получаем систему 


(Пети =2, 
ое 10-6, 
Ее =3, 


откуда ((х-++1)(у-+-1){2+1))*— 36, то есть 
хуи ие+!1==-6. 
1. Три отрезка, соединяюххие середины сторон 
с серединами соответствующих высот. Указа- 
ние. На рисунке 3 ВМ — меднана треуголь- 
ника АВС, ВН — его высота, К — точка пере- 
‹ечсиия отрезков ВМ и Р@. Центр О прямо- 
угольника совпадает Ее серединой перпендику- 
ляра КЁ к стороне АС. Поэтому ирямая МО 
лроходит через середину М высоты ВН. 
8.*)х =у—=2. Решение. Так как 


их —1=2+2\/-— 4х3, 


*) В условия ‚задачи была допущена опе- 
чатка: вместо 212 должно быть 2. 


левая часть ураечения достигает наибольшего 
значения там, где его достигает квадратный 
трехчлен —х”+4+-4х—3, то есть п точке х=-2. 
Это зиаченяе равно 2. Ноэтому же числу рав- 
но наименьшее возможное значение правой 
части уравнения, которое достигается при х=у. 
9.7. Решение. Поскольку А—В=2"*— 
— 23-7. 211 и числа А и В нечетвы, их 
наибольший общий делитель равен 7 или 1. 
Но А= 2161 =: (2—1) Е 
+...-+ 2+1) (мы воспользовались формулой со- 
краценного умножения) делится на 7, д значит, 
п В8=А—(А—В) делится на 7. 

10. Указание. 'Пусть а, 6, с, @ — длины 
отрезков, па которые стороны четырехугаль- 
ника разбиваются точками касания вписанной 
окружности, н г — радиус вписанной окруж- 
ности (рис. 4.а). Приложим друг к другу два 
заштрихованных треугольника, как показано 
на рисунке 4,6. Из того, что вокруг данного 
четырехугольника можно описать окружность, 
следует, что сумма острых углов получивше- 
тося треугольника равна 90°, то есть этот 
треугольник прямоугольный. Следовательно, 
г—=<'ас, Аналогично, г==\у64 и, значнт, ас=64. 
Площадь четырехугольника равна (а ®-- 
+ с-а)г, и остается, воспользовавшись равен- 
ством ас=64, доказать, что . 


{ар ь-ре-ауае=(а-Н5)(ь-с(ета)(а-а). 


11. 0=х<1. Указание. Косинусы левой и 
правой частей уразнемия равны. 

12. ас/ь. Указание. Пусть М, М, Р, 9 — 
осиовзиия перлендикуляров, опущенных из 
точки Е н& прямые АВ, ВС. СР и АБ соот- 
ветственно (рис. 5). Докажите, что тре- 
угольники ЕМО и ЕМР подобны. 


13. ‚в ыы А 


= = -- лот --4п); 


Рис. 8. 


х2= 3 +лмт, 


л 
У фи(т+4п--2) 


(т, пе 7). Указание. Уравнение приводится 
к виду 


Аа р, 
(соот а. = со3* ба, 
2 
откуда либо соз = =1, сов И = >. либо 
У № 
соб ие 1, соз 2 5 
Бе ас аь 
14. 52° 25° 25 . Указаине. Пусть сферы с 
центром О; мн О. и радиусами г, В каса- 


ются плоскости в точках Е и Е и каса- 
ются между собой. Проведя плоскость через 
точки О’ О., Е и РЁ, мы получим картину, 
показанную иа рисунке 6. Из этого рисунка 
видно, что |ЕР|?+(В—г)’=(В+ г), откуда 
|ЕЁР|=2^/НВг. Для радиусов наших сфер мы 
получаем систему уравнений Рун г=с, 
2гз=, тг. а. 
15. На 1-м и 2-м (с начала). Решение. 
Пусть число У получается из числа Х вы- 
брасыванием т-й цифры. Примеры показыва- 
ют, что т может равняться 1 или 2 (можно 
взять Х-66, У=6). Предположим, что т3. 
Запишем: 

ХА. 10" 14. 10"+С, 

У=А. 10”+С. 

Здесь С< 10”, 59, и если т>3, то А>10. 
Имеем 


Х- ЗОУ-Ь. 10°—9С, 
—9. 10"<—9С-Ь- 10"—9С= 
=ь. 10"= 9. 10", 
откуда |Х—10У|<У, 9У<Х< ИУ. Поэтому, 
если Х делится на У, то Х:У=10, а это 


противоречит тому, что Х не оканчивается 
нулем. 


Калейдоскоп «Кванта» 
(см. «Квант» № 5) 


Вопросы и задачи 
1. Кольцо и маленький шарик, движущийся 
по оси кольца. 


2. См. рис. 7; 
Вы В р 
Е #2, т Е=Е-у 
3. См. рис. 7. 


4. Положительио заряженный шар во всех по- 
лях будет двигаться вправо. Незаряженяый 


\ | | 1 ! 
\ \ 1 { ; 
ут у 
ща 

& >=” 


шар п поле {1 будет двигаться вправо, в поле 
Ц — влево, п поле ИТ — останется в покое. 

5. Электрические заряды скапливаются на 
внешней поверхности проводника. Внутри цн- 
линдра напряженность электрического поля 
стала равной нулю, у внешней поверхности — 
увеличилась по сравнению с плоскостью. 

6. См. рис. 8. 


2 
7. См. рис. 9; Р--Ё а Е 


8. Нет. При передвижении заряда по замкиуто- 
му контуру работа поля не будет равна нулю. 


Микроопыт 

Близлежащие и отдаленные от палочки капли 
электризуются под ее влиянием разноименно и, 
притягиваясь, сливаются. 


Шахматная страничка 

(см. «Квант» № 4) 

Задание 7. 1. Крс15! Единственный ход. Пред- 
положим теперь, что черный король движет- 
ся по вертикали ча». 1... Кра9 2. Крс14 Кра10 
3. Крс13 Кра11 4. Крс12. Приходится менять 
направление (4... Кра!2 5. Ла16Х). 4... КрЬ10 
5. Крь12 (оппозиция!) Кра\0 6. Крс111 Короли 
сдвинулись на вертикаль ниже, дальнейшее 
ясно. 

Если 1... КрЬ®, то решает 2. Крь151, сохраняя 
дальнюю опнозицию (нечетное расстояние меж- 
ду королями) 2... КрЬь10 3. КрЬ14! КрЬь11 
4. Крь13! Кра11 5. Крест! 2! ит. д. 

На 2... Кра9 следует 3. Крс14 — пока черный 
король находнтся на крайней вертикали, белый 
может позволить себе встать на одну вертикаль 
с ладьей. 3.. КрЬ10 4. КрЬ!41 Легко найти 
н другие варианты. Важно, что после 1. Крс14? 
выигрыш уже упущен — 1... Кра® 2. Крс13 
(2. Крь13 КрБ9 и оппозиция у черных) 2. Кра10 
3. Крс\2 Кра1\1 4. Крс\1 Кра12, и черный 
король неуязвим. 

Заданые 8 (И. Моравец, 1908 г.). 1. Крь1 Лиз 
2. Ле4 Л\2 3. №4 Леа 4. Леб! ЛЬ2 5. Ъ5 
ЛЕ? 6. Лсб! ЛЬ2 7. 16 Ле? 8. №7 ЛЬ2 9. Лаб 
Кр:с7 10. Ла8 Л:Ъ7 13. Ла? +, забирая ладью. 


Ньютон — ученик, 
Ньютон — ученый 


Ижя Ньютона, нацарапанное им самим на стене 
Королевской школы в Грантеме. 


\УВеп Мем‘ол за\ ап арр}е Та, Ве Горп8 

Тп {Вас зЦЕ ВЕ чагИе {хом |8 соп4етрЙавой — 
"13 за! а (Рог РИ пой апзмег абоухе ргоип@ 

Рог апу заре’з сгесЯ ог сяйеШабоп) — 


А тоде о? ргоуйпе Маф Ме га 1шгл’4 гоопй 
Та а 01034 пабатга! НИЙ, саЦей “ртауцай оп”: 
Ап 4$ 6 Фе ве моа| мВо соц втарр!е, 
Засе А4фат, “ИБ а ТГаП, ог УИ ап& арр!е. 


Гога Вугоп. 


Поэтическая иллюстрация к известной истории 
о том, что к открытню закона всемирного тяго- 
тения Ньютока привело зрелище падающего 
яблока. 


Ньютон, заметив яблока падение, 
Познал один сей тайны объяснение — 
Молва гласит. (Но есть сомнение: 

То был расчет иль озарение?) 


И доказал Ньютон Земли вращение, 
Вьедя тогда понятье тяготения. 

Он первый от Адама, 663 сомнения, 
И плод вкуойл. и объяснил паденне. 
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Шахматная страничка 


Консультирует — экс-чем- 
пион мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А.Е. Карпов, Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


ЗАГАДОЧНЫЕ МАНЕВРЫ 


15 партий сыграли между 
собой Анатолий Карпов и 
Гарри Каспаров перед нача- 
лом своего третьего матча 
за шахматную корону, в кото- 
ром должны быть проведены 
24 встречи. Еще одиа — и 
юбилей: 100 партий. Общий 
счет между двумя лидерами 
современных шахмат пока ни- 
чейный — каждый одержая 
по 8 побед- 


А. Карпов — Г. Каспаров. 
Перед вами позиция из девя- 
той партни первого матча. 
Черные только что побили 
пешку — #5:14 (лучше было 
С#6), полагая, что размен 
упростит им достижение ни- 
чьей. Действительно, после 
&3:14 у белых лишь один 
пункт проникновения п непри- 
ятельский лагерь — #4, и од- 
новременно две фигуры, ко- 
роль и конь, пробраться через 
него не могут. Но Карпов 
находит поистиие загадочный 
маневр конем. 

1. Кя2! Психологически 
такой ход даже не приходит @ 
голову. 

1..5я-+2.Кр:53 Креб 3. 
К!4-+ Крё5 4.К:В5 Креб 
5.КГа-- Краб 6.Крё4 Сс2 
9.Крн5 Са! 8.Креб Кре? 
9.К:45 + Креб 10.Кс7-- Кра7 
11.К:аб С:{3 12.Кр:16 Кр4б 
13.КрР5 Кр@5 14.Кр! 4! Стало 
ясно, что черным не устоять в 
этом  эндшииле. 14...СВ1 
15.КреЗ Кред 16.Кс5 Ссб 
17.К93З Сй2 18.Ке5-- Крс3 
19-.Кеб КреА 20.Кет С57 
21.К!5 Си2 22.Ка96+КрЬьз 
23.К :55 Кра4 24.Каб. Черные 
сдались. 


Г. Каспаров — А. Карпов. 


В этой позиции, возникшей 
при доигрывании девятой 
партии второго матча, все 
ожидали 1.К:@4 С:е4 2.К:е4 
Ф:е4 3.Кеб Фё!-+- 4.211 гс 
трудной позицией у белых. 

1.е5! Вскрывая диагональ 
Ъ1 — 17, белые создали уг- 
розу 2.К:В 51 &Ь 3.Фя8-+ Крнб 
4. Сс2. Продумав полчаса, 
Карнов нашел форсирован- 
ный луть к ничьей. 1...С:3 
2.5Ё С:е5 3.141 Ходы её -- е5 
и [3 — 14 носят гвометри- 
ческий характер. Благодаря 
им белые вынуждают черного 
слоиа покинуть большую диа- 
гональ. Действительно, отсту- 
пать по днагонали а1 — 18 
весьма опасно ввиду 4.65!, 
подбнраясь к черному королю. 
3...С:14 4.Фи8- КрЬб 5.Сс2 
ФЕ?! Как и полагается в этю- 
де, тонкую игру демонстри- 
руют обе стороны. После 
5...4{6 6.Ке4! белые выигры- 
вали. ме годится и 5...93 
6.С:93 96 Т1Т,.Кеа Фа1-+ 
8.Кря2 Ксб 9.Ф18-- к побе- 
дой. 6.Ф:88 С:#3 74и Феб 
8..РЕ8-- Крё5 9.Крё2. Буря, 
пронесшаяся на доске, утих- 
ла, и соперники согласились 
на-ничью. 


< 


Г. Каспаров — А. Карпов. 
Черные легкомысленно пере- 
ставили ладью о с8 на 498. 

1.Ф:47И Л:47 2.Ле8-|- 
Крь7 3.Се4--. Черные сдв- 
лись, побле 3...56 4.Л:97 их 
положение безнадежно. 

Изящно выиграв эту нар- 
тию, 11-ю в матче, Каспаров 
сравнял счет и перехватил 
инициативу. Вторая половина 
протекала при его превосход- 
стве, и в результате шахмат- 
ная корома обрела нового вла- 
дельца. 


Читатель журнала Л. Со- 
колов посвятил интересную 
серийную задачу  гроссмей- 
стерам А. Карпову и Г. Кас- 
парову. 


Сернйный кооперативный 
мат в 7 ходов при черном 
короле на а7 м ВУ. 

Злесь сразу дзё задачи: 
одна получается при переста- 
новке черного короля на а7Т 
(А. Карпов — 12-й шахмат- 
ный  король!), другая — 
при перестановке черного ко- 
роля на [7 (Г. Каспаров — 
13-й шахматный король). 

Вот решение задачи при 
короле на а7Т: 1—7.57—65— 
64—163—52—515! — ©Се4 — 
СЬ7. На поле Ъ7 вместо пешки 


появился слон. и теперь сле- 
дует Сс1—е3Х. При короле 
на [7: 1 — 7.57 —25-54— 
#3—#2—81С!—С94—С#7Т и 
сазх. 

Конкурсные задания 


13. Кооперативный мат в 
6 ходов (черные начинают 
и помогают белым поставить 
мат). 


14. Кооператявный мат в 8 
ходов. 

Срок отправки решений — 
10 сентября 1986 г. г помет- 
кой на конверте «Шахматный 
конкурс «Кванта», задания 
13, 14». 


Сегодня У нас в 
гостях болгарский 
научно - популяр- 
ный  математиче- 
ский журнал для 
школьников «Ма- 
тематика». Об этом 


замечательном из- 
дании, о его исто- 
рии расскажет иа 
первых страницах 
« Кванта» главный 
редактор  журиа- 
ла «Математика» 
Р. Русев. Задачи и 
статьи по матемв- 
тике на следую- 
щих страницах но- 
мера написаны на- 
щими болгарскими 
коллегами. 

Большие достиже- 
ния болгарской 
школьной матема- 
тики — призовые 
места на двух по- 
следних Междуна- 
родных математи- 
ческих олимпиа- 
дах, победа города 
Ямбола на только 
что закончившем- 
ся Турнире горо- 
дов, заметиые ус- 
пехи НРБ по ком- 
пьютеризации шко- 
льного  образова- 
ния — специали- 
сты связывают с 
несомненным влия- 
нием журнала 
«Математика». На- 
сколько иитересны 
и полезиы  мате- 
риналы иаших дру- 
зей из Болгарии. 
читатели «Кванта» 


смогут — предста- 
вить, прочитав 
этот номер. 


Цена 40 коп. 


Индекс 70465 


Как устроена пустота?. 
Кто такие кватернионы? 

- Сколько площадей у многоугольника? 

Как создавалась физика низких темперстур? 
Почему поет водопровод? 

Какая молекула самая главная? 


Часто ли степени двойки начинаются 
с единицы? 


Существует ли бесконечная шахматная партия? 


Как родился компьюте 


Чем живет современная НИЙ илот 
Над чем думают физики? 


Если вы хотите узнать ответы 
на эти вопросы — 


ПОДПИСЫВАИТЕСЬ ВА «КВАНТ»! 


Научно-популярный 

физико -математический журнал 
Академии наук СССР 

и Академии педагогических 

наук СССР 


пеант 3... 
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Основан в 1970 году 


Издательство „Наука“. Главная редакция физико-математичесьреиттедетуры 
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З А.Н. Колмогоров. Паркеты из правильных А. М. Котовогои. Рау 
многоугольников ро]увопв 
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Советские ученые 
в борьбе за мир 


Более пяти лет тому назад, 4 мая 1981 года, выдающиеся советские ученые 
во главе с президентом Академии наук СССР академиком А. П. Александро- 
вым и вице-президентами академиками Е. П. Велиховым и А. А. Логуновым 
обратились к ученым всего мира с призывом «сделать все, чтобы отвести 
от народов угрозу ядерной войны, ... и обратить свою волю и знания на 
дело созидания, на сохранение на земле условий, которые обеспечили бы 
достойную жизнь нынешнему и грядущим поколениямь. 

В этом обращении сказано также: «Мы являемся очевидцами тревожных 
событий: гонка вооружений, и в особенности ядерных вооружений, приоб- 
ретает все больший размах. Переговоры по разоружению топчутся на месте 
или вообще прерваны. Подписанные договоры не вступают в силу. Действую- 
щие соглашения и договоренности, сдерживающие военную активность, под- 
вергаются нападкам, их осуществление преднамеренно затрудняется ... Нельзя 
допустить, чтобы человечество оказалось в плену предрассудков, доказываю- 
щих, будто мир может покоиться только на горах оружия, будто не разум, 
а сила во веки веков будет править ходом истории». 

Авторы обращения резко критиковали происходившую в то время в странах 
капитала погоню за нейтронными бомбами. Сейчас на первый план вышла 
борьба против размещения различных видов оружия массового уничтожения 
в космосе, против стратегии «звездных войн», упорно навязываемой челове- 
честву американским империализмом. 

Опасность, нависшая над человечеством, не может не тревожить ученых. 
Ведь они лучше людей других профессий понимают ее масштабы и послед- 
ствия. И перед каждым из них встает вопрос о том, какую позицию он 
займет по отношению к этой опасности. Позиция советских ученых четко 
сформулирована в обращении. Она была активно поддержана учеными всех 
стран. Ее широко обсуждала и пропагандировала Всемирная федерация 
научных работников, добровольные объединения и союзы ученых. Их много- 
численные выступления и протесты помогают мобилизации широких народ- 
ных масс на активное противодействие агрессивным планам империалистов. 

С каждым годом крепнет международное содружество ученых в борьбе 
за мирное сосуществование народов. 1986 год объявлен Организацией Объеди- 
ненных Наций годом мира. Откликаясь на эту инициативу, Советский Союз 
выдвинул реалистическую долгосрочную комплексную программу всеобщего 
сокращения вооружений и разоружения, рассчитанную до 2000 года. Она 
изложена в Заявлении генерального секретаря ЦК КПСС М. С. Горбачева, 
опубликованном 15 января 1986 года, которое получило широкую между- 
народную поддержку. 

Советские ученые внесли большой вклад в разоблачение авантюристиче- 
ских военных планов, широко рекламируемых империалистическими круга- 
ми — теории первого удара, ограниченной ядерной войны, космического 
противоракетного щита и т. п. Они убедительно показали, какие огромные 
опасности таит в себе любой международный конфликт с применением атом- 
ного оружия, опровергли рассуждения противников разоружения о невоз- 
можности строгого контроля за запрещением ядерных испытаний. 

Социализм не нуждается в войнах и весь советский народ — активный 
противник войны. 


Паркеты 
из правильных 
многоугольников 


Академик А. Н. КОЛМОГОРОВ 


Что такое паркет 


Самый простой, но и самый скучный 
паркет получается, если плоскость 
разбить на равные квадраты так, как 
показано на рисунке 1, а. Здесь два 
квадрата имеют либо общую сторону, 
либо общую вершину или совсем не 
имеют общих точек. 

Паркетом будем называть такое по- 
крытие плоскости правильными мно- 
гоугольниками, при котором два мно- 
гоугольника имеют либо общую сто- 
рону/, либо общую вершину или совсем 
не имеют общих точек. 

Вероятно, вам случалось видеть 
паркет, составленный из правильных 
восьмиугольников и квадратов (рис. 
2, а). Красивый паркет можно согта- 
вить из правильных щестиугольни- 
ков, квадратов и равносторонних тре- 
угольников (рис. 2, 6). 

Ларкет производит приятное впе- 
чатление, если он достаточно симмет- 
ричен. Фигура называется симметрич- 
ной, если ее можно наложить на саму 
себя «не тривиальным» способом (то 
есть не таким, когда все точки останут- 
ся на своем месте). 

Например, на рисунке 2, б, повернув 
всю сетку вершин и сторон, образую- 


Статья передечатывается из «Кванта» 4$ 3 за 
1970 год. 


‚устранить некрасивые, 


щих паркет из шестиугольников, 
квадратов и треугольников, на 60“ 
вокруг центра одного из шестиуголь- 
ников, мы получим ту же самую сетку 
вершин и сторон. Центр каждого 
шестиугольника этого паркета являет- 
ся «центром симметрии шестого по- 
рядка»*). 

Задача 1. Найдите все иснтры симметрии 
4-го, 3-го и 2-го порядка паркета, нзображен- 
ного на рисунке 2, а. 


Что такое правильный паркет 


С точки зрения симметрии наще опре- 
деление паркета не слишком удачно. 
Оно допускает паркеты, не обладаю- 
щие никакой симметрией. Взяв обыч- 
ный паркет из шестиугольников (рис. 
1, в), можно зиспортить» его, под- 
разделив некоторые из шестиугольни- 
ков на шесть треугольников. Легко 
понять, что получится вновь «паркет» 
в смысле нашего определения. Но 
можно доказать (попробуйте!) что, 
подразделив, например, три шести- 
угольника, как показано на рисунке 3, 
и оставив все остальные не подраз- 
делевными, мы получим паркот, со- 
всем лишенный симметрии. Чтобы 
недостаточно 
симметричные паркеты, мы введем та- 
кое определение: 

Паркет называегся прабильным, ес- 
ли его можно наложить на самого 
себя гак, что любая заданная его вер- 
шина наложится на любую другую за- 
данную его вершину. 


Задача 2. Докажите, что паркеты, пред- 
ставленные на рисунках Ти 2. правильны, п 


*) Точка © называется центром симметрии 
в-го порядка некоторой фигуры, если при повороте 
этой фигуры вокруг Ю на 360°/л она ноложится 


‘на саму себя. 


Рис. 2. 


постройте самостоятельно возможно болыше 
правильных паркетов. 


Основная задача 


Оказывается, что все разнообразие 
правильных паркетов можно описать. 
Если длина й стороны многоуголь- 
ников паркета задана, то существует 
только конечное число различных 
(не накладывающихся друг на друга) 
правильных паркетов. Сколько имен- 
но, я не хочу вам говорить. 

Перечислить их все и тем самым 
ответить на вопрос об их числе — 
это и есть основная задача, которую 
вам предстоит решить. 


Некоторые указания 


Решения задачи естественно начать с 
исследования устройства вершин пар- 
кета. Правильный л-угольник имеет 
п внешних углов (рис. 4), сумма 
которых равна четырем прямым уг- 
лам (убедитесь в этом сами). По- 
этому каждый угол правильного п- 


угольника равен 


и=2а— мот _) а. 


п 
В вершине паркета должны сходиться 
многоугольники с суммой углов, рав- 
ной 44. Так, я 


4 3 
а. = > @, а=4, @6=— 3 а, @;=— 2. а, 


и для паркетов, изображенных на ри- 
сунках 1 и 2, имеем: 


4а.=4а, 
ба,—=4а, 
Зо; —=4а, 
и.-- 2а,—=4а, 
са; 2а.о,=4а. 
В общем же случае, обозначая через 


т, число прилегающих к вершине 
п-угольников, мы должны получить 


Утяа 44, (1) 
где в сумму мы включаем слагаемые 


с теми номерами Е, для которых т, 0, 
а и=2(1—2/а. 


(Окончание см, на в. 7} 


Как Декарт 
проводил 
касательные 


Кандидат физико-математических наук 
А. Д. БЕНДУЕКНИ ДЗЕ 


Задача о проведении касательных — 
одна из важнейших задач геометрии. 
Этой задачей занимались еще древние 
греки, которым удалось в некоторых 
случаях успешно решить ее. В частно- 
сти, они умели строить касательные 
к окружности, эллипсу, гиперболе, па- 
раболе... Но у них не было общего 
метода, и в каждом отдельном случае 
приходилось действовать соответст- 
вующим образом — применять то или 
иное свойство проводимой касатель- 
ной (например, в случае окружности 
опирались на тот известный факт, что 
касательная перпендикулярна к ра- 
диусу, проведенному в точку касания). 
В 1637 году вышла одна из извест- 
нейших книг в истории науки — «Гео- 
метрияь» Декарта. В ней автор, наряду 
с другими важными результатами 
своего исследования, приводит и об- 
щий метод проведения касатель- 
ных — так называемый метод норма- 
лей. (Историки установили, что Де- 
карт владел им еще в 1629 году.) 
Цель настоящей статьи — познако- 
мить читателя с этим методом. 
Начнем с понятия нормали. Нор- 
малью линии в данной ее точке на- 
зывается прямая, проходящая через 
эту точку перпендикулярно к каса- 
тельной. В частности (и это важно 
для метода Декарта), если заданная 
линия — окружность, то нормаль есть 
прямая, идущая вдоль радиуса, имею- 
щего концом точку касания. Понятно, 
что если нам удастся построить нор- 
маль, мы без труда построим и каса- 
тельную. Именно так поступает Де- 
карт: он строит сначала нормаль, а 
уж потом — касательную (отсюда и 
название его метода). Для построения 
нормали Декарт применяет им же раз- 
работанный метод координат, что дает 
ему возможность решить геометриче- 
скую задачу алгебраическим путем. 
(Этим, кстати, как бы еще раз под- 
черкивается единство математики.) 
Чтобы построить нормаль в точке 


Р(хо; и) к алгебраической кривой Г, 
заданной уравнением Р(х, у)=0 (Де- 
карта интересовало именно построе- 
ние нормали, а не вывод ее уравне- 
ния), ищется точка пересечения С (с; 0) 
нормали с осью абсцисс. Если СР есть 
нормаль, то окружность с центром в 
точке С и радиусом СР касается дан- 
ной кривой Г, в точке Р (рис. 1); если 
же центр окружности будет хоть не- 
сколько смещен из С в другую точку 
оси абсцисс С”, то окружность радиуса 
С’Р встретится-с данной кривой Г, в 
соседстве с точкой Р по крайней мере 
еще в одной точке. Таким образом, 
искомая окружность должна иметь с 
данной кривой Ё две или более общие 
точки, слившиеся в одну. Координаты 
точек пересечения кривой Р(х, у)=0 
и окружности (х—с)?- у? = (х—с)?+ 
-- у: находятся совместным решением 
их уравнений, для чего исключается 
одна из координат. При совпадении 
точек пересечения в Р корень х=хо 
(или у=у,) результирующего уравне- 
ния должен быть по крайней мере 
двойным, а это накладывает на иско- 
мую величину с определяющее ее ус- 
ловие. 


Конечно, современному читателю метод 
Декарта может показаться искусственным и 
неэффективным. Прежде всего, уравнение ка- 
сательной к аналитически заданной кривой 
Р(х, у)-=0 абсолютно автоматически пишется 
ирн помощи производных (правда, при этом же- 
лательно уметь дифференцировать функцию, 
заданную неявно). Но даже если и ие знать 
производных (а Декарт их не знал), удобнее 
строить касательную, минуя промежуточные 
построения: вместо того чтобы опнсанным выше 
способом строить окружность, касающуюся дан- 
ной кривой, можно (и даже проще) сразу по- 
строить прямую, касающуюся данной кривой. 
Для нас метод Декарта представляет, в первую 
очередь, исторический интерес; во вторую оче- 
редь он интересен нам (как н Декарту) тем, 
что позволяет поупражняться в методе коорди- 
нат. 


Свой метод Декарт поясняет на при- 


мерах, в том числе на примере эллип- 
са. Рассмотрим и мы этот пример. 


Рис. 1. 


| 


1 
| 
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Рис. 23. 


Напомним, что эллипсом называет- 
ся линия, полученная сжатием окруж- 
ности к ее диаметру. В частности, если 
окружность х?-+-у?=а? сжать к оси 
абсцисс, получится эллипс 

х2 


= н=1. (1) 


Здесь 5==а, где { — коэффициент 
сжатия (рис. 2). 

Итак, дан эллипс (1), точка Р=(х.; 
Ус) на нем, и нужно провести каса- 
тельную к эллипсу в этой точке. 

Возьмем окружность с центром в 
точке С—(с; 0), проходящую через 
точку Р. Ее уравнение имеет вид 


(хе 
(здесь с — пока неизвестный пара- 
метр), или 

у? — 2ех—м—ш-2сх=0. (2) 

Параметр с следует подобрать так, 
чтобы окружность (2) имела с эллип- 
сом (1) в`Р две’ слившиеся точки пе- 
ресечения (рис. 3). Для этого необ- 
ходимо и достаточно, чтобы система 
уравнений 

2х а?у?—а?Ъ?=0, 
{ ху? — ех— х— у 2сх.=0 
имела решения (х0; И) и (хо; — Уп). 
(Здесь мы учитываем симметрию от- 
носительно оси абсцисс — см. рису- 
нок 3.) 

Исключив у’, получим относитель- 
но х квадратное уравнение 


(а?— 6?) х?-—-2асх-—а?(х2-- 
и —2еж— 52)—=0. 
Так как оно должно иметь единствен- 


ный корень, его дискриминант должен 
равняться нулю, то есть 


а*с?--а (а? — 5?) (уз — сх — 5?)=0. 


Поскольку Р=(ху; уу) — точка эл- 
липса, то есть 


У 
62% -а?у=а?6’, 
мы после несложных преобразований 
приходим к уравнению 


6 


(а?с—(а?— Ь?)х.)?=0, 


{а — 5?) хи 
2 


откуда с= ; центр искомой 


окружности найден. 

Радиус СР найденной окружности 
лежит на нормали данного эллилса, 
и остается через Р провести перпенди- 
куляр к СР. Это и будет искомая ка- 
сательная. Найдем ее уравнение. 

Предположим, что 0 х-<а и РТ — 
отрезок касательной. Тогда из прямо- 
угольного треугольника СРТ (рис. 4) 


Р@?—=С@. ОТ, 
и так как 
Ра= уе, 8 /. 2 
с9=09—ОС=х.— р. Не =". 
а? 
получаем @Т=— ——,так что 
ых 


ОТ-=Оо--оТ-=ж-- В =“. 


ох: Хо 
(мы снова учли тождество Б2хё-- 
а?уз—а?Ь"). 

Таким образом, мы нашли точку Г 
пересечения искомой касательной с 
осью абсцисс: Т==(а?/хо; 0). (Получен- 
ный результат верен и в том случае, 
когда —а<х.< 0, проверьте это!) 

Зная две точки касательной Ри Т, 
уже легко написать ее уравнение 


У— у =й(х— хо), 


где угловой коэффициент # находится 
из условия 


Е а ю— 0 Хифи 


6 


а ж—а* 
хХ— РНИИ 
Жо 


а?ул 


(мы опять воспользовались тем, что 


(Хх; У) — точка эллипса, так что 
212 6% 
ЕЛ. 


Таким образом, уравнение искомой 
касательной имеет вид 


5? 0 
И— Ии==— = (х— хо). 
е 


Рис. 3. 


Рис. 4. 


После элементарных преобразова- 
ний окончательно получаем 


пе В =1 (3) 


— мы видим, что уравнение касатель- 
ной как бы родственно уравнению 
эллипса. 

Читатель, знающий производные, мог все 
это предвидеть: ведь мы рассматривали эл- 
липс — кривую второго порядка, а производ- 
ные уравнения такой кривой — линейные функ- 
ции. 

Хотя уравнение (3) и было выведено 
при условии 0< |хо | <а, но и в случа- 
ях Ж№=0 и |х|=а прямая, за- 
данная уравнением (3), будет каса- 
тельной к эллипсу,— убедитесь в этом. 

В заключение заметим, что уравне- 
ние касательной к эллипсу можно 


Паркеты 
из правильных 
многоугольников 


(Начало см. на с. 3} 


Первая наша задача состоит в том, 
чтобы найти все решения уравнения 
(1) с целыми т,>0. Уравнение (1), 
сокращая на 24, удобно записать в 
виде 


Хт, (1— 2) 2. (2) 


Для каждого решения уравнения (2) 
надо исследовать соответствующие 


Советуем прочесть 


Всерин «Библиотечка «Квант» 
издательства +Наука»  гото- 
вится к выходу в свет книга 
«Рассказы с физике н физи- 


ках» (выпуск 53). В этой книге 
собраны статьи, написанные в 
разные годы для читателей с 
нашего журнала академиком 
И. К. Кикоиныы, первым глав- 


найти совсем просто, пользуясь тем, 
что эллипс получен сжатием из ок- 
ружности. Точка (хо; Ус) эллипса (1) 
получена при сжатии с коэффициен- 


ь 
том а к оси абсцисс из точки 


(хо; { '4о) окружности х’+у’=а’. Ка- 
сательная к окружности в точке 
(хо; # '\с) перпендикулярна радиусу, 
идущему в эту точку. Угловой коэф- 
1 
фициент радиуса равен --; значит, 
угловой коэффициент касательной к 
( у») —1 2х 
окружности равен —(-——^) =— —. 
Хе У 
При сжатии к оси абсцисс с коэффи- 
циентом { касательная к окружности 
превращается в касательную к эллип- 
су, а ее угловой коэффициент умень- 
шается в Ё раз, то есть делается равным 


Ь? хо 


Чо а?уе ° 
Однако это рассуждение использует 


. очень частное геометрическое свойство 


эллипса — его родство с окруж- 
ностью. Убедиться в общности метода 
Декарта читатель может, сделав 
упражнение: пользуясь этим мето- 
дом, найти уравнение касательной к 
параболе у?=2рх (в точке (хо; ио)). 


— о а — 


расположения многоугольников, при- 
мыкающих к вершине. Например, ре- 
шению т.=1, т.=2; т =1, 


(1-3): )+0- 


соответствуют вершины, в которых 
сходится один треугольник, два квад- 
рата и один шестиугольник. Их легко 
расположить двумя существенно раз- 
личными способами (рис. 5, а и 6). 
Но легко показать (докажите), что 
расположению б не соответствует ни- 
какой правильный паркет. 

Указаний дано достаточно. Бери- 
тесь за работу! 


ным редактором +Кванта». 
Мы уверены, что знакомство 
*«Рассказами,..е будет по- 
лезным и интересным м се- 
годняшним школьникам. 


Сухое трение 


Кандидат физико-математических наук 
И. Ш. СЛОБОДЕЦКИЙ 


С трением мы сталкиваемся на каж- 
дом шагу. Вернее было бы сказать, 
что без трения мы и шагу ступить не 
можем. Но несмотря на ту большую 
роль, которую играет трение в нашей 
жизни, до сих пор не создана доста- 
точно полная картина возникновения 
трения, которое имеет сложную при- 
роду. Одна из причин в том, что опыты 
с трением очень чувствительны к об- 
работке поверхности и поэтому трудно 
воспроизводимы. 

Вот пример. Английский физик Гар- 
ди исследовал зависимость силы тре- 
ния между стеклянными пластинками 
от температуры. Он тщательно обра- 
батывал пластины хлорной известью 
и обмывал их водой, удаляя жиры и 
загрязнения. Трение увеличивалось с 
ростом температуры. Опыт был повто- 
рен много раз, и каждый раз получа- 
лись примерно одни и те же резуль- 
таты. Но однажды, мбя пластинки, 
Гарди протер их пальцами. Трение 
перестало зависеть от температуры. 
Протерев пластинки, Гарди, как он 
сам считал, удалил с них очень тонкий 
слой стекла, изменивший свои свой- 
ства из-за взаимодействия с хлоркой и 
водой. 

Когда говорят о трении, различают 
три несколько отличных физических 
явления: трение при движении тела 
в жидкости или газе — его назы- 
вают жидким трением; сопротивле- 
ние, возникающее, когда тело сколь- 
зит по какой-нибудь поверхности, — 
трение скольжения, или сухое трение; 
сопротивление, возникающее, когда 
тело катится,— трение качения. Эта 
статья посвящена сухому трению. 

Первые исследования трения, о ко- 
торых мы знаем, были проведены 
Леонардо да Винчи. Он измерял силу 
трения, действующую на деревянные 
параллелепипеды, скользящие по до- 
ске, причем, ставя бруски на разные 
грани, определял зависимость силы 
трения от площади опоры. Но работы 
Леонардо да Винчи не были опублико- 
ваны. Они стали известны уже после 
того, как классические законы трения 


Эта статья была опубликована в самом первом 
номере журнала (+Кванть, 1970, № 1, с. 37)- 


были в 11—18 вв. вновь открыты 
французскими учеными Амонтоном и 
Кулоном. 

Вот эти законы: 1} сила трения 
скольжения ЁР прямо пропорциональ- 
на силе № нормального давления тела 
на поверхность, по которой движется 
тело: РЕЁМ, где Е — безразмерный 
коэффициент, называемый ‘коэффи- 
циентом трения; 2) сила трения не 
зависит от площади контакта между 
поверхностями; 3) коэффициент тре- 
ния зависит от свойств трущихся по- 
верхностей; 4) сила трения не зависит 
от скорости движения тела. 

Триста лет исследований трения 
подтвердили правильность трех пер- 
вых законов. Не совсем верным ока- 
зался лишь последний — четвертый. 
Но это стало ясно много позже, когда 
появились железные дороги и маши- 
нисты заметили, что при торможении 
состав ведет себя не так, как предска- 
зывали инженеры. 

Амонтон и Кулон объяеняли проис- 
хождение трения довольно просто. Обе 
поверхности неровные, они покрыты 
небольшими горбами и впадинами. 
При движении выступы цепляются 
друг за друга, и поэтому тело все вре- 
мя поднимается и опускается. Для 
того чтобы втащить тело на «холмы», 
к.нему нужно приложить определен- 
ную силу. Если выступы большие, то 


и сила нужна побольше. Но это объяс- 
нение противоречит одному очень су- 


щественному факту: на трение тратит- 
ся энергия. Кубик, скользящий по го- 
ризонтальной поверхности, останав- 
ливается. Его энергия расходуется на 
трение. А поднимаясь и опускаясь, 
тело не тратит своей энергии. Вспом- 
ните аттракцион *американские го- 
ры». Когда санки скатываются с гор- 
ки, их потенциальная энергия перехо- 
дит в кинетическую и скорость санок 
возрастает, а когда санки въезжают на 
новую возвышенность, кинетическая 
энергия, наоборот, переходит в потен- 
циальную. Энергия санок уменьшает- 
ся за счет трения, но не из-за подъемов 
и спусков. Аналогично обстоит дело и 
при движении одного тела по поверх- 
ности другого. Здесь потери энергии 
на трение также не могут быть свя- 
заны с тем, что выступы одного тела 
взбираются на бугры другого. 

Есть еще возражения. Например, 
простые опыты по измерению силы 
трения между полированными стек- 
лянными пластинками показали, что 


при улучшении полировки поверхно- 
стей сила трения сначала не меняется, 
а затем возрастает, а не убывает, как 
следовало бы ожидать на основании 
модели явления, предложенной Амон- 
тоном и Кулоном. 

Механизм трения значительно более 
сложен. Из-за неровностей поверхно- 
стей они соприкасаются только в от- 
дельных точках на вершинах высту- 
пов. Здесь молекулы соприкасающих- 
ся тел сходятся на расстояния, соизме- 
римые с расстоянием между молеку- 
лами в самих телах, и «сцепляются»; 
образуется прочная связь. При движе- 
нии тела связи постоянно создаются 
и рвутся. При этом возникают коле- 
бания молекул. На эти колебания и 
тратится часть энергии движущегося 
тела. В конечном итоге она переходит 
в тепло. 

Площадь действительного контакта 
составляет обычно от одного до двух 
тысяч квадратных микрон, Она прак- 
тически не зависит от размеров тела 
ин определяется природой поверхно- 
стей, их обработкой, температурой и 
силой нормального давления. Если на 
тело надавить, то выступы сминаются, 
и площадь действительного контакта 
увеличивается. Увеличивается и сила 
трения. 

При значительной шероховатости 
поверхностей большую роль в увели- 
чении силы трения начинает играть 
механическое зацепление между 
«холмами». Они при движений сми- 
маются, и при этом тоже возникают 
колебания молекул. 

Техерь понятен опыт с полирован- 
ными стеклянными пластинками. По- 
ка поверхности были «грубые», пло- 
щадь контактов была невелика, а пос- 
ле хорошей полировки оно возросло. 
Можно привести еще пример увели- 
чения трения с зулучшениемь по- 
верхности. Если взять два металличе- 
. ских бруска с чистыми полироваины- 
ми поверхностями, то они слипаются. 
Трение здесь становится большим, так 
как площадь действительного контак- 
та велика. Силы молекулярного сцеп- 
ления, которые ответственны за тре- 
ние, превращают два бруска н моно- 
лит! 

В домашних условиях можно про- 
вести следующий опыт. Поставьте 
бокал на стеклянную пластинку и, 
привязав К ножке бечевку, потащите 
бокал. Затем постарайтесь как можно 
лучше очистить стекло, смыть жиры и 
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грязь. Опять потащите. Теперь это сде- 
лать значительно труднее. Чистый. 
контакт стекло — стекло разорвать 
нелегко. Присмотревигись к поверхно- 
сти, вы сможете заметить даже цара- 
пины. Вырвать кусочки стекла оказы- 
вается легче, чем разорвать контакт! 

Рассмотренная нами модель трения _ 
довольно груба. Мы не останавлива- 
лись здесь на диффузии молекул, то 
есть на проникновении молекул одно- 
го тела в другое, на роли электриче- 
ских зарядов на соприкасающихся по- 
верхностях, на роли и механизме дей- 
ствия смазки. Эти вопросы во МНОГОМ 
не ясны, а объяснения спорны. Можно 
только удивляться тому, что при та- 
кой сложности трение описывается 
столь простым законом: Е=ЕМ. И хо- 
тя коэффициент трения # не очень по- 
стоянен и несколько меняется от одной 
точки поверхности к другой, для мно- 
сих поверхностей, с которыми мы ча- 
сто сталкиваемся в технике, можно 
делать достаточно хорошие оценки 
ожидаемой силы трения. 

Сухое трение имеет одну существен- 
ную особенность: трение покоя. Если в 
жидкости или газе трение возникает 
только при движении тела и тело мож- 
но сдвинуть, приложив к нему даже 
очень маленькую силу, то при сухом 


трении тело начинает двигаться толь- 
ко тогда, когда проекция приложен- 
ной к нему силы Ё на плоскость, ка- 
сательную к поверхности, на которой 
лежит тело, стамет больше некоторой 
величины. Пока тело не начало сколь- 
зить, действующая ив него сила тре- 
ния равна касательной составляющей 
приложенной силы и яаправлена в 
противоположную сторону. При уве- 
личении приложенной силы сила тре- 
ния тоже возрастает, пока не дости- 
гает максимальной величины, озвной 
ЕМ, при которой начинается скольже- 


ние. Дальше сила трения практически 
уже не меняется. 

Часто об этом забывают при реше- 
нии задач. На вопрос «какая сила 
трения действует на стол весом 300 Н, 
стоящий на полу, если коэффициент 
трения равен 0,4», большинство уве- 
ренно отвечает: +120 Н», что неверно. 
Сила трения равна нулю, иначе стол 
поехал бы в сторону действия силы 
трения, так как других горизонталь- 
ных сил нет. 

Итак, если тело покоится, то для 
того чтобы сдвинуть его с места, к 
телу нужно приложить силу, боль- 
шую максимально возможной силы 
трения покоя, которое обусловлено 
прочностью молекулярных связей. 
А как обстоит дело, если тело уже 
движется? Какую силу нужно прило- 
жить для того, чтобы тело начало 
двигаться еще и в другом направле- 
нии? Оказывается, сколь угодно ма- 
лую. Связано это как раз с тем, что 
сила трения не может быть больше 
максимальной силы трения покоя. 

Попробуйте проделать простой 
олыт. Возьмите книжку и положите 
ее одним краем на другую книжку 
потолще. Получится наклонная плос- 
кость. Теперь положите на эту плос- 
кость спичечный коробок, к которому 
привязана нитка. Если коробок сколь- 
зит, то уменьшите наклон плоскости, 
взяв книжку-подетавку потоньше. По- 
тяниге за нитку коробок вбок. При 
этом он поедет еще и вниз! Умень- 
шите наклон плоскости и опять потя- 
ните за нитку. Та же картина. Коробок 
соскальзывает даже при очень малых 
углах наклона плоскости. Сила тре- 
ния, раньше удерживавшая коробок 
на плоскости, стала почему-то очень 
маленькой. _ 

Попробуем понять, в чем здесь дело. 
Если бы коробок двигался только го- 
ризонтально, то параллельно ребру 
наклонной плоскости на него действо- 
вала бы сила трения, равная ЕЛ. Для 
того чтобы коробок при этом не со- 
скальзывал вниз, вверх на него долж- 
на действовать сила трения, равная 
по величине проекции силы тяжести 
на наклонную плоскость. Равнодей- 
ствующая этих двух сил трения боль- 
ше, чем ЁМ№М, а этого быть не может. 
Значит, коробок должен соскальзы- 
вать с наклонной плоскости. 

Возьмем брусок, привяжем к нему 
`нить и, положив брусок на горизон- 
тальную плоскость, будем тянуть за 


нить с постоянной скоростью 5. При- 
ложив к бруску силу, перпендикуляр- 
ную к и, его можно заставить дви- 
гаться еще и в этом направлении с 
постоянной скоростью и.. Сила трения 
при этом будет равна Ми направлена 
противоположно скорости в движе- 


ния бруска относительно плоскости 
— —>=, — 

(и =и-Ри.). Разложим силу трения 
на две составляющие по направле- 
„ = — 

ниям скоростей в, и ш.: 
Е =Ер с0$ В, Е›=Р,р 9 В, 
> 
где В — угол между векторами и, и 
р, а № В—= и... 
Составляющая РЁ, силы трения урав- 


‚навешивает силу натяжения нити, а 


составляющая Р. — «боковую» силу, 
приложенную к бруску. Так как 


за В== 


то 


ыр 


ЕЕ. — ба =, ЕЕ 5 
чья т яя 


Если <, то угол В мал и &пт ВА 
2-4 В. В этом случае ЕР.=Р „Ав В== 
—ЕМ№ г ‚ И составляющая силы тре- 
ния, препятствующая движению брус- 
ка чвбок», оказывается пропорцио- 
нальной скорости этого движения. 
Картина получается такая, как при 
малых скоростях при жидком тре- 
нии. А это означает, что брусок, 
движущийся в некотором направле- 
нии, можно заставить двигаться еще 
и в перпендикулярном направлении 
сколь угодно малой силой. 
Любопытный вывод можно теперь 
сделать для коробка, движущегося по 
наклонной плоскости. Здесь ЁР.= 
— Рзр1 а, а М=>Рсоз а(Р=тя — сила 
тяжести, действующая на коробок, 
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и — угол наклона плоскости к гори- 
зокту). Поэтому 


2 


Рэт а=Рсоз а -—^ з 
у и? 


откуда 
11а 


о.=— ——. 
- мо а 
(Это справедливо, конечно, лишь при 
+8 «Е, так как при ббльших углах 
наклона плоскости к горизонту коро- 
бок уже не удерживается на плоско- 
сти силой трения.) 

Лри малых углах наклона .плоско- 


сти к горизонту (таких, что {&& «< Ё) 


то есть скорость соскальзывания ко- 
робка пропорциональна скорости его 
движения параллельно ребру наклон- 
ной плоскости и тангенсу угла накло- 
на плоскости к горизонту. 

Этот вывод легко проверить экспе- 
риментально. Так как при`-равномер- 
ном движении путь, пройденный те- 
лом, пропорционален скорости, то от- 
ношение скорости в. к и, будет равно 
отношению отрезков, которые пройдет 
коробок в этих направлениях. 

Явление, о котором зла речь, совсем 
не редкое. Например, известно, что 
при резком торможении электродви- 
гателя ремень передачи часто соскаль- 
зывает со шкивов. Происходит это по- 
‚ тому, что при торможении двигателя 
ремень начинает проскальзывать от- 
носительно шкивов, н достаточно не- 
большой силы, чтобы сдвинуть ремень 
вбок. Так как обычно имеется неболь- 
шой перекос в установке шкивов и 
ремня, то такой силой является со- 
ставляющая силы натяжения ремня. 
Вот еще примеры. Когда котят зыта- 
щить гвоздь из стенки без помощи 
клещей, его тащат, поворачивая одно- 
временно вокруг оси. По той же причи- 
не при резком торможении автомо- 
‘биль теряет управление; машину +за- 
носит». Колеса скользят по дороге, а 
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боковая сила возникает за счет неров- 
ностей дороги. ь 

Остановимся теперь на последнем 
законе Амонтона — Кулона: сила 
трения не зависит от скорости тела. 
Это не совсем так. 

Вопрос о зависимости силы трения 
от скорости имеет очень важное прак- 
тическое значение. И хотя экспери- 
менты здесь имеют много специфиче- 
ских трудностей, они окупаются ис- 
пользованием полученных сведений, 
например, в теории резания металлов, 
в расчетах движения луль и снарядов 
з стволе ит. д. 

Обычно считают, что для того чтобы 
сдвинуть тело с места, к нему нужно 
приложить большую силу, чем для 
того, чтобы тащить тело. В большин- 
стве случаев это связано с загрязне- 
ниями поверхностей трущихся тел. 
Например, для чистых металлов тако- 
то скачка силы трения не наблюдает- 
ся. Опыты с движением пули в стволе 
показали, что с увеличением скорости 
пули величина силы трения сначала 
быстро убывает, затем она уменышает- 
ся все медленнее, и при скоростях, 
больших 100 м/с, начинает расти. 


Грубо это можно объяснить тем, что 
в месте контакта выделяется много 
тепла. При скоростях порядка 100 м/с 
температура в месте контакта может 
достигать нескольких тысяч градусов, 
и между поверхностями образуется 
слой расплавленного металла. Трение 
становится жидким. При больших же 
скоростях жидкое трение пропорцио- 
нально квадрату скорости. 

Интересно, что примерно такую же 
зависимость от скорости имеет сила 
трения смычка о струну. Именно по- 
этому мы можем слущать игру на 
смычковых инструментах — скрипке, 
виолончели, альте. 


{Окончанце см. на с. 18} 


«$ 


. 
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Малярный 
парадокс 


А. А. Панов 


1. Каждый, кто держал 
кисть в руке, знает, что чем 
больше площадь поверхности, 
которую нужно окрасить, тем 
больше краски уйдет иа нее. 
Другими словами, количество 
необходимой краски пропор- 
циоиально площади окраши- 
ваемой поверхности. 

Возьмем, например, пло- 
скую пластинку, которая со- 
ставлена из бесконечного чис- 
ла прямоугольников, как на 
рисунке 1. Здесь первый пря- 
моугольник — это квадрат со 
стороной | см, а каждый по- 


следующий прямоугольник в два 
раза длиннее и в два раза уже преды- 
дущего. Ясно, что площадь любого 
такого прямоугольника, как и пер- 
вого, равна 1 см’. Поэтому площадь 
$ всей пластины бесконечна: 3 


$=(141-1...) см?, 


и значит, ина иве уйдет бесконечное 
количество краскн. 
2. Будем рассуждать по-другому. 
Повернем нашу пластинку вокруг 
ограничивающего ее прямолинейного 
луча. Получится тело вращення, состав- 
ленное из бесконечного числа цилин- 
дров (рис. 2). Объем этого тела равен 
сумме объемов всех цилиндров: 

У=у, -НУ2-У. +... 
Мы знаем, что объем цилиндра с радиусом 
основания г и высотой № равен лг?В. 


Для цилиндра с номером п, если считать 
их на рисунке 2 сверху вииз, имеем 


АВЕ _ 9п-—1 ГРЫ 
г= 2—1 см, #=2 см. Поэтому И; 


л 3 
— 21 см’, и значит, 
( 1 1 ы 
У=д 112+ +-. см”. 


В скобках стоит сумма хорошо знакомой 
геометрической прогрессии. Эта сумма 
равна 2, и следовательно, У=2л см’. 


с и к 0 Е ЗК К К И РИ 
Представим, что наше тело вращения полое, и 
нальем в него доверху 2л см’ краски, а затем 
погрузим туда иашу пластинку. Подождав неко- 
торое время, выием пластинку. Ясно, что она бу- 
дет окрашена, и даже г двух сторон. 

Итак, перед нами два безукоризненных 
рассуждения, которые приводят к совершенно 
противоположным результатам. С одной сторо- 
ны, необходимо бескомечное количество краски; 
с другой стороны, ее потребуется всего лишь 
2п см’. Это и есть малярный парадокс. Думаю, 
что вы с удовольствием поразмышляете над ним. 


—— 


Иоганн Кеплер — придворный мате- 
матик австрийского императора Мат- 
вея Ги знаменитый астроном — с лю- 
бопытством и восхищением наблюдал, 
как молодой винодел поразительно 
легко и быстро называл емкость од- 
ной бочки за другой. Кеплер вспомнил 
нудное измерение, применяемое на 
Рейне: не боясь скучной потери вре- 


мени, там наполняют бочку, отечи- 
тывая количество влитых в нее чам- 
фор» (емкостей, принятых за единицу 
измерения), а затем выжигают на боч- 
ке вместимость — чтобы, не дай бог, 
не пришлось выполнять эту утоми- 
тельную процедуру еще раз. 

А тут... Парень просовывает мед- 
ный оконечник линейки через налив- 
ное отверстие полной бочки (рис. 1), 


Рис. 1. 


поперек до зпятки» (самой нижней 
точки) деревянного днища, и по той 
лометке на линейке, которая оказы- 
вается у наливного отверстия (у верх- 
ней точки` ‹пуза» бочки), сразу на- 
зывает вместимость бочки. Бочки бы- 
ли разные— большие и маленькие, 
более +«пузатые» и совсем «худоща- 
вые»,— но это не беспокоило парня, 
он одинаково быстро и уверенно вы- 
давал ответ. «Неужели жульни- 
чает?» — промелькнуло в голове у 
Кеплера. 

— Не беспокойтесь, господин мате- 
матик его величества, — сказал па- 
рень, как бы прочитав мысль Кепле- 
ра.— Этот способ измерения емкостей 
установлен у нас в Линце городскими 
властями, и цех бондарей ручается 
за точность измерения. 

— Неужели для любых бочек? 

— Насчет любых не знаю, но для 
бочек здесь, в Австрии, — наверня- 
ка,— сострил парень. 

— Но на каком основании ты так 
уверен в правильности этого способа? 

— Чего не знаю, того не знаю. Не 
стану врать. Говорят, много лет назад 
жил здесь Отарый Бондарь, он пред- 
ложил вот этот способ. А почему он 
так предложил — не знаю. 


хх + * 
О том, как Кеплер разгадал секрет 


австрийских бондарей, он рассказал 
в книге «Новая стереометрия винных 


бочек, преимущественно австрийских, 
как имеющих самую выгодную фор- 
му, и исключительно удобное упо- 
требление для них кубической линей- 
ки, с присоединением дополнения к 
архимедовой  стереометрии». Хотя 
книга была опубликована 310 лет на- 
зад (1615 г.), она. как мы увидим, 
поучительна и сейчас. 

Сначала Кеплер рассмотрел случай 


Рие. 2. 


цилиндрической бочки (рис. 2). 
Пусть МО -=^, длина образующей АВ 
равна 2х, диаметр днища АР равен 


2у; тогда ь 

ха, (1) 
и вместимость бочки можно найти по 
формуле 


в = > д(02—х?)х. 


(2) 


Нетрудно выразить вместимость боч- 
ки через расстояние Х и отношение 
({) длины образующей к диаметру 
днища (1=х/у). Из (1) н (2) следует, 


что 3 


и=2лАЗЦа-НР) °. (3) 

«Из этих формул видно,— рассудил 
Кеплер, — что емкость цилиндриче- 
ской бочки не определяетя только рас- 
стоянием А; чтобы можно было поль- 
зоваться способом австрийских бонда- 
рей, мы должны иметь дело с бочка- 
ми, для которых отношение ? зафикси- 
ровано (1=&). Каким же образом луч- 
ше всего выбрать это отношение? Как 
выгоднее всего выбрать соотношение 
между длиной образующей и диамет- 
ром днища? Рассуждаем с точки зре- 
ния винодела. Он заинтересован в вы- 
боре — среди всевозможных значе- 
ний параметра { — такого значения 
(#), чтобы среди всех бочек, у кото- 
рых расстояние МР равно А, выбран- 
ная им бочка имела самый большой 
объем (и): тогда он может вычислять 
ее емкость по формуле (3), а если 
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окажется, что при изготовлении бочки 
бондарь не сумел точно соблюсти 
идеальное отношение &{,, а немножко 
отступил от него ТА, но ГЫ или 
+3), то винодел тоже не прогадает: 
реальная емкость бочки п будет обя- 
зательно меньше ш.. Таким обра- 
зом, винодел назовет объем и, (и полу- 
чит с покупателя соответствующую 
плату), а на самом деле отдаст по- 
купателю немного меньшее количест- 
во вина, а именно о. 

Но,с другой стороны, уважающий 
себя винодел не заинтересован в том, 
чтобы обмануть покупателя; он заин- 
тересован в том, чтобы емкость реаль- 
ной бочки (соответствующей реально- 
му выбору параметра Ё, близкому к &) 
по возможности меньше отличалась от 
емкости и,, соответствующей лучше- 
му значению параметра (+). Еще боль- 
ше в этом заинтересован покупатель. 
Оказывается, что это тоже достигает- 
ся при таком выборе параметра $, при 
котором объем бочки п наиболыший.» 

Владея понятием производной, мы 
можем легко обосновать это соображе- 
ние Кеплера (Кеплеру было намного 
труднее, чем нам, найти обоснование: 
ведь его книга вышла за 70 лет до рож- 
дения дифференциального исчисле- 
ния). Воспользуемся следующим об- 
щим соображением. Пусть /(1) — ка- 
кая-нибудь функция от # (ради просто- 
ты — такая, которая имеет при #>0 
производную первого порядка); пусть 
% — . какое-нибудь выбранное нами 
значение аргумента Е. Тогда, при ма- 
лом приращении #й, то есть при {= 
—=%-й, имеем 

КИ—Кь) =Раов - В) - В, 
где о(Р)—0 при #--0 (см. «Алгебра 
и начала анализа 9—10», п. 22). 

Отсюда видим: если {”() 5-0, то от- 
клоненение КЁ) от (Е) будет — при 
малых В — практически пропорцио- 
нально Ё. Но если & — точка макси- 
мума (или минимума) для данной 
функции, то отклонение равно &(й)-й, 
где а(Ё)-—0 при #0. Это значит, что 
вблизи точки экстремума (№) малое 
отклонение параметра Ё от Ш сказы- 
вается на изменении функции КЕ) су- 
щественно слабее (Кеплер говорит: 
*«нечувствительно»), чем вблизи дру- 
гого значения аргумента Ё где 
(1-20. Применительно к нашему 
случаю (см. формулу (3)) это озна- 
чает, что выгоднее всего выбрать пара- 
метр { так (1=8), чтобы цилиидри- 
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ческая бочка имела наибольшую вме- 
стимость (о): в этом случае при не- 
больших — и неизбежных на прак- 
тике — отклонениях параметра [от Ц 
отклонение емкости о бочки от о, бу- 
дет ‹нечувствительнымь. 

Кеплер находит затем (при задан- 
ном А) то значение отношения Ё, при 
котором вместимость бочки (5) будет 
наибольшей. Используя понятие про- 
изводной, мы можем это сделать зна- 
чительно легче и быстрее, чем Кеп- 
лер. Воспользуемся формулой (2) для 
и. Тогда 


5’(х)= - л(^?— 3х’), 


х-==^./\/3, 4у?=^2—х’=242/3, у=^/ 6, 
ю0=х/у=-/2^1,41. (4) 
При таком значении параметра Ё 
вместимость цилиндрической бочки 


будет максимальной (при данном Л) 
и будет равна 


п_ дз 
во—= —А 
ь 3/3 (5) 
$ %& * 


«Обращусь теперь к более общему 
случаю, — рассуждал Кеплер, — 
когда з«клелки» бочки (доски, состав- 
ляющие ее боковую поверхность) бу- 
дут изогнутыми (а не прямолиней- 
ными, как в случае цилиндрической 
бочки). Такую бочку можно с до- 
статочно хорошей точностью предста- 
вить себе как составленную из двух 
одинаковых усеченных конусов, со- 
стыкованных своими большими осно- 
ваниями (рис. 3). 


Рис. 3. 


При этом я, конечно, допущу неко- 
торую неточность, но если бочка не 
очень «пузатаяъ», то погрешность бу: 
дет незначительной. Затем среди все. 
возможных бочек, у которых рас- 
стояние №МР равно заданному ^, вы- 
беру ту, которая имеет наиболь- 
шую вместимость. 


Следуя этому плану решения, пред- 
ложенному Кеплером, мы можем 
выразить емкость (5) бочки через 
расстояние А, через радиус (у) мень- 
шего основания усеченного конуса и 
через расстояние = МЕ {ЕР — осно- 
вание перпендикуляра, опущенного 
из точки ДО меньшего основания 
усеченного конуса на большее осно- 
вание). Проделаем эти выкладки, 
воспользовавшись формулой для объ- 
ема усеченного конуса и учитывая, 
что высота усеченного конуса равна 


РЕ—\/\?—2’ . Несложные преобра- 
зования приводят нас к формуле 


= 3 п (у? (2 У’уе—у))х 


ЖА/А?— 27. (6) 


Кеплер сумел выяснить, при каких 
соотношениях между размерами боч- 
ки (иначе говоря, при каких значе- 
ниях у и 2 при заданном ^) вмести- 
мость бочки будет наибольшей. Мы 
могли бы получить результат Кеп- 
лера, решив следующую задачу: 
Задача. Докажите, пользуясь по- 
нятием производной, что среди бочек 
указанного вида с заданным значе- 
нием Х расстояния МР наиболее вме- 
стимой оказывается цилиндрическая 
бочка, у которой образующая в -/2 


больше диаметра днища. Реше- 
ние см. на с. 63.) Теперь уч- 
тем соображение Кеплера, что 


«вблизи своей точки максимума ма- 
лое изменение аргументов функции 
нечувствительно сказывается на из- 
менении ее значения». Приме- 
нительно к нашему случаю это озна- 
чает, что если размеры какой-нибудь 
бочки мало отклоняются от размеров 
наилучшей бочки (то есть цилиндри- 


ческой, с отношением АВ:АР=-/?2), 
то эти отклонения «нечувствительно» 
сказываются на емкости бочки. По- 
этому объем бочки, мало отличаю- 
щейся от «наилучшей», можно вычис- 
лить по той же формуле (5). 

«Теперь понятно, — подумал Кеп- 
лер, что такое «австрийская» бочка: 
это бочка, у которой образующая А МВ 
длиннее диаметра примерно в `/2 раз. 
Так как при выборе длины ‹клепки» 
РМО следует еще учесть толщину двух 
днищ и то, что клепка должна не- 
много выходить за край днища, то 
на практике это означает, что клепка 
должна быть примерно в полтора ра- 
за длиннее диаметра днища.» 


2 Кваит № В 


Более того, Кеплеру стало ясно, как 
найти объем чавстрийской бочки» 
с помощью обычной линейки: надо 
измерить расстояние №Д и вычислить 
емкость бочки г. по формуле (5). «Но 
ведь винодел называл объем бочки 


без вычислений! — размышлял Кеп- 
лер.— Видимо, дело в том, что ли- 
нейка — необычная, пометки на ней 


расставлены не так, как на обычной 
линейке. Каким же образом эта ли- 
нейка проградуирована?.. 

Сначала надо бы сообразить, что 
это за таинственная ‹амфора», о ко- 
торой говорил винодел. Вероятно, это 
тоже какой-нибудь бочонок, но его 
вместимость принимается за единицу 
объема. Но если австрийские бочары 
предпочитают все бочки делать так, 
чтобы отношение длины клепки к диа- 
метру основания было оптимальным 
(около 1,5), то при изготовлении эта- 
лонного бочонка, +амфоры», они вряд 
ли отказались от того же соотноше- 
ния. Пусть для эталонного бочонка 
(рис. 4) расстояние МЛ, равно #4. 
Тогда 


Рис. 4. 


имеем (см. (5)) 1=(л/3\/3)23). Учиты- 
вая (5), получаем для емкости любой 
*австрийской» бочки такую достаточ- 
но хорошую приближенную формулу: 
0‹=(^/^,)° (амфор). Значит, чтобы 
найти и, нам достаточно знать не 4, 
а отношение 4/2... И даже не само 
это отношение, а его куб. Числа (^/^,)? 
при различных Л и надо нанести на 
линейку, то есть градуировать линей- 
ку не равномерно, а по «кубическо- 
му закону». На расстоянии от медного 
оконечника (рис. 5), равном №, 2%, 
3^. ит. д., ставить пометки: 1; 8(= 2“); 


Рис. 5. 


21(=3°) ит. д. И вообще —- на расстоя- 
нии ЕА, (Е — любое положительное 
число) ставить пометку, равную К. 
Если я теперь вставлю вот такую ли- 
нейку в бочку так, чтобы ее медный 
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оконечник упирался в пятку днища 
{2), то числовая пометка у наливного 
отверстия (№) как раз укажет, сколько 
амфор вмещается в бочку.» 


& + * 


Осенью 1615 года по просьбе Кеп- 
Лера в городской ратуше Линца со- 


стоялась его встреча со старостой цеха. 


бондарей.. 

— Господин староста,— начал Кеп- 
лер,— меня интересует способ, кото- 
‘'рым австрийские бондари и виноделы 
пользуются для измерения змести- 
мости бочек. 

— Видите ли, господин математик 
его величества_— возразил старо- 
ста_— это производственный секрет 
нашего цеха. Эта тайна переходит от 
одного поколения бондарей к следую- 
щему, еще со времен Старого Бон- 
даря. 

— Я так и полагал, что когда-то су- 
ществовал некий превосходный гео- 
метр, научившяй этому способу ва- 
ших бочаров. Но думаю, что я сумел 
‚ разгадать его секрет. 

— Тогда скажите, господин мате- 
матик его величества, в чем, по Ва- 
шему мнению, состоит секрет Старо- 


го Бондаря, и я обехаю подтвердить 
то что в ваших словах будет 
истинным. 

— Размышления привели меня к 
выводу, — ответил Кеплер,— что при 
изготовлении бочки любых размеров 
вы, бочары Линца, пользуетесь только 
одним соображением: чтобы длина 
клепок была в полтора раза больше, 
чем поперечник днища. 

— Совершенно истинно! — с удив- 
лением подтвердил бочар. 


— ‘А кроме того, для измерения 
емкости бочки вы пользуетесь линей- 
кой, на которой деления расположены 
по ‹кубическому закону». 


— И это правда,— с еще большим 
удивлением подтвердил староста цеха 
бондарей, с опаской взглянув на Кеп- 
лера.— Да не ясновидец ли вы, сосцо- 
дин Кеплер? Я слышал, что вы, как 
королевский звездочет; умеете читать 
прошлое и будущее по расположению 
звезх. Неужели секрет Старого Бонда- 
ря вы разгадали с помощью астро- 
логии? 


— Нет, я его вычислил с помощью 
математики,-— ответил. Кеплер, и на 
этом разговор окончился. 


Сухое трение 


{Начало см. на с. 8} 


При равномерном движении смыч- 
ка струна увлекается им и натяги- 
зается. Вместе с натяжением струны 
увеличивается сила трения между 
смычком и струной. Когда величина 
силы трения становится максимально 
возможной, струна начинает про- 


скальзывать относительно смычка. Ес- 
ли бы сила трения не зависела от 
относительной скорости смычка и 
струны, то, очевидно, отклонение стру- 


ны от положения равновесия не изме- 
нялось бы. 

Но при проскальзывании трение 
уменьшается. Поэтому струна начи- 
нает двигаться к положению равнове- 
сия. При этом относительная скорость 
струны увеличивается, я это еще 
уменьшает силу трения. Когда же 
струна, совершив колебание, движется 
в обратном направлении, ее скорость 
относительно смычка уменьшается, и 
смычок опять захватывает струну. Все 
повторяется. Так возбуждаются коле- 
бания струны. Эти колебания незату- 
хаюцхие, так как энергия, потерян- 
ная струной при ее движении, каждый 
раз восполняется работой силы тре- 
ния, подтягивающей струну до поло- 
жения, при котором струна срывается. 

Этим можно и закончить статью о 
сухом трении — явлении, природу 
которого мы еце ке зонимаем доста- 
точно хорошо, но умеем описывать с 
помощью законов, выполняющихся с 
удовлетворительной точностью. Это 
дает нам возможность объяснять мно- 
гие физические явления и делать рас- 
четы, необходимые при конструирова- 
нии машин. 


Шестидесяти- 
атомный 
углерод 


Около года назад в научных 
журналах появилось сообще- 
ние о том, что химики откры- 
ли необычную по своей гео- 
метриня молекулу, зсделан- 
нуюь из шестидесяти атомов 
углерода. Химическая форму- 
ла. такой молекулы — Си. 
Все шестьдесят ее атомов рас- 
положены в вержинах усечен- 
ного икосаэдра — многогран- 
ника с 60 вершинами, 32 гра- 
нями и 8% ребрами. 


Сказанное, по-видимому, 
требует коммектарнев. Преж- 
де всего надо пояснить, что 
значит открыли... молеку- 
лу». Дело в том, что молекулу 

‚ Су не сиятезнровалн, подобяо 
тому, например, как несколь- 
ко лет назад синтезировали 
молекулу-додекаэдр — СоН»ь 
(см. « Кваить, 1983, № 9, с. 21), 
а именно открыли. Когда ис- 
паряли углерод (нагревая его) 
в поток инертного гелия, обна- 
ружили возникновение ком- 
пактных н довольно стабиль- 
ных образований (кластеров) 
из большого чиеля атомов уг- 
лерода. Неожиданно оказа- 
лось, что больше всего обра- 
зуется кластеров из 60 ато- 
мов — во всяком случае, раз 
в 5—6 больше, чем кластеров 
ив 59 мли 61 атомов. 


Возможно, что свомм суще- 
стзованием 60-атомные моле- 
кулы обязаны... геометрии. 
Известно, что чем более сим- 


метрична молекула, тем она . 


прочнее (тем больше у нее 
энергия связи). Вот почему ус- 
тойчивы молекулы-додекаэд- 
ры и вновь открытые ыоле- 
кулы из 60 атомов углерода, 
а кластеры из 59 или 61 атома 
живут недолго и быстро раз- 
валиваются. 
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Как же «устроена» новая 
молекула? Усеченный ико- 
саэдр знаком, наверное, почти 
всем. Такую форму имеет, 
например, зофицпиальныйь 
футбольный мяч, сшитый из 
20 шестнугольников (обычно 
светлых) ин 12 пятнугольннков 
(обычно темных). Посмотрите 
на такой мяч внимательно. 
Его связь с икосаздром видна 
не сразу — слишком он по- 
хож на шар! Однако связь 
есть и самая непосредствен- 
ная. 


Представьте себе ико- 
саэдр — многогранник с 20 
треугольнымы гранями н 12 
вершинами, в которых сходят- 
ся по пять ребер. Отрежем 
от каждой вершииы пирамид- 
ку так, чтобы на месте верши- 
ны образовался пятиуголь- 
ник. У оставшихся частей гра- 


ней вместо 3 сторон станет 6. . 


Если обрезать «правильно», то 
шестигранникия будут пра- 
вильными н их будет 20 — 
столько же, сколько было гра- 
ней у икосаэдра. В результате 
получился многогранник с 
12-+-20==32 гранями. Вершин 
у него 60, так как у плос- 
ких граней 5х 12-6 х 20— 
=180 вершин, а в каждой вер- 
шине многогранника сходятся 
$ грани (180 :3-= 60). Число ре- 
бер можно сосчитать разными 
способами. Например, так. 
В каждой вершине сходятся 
3 ребра, поэтому коицов ре- 
бер будет 3% 60—=180, а ре- 
бер — 180:2-90. Таким об- 
разом обычный икосаэдр 
«превращаетсяь в усеченный. 

А теперь задача. Углерод 
обычно 4-валентный, а от каж- 


дой вершины усеченного ико- 
саэдра идут только 3 ребра. 
Значит, одна связь должна 
быть двойной. В структуряых 
химических формулах двой- 
ную связь условно принято 
обозначать двойной линией. 
Как надо расположить двой- 
ные линии, чтобы от каждой 
вершины усеченного’ икосаэд- 
ра уходила одна и только 
одна двойная линия? Оцените, 
сколькими способами это 
можно сделать. (Заметим, что 
данная задача важна для оп" 
ределения’ степени устойчн- 
вости молекулы — химики 
знают, что чем больше спосо- 
бов осуществления двойных 


‚связей, тем более устойчива 


молекула.) 


Интересно, что вновь от- 
крытую молекулу можно нс- 
пользовать как  зклетку», 
внутрь которой можно аза- 
переть» какой-нибудь атомы, 
При этом атом будет связан 
с «клеткой» как узник, ио 
«не прикованныйь к ней хн- 
мнческой связью. Так удалось 
«запереть» атомы лантана. 
«Клетка» достаточно простор- 


.на — размер молекулы Си 


примерно 7 ‹ 10—10 м, что в 
14 раз больше размера атома 
водорода. 


Существует гипотеза, что 
молекула С» может участво- 
вать в процессе образования 
органических молекул в кос- 
мосе. 


Недавно было высказано 
предположение о возможно- 
сти существования еще одной 
необычной молекулы — С,х, 
по своей «геометрии» еще бо- 
лее близкой к сфере. Атомы 
такой молекулы должны быть 
расположены а вершинах мно- 
гогранника, имекжщего 62 гра- 
ни, 180 ребер и 120 верщин. 
Насколько ‚ревльно существо- 
зание такого экзотического 
соедмнения, пока не ясно. 

Будем следить за ково- 
стями. 

Я. С. 
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Как волны 
передают 
информацию? 


Доктор физико-математических наук 
Л. Г. АСЛАМАЗОВ 


Мы настолько привыкли видеть на 
экране телевизора события, происхо- 
дящие на другом конце света, что 
даже не удивляемся этому. В совре- 
менном мире радио, телевидение, те- 
лефон позволяют довольно просто по- 
лучать и передавать необходимую ин- 
формацию. А ведь еще сравнительно 
недавно все было совсем иначе... 
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Для того чтобы передать в Петер- 
бург известие о коронации императ- 


рицы Елизаветы, происходившей в 
Москве, на всем пути между этими 
городами была выстроена цепочка 
солдат с флажками. В момент коро- 
нации первый солдат взмахнул флаж- 
ком, затем следующий и т. д. Так 
известие о коронации дошло до Пе- 
тербурга, где выстрелила пушка. Вот 
каким сложным способом пользова- 
лись для быстрой передачи инфор- 
мации в не столь далекие време- 
на*). 

*) На этом примере в статье Л. Г. Асламазова 
м И. К. Кикомна «Что такое волна?ь («Кванть, 
1982, № 6) обсуждалось понятие волны. Здесь мы 


продолжим начатый разговор и обсудим проблему 
передачи ннформации. 


Что же распространялось по цепоч- 
ке солдат? Каждый солдат оставался 
стоять на месте, но в некоторый 
момент времени он изменял свое со- 
стояние (поднимал флажок). Это из- 
менение состояния и распространя- 
лось по цепочке. В таких случаях го- 
ворят, что распространяется волна. 

Волны бывают разные. В акустиче- 
ских (звуковых) волнах меняется 
плотность вещества, в электромаг- 
нитных (свет, радиоволны и т. п.) — 
напряженности электрического и маг- 
нитного полей. Бывают темпе- 
ратурные волны, волны концентрации 
при химических реакциях, волны эпи- 
демий и т. п. Образно говоря, волны 
охватывают все многообразие явлений 
в природе. 


Представьте себе, что каждый сол- 
дат не просто взмахнул флажком, & 
совершает им колебания, периодиче- 
ски поднимая и опуская флажок. 
Каждый следующий солдат повторяет 
эти колебания, но с некоторым опо- 
зданием (сдвигом по фазе}. По цепоч- 
ке солдат побежит волна. Нечто по- 
добное можно увидеть во время спор- 
тивных праздников, когда цепочки 
людей совершают периодические дви- 
жения со сдвигом по фазе. 


Это красивое зрелище радует глаз, 
но могут ли передавать информацию 
такие волны? Очевидно, что нет. Пе- 
риодически повторяющиеся во време- 
ни колебания не несут нам ничего 
нового, не передают информации. А 


Простейший тип волны — монохро- 


матическая волна, когда в каждом 
месте изменение состояния происхо- 
дит со временем по гармоническому 
закону с определенной частотой (по за- 
кону синуса или косинуса). Многие 
из встречающихся в природе волн 
можно считать монохроматическими. 
Звуковые волны такого типа назы- 
вают музыкальными тонами. Их воз- 
буждают, например, с помощью ка- 
мертонов. Монохроматические свето- 
вые волны получают с помощью ла- 
зеров. Волны, близкие к монохромати- 
ческим, можно возбудить на поверх- 
ности воды, периодически погружая 
в нее какой-то предмет. В нашей це- 
почке солдат также можно получить 
похожие волны. 


вот с помощью единичного взмаха, 
когда изменение состояния каждый 
раз происходило в ограниченной обла- 
сти пространства, можно было пере- 
дать информацию о начале корона- 
ции. Такие ограниченные в простран- 
стве волны называют сигналами. 

Можно сделать так, что совершать 
взмахи в цепочке будут одновремен- 
но не один, а два, три или даже 
несколько стоящих рядом солдат. Тог- 
да протяженность сигнала увеличит- 
ся. Пользуясь сигналами разной дли- 
ны, можно передать не только ии- 
формацию о начале коронации, но и 
вообще любую информацию. При- 
рода сигнала может быть различ- 
ной — бывают сигналы звуковые, 
световые и т. п. 
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Самое интересное, что любой сиг- 
нал можно представить как сумму мо- 
нохроматических волн с разными ча- 
стотами (составить из таких волн). 
Эту возможность дает нам принцип 
интерференции: при распространении 
волн колебания в каждом месте про- 
странства складываются. Скажем, в 
зависимости от сдвига фаз колебания 
одинаковых частот могут усилить 
друг друга (при нулевой разности 
фаз получаются колебания с суммар- 
ной амплитудой — рисунок 1, а), а 
могут и ослабить (рисунок 3, 6). Ока- 
зывается, что амплитуды и частоты 
складываемых монохроматических 
волн можно подобрать таким обра- 
зом, что волны гасят друг друга 
почти во всем пространстве. кроме оп- 
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ределенной области, где, напротив, 
происходит их усиление. 

На рисунке 2 показан результат 
сложения большого числа М волн оди- 
наковой амплитуды А, с частотами, 
лежащими в небольшом интервале от 
&0-—Аю До о -Р Ао. Это как бы мгно- 
венная фотография волны, показы- 
вающая значение колеблющейся ве- 
личины А в разных точках простран- 
ства в фиксированный момент време- 
ни. Имеется центральный максимум 
с амплитудой МА и множество 
побочных с быстро убывающими амп- 
литудами. Так что действительно в ос- 
новном волны гасят друг друга, а их 
усиление происходит в-области цент- 
Рального максимума. 

Важно отметить, что эта область не 


22 ы 


стоит на месте, а движется со ско- 
ростью волны, иными словами — рас- 
пространяется сигнал. Если скорость 
с монохроматических волн всех час- 
тот одинакова (как, например, при 
распространении электромагнитных 
золн в вакууме), то и максимум дви- 
жется со скоростью с. Его ширина по- 
стоянна и равна АЁ = 2лс/Ах. Так что 
длительность сигнала ЛЁ—2л/Ло. 
Получается удивительно простое 
фундаментальное соотношение: 


Аю ° ЛЕ 2д. 


Длительность сигнала и ширина диа- 
лазона частот волн, из которых сиг- 
нал состоит, связаны обратно пропор- 
циональной зависимостью. Качествен- 
но это соотношение понятно; сигнал 


ми. 


< 


большой длительности (А велико) 
формируется из монохроматических 
волн близких частот (Ах мало). А что- 
бы составить короткий сигнал, нужно 
сложить много волн с разными ча- 
стотами. Все, наверное, замечали, что 
молния вызывает помехи в радио- 
приемнике во всех диапазонах час- 


. тот. 


Итак, каждый сигнал можно соста- 
вить из монохроматических волн или 
же, говоря по-другому, разложить на 
такие волны. Зависимость амплитуды 
монохроматических волн, образую- 
щих сигнал, от их частоты называ- 
ется спектром сигнала. В рассмот- 
ренном нами случае спектр — прямо- 
угольник высотой А, и шириной 
2 Ао, показанный на рисунке 3. Это, 


ей 
“ Г 


=. 


конечно, простейший спектр. Спектры 
сигналов, так же как и сигналы, 
могут иметь самые различные фор- 
мы. 

Когда мы, например, произносим 
звуки, то заставляем специальным 06б- 
разом колебаться воздух, и эти коле- 
бания распространяются в виде звуко- 
вых сигналов определенной формы. 
Спектры этих сигналов существенно 
различаются в зависимости от того, 
произносим мы гласную или соглас- 
ную. Сигнал, соответствующий глас- 
ной, имеет спектр с двумя характер- 
ными максимумами при определен- 
ных частотах (их называют форман- 
тами). Спектр согласной более «разма- 
зан» по всей области частот (на рисун- 
ке 4 показан спектр согласной «С»). 


ПТ 


сргрлахие 


7. 
бе 


Я 
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Существует специальный метод — 
гармонический анализ,— позволяю- 
щий находить спектры сигналов и 
восстанавливать сигналы по извест- 
ным спектрам. 

Интересно, что «кричать» умеют и 
твердые тела. Тепловое движение 
приводит в колебание атомы в крис- 
таллической решетке, и такие колеба- 
ния передаются по телу в виде уп- 
ругих волн. Это тоже звуковые вол- 
ны. Однако их спектр имеет мак- 
симум при очень высоких частотах, 
а в области слышимых частот ам- 
плитуда звука пренебрежимо мала 
(например, даже при очень низкой 
температуре порядка 5 К максимум 
соответствует частоте 10'?—10!° Гц). 
Так что услышать, о чем говорят 


твердые тела, можно Только с по- 
мощью специальных приборов. «Под- 
слушав» эти разговоры (изучив их 
спектры), ученые узнали много важ- 
ных «секретов» твердых тел. 

Какими же сигналами обычно поль- 
зуются для передачи информации? 
Для связи на коротких расстоя- 
ниях годятся звуковые сигналы — 
люди пользуются ими испокон веков. 
Однако звуковые волны быстро зату- 
хают. 

В наше время для передачи инфор- 
мации обычно пользуются электро- 
магнитными волнами, способными 
распространяться на большие расстоя- 
ния. Из них формируют те или иные 
сигналы. Можно, например, +заста- 
вить» электромагнитную волну пере- 


` 


носить звуковые сигналы. Для этого 
частоту волны фиксируют (ее назы- 
вают несущей частотой), а вот ампли- 
туду меняют в такт со звуковыми ко- 
лебаниями (рис. 5). Таким обра- 
зом формируют последовательность 
сигналов, передающих нужную ин- 
формацию. В приемном пункте сигна- 


‚лы расшифровывают (детектируют) — 


выделяют огибающую, соответствую- 
щую звуковым колебаниям. Этот ме- 
тод называют амплитудной модуля- 
цией. Он широко применяется при пе- 
редаче радио- и телепрограмм. 
Возникает вопрос: а как много ин- 
формации за единицу времени можно 
передавать с помощью волн? Чтобы 
разобраться в этом, рассмотрим сле- 
дующий способ передачи информа- 
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ции. Известно, что любое число мо- 
жно записать в двоичной системе в 
виде последовательности нулей и еди- 
ниц. Точно так же и любую инфор- 
мацию можно закодировать — запи- 
сать в виде последовательности сигна- 
лов и их пропусков определенной 
длительности. Сигналы можно пере- 
давать, используя амплитудную моду- 
ляцию (рис. 6). Чем с большей ско- 
ростью мы хотим передавать инфор- 
мацию, тем короче должны быть эти 
сигналы. Но при надежной передаче 
информации длительность сигнала не 
должна быть меньше периода несу- 
щей синусоиды. Это и даёт ограниче- 


ние на скорость передачи информации. 


Хотите ее увеличить — увеличивайте 
несущую частоту. Фактически тут 


ется частота модуляции порядка 
107 Гц и соответственно несущая ча- 
стота должна лежать в области десят- 
ков—сотен мегагерц. Вот почему в те- 
левидении пришлось пользоваться вы- 
сокочастотными, а следовательно, и 
ультракороткими волнами с длиной 
волны порядка метра, хотя распро- 
страняются они лишь в пределах пря- 
мой видимости. 

Если же для передачи информа- 
ции воспользоваться светом, у которо- 
го частота колебаний 10'$ Гц, то мо- 
жно повысить скорость передачи ин- 
формации на много порядков. И хотя 
сама по себе идея эта стара (впервые 
передачу звука с помощью световых 
сигналов осуществил изобретатель те- 
лефона Г. Белл еще в 1880 году), 


«работает» уже обсуждавшееся соот- 
ношение для длительности сигнала: 
АЕ 2л/Ао, где Аю становится поряд- 
ка во. | 

Например, для передачи музыкаль- 
ных программ достаточно пользовать- 
ся электромагнитными волнами с час- 
тотой порядка сотен килогерц: чело- 
веческое ухо воспринимает сигналы с 
частотой до 20 кГц, и в этом случае 
интервал частот, составляющих си- 
гнал, будет по крайней мере на по- 
рядок меньше несущей частоты. Од- 
нако для передачи телевизионных 
программ такие частоты уже не го- 
дятся. Изображение на экране вос- 
производится 25 раз в секунду и в 
свою очередь состоит из десятков ты- 
сяч отдельных точек. Поэтому требу- 
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она стала технической реальностью 
только в наше время. Для этого должЖ- 
ны были появиться источники моно- 
хроматического света — лазеры, спе- 
циальные световоды из оптических во- 
локон, передающие свет с очень ма- 
лыми потерями, электронное оборудо- 
вание для эффективной кодировки и 
раскодировки сигналов. 

Сейчас можно с определенностью 
сказать, что эпоха медных проводов 
отошла в прошлое и развитие сверх- 
скоростных и сверхмасштабных сетей 
передачи информации связано с во- 
локонной оптикой. 


О математическом 
творчестве 
школьников 


В нашем журнале довольно редко 
появляются статьи по математике, 
написанные школьниками. Это не 
потому, что старшеклассники не спо- 
собны выполнить интересную и ори- 
гинальную математическую работу. 
Дело здесь в том, что большинство 
таких работ бывают узкоспециаль- 
ными, часто опираются на внепро- 
граммный материал, редко содержат 
общие математические идеи, полез- 
ные для большинства наших чита- 
телей. Кроме того, текст заметки 
в «Кванте» должен быть не только 
математически корректным и фор- 
мально правильным, но быть написан- 
ным доходчиво и ясно, занимательно и 
методически продуманно. Если наши 
опытные авторы не всегда справ- 
ляются с такими требованиями, то что 
же ожидать от начинающих! 

И все же в этом юбилейном, 
двухсотом номере журнала мы реши- 
ли поместить пересказ нескольких 
работ школьников (присланных в 
«Квант» или рассказанных на раз- 
личных конференциях школьников), 
которые, как нам кажется, должны 
заинтересовать многих наших читате- 
лей. В этих работах есть и нерешенные 
задачи для желающих проверить свои 
творческие силы. 


Равносамолересекающиеся ломаные 


В работе Андрея Шанина (Москва, 
школа № 57), написанной в 1984 
году, когда Андрей учился в седь- 
мом классе, решаются геометрические 
задачи о ломаных с равным коли- 
чеством точек самопересечевия на 
каждом звене. Дадим точное опреде- 
ление рассматриваемых ломаных: ло- 
маными типа (п, т), где п>3, 
т>рЬ, называются последова- 
тельности из п различных точек А,, 
А», А, (вершин) и п 
последовательно соединяющих эти 
точки отрезков А, А., А.А., .... АА», 
А „А, (звеньев) таких, что каждое зве- 
но пересекают ровно т других звень- 
ев, притом в 72 различных внутренних 
точках. Например, на рисунке 1 пока- 
заны ломаные типы (6, 1), (5, 2) и (9, 2). 

Задача 1, При каких п существу- 
ет ломаная типа (п, 1)? 


Рис. 1. 


Ответ: при всех четных п (п>6); 
для решения А. Шанин предъявляет 
ломаную типа (6, 1), а затем применя- 
ет к ней операцию вставки крестика 
(рис. 2,а) или вставки гармошки 
(рис. 2, 6). 

При нечетных же п не существует 
ломаных типа (л, 1). Верен более об- 
щий факт: если оба числа п и т нечет- 
ны, то ломаной типа (п, т) не сущест- 
вует. В самом деле, звенья ломаной 
типа (п, т) пересекаются только по- 
парно, поэтому общее число точек пе- 
ресечения равно пт/2, что невозмож- 
но, когда оба числа п и т нечетны. 

Задача 2. Верно ли, что при вся- 
ком т существует (для некоторого п) 
ломаная типа (п, т)? 

Ответ: да; А. Шанин решает эту 
задачу, начиная с того же примера 
ломаной типа (6,1), а затем приме- 
няет к ней операцию обведения 
(рис. 26, г). 

Задача 3. Для каких пар чисел 
(п, т) существует ломаная типа (п, 
т)? 

Эта задача не решена до конца, хотя 
А. Шанин сильно продвинулся в ее 
решении, используя при этом разные 
варианты операции суммы (рис. 3). 
Результаты Андрея можно свести в 
следующую таблицу: 


ломаная 
типа (л, 


существу- |не сущест- 


вует 


вопрое от- 
крыт 


т — 
нечетно 


п — четнои 
т-+3п< 
=8т- 10 
кроме 
=4т- 6 
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Рис. 2. 


В редакции мы беседовали с 
А. К. Ковальджи (руководящим, вме- 
сте с Н. С. Келлиным, кружком Ве- 
черней математической зикояы при 
МИСисСе, где занимается А. Шанин); 
он рассказал о некоторых других кон- 
струкциях, связанных с задачей 3, и 
оставил нам «таблицу белых пятен» 
для малых значений п и т (рис. 4). 
Мы надеемся, что наши читатели 
сумеют постепенно заполнить эти бе- 
лые пятна. Отметим еще, что имеются 
красивые задачи о различных класси- 
фикациях ломаных тица (71, п), к ко- 
торым журнал «Квант» еще намерен 
вернуться. 


Обобщенное уравнение Маркова 


Многих читателей заинтересовала 
красивая теория, описывающая реше- 
ния уравнения Маркова 
х?--у?{2?=3Зхуг (1) 
В натуральных числах (х, у, 2), о ко- 
торой рассказывалось в статье 
М. Г. Крейна (+Квант» 1985, № 4, 
с. 13). В конце этой статьи автор пред- 
лагает исследовать обобщение урав- 
нения Маркова; на этот призыв от- 
кликнулся десятиклассник ЦП. Вольф- 
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Обведение \; 


бейн из Киевской физико-математиче- 
ской школы-интерната № 2; он рас- 
сматривает уравнения вида 
а-я. ж=тжх..х (2) 
где п>3, т — яатуральное число. 
Подобно уравнению (1), здесь также 
каждое решение (если оно существу- 
ет) естественным образом включается 
в бесконечное ветвящееся дерево реше- 
ний. Для каждого решения (@, 
а>, .... @вз ... @,) В натуральных числах 
уравнения (2) по каждой его коорди- 
нате а,(1< Ёп) можно построить со- 
седнее решение (а, а», ..., а», ... а): под- 


Рис. 3. 


ставив в равенство (2) набор (а, а., ..., 
х, ... а,), решить возникающее при 
этом квадратное уравнение х?— рх-- 
+-9=0, у которого кроме корня х=а, 
должен быть второй корень х=а,. При 
этом, если а >а>>..>а, и Е>2, то 
а,>а,. Таким образом, из каждого ре- 
шения можно получить новые, с боль- 
шей максимальной координатой, и 
лишь по одной координате — макси- 
мальной — переходить к соседнему, 
«меньшему» решению. Такое движеёе- 
ние вверх по дереву решений к мень- 
шим решениям не может продолжать- 
ся неограниченно, в конце концов бу- 
дет достигнуто коренное решение а > 
>а2>...2а., для которого аа, ив 
дальнейшем подъем невозможен 
(рис. 5). 

1. Вольфбейн различает три тнпа коренных 
решений: (К а,=а2==.-.=а„; это, при л== т, реше- 
ния вида (1, \, ..., 1), при д=3, т == — реще- 
нне (3, 3, 3), при п=4, т==1 — (2,2,2,2); дру- 
гих нет. 

(1Г) а/>а1; например, при л= 7, т =56 тако- 
во решение (2, 1, .... 1); 

{111 а'==а-; например, при п-= 11, т=5 та- 
ково решение (4, 22, 1, ..., №). 

Рассуждения П. Вольфбейна опираются на 
следующую доказанную им лемыу: Оля корен- 
ного решения атал2.2та, типа И или ГИ 
обязательно выполняется неравенство 


таза4...а» << п. 

Уравнение (2) при п=т (как и урав- 
нение (1), где пт= т=3) имеет лишь од- 
но корневое решение (1, 1, ..., 1), и из 
каждого его решения вида а, >а>> 
>... > ак > ав: ==...=а,==1 вниз вы- 
ходят ветки ровно к Ё различным (не 
получающимся друг из друга пере- 
становкой координат) соседним реше- 
ниям. Что касается общего случая 
т- п, то Ц. Вольфбейн получил здесь 
лишь некоторые частные результаты. 
Задача полного исследования уравне- 
ния (2) в общем случае еще ждет 
своего решения. 

Как продифференцировать функцию 
дробиое число раз 

Ученик 9-го класса СШ № 57 г. Моск- 
вы Марат Ровинский придумал, как 
для любого вещественного числа $ оп- 
ределить го функции /(х) новую функ- 
цию — Ё*(х) — таким образом, что: 

1) Если в — целое неотрицательное 
число, то {Эх — 3-я производная в 
точке х. 


2) 11а } Кода. 


Если ^Ие)-—0 


3) при х<0, 
(г 3 (х)= Ты +2. 


то 


п-— число перессчений 


Е РЕ ВЕРЕ 


345$ в 8 901 123н1ш п 
Рис. 4. число звеньев 


Из свойств 2 и 3 следует, что если 
п — натуральное числа, то 


х, 


Кг") = М ( крапах,)... а 


Например, 


2х) = [ (| коаах, 


> 


7 


— выражение в скобках рассматри- 
вается как функция от переменной 
х,, по которой затем производится 
интегрирование. 
Как известно, 
. 12) —Их— В) 
“(х)= НЕ. 
Г(х)= Вт г 
Исходным толчком для размышле- 
ний Марата послужила формула 
2 : —2Ах— В —28 
(д = Шт ПЕ АИ аи | 
Нетрудно показать (по индукции), 
что 


Рех)-= Вий. > (—1*@ Ах Е). 
(1) 


Напомним («Квант», 1986, № 1, с. 23), 
что С* — число сочетаний из п эле- 


Рис. 5. 
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ментов по Ё — можно выписать по 
формуле 
х _ п(л—\)..(п—К-НУ) 
СЕР. (2) 
Заметим, что правая часть этой фор- 
мулы определена при любых вещест- 
венных значениях п. Поэтому можно 
определить С” по формуле (2) для 
любых 3. Например, С*,=(—1)Ж 
х(—2). ..-(—)/Е!==(—1)*. Хотя чис- 
ла С’, если 8 не натуральное 
число, уже не имеют никакой ком- 
бинаторной интерпретации, для них 
выполнены все основные свойства 
биномиальных коэффициентов. 
Задача 1. Докажите, что 


сине. 
Задача 2. Докажите, что 
У, 6%: * Се сз... 
К.К, т 


Указание. Любые тождества такого сорта 
доказываются так: левая и празая части как 
функции переменной $ являются многочленами. 
Поэтому достаточно доказать, что они совпа- 
дают при натуральных значениях 5. 


При 3з= —1 формула (1) примет вид 
Кот » РЗ о(- ПС Ка—ЕВ)= 


= Ши [С 5 Их— Ев). (3) 


(В формуле. а) можно, считать, что 

суммирование по Ё ведется тоже до 

бесконечности, ибо С*—=0 при > п). 

Если К(х)=0 при х< 0, то формула (3) 

является просто определением инте- 
х 


грала | КОДЕ. В общем случае нужно 


разбить отрезок от 0 до х на т 
равных частей и устремить т к бес- 
конечности, то есть 


ищи На ( 2) "5 (-—1"свух 


х (х-—® =). (4) 
Тогда (а{- Ва) (х)= (хх) Вах). 


Задача 38. Докажите свойство 8. 

Указание. Используйте результат за- 
дачи 2. 

Задача 4. Докажите, что для натураль- 
ного л : 


= в- от Пе)" 1, 


Задача 5. Докажите, что при 8>>1 (1—8)-я 


производная фуикция, тождественно равной 1, 
равна х'—‘/Т (3), где Г(з) — функция от в. 
Функция Г(з) — гамма-функция Эйлера -- 
одиа из важнейших математических функций. 
Она появляется всегда, когда необходимо опре- 
делнть п! при не натуральных значениях п 
«Г(л--1)=п! прип М). Важное свойство гамма- 
функции —  функциональиое уравнение: 
Геа+1)=3Г(з). Его легко вывести, воспользо- 
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вавшись свойством 3 дробной производной. 
Задача 6. Докажите, что при 8—0 


Кох) = 


1 з— 
т ив» а. (5) 


Вопросом 0б обобщении понятия 
3-ой производной на произвольные 
значения 3 издавна занимались мно- 
гие выдающиеся математики, в том 
числе Лейбниц, Иоганн Бернулли, 
Эйлер, Фурье, Лиувилль и Риман. 

Определение (4), данное М. Ровин- 
ским, совпало с одним из способов, 
которым Лиувилль определял дроб- 
ную производную в 30-х годах ХХ ве- 
ка. Формула (5) известна как формула 
Римана — Лиувилля. 

Общая неподвижная точка 

двух функций 

В книге известного польского мате- 
матика С. Улама «Коренные матема- 
тические задачи» (М.: «Наука», 1964) 
имеется следующая гипотеза. 

Пусть Их) и в8(х) непрерывные 
функции. определенные на отрезке 
(0; 1], принимающие значения, при- 
надлежащие этому отрезку и такие, 
что Ка(х))=8(Кх)) при всех х Е [0; 1]; 
тогда у функций [и & найдется общая 
неподвижная точка, то есть точка хз, 
для которой (хо )=яЯ(х)= хо. 

Эта задача была очень популярна 
среди студентов-математиков в сере- 
дине 60-х — начале 10-х годов, однако 
все попытки ее решения оказывались 
безуспешными. Теперь известно, что 
гипотеза Улама не верна: есть контр- 
пример. 

Ученик 9-го класса ФМШ-интерна- 
та № 18 при МГУ Андрей Сленухин 
по рекомендации своего учителя, кан- 
дидата физико-математических наук 
А. П. Веселова (кстати, выпускника 
ФМШ при МГУ), занялся гипотезой 
Улама в классе многочленов. Точнее, 
он решал следующую задачу. 

Пусть р(х) и а(х) два многочлена 
такие, ‘что р(а(х))=9(()) при всех 
хЕВ. Верно ли, что существует такая 
точка ху Е В, что р(хо)= 9 (хо )= Хо, если 
известно, что сами многочлены р(х) и 
а(х) имеют неподвижные точки (это, 
напомним, значит, что уравнения 
р(х)=х и 9(х)=х имеют корни). 

Оказалось, что если хотя бы один из 
многочленов р(х) или 4(х) имеет чет- 
ную степень, то общая неподвижная 
точка существует. 

Для многочленов нечетной степени 
доказательство А. Слепухина «не про- 
ходит», так что для них вопрос остает- 
ся открытым. 


Математический кружок 


га 


Пифагоровы 
тетраэдры 


Член корреспондент АНН СССР 
В. Г. БОЛТЯ НСКИИ 


Напомним, что треугольник называ- 
ется пифагоровым, если у него один 
угол прямой, а отношение любых 
других сторон рационально (тогда, 
применяя подобие, можно из него по- 
лучить прямоугольный треугольник с 
целыми длинами сторон). По анало- 
гии с этим будем называть тетраэдр 
пифагоровым, если его плоские углы 
при одной из вершин прямые, а от- 
ношение любых двух ребер рацио- 
нально (из него с помощью подобия 
можно получить тетраэдр с прямы- 
ми плоскими углами при одной из 
вершин и целыми длинами ребер). 

В этой заметке мы выведем ‹урав- 
нение пифагоровых тетраэдров», то 
есть такое уравнение с тремя не- 
известными Ё, |, с, что любой пи- 
фагоров тетраэдр дает рациональное 
решение этого уравнения, и наоборот, 
любое рациональное решение уравне- 
ния дает пифагоров тетраэдр. А за- 
тем, пользуясь этим уравнением, 
найдем конкретные примеры пифаго- 
ровых тетраэдров. 


Пяфагоровы треугольники 


Сначала дадим способ описания 
всех пифагоровых треугольников. На 
рисунке 1 треугольник ОАВ — пря- 
моугольный; длины его катетов обо- 
значены через а и 6$, а длина ги- 


потенузы — через р (букву е ре- 
зервируем для дальнейшего). Число 
С (1) 

р 


условимся называть параметром пря- 

моугольного треугольника ОАВ (или, 

точнее, параметром относительно 

катета а»). Используя соотношение 
р’=а?-+-Ь?, имеем 

4-26 р-р?) фа? 
ры + 26р-+ -) о 

{6 р} 

— 2Р-26р _ 2р. 

{6-2} 


$ (6-26) а? 
ыы. 
р 
__ 25--26р _ 25 

(Фр — ОР” 
Из этих равенств непосредственно по- 
лучаем формулы, выражающие отно- 
шения сторон прямоугольного тре- 
угольника через его параметр: 


21 _а 142 р 
о а Та 
Задача 1. Пусть « — величина угла 


ОАВ. Докажите, что параметр & треугольника 
ОАВ равен 18 а/2, и дайте г помощью этого 
другое доказательство формул (2). 

Задача 2. Докажите, что параметр Е 
треугольника ОАВ относнтельно катета ЁЬ (то 


есть = 


} связаи с параметром ЕЁ соот- 


ар 


ношением = 


1 Е 
го ни = помощью трнгонометриче- 
ских функций (см. задачу 1). 

Из формул (1) (2) непосредственно 
вытекает следующее утверждение: 
для того чтобы прямоугольный тре- 
угольник был пифагоровым, необхо- 
димо и достаточно, чтобы число Е было 
рациональным. В самом деле, если 
треугольник пифагоров, то из (1) сле- 
дует, что Ё рационально. Обратно, если 
Е рационально, то согласно (2) отноше- 
ния сторон рациональны, то есть тре- 
угольник пифагоров. 


Уравнение пифагоровых тетраэдров 


. Дайте интерпретацию это- 


Пусть теперь ОАВС — тетраэдр, У 
которого плоские углы при вершине 
О прямые. Длины ребер, исходящих 
из вершины О, обозначим через 
а. ь, с, а длины трех других ребер — 
через р, а, г (рис. 2). Рассмотрим 
параметры трех прямоугольных тре- 
угольников ОАВ, ОВС, ОСА: 

Са. 8) 

Бр? Пса? баг" 

Тогда по формулам (2) можно вы- 
разить отношения сторон этих прямо- 
угольных треугольников через их па- 
раметры: 


А 
р 
а 
о ь 
Рис. Г. Рис. 2 
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о _ 2 | Е 2 

ъ г@,е Паста’ (4) 
о ЕЕ ВЫ ЕВ Вы ВЕС. 06 
ь 1’ ра го (5) 


Из (4} непосредственно вытекает, 
что параметры Ё 1, с удовлетво- 
ряют соотношению 


2: 21 5 
ата 1. 

Это и есть обещанное 

пифагоровых тетраэдров». 


Задача 3. Докажите, что если три поло- 
жительных числа &, \, с, каждое из которых 
меньше единнцы, удовлетворяют уравиению 
{6), то существует тетраздр с прямыми 
плоскими углами при одной из вершии, дяя 
которого (при обозмачениях рисунка 2} спра- 
ведливы равенства (3) (а потому и равен- 
ства (4), (5)). 

Задача 4. Докажите, что если Ё&, у, с — 
решение иеопределенного уравнення (6), то 
числа 


(6) 


«уравнение 


1—2 


= 


также составляют решение этого уравнения 
(«сопряженное решение»). Докажите, что если 
каждое из чисел Ё \, с положительно и 
меньше 1, то и каждое из чисел #, 1’, © 
обладает этим свойством. Каково геометриче- 


ское взаимоотношение двух сопряженных 
решений уравнения (6)? 
Задача 5. Докажите, что если &, т, © — 


решение неопределенного уравнения (6), прн- 
чем каждое из чисел 1, п, с положительно 
и меныше 1, то тетраэдр ОАВС, о котором 
говорится в задаче 3, может быть получен 
следующим образом: из точкн О проводятся 
три взаимно перпендикулярных отрезка ОД, 
ОВ. ОС, имеющих длнны 
2 
1 ое 
2% 2 
Задача 6. Числа Е. |, с составляют 
решенне неопределеиного уравиения (6). Воз- 
можно ли, чтобы даа из этих чисел были 
рациональнымн, а третье нррациональным? 
Дайте геометрическую интерпретацию ответа. 
Задача 7. Числа Ё \, $ составляют 
рациональное решение неопределенного урав- 
кения (6), причем кажрое из них положи- 
тельио и мемьше 1. Докажите, что если 
{+=т/п, п=р/4 “где т, п, р, 9 — нату- 
ральные), то тетраэдр с прямыми плоскнмн 
углами при одной из вершин и длинами 
выходящих из этой вершины ребер 


а—=4Атпрд, Ь=2ра== (п? —т?), 
с=(п?—т?)(9*—р^?) 
является пифагоровым. 

Из формул (3)—(5) непосредствен- 
но вытекает следующее утвержде- 
ние: для того чтобы тетраэздр ОАВС с 
прямыми плоскими углами при вер- 
шине О был пифагоровым, —необ- 
ходимо и достаточно, чтобы пара- 
метры Ё 1, с (удовлетворяющие 
уравнению (6)) были рациональны- 
ми. В самом деле, если тетраэдр 


ОА-=1, ОВ= 
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пифагоров (то есть отношение лю- 
бых двух его ребер рационально), 
то из (3) следует, что ЕЁ, п, с ра- 
циональны. Обратно, если Ё, 1, с 
рациональны, то согласно (4), (5) от- 
нощение любых двух ребер рацио- 
нально, то есть тетраэдр пифаго- 
ров. 


Поиск пифагоровых тетраэдров 


Мы видим, что задача нахождения 
пифагоровых тетраэдров алгебраи- 
чески равносильна задаче нахожде- 
ния рациональных решений не- 
определенного уравнения (6} при усло- 
виях 0—1, 0<\п<1, 0<с< 1. Легко 
убедиться прямой проверкой, что сле- 
дующие тройки являются решениями. 

Таблица 1. 


И 
и 


5 | 


1/10 


2/13 17/22 


Это дает возможность найти один- 
надцать пифагоровых тетраэдров. Для 
вычисления длин их ребер можно 
воспользоваться методом задачи 7 
(производя, если нужно, сокращение 
на общий множитель). Ребра этих 
тетраэдров перечислены в таблице 2. 

Заметим: езце, что если пифагоров 
тетраэдр ОАВС дополнить до парал- 
лелепипеда с ребрами ОА, ОВ, оС, 
то получится +зпифагоров» паралле- 


Таблица 2. 


1492, 12125, 


лепипед, то есть 
параллелепипед с рациональными 
(или целыми) длинами всех ребер 
и всех диагоналей граней. На ри- 
сунке 3 показан параллелепипед, 
получающийся таким образом с по- 
мощью второго из приведенных выше 
пифагоровых тетраэдров. Однако диа- 
гональ этого параллелепипеда имеет 
иррациональную длину. Существует 
ли прямоугольный параллелепипед, 
у которого все ребра, все диагонали 
граней и диагональ всего паралле- 
лепипеда имеют целые длины, не- 
известно. 


прямоугольный 


252 


Рис. 3. 240 

Задача 8. Докажите, что десять из 
приведенных одиннадцати решений уравнения 
{6) являются попарно сопряженными (в смысле 
определения, приведенного в задаче 4). Най- 
дите решение, «сопряженное» к одиинадца- 
тому решению; найдите соответствующий пн- 
фагоров параллелепипед. 

Задача 9. Назовем прямоугольиый парал- 
лелепипед «пифагоровым параллелепипедом 
второго рода», если все его ребра, а также 
диагональ параллелепипеда имеют рациональ- 
ные длины. Докажите, что если х,, х., х, — 
длины ребер прямоугольного параллелепипеда, 
а у — длина его диагоиали, то ой в том и 
только в том случае является пифагоровым 
параллелепипедом второго рода, если оба числа 
(«параметры») 


Е = х, == Хх? 
и" И ж+у 


рациональны. Докажите, что для этого парал- 
лелепипеда справедливы соотношения 


ОИС ВР РН 8 
У АЫННТ У НЫ” 


х_ 1 —В 


у ааа” 
Задача 10. Обобщая результат задачи 9, 


докажите, что любое рациональное решение 
неопределенного уравнення 


у 
имеет вид 
х=й- 2, х.==й. 2&,, ..., Хл—1=* 21» 
х=#а— Н.В), уеАаИ++Е 1), 
где &, ... Ё,_1 — произвольные рациональ- 
ные числа (зпараметры») и коэффицнеит Ё 
также рационален, Можете ли вы дать гео- 


метрическую интерпретацию этого резуль- 
тата? 


Задача 11. Обобщите результат задачи 10 
на неопределенное уравнение 


а ан. А 


{то есть дайте формулы для нахождения 
всех рациональных решений). 


$ 3 * 


В заключении остановимся на воп- 
росе о том, как были найдены 
указанные выше 1] рациональных 
решений уравнения (6). Для этого 
была использована электронная вы- 
числительная машина. Алгоритм для 
вычислений на ЭВМ был составлен на 
основе следующих соображений. 
Пусть 

а, т, (1) 
где а, Ь, с, 4, в, { — натураль- 
ные числа. Идея алгоритма — пере- 
бирать все такие шестерки, придавая 
каждому из шести чисел значения 
1: 125 25, по формулам (7) 
найти соответствующие тройки (Ё, п, 
с} и из них отобрать те, которые 
удовлетворяют уравнению (6). В дей- 
ствительности целесообразнее, освобо- 
дившись от знаменателей, вести 
вычисления не с Ё, \, с, а с нату- 
ральными числами а, 6, с, 4, е, {. 
Дело в том, что при работе с ра- 
циональными числами Ё, т, с компью- 
тер заменил бы их некоторыми 
десятичными приближениями, кото- 
рые точно не удовлетворяли бы 
уравнению (6). 


Задача 12. Напишите алгоритм на учеб- 
ном алгоритмическом языке. Попробуйте его 
усовершенствовать, чтобы избежать (иа самом 
деле ненужного} полного перебора всех 
шестерок а, В, с, 4. е, [. 
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Лабораторня +«Кланта» 


Оранжевое небо 


Кандидат физико-математических наук 
Г. Н. КОСОУРОВ 


В этой статье мы предлагаем несколь- 
ко опытов по цветовому зрению. Все 
они связаны с различными цветовыми 
иллюзиями, вызванными необычны- 
ми условиями работы глаза или его 
цветовым утомлением. 

Механизм восприятия цветов гла- 
зом очень сложен и до конца еще не 
изучен. Известно, что сетчатка глаза 
содержит два рода светочувствитель- 
ных клеток, которые носят название 
палочек и колбочек. В палочках со- 
держится фотохимически чувстви- 
тельный пигмент — зрительный пур- 
пур, или родопсин. Под действием све- 
та родопсин обесцвечивается ин дей- 
ствует на нервные волокна, передаю- 
щие возбуждение в мозг. При ярком 
свете он обесцвечивается полностью и 
палочки слепнут. В темноте идет об- 
ратный процесс восстановление 
зрительного пурпура. Палочковое су- 


Эта статья впервые была опубликована в 
Кванте» № 11 эа 1970 год. 
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меречное зрение обладает очень боль- 
шой чувствительностью, но оно ахро- 
матично: палочки не чувствуют цвета. 

При достаточно большой яркости 
вступает в силу колбочковый меха- 
низм зрения. Колбочковое зрение цве- 
точувствительно. Есть много убеди- 
тельных опытов, приводящих к выво- 
ду, что колбочки содержат фотохими- 
чески чувствительные пигменты трех 
сортов с максимумом чувствительно- 
сти в красной, зеленой и синей об- 
ластях спектра. Различная степень 
выцветания всех трех пигментов дает 
в нашем сознании ощущение цвета и 
позволяет видеть мир во всем разно- 
образии красок, оттенков, полутонов 
и переходов. 

На трехцветной природе цветового 
зрения основано воспроизведение цве- 
тов в кино, в телевидении, в цветной 
фотографии и в полиграфии. Методы 
количественного измерения цветов 
также основаны на трехцветном прин- 
ципе. ° 

Однако ощущение цвета можно вы- 
звать не только красками, но и, на- 
пример, прерывистым освещением. 
Перечертите тушью на чертежную 
бумагу черно-белые диски, показан- 
ные на рисунке 1 (а, б, в, г). Достаточ- 


но, чтобы диски имели диаметр 
8— 12 см. Вырежьте диски и приведи- 
те их в не очень быстрое вращение, 
примерно 1—3 оборота в секунду. Для 
этого можно надеть их на ось наматы- 
вателя кинопроектора, проигрывате- 
ля, магнитофона или просто сделать 
из дисков волчки. Вместо черных дуг 
вы увидите цветные окружности. 
Окраска зависит от скорости враще- 
ния, освещенности и характера рисун- 
ка. Например, у диска на рисунке 1, @ 
дуги, следующие за черным сектором 


(ло направлению вращения), при сла-. 


бом освещении кажутся красными, а 
при ярком — желтыми. При некото- 
рой скорости вращения и ярком осве- 
щении черные секторы кажутся сини- 
ми. Полного объяснения этому явле- 
нию пока еще нет. 

Краски различаются не только цве- 
том, но и насыщенностью. Если посте- 
пенно добавлять к красной краске бе- 
лила, цвет будет становиться все бо- 
лее розовым. На картинах и тем более 
на типографских копиях с картин 
трудно получить насыщенные тона и 
большие градации яркости. Отноше- 
ние яркости самой белой краски к яр- 
кости самой черной едва достигает ста, 
а в природе мы имеем дело с разли- 
чием в яркости во много тысяч раз. 
Поэтому копии с картин кажутся 
слишком бледными либо, наоборот, 
слишком темными. Это нарушает 
один из элементов восприятия объем- 
ности — воздушную перспективу. 
Изображение пейзажа или жанровой 
сцены выглядит плоским. Значитель- 
но шире диапазон передаваемых яр- 
костей при проекции на экран диапо- 
зитивов. Именно поэтому так вырази- 
тельны и объемны фотографии на 
цветной обратимой пленке — слайды. 


а 


Рис. 1- 


Рис. 2. 

Восприятие картины можно значи-. 
тельно улучшить, освещая ее специ- 
альным образом. Возьмите цветную 
вклейку из «Огонька», сфотографи- 
руйте ее и отпечатайте контактным 
способом с пленки на пленку конт- 
растный черно-белый диапозитив. 
Вставьте диапозитив в проектор с 
большим световым потоком (подойдет 
проектор типа «Свет») и спроекти- 
руйте диапозитив на оригинал так, 
чтобы контуры проекции и оригинала 


‘точно совпадали. Результат не заста- 


вит вас пожалеть о затраченном труде. 
Картина оживет, приобретет объем- 
ность и особую выразительность. Вы- 
ключите проектор, и вы убедитесь, 
насколько тускла и невыразительна 
картина при равномерном освещенин. 

Следующие опыты относятся к так 
называемым последовательным цве- 
товым образам. Это явление связано 
с тем, что полное восстановление цве- 
точувствительного пигмента про- 
цесс сравнительно медленный. Если 
продолжительное время смотреть на 
одноцветный рисунок, а потом пере- 
вести взгляд на белую бумагу, стену 
или потолок, то белый цвет будет вос- 
приниматься так, как будто в нем 
недостает цвета, утомившего глаз. 
На белой поверхности будет виден тот 
же рисунок, но окрашенный в цвет, 
который называют дополнительным. 

Вырежьте из цветной бумаги крас- 
ный, оранжевый, желтый, зеленый, 
синий и фиолетовый квадратики раз- 
мером 2Ж2 см. Положите один из 
цветных квадратиков перед собой на 
лист белой бумаги и смотрите на не- 
го, не напрягая глаз, секунд тридцать. 
Смотреть надо, как говорят, в одну 
точку, чтобы изображение квадрата 
не перемещалось по сетчатке. Пере- 
ведите взгляд на белое поле, и через 
секунду — две вы увидите на бумаге 
четкое изображение квадрата в допол- 
нительном цвете. Так вы узнаете, что 
дополнительным к красному цвету яв- 
ляется зеленый, к синему — оранже- 
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Рис. 3. 


вый, а к желтому — фиолетовый 
(рис. 2). Каждая пара дополнитель- 
ных цветов в смеси должна давать 
белый или серый ахроматический 
цвет. 

Для смешения дополнительных цве- 
тов положите рядом два дополнитель- 
ных квадратика и поставьте между 
ними стеклянную ‘пластинку (рис. 3). 
Расположите глаз так, чтобы один 
квадратик видеть сквозь стекло, а дру- 
гой — отраженным в стекле. Меняя 
наклон стекла и тем самым соотно- 
шение между световыми потоками, 
идущими от квадратиков, можно до- 
биться того, что окраска в месте пе- 
рекрытия изображений почти исчез- 
нет. Для полной ахроматизации изоб- 
ражения нужен точный подбор цве- 
тов. Чаще всего получается бурая ок- 
раска. Но если взять два явно не до- 
полнительных цвета, например зеле- 
ный и желтый или красный и фиоле- 
товый, яркая окраска получится при 
любой их смеси. Еще более яркие 
цветовые образы возникают, если 
квадратики класть не на белую бумяа- 
гу, а на дополнительный фон. 

После того как вы приобрели опыт 
наблюдения на простых фигурах, по- 
пробуйте сделать из цветной бумаги 
вппликацию — например, изобразите 
пейзаж, заменив в нем все цвета на 
дополнительные. Рассматривая кар- 
тинку так же, как рассматривали 
квадратики, вы очень скоро научи- 
тесь видеть на белом фоне пейзажи 
в натуральных цветах. Для успеха 
нужно только достаточно яркое осве- 
щение. 

Самую поразительную и самую не- 
понятную цветовую иллюзию дает 
наш последний опыт. Мы уже гово- 
рили, что в основе воспроизведения 
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цветов лежит трехцветная система. 
Если три раза сфотографировать од- 
ну и ту же сцену через три свехо- 
фильтра — красный, зеленый и си- 
ний — и, отпечатав позитивные ко- 
пии, спроектировать их тремя про- 
екторами на одно и то же место 
экрана через те же светофильтры, 
то на экране появится цветное изоб- 
ражение с правильной передачей цве- 
тов. При этом светофильтры должны 
быть подобраны так, чтобы в сумме 
они давали белый цвет. Можно огра- 
ничиться двумя фотографиями через 
два дополнительных светофильтра, 
например красный и зеленый. При 
этом тоже получается хорошая цвето- 
передача, хотя и не столь совершен- 
ная, как в трехцветном способе. Но, 
оказывается, при проекции можно 
ограничиться и одним цветным свето- 
фильтром. 

Снимите одну и ту же цветную 
сцену, не перемещая аппарат, два 
раза на панхроматическую пленку 
через красный и зеленый светофильт- 
ры. В точном подборе светофильтров 
нет необходимости. Вполие подойдут 
светофильтры из школьного наборя. 
Контактно отпечатайте на пленку 
позитивные копии. Полученные диа- 
позитивы вставьте в два проектора 
и спроектируйте диапозитивы на эк- 
ран так, чтобы контуры изображе- 
ний точно совпали. Перед объективом 
проектора, в который вставлен диапо- 
зитив, снятый через красный фильтр, 
поставьте красный светофильтр, а вто- 
рое изображение оставьте черно- 
белым. Вы увидите цветное изо- 
бражение во всем богатстве красок, 
несмотря на то, что проектируете вы 
только красное и черно-белое изобра-` 
жения с разным распределением све- 
та и тени. Любые объективные иссле- 
дования света, отраженного разными 
местами экрана, дадут только крас- 
ный цвет различной степени чистоты 
али насъьщенности. Ощущение цветов 
в данном случае чисто субъективное. 
Проекторы лучше включать через 
автотрансформаторы, чтобы можно 
было независимо регулировать осве- 
щенность, даваемую на экран каждым 
из них. Как правило, опхущение ваи- 
более правильной цветопередачи воз- 
никает при небольшой освещениссти 
экрана. 


Таким образом, простое и очевид- 
ное полно тайн и загадок. 


ант 
для младших школьников 


Задачи 


1. Белых грибов я после дождя на- 
брал — насилу дотащил,— расска- 
зывал на уроке математики Николай 
Борисович.— Но тащил я главным об- 
разом воду: ведь в свежесобранных 
грибах 90 % воды! А когда грибы под- 
сохли, их вес уменьшился на 15 кг, 
потому что вода составляла теперь 
только 60% их веса. Сколько кило- 
граммов грибов я принес из леса? 

2. На рисунке изображены два 
прямоугольника ЭХ 12, раскрашенные 
по-разному в три цвета. Разрежьте 
прямоугольник, нарисованный слева, 
на 4 части так, чтобы из них можно 
было сложить прямоугольник, нари- 
сованный справа. 

3. Коля и Витя живут в одном доме. 
На каждом из этажей во всех подъез- 
дах их дома расположено. по четыре 
квартиры. Коля живет на пятом эта: 
же в квартире № 83, а Витя — на 
третьем этаже в квартире № 169. 
Сколько этажей в их доме? 

4. Мы с Ирой пошли в лес за яго- 
дами. Ира шла правее меня. Вдруг 
слева я услышал ее ‹Ау!», через ми- 
нуту — снова *«Ау!», но уже, кажется, 
сзади. Почему в лесу так трудно опре- 
делить направление на источник 
звука? 

5. На стол положили несколько оди- 
наковых листов бумаги прямоуголь- 
ной формы. Оказалось, что верхний 
лист покрывает больше половины пло- 
щади каждого из остальных листов. 
Можно ли в таком случае воткнуть 
булавку так, чтобы она проколола 
все листы? | 
Эти задачи нам предложили А. Я. Халамайзер, 
А. В. Швецов. ученик 10 кл. школы № 462 


г. Москвы А. Хамитдулин, А. П. Савин. 
В. В. Произволов. 
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3. Болванщик купил материал 3. До того. как Алиса начала 
Эля шляпы за 5 монет. а шля- расти в зале суда, ее вес и 


пу продал за 6 монет, затем рост были равны весу и 
купил ее за 7 монет и снова росту каждого из при- 
продал за 8 монет, потом ку- сяжных заседателей. 
пил ее же за 9 монет и тут же Когда же она вырос- 


продал за 10 монет. Какую ла, то стала ве- 
прибыль он получил} сить столько же, 
сколько все 

12 присяжных вместе. 
Во сколько 

раз 

выросла 

Алиса? 
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4. Валет (В) разделил 7 крен- 
делей на три часги с Би С. 
На допросе в сиде 5 свидете- 
лей показали: 1: +Все части 
различны». 2: «Больше всех 
досталось В или С». 3: «Если 
В досталась средняя часть, то 
больше всех получил Бе». 4: 
«Если В получил меньшую 
часть. то С — среднюю». 
5: «Средняя часть досталась 
В или Б». Сколько кренделей 
получил каждый. если все 
свидетели сказали правду? 
5. Б съедает миску киселя за 
1 час, 3 — за 3 часа, С — за 
б часов. За какое время они 
съедят такую же миску 
вместе? 
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Неудачи о 
одной цивилизации 


А. Н. КЮЧУКОВ (НРБ) 


На Отрезке АВ существовала цивилиза- 
ция. Ее представители — Точки — были 
разумными существами. Отрезок был 
большой, существа — очень маленькие; 
и места хватало для всех. 

С развитием науки и техники существа 
начали обдумывать вопрос: как покинуть 
родной Отрезок и выйти в открытый Кос- 
мос — н Плоскость? Сначала нашли се- 
редину С Отрезка. Самые видные ученые 
предложили построить в Плоскости рав- 
нобедренные прямоугольные треугольни- 
ки АА. С и ВВ.С с прямыми углами при 
вершинах А и В. Они нашли способ по- 
слать космический корабль в середину 
М. отрезка А.В‚, (рис. 1). Этот проект 
приняли с восторгом, ио он чуть не про- 
валился. Равнобедренные треугольники 
строили разные организации и они по- 


строили их несогласованно — в разных 
' 


Полуплоскостях относительно Отрез- 


’ ка АВ. Поэтому вместо того чтобы взле- 
‚ теть в точку Мь космический корабль 


остался в середине С отрезка АВ. Ощибку 
исправили, и для определенности суще- 
ства решили летать пок8 только н 
Верхнюю Полуплоскость. Космический 
корабль успешно долетел до точки Мо, 
и все были довольны. 

Следующее поколение, однако, це зако- 
тело ограничиться точкой М,. Молодые 
ученые заменили середину.С Отрезка про- 
извольной точкой С’, С^© АВ, после чего 
снова построили н Плоскости равнобед- 
ренные прямоугольные треугольники 
АА’С’и ВВ’С’ с прямыми углами при 


те 
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и 
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т ЗАЩ 


Еве али = р № АТО 


вершинах А и В. Затем они послали кос- 
мический корабль в середину М’ отрез- 
ка А’В’ (в Верхнюю Полуплоскость; 
рис. 2). Каково же было их удивление, 
когда оказалось, что корабль снова попал 
н точку М. Большинство ученых решили, 
что это совпадение является неизбежным 
свойством Плоскости. Они начали искать 
другие способы выхода в открытый Кос- 
мос при помощи равнобедренных прямо- 
угольных треугольников (наверное, техни- 
ческие средства цивилизации не позволя- 
ли других методов). В конце концов уда- 
лось использовать точку С; в Плоскости, 
не лежазхую на Отрезке АВ. Вне треуголь- 
ника АВС, ‘построили равнобедренные 
прямоугольные треугольники ААС, и 
ВВС, с прямыми углами при вершинах А 
и В (рис. 3). Было много предложеиий, 
аргументированных по-разному, как вы- 
бирать точку С, н Плоскости. Однако са- 
мый закостенелый скептик заявил, что 
споры беспредметны, потому что середи- 
на М, отрезка А,В!, куда пойдет косми-` 
ческий корабль, и в этом случае совпа- 
дает со старой точкой М.. 

Его слова были восприняты как неумест- 
ная шутка. Цивилизация выделила боль- 
шие денежные средства, чтобы опроверг- 
нуть скептика практически. Выбрали две 
различные точки С, и С. в Веркней Цолу- 
плоскости, построили соответствующие 
прямоугольные треугольники. Потом по- 
слали два корабля в середины М, и М, 
полученных отрезков А.В, и А.В.. Только 
виртуозное мастерство пилотов спасло ко- 
рабли от столкновения! Скептик же за- 
явил, что корабли избежали столкнове- 
ния только из-за неточности построения 
треугольников. 


А что думате вы, дорогие читатели? ® 


Почему произошло совпадение точек Мь, | 


М’, М, и М? 
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Этот раздел ведется у нас яз 
номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны, но для их решевия 
не требуется знаний, выходя- 
щих за рамки школьной про- 
граммы. Наиболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формулировки за- 
дачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Разу- 
меется, не все эти задачи пуб- 
ликуются впервые. 

Решения задач из этого номе- 
ра можно отправлять не позд- 
нее 15 октября 1986 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
В графе «Кому» напишите: 
«Задачник »Кваита» № 8 — 
86% и номера задач, решения 
которых вы посылаете, напри- 
мер +№М996, М997Ть илы 
*Ф1008»ь. Решения задач из 
разных номеров журнала мли 
по разным предметам (мате- 
матике н физике) присылайте 
и разных конвертах. В письмо 
вложите коиверт с ваписаи- 
вым на нем вашим адресом 
(в этом конверте вы получите 
результаты проверки реше- 
ний). Условие каждой ориги- 
нальной задачи, предлагае- 
мой для публикации, присы- 
лайте в отдельном конверте 
в двух экземплярах вместе 
с вашим решением этой зада- 
чи (на конверте пометьте: 
«Задачник зКвантае, яовая 
задача по физике» или ‹...но- 
вая задача по математике»). 
В начале каждого письма 
просим указывать помер шко- 
лы и класс, в котором вы учи- 
тесь. Фамилию и нмя пишите 
печатными буквами. 

Задачи М996 — №998 ни 
№999 а) этого номера пред- 
лагались на ХХ Всесоюзной 
математической олимпиаде 
школьников. Полный список 
задач этой олимпиады с реше- 
ииями будет опублакован в 
*Кванте» № 11 за этот год. 


задачник 


бфанта 


м996—мМ1000; Ф1008—Ф1012 


М996. Два одинаковых квадрата в пересечении 
образуют восьмиугольник. Стороны одного квад- 
рата синие, другого — красные. Докажите, что 
сумма длин синих сторон восьмиугольника равна 
сумме длин его красных сторон. 


В. В. Произволов 


 М997. Докажите, что сумма всех чисел вида 


1 
= где тип — натуральные числа, 1 т<лпо 


<1986, не является целым числом. 
Д. А. Митькин 


№М998*. Рассмотрим все тетраэдры АХВУ, описан- 
ные около данной сферы. Докажите, что при фик- 
сированных точках А и В сумма углов четырех- 
угольника АХВУ, то есть сумма 
ХАХВ+ ( ХВУ+ /ВУА-- ГУАХ, 

не зависит от выбора точек Х и У. 

. И. Ф. Шарыгин 
М999*. а) Докажите, что для любых положитель- 
ных чисел а, аз, .., а, выполнено неравенство 


ет Е 


а,--а: 


л 1 1 1 
ен <4(+,+..+..). 
Докажите, что константу 4 в правой части не- 
равенства 

6) можно заменить на 2; 

в) нельзя заменить числом, меньшим 2. 

Л. Д. Курляндчик, А. С. Меркурьев 


Редакция получила много задач их математике с пометкой 
«На конкурс М1000+%. Среди них было чемало интерес- 
ных — со временем они будут опубликованы в ‹За- 


дачнике «Кванта». Однако авторитетное жюри ие сумело вы- 
брать какую-нибудь одну задачу. явво ныделяющуюся средн 
остальных. Тогда жюри обратило пииманис ма еравинтель- 
но малоизвестную задачу, до сих пор нс потерятую споеи 
свежести ни красоты. Й хотя автор не присылал ес на ков- 
курс. именно эта задача стала юбилейной «М1000%. 


М1000. В дугу АВ вписана ломаная АМВ из двух 
отрезков (АМ>МВ). Докажите, что основание пер- 
пендикуляра КН, опущенного из середины К 
дуги АВ на отрезок АМ, делит ломаную пополам: 
АН=НМ+ МВ (рис. 1, с. 42). 


Архимед (Сиракузы) 


Ф1008. Стержень АВ помещен внутрь цилиндра. 
В точке А стержень закреплен шарнирно, в точке С 
он опирается на верхнюю кромку цилиндра, 
точки А и С лежат в вертикальной плоскости, 
проходящей через ось цилиндра (рис. 2); угол, ко- 


41 
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торый составляет стержень с горизонтом, равен о. 
Стержень смещают по верхней кромке так, что он 
касается ее в точке С’и угол С’ОС равен $. При 
каком минимальном коэффициенте трения стер- 
жень будет находиться в этом положении в рав- 
новесии? 

С. С. Кротов 
$Ф1009. Плоский диск радиуса В, расположен- 
ный в горизонтальной плоскости, начинают 
продвигать между двумя вертикальными нитями, 
расстояние между которыми А; длина каждой ни- 
ти 24, жесткость Ё концы нитей закреплены 
(рис. 3). Найти силу, действующую на диск 
со стороны одной нити через время Е, если в началь- 
ный момент нити были нерастянуты и касались 
диска, диск двигают с постоянной скоростью о. 
Толщиной диска пренебречь; трение не учитывать. 


А. С. Розенберг, 
ученик 9 кл. 


Ф1010. Две диэлектрические заряженные нити 
бесконечной длины расположены в пространстве 
как две скрещивающиеся перпендикулярные пря- 
мые. Линейная плотность зарядов на нитях о. 
Найти силу взаимодействия нитей. Считать, что 
нити очень тонкие и перераспределение зарядов 
ВВОЗА: И. В. Шутовский, 
ученик 10 кл. 
Ф1011. Воздушный шар, подъемная сила которого 
создается горячим воздухом, устроен так, что 
объем его обогреваемой камеры практически 
постоянен, а давление в ней равно внешнему 
давлению, так как камера в нижней своей части 
сообщается с атмосферой. Обогрев в камере произ- 
водится постоянно для компенсации теплоотдачи 
в окружающую среду. Такой шар при постоянной 
мощности нагревателя плавает в атмосфере на оп- 
ределенной высоте. Насколько изменится высота 
плавания, если при увеличении мощности нагре- 
вателя средняя температура воздуха в камере уве- 
личится на А\1—=0,1 °С от начальной температуры 
+—57 °С? Температура окружающей среды 

10==17 °С. 
"Е. Н. Юносов, И. В. Яминский 


Ф1012. Торец длинного стеклянного цилиндра 
радиуса В закрыт светонепроницаемой пластин- 
кой, в которой имеется вертикальная щель; шири- 
ну 4 щели можно менять. На пластинку под уг- 
лом а падает пучок параллельных световых лучей 
(рис. 4); освещенность пластинки Е. У противо- 
положного торца цилиндра находится фотоэле- 
мент: Построить график зависимости светового по- 
тока, принимаемого фотоэлементом, от ширины 
щели 4. Показатель преломления стекла п. 

А. А. Лапидес 


Замечание к решению М97О (см. «Квант» № 6, с. 37). 
Из писем чнтателей мы обнаружили, что условие М9Т0 можно поия- 
мать двояко (слова «ближайшие к иейь отнести к «своей» оста- 
новке или к только что отмененной). Правильный ответ пры п=32 
(в пункте а)) — 3, а ме 2. Обе трактовки заслуживают внимания, 
и мы еще вернемся к ним. 
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№999 а) ш Из (звие жеге 
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РгоШеп5 


№М996 — М1000; Р1008 — Р1012 


мМ996. Туо едиа! здиагез 1пфегзесё п ап осбакоп. ТВе э1Чез оЁ 
опе зацаге аге Б]ое, ой {Ме о\ег, гед. Ргоуе \Таф {те {011 
Тел оЁ {Ще осёавоп’'8 Ыше 5ез едиа]з {Таё ой {Ме гей опез. 

У. У. Ргозроюв 
М997. Ргоуе {Ва Фе зат оГ а! питЪегз оГ Ве Гогт 1/тл, 
уНеге т ап4 п аге паига] потфегз. }хт<л< 1986, 18 поё ап 
убезег. 

р. А. Микт 
№М998*. Сопз ег а! 1Ъе 1ехаНедга АХВУ сиситасте або 
а В1Уеп зрНеге. Ргоуе \1аф Ш \Ме роз А ап@ В эхе Йхед, 
{Вел \1е зит ой апЕез оГ {Те диаЯгал!е АХВУ, 1. е. 41е зит 

г АХВ+ © ХВУ+ И ВУАЧ И ТАХ, 
оев поф Черел@ оп \Те сво1се оГ Ше роз Х апа У. 


Г. Е. Вагув!т 


М939*. а) Ргоуе {Маф Гог аЙ ро Муе питЪфегз а, а.,..а„ ме 
Науе 
1 2 п 
а ВЕ БОЕ АЕ ЧЕРЕЗ 
а, р а, {а т арены ко. 
Ргоуе 1Наф {Не сопзбапё 4 т Ме ивиЕ Вап@ зл4е 
Ь) мау Ъе герасе@ Бу 2; 
с} саппоё Бе герйасей Бу апу зтаПег питЪег. 

т. р. Кийувпасви, А. 5. МегКимее 
Тне е@Цогх Бауе гесеуед патегоих Иегх \ИЬ Че Неда. 
шд “М1000 ргоЫет сопае1”. Зехега! о Фет сошбатеЧ усху 
пиегезбля ргоетз. уве щ Шис Ш № райбувей 0 Не 
Куапё ргоЫет зесНой. Помсусг. Ше ав\ПогЦайуе Иту мах 
мпаЫе {0 сНЛоозе апу опе ргоМем, свайу  чапаши 


<4 (+++). 
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поуеМу ап@ Беашу. Апд аЙпоцян Из ашНог 9:9 ло! чепа° 


Н © Ш сощоеь из 
“*М1000”. 
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({АМ>МВ) Шш 1тзсгфе@ 1т 11е агс АВ. Ргоче {ПаЁь {Не Базе Ы 
о{ Ве регреп@сшаг КН 40 'Ше зейтеп+ АМ, 1юегей гого 


{6:5 ргоБют  уриеВ аррелгх аз 


{Пе п!роте К ог {Те агс АВ, Агудез Те роукопа! Впе имо. 


©9081 раз: АН=НМ--МВ. 
АгсЬгтедез (Зугасизе) 


Р1008. Тре год АВ 1 Ш№ед Бу а Ыптке ю Ме ЪоМоп оЁ 
а суЦцп4ег аё Ще ро А апа 1вапя оп Фе рот С оЁ Те 
иррег едве оЁ {те суйп4ег, ЧТе ройиз А ап С еше т 
Пе уетИс8! р!але раззштя ЦИШтоцкв е суНп4ег'з ах! (зее Ё- 
вихге Рис. 2); Ще апк1е Бефмееп Те гой ап@ Ме Вог!2оп%а1 
р1апе {8 а. Те го4 13 тоуе@ аюпя Те пррег еде оЁ 41е су} паег 
оп] #6 1еалз оп 1 аё {Те рошф С” апа апе С’ОС едиа $. 
Рог на питта] Насвоп сое Нет УП {Ве гой Бе дп еаш Ъ- 
нат п 13 роНоп? 


$5. $. Ктоюьр ' 


Р1009. А Паё мевИИезя 918с оГ га@шв А, Ве! поихотаПу, ' 


{8 ризНеф Бебуееп №мо уегИса! 81185 о? 1епкйН 2, аази- 
сКу &, зПозе ех4тепИ ев аге НЧ ке, 1Не 9134апсе Беймееп \Пет 
Батя Д (ее Икоте Рис. 3). ЕшЯ 4\№е бохсе ехегёйе# Ъу опе 
збапЕ оп 3Те ак аМег Ите #, М а Фе и! шотепф {е 
915К )зё фюцсвей Фе зН1лиз ап@ тоуез %И} сопеапЕ чеЮ- 
сМу и. Тве 413К 33 1Ыл, басйоп педцЕЫе. | 

А. $. Вохепфегя. Эй [огт рир И 


Р1010. Тмо Ффесийс сВагке@ зи1пяз оЁ шИпие Пепе богт 
регреп@1сщат поп-регзесийк Нпев {п расе. ТВе Цпеаг сВагве 
депзйу оп Те эзитев 13 в. Ета {Не Тотсе оЁ имегасмоп ье- 
\ееп фе  зМ148, аззипипк фе зытив № Бе уегу Шт. 
по спагке гед\гиИоп ФаЮ тре р1асе. 

Т. У. $ВшоьзйЕ. ПВ Гогт рирИ 


21011. Ап аегоз4аЪ, \Нозе ИНРИпЕ розег 13 саизед Бу Но! 
а!г сопбапе дп а Вез4ед спатьег тз14е ямсН ргеззиге едиа!8 


№М976. Из вершины А квад- 
рата АВСО проведены два лу- 
ча. образующие между собой 
угол 45 °. Один пересекает сто- 
р9ку ВС в точке Е, диаго- 
наль ВР — в точке Р, Эру- 
гой — сторону СП ® точке Р, 
диагональ ВР — вточке ©. До- 
кажите, что площадь тре- 
угольника АЕР вдвое больше 


площади треугольника АРО. 


№977. Можно ли с помощью 
операций сложения. вычитоа- 
ния и умножения из много- 
членов Их} ш Я(х} получить х. 
если: а) Ихех"х, вх)= 
==х?+-2; 6) Их)=х? 4-х, в(х)-= 


==х!—-2; в) Ик -х. 
и(х)=2х; г) Их=2х'+4х. 
&(х)= ох". 
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аутозрнейе ргеззиге (Ъесацзе 1Не юмег рагё оГ 1Не сВатЪег 
соттитсаез “И Ме айтозрКеге), 8 сопфап у Незвед Ю сот- 
репзв{е Неа 1053ез 1ю Ме зиггоипатиз. Рог а Яхей ромег 
ОГ {те Пеафег, зисВ ай астозфаё #10843 а а Чеегпилей а!ы- 
де. Ноу \Ш {5 ие срапре, М \ме Поабле рожег 13 
1псгеазей, 1еаЧте ® ап Чтскоаве оЁ А=0.1 "С т Ч\е шеап 
Четрегашиге т Не свВатЪег, мыс иийаЦу едмаЦев 1-=57 ^С? 
Тне зиггоипатя фетпрегафите 1$ =17 °С, 

Е. М. Уипозо. [. У, Увритз 


Р1012. Тве 1е% ежхетИу о? а ПопЕ каз суПпдег оЁ гадшз В 
Ё& оЪзтис1еЯ Бу ап орадие Иии 3. ИВ в хегса\ ЗЕ уНозе 
14 @ сап Бе сйапеед. А феат оГ рагаЦе! ИЕВ гауз ГаИз 
оп 31е а15К, ГогпипЕ Фе апе а УИН И (зе @рите Рис. 4, р. 42); 
е 45Кз Шипитаноп в В. А риооетеп® {3 р!асе@ аё Ме 
офпег ежтет у ог Ме суйп4ег. Рю Ше ДерепЧепсе оё ЦЕ 
мох терлетед Ъу Ме рвою@етепе оп {16 1948 оЁ Ше Я 4. 


Тре гейгасНоп сосет ой #1аз3 13 п. 
А. А. Гар @ез 


Решения задач 


№мМ976—М980; Ф988—Ф992 


Поскольку / @АЕ-— { @ВЕ—= 45° и точки А и В ле- 
жат по одну сторону от отрезка @Е, вокруг 
четырехугольника АВЕО можно описать окруж- 
‚ность (см. рисуяок). Следовательно, /. АОЕ==!180°— 
—(. АВЕ=ЭО°, то есть треугольник АСЕ — прямо- 
угольный равнобедренный и АЕ=-/2 АО. Анало- 
гично АР=\2 АР. Отсюда, учитывая, что тре- 


угольники АЕЁЕ и АР имеют общий угол при 
вершине А, получаем, что они подобные с коэф- 
фициентом 5.2, и значит, площадь первого вдвое 
больше площади второго. 

Э. Г. Готман 


* 
Ответ: в задаче 6} можно, в остальных задачах — 
нельзя. 

Для решения задачи 6) заметим, что {—р= 
—=х-+2, поэтому 
ив) = фв—2)—!= 

—=х(х-2)—х’—х-=х. 

В остальных задачах мы воспользуемся тем, что 

если миогочлен х выражается через /(х) и =(х) 

с помощью операций сложения, вычитания и ум- 

ножения, то любос число а выражается таким же 
образом через числа (а) и а(а). 

а) Возьмем х==-—1, тогда К(х)= 0, Е(х)=3. Оба 


М978. Можно ли в квадрате 
со стороной 1 расположить 
два правильных треугольника 
со сторонами больше 3! 2/3. 
не налегающих друг на дру- 
га? 


м979. Пусть Кип — нату- 
ральные числа, 2 Е<_ п. Назо- 
вем набор Е положительных 
чисел ат, @....., а, меньших 1, 
исключительным, если для лю- 
бого разбиения п=п п: ... 
„..{п»ь числа п на неотри- 
цательные целые слагаемые 
хотя бы одно из чисел 
ап; — целое (1=1, 2, ..., №). 
а) Для каких Е и п сущест- 
вуют исключительные набо- 
ры? 

6) Каковы эти наборы? 


№м980. Внутри выпуклого 
а) многоугольника, 6) много- 
гранкика с вершинами А,, 


эти числа делятся на 3, поэтому и любое число, 
составленное из них при помощи сложения, вычи- 
тания и умножения, должно делиться на 3 и, сле- 
довательно, отлично от —1. 

в) Дробное число х=1/2 не может выражаться 
рассматриваемым способом через целые числа 
[(1/2)=1 и &(1/2)=1. 

г) Возьмем х=-/2, тогда [(х)=5-/2, в(х)=2. 
Любая допустимая условием задачи комбинация 
чисел 5`/2 и 2 имеет вид т-{- 51/2, где тип — 
целые. Но равенство -/2=т--5п-/? невозможно, 
поскольку из него следовало бы, что 3/2= 
—т/(1—5п) — рациональное число. 

С. И. Кублановский 


Ф 


Ответ: Нельзя. Достаточно доказать, что любой 
правильный треугольник со стороной 3! 2/3, ле- 
жащий в квадрате со стороной 1, содержит центр 
квадрата (как внутреннюю точку). 

Докажем это утверждение от противного. Если 
правильный треугольник АВС не содержит центр 
квадрата О. то у него найдется такая сторона, 
скажем, АВ, что треугольник и точка О лежат по 
разные стороны от прямой АВ (см. рисунок). 
Проведем через О прямую, параллельную АВ, 
и опустим из точки С перпендикуляр СА на эту 


прямую. Пусть Н — точка его пересечения со 
стороной АВ, тогда 
СН<СК-СО, 


но расстояние СО. очевидно, не превосходит 
половины диагонали квадрата (так как точка С 
лежит внутри квадрата). А поскольку СН — высо- | 
та треугольника, для длины его стороны мы полз ] 
чаем оценку 


2 ‚ 
а вСН< 3 300< = — -Ув- 
Противоречие. 


о Е. А. Карлов, И. В. Димитров 


Ответ: а) п А должно быть нечетно; 6) единст- 
венный исключительный набор (при нечетном 
в -ра-а= 0-1 

Пусть а1, ао, .... аа — исключительный набор. 
Положим п=п—Ё-Е1, П=Пз—=...==п).==1; тогда 
п-Ел2-|...+п^—=пП и одно из чисел а,п, должно быть 
целым. Но при [>2 числа а,п.=а, — не целые, 
поэтому а(п—Е- 1) целое, то есть число 
а (п_Ё) — не целое. Положим теперь п.=п— №, 
п2=2, ПЗ=...==П,=1. Юдинственное из произведе- 
ний ап. которое может быть целым для этих 
п»— это а›п›=2а., следовательно, аг=1/2. Точно 
так же доказывается, что а.=1/2 при всех #. Но мы 
уже видели, что число а (п—Е--1) =(пЕ- 
--1)/2 — целое; значит, пк — нечетное ‘число. | 

Е. А. Горин 


х 


а) Разобьем данный многоугольник на треуголь- 
ники с вершинами в точках А,, ..., А, (для этого 
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А,, .... А, взята точка О. До- 
кажите, что среди п{п—1)/2 
гуглов АОАД, (1. Е=1, 2, ..., п) 
'ме менее, чем п—1, имеют 
| ввличину от 90° до 180°. 


А, 

| Рис. 2. 

Аз 

О 

А? 
/ 
А; В 
Аз 

Рис. 3. 


142988. Хоккгисг скользит по 
льду но одном хоньке. Извест- 
но, что лед тает под коньком 
на глубинуй =0.03 мм. Шири- 
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‚го разбиения тетраэдры с общей вершиной в точ- 


достаточно провести все диагонали из вершины 
А). Точка О поладет в один из этих треугольников 
(возможно, на границу); пусть это будет А‚А-Аз 
(рис. 1). Для любой из вершин А, 1=1, 2, ..., п 
один из углов АОА, А.ОА; и А.ОА, будет не- 
острым. Действительно, иначе все три вершины 
нашего треугольника оказались бы по одну сторону 
от перпендикуляра к ОА‚, проведенного через точ- 
ку О (причем внутри ограниченной им полу- 
плоскости; рис. 2), а это означало бы, что точка О 
лежит вне треугольника. Таким образом, мы полу- 
чим по одному неострому углу для каждой из 
п—3 вершин А. А. .., А’; еще два неострых 
угла мы можем выбрать из трех углов А‚ОА.», 
А.ОА., А.ОА, (если, скажем, угол АОА.› острый, 
то углы АОАз и А2ОАз — неострые). Всего полу- 
чится п-3-{-2=—=п—\ неострых углов. 

6) Решение этой задачи аналогично решению 
задачи а). Сиачала разобъем данный многогранник 
на тетраэдры с вершинами в точках А., ..., А,. 
Для этого разобъем все грани, не содержащие 
вершину -А 1, на треугольники, как в пункте а) (тре- 
угольные грани дополнительно разбивать, конечно, 
не нужно), и возьмем в качестве тетраэдров искомо- 


ке А, основаниями которых являются все эти 
треугольники. Допустим, что точка О попала в тет- 
раэдр А, А.А. А.. Так же, как в пункте а), дока- 
зывается, что хотя бы один из 4-х углов, обра- 
зуемых лучом ОД, 1=1, 2, ..., п, с лучами ОА 
ОА., ОАзи ОА., будет неострым. Полагая #=5, 6, ..., 
получим п — 4 неострых угла. Для {=1 получим 
еще один такой угол, скажем, А.ОА.. Если угол 
А.ОА, острый, то для 1=3 и 1=4 получим еще 
2 неострых угла, а всего п-4--3=п— 1. Пусть, 
наконец, угол АзОА. неострый. Остается доказать, 
что среди углов АОДз, АЗОА›, А-ОА: и А:ОА, есть 
еще хотя бы один неострый. 

Допустим, что это не так, тогда сумма этих 
четырех углов меньше 360°, и точка О. как легко 
видеть, лежит внутри тетраэдра А, А>А;А4. Обо- 
значим через В точку пересечения плоскости 
А,ОА. с ребром А.А.. Воспользуемся тем (рис. 3), 
что сумма двух плоских углов трехгранного угла 
болыше третьего плоского угла (см., например, 
статью Б. М. Ивлева «Двуграяные и многогран- 
ные углы» в «Кванте» № 12 за 1984 г.): 


360°>- [ АОА; + {Г А.ОА.{ (Г А.ОА.-| Г А.ОА, = 
—=ДАОА:-(1 А.ОА--- С А.ОВ)--(2 ВОА.- 
+ ГА.ОА,) >20 А.ОА3-+ Г А.ОВ-- (.ВОА,=360°. 


Полученное противоречие завершает доказатель- 
ство. 
В. Г. Болтянский, В. Н. Дубровский 


Ф 


При движении хоккеиста между коньком и льдом 
возникает трение. Работа силы трения переходит 
в конечном счете в теило, которое идет на плав- 


на конька 4—2 мм. Найти си- 
лу трения между коньком и 
льдом. Удельная теплота 
плавления льда ^=3,3Х 
Хх 10° Дж/кг, плотность льда 
©=0,9 г/см“. Считать тепло- 
проводность льда малой. 


Ф98В9. Модель тележки на гу- 
сеничном ходу поставили на 
наклонную плоскость с углом 
наклона а=30° и отпустили. 
Найти ускорение модели. Дли- 
на модели 1=50 см, высота 
#—=2 см. Гусеницы сделаны из 
резины, их масса составляет 
80% всей массы модели. Тре- 
ние в механизме модели пре- 
небрежимо мало. 


Ф990. Тепловой двигатель 
представляет собой наполнен- 
ный газом цилиндр с порш- 
нем, движение которого огра- 
ничено упорами АА цы ББ 


ление льда под коньком. 
За малый промежуток времени ^Ё хоккеист, дви- 
гаясь с постоянной скоростью ь (АР столь малб, 
что изменением скорости за это время можно 
пренебречь по сравнению со значением самой ско- 
рости), проходит путь Ах-==и - АЁ. Работа, совер- 
шаемая при этом силой трения, равна 
А—=Р,,- Ах=Р ро - А. 
Масса льда, растявшего за это время под коньком, 
равна Ат—=орваи . А. Количество тепла, которое 
потребовалось для плавления этой массы льда, — 
А9=А - Ат=Аойаь - АЕ. 
Таким образом, А=АФ, или 
Ро АТ Аойаь - 5, 


откуда 
Е„=ова=З,3 - 10°. 0,9 - 10°.3 - 10°. 2х 
х10-*(Н)=17,8 Н. 
Может показаться странным, что в полученное 
для Е, выражение не входит скорость движения‘ 
хоккеиста. В действительности искомая сила тре-! 
ния зависит от скорости, поскольку от нее зави-‘ 
сит величина В. Следовательно, сформулирован- 
ные в задаче условия отвечают вполне опреде- 
ленной скорости скольжения. 


Ф 


При таком угле наклона резиновые гусеницы дви- 
жутся по плоскости без проскальзывания. Зна- 
чит, тепло при движении не выделяется (отсут- 
ствует трение между гусеницами и поверхностью 
и нет трения вн механизме модели). 

Воспользуемся законом сохранения энергии. Для 
расчета кинетической энергии учтем, что длина 
гусениц много больше высоты модели, и будем 
считать, что при движении модели со скоростью 
х нижняя половина гусениц неподвижна, а верх- 
няя половина имеет скорость 25. Тогда кинети- 
ческая энергия модели — 


2 ? | 
Е. =0,4т о + 0,2т > = 0,9ть 


(т — масса всей модели; 0,4т — масса половины 
гусениц; 0,2т — масса модели без В 


М. Г. Гаврилов 


За малый промежуток времени АЁ модель опу- 
стится на АР=о Ар - зта, и ее кинетическая: 
энергия увеличится на АЕ„—=тао + АЁ. зт а. Если! 
за это время скорость модели увеличилась на Ао, . 
то АБ, =0,Эт(ь-- Ао)? —0,9то?=1,8то. Аш, то есть’ 

тво - &1. эт а=1,8то -Аь, , 


откуда находим ускорение 


Ао эп а 2 
а = = 4 — 2 2,7 м/с". 


АЕ 1,8 
А. И. Буздин 


* 


Нарисуем цикл на диаграмме р—У. Начнем с мо- 
мента, когда газ станет расширяться. Нагрез| 
производится очень медленно, поэтому можно счи- 
тать, что поршень в любой момент находится 
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(риг. 1). Газ медленно нагре- 
вают, пока поршень не коснет- 
ся упоров ББ. посде чего осно- 
вание пружины смещают из 
положения ВВ в положе- 
ние ГГ. Затем сосуд медлен- 
во охлаждают до тех пар, пока 
поршень не коснется упо- 
ров АА. Тогда основание пру- 
жины смещают назад до ВВ. 
цилиндр снова нагревают 
цу т. д. Найти КПД этого дви- 
гателя. Цилиндр заполнен ге- 
лием; площадь поршня 5== 
= 10 см?; жесткость пружины 
#--10 Н/м, длина ее в нерас- 
тянутом состоянии &=60 см. 
Внешнее давление принять 
равным нулю. 


20см 20сы 20см 105м 


в равновесии. 

Учтем, что длина пружины в нерастянутом со- 
стоянии равна расстоянию от левой стенки сосуда 
до линии ВВ (см. данные, приведенные на ри- 
сунке 1), поэтому при расширении газа {при дви- 
жении поршня от упоров АА до упоров ББ) сила 
упругости пружины пропорциональна объему га- 
за — Р,.‚=Ах=АУ/$, и значит, давление газа — 

Ра.-2 = 42. 
На этом участке объем газа увеличивается от 
У,=2 - 10`* м° до У.=4. 10“ м°. Давление газа 


я от р= а У, =2 - 10° Па до р›= 
эт, = 4 . 10° Па (см. рис. 2). 


После того как основание пружины сместили 
из ВВ в ГГ, сила упругости пружины уменыши- 
лась. В результате при охлаждении сосуда газ 
начнет сжиматься не сразу, а лишь после того, 
как давление газа на поршень упадет настолько, 
что сила давления газа станет равной силе упру- 
гости пружины. Это произойдет при р: = 


— ти Па = 3. 10° Па (см. рис. 2). При даль- 


нейшем охлаждении газ будет сжиматься, и дав- 
ление будет меняться по закону 


(И—И)), 


где Уз — объем, занимаемый газом в случае, 
когда пружина, закрепленная вн положении ГГ, 
оказывается нерастянутой: У‹=0,1. 10° м’ == 


(у, —Уд= 


Ра — т 


—1.10`“ м°. Таким образом, р. = 


=—1 - 10° Па. 

После того как основание пружины переместят 
из положения ГГ в положение ВВ, сила упругости 
возрастет. Поэтому при последующем нагревании 
газа он начнет расширяться лишь с того момен- 
та, когда сила давления газа возрастет до зна- 
чения силы упругости. Это произойдет при р= 
—=р,=2 . 10° Па; в дальнейшем процесс повторяет- 
ся (см. рис. 2). 

Работу газа за один цикл можно найти как 
площадь параллелограмма на рисунке 2: 

А—=0О,2 Па- м*=0,2 Дж. 
Тепло газ получает на участках 1-2 и 4+1; 
учитывая, что газ одноатомный, находим: 


9=О+@- А, аНАИ, аНАИ«-= 
= ЕР (у, И, ее ТВТ = 


7. (= 


У) ит о (Р2У2— раУ) == 27 Дж. 
Таким а КПД этого двигателя — 
то? 100 %217,4 %. 


Полезную работу в этом цикле «снимают» с дви- 
гателя при смещении основания пружины — ког- 


да газ нагрет и его давление велико, он совер-. 

щшает работу большую, чем работа внешних сил 

при обратном смещении основания пружины. 
А.Р. Зильберман 


Ф 


Ф991. В схеме. приведенной Будем решать задачу графически. 


на рисунке [, (и=8М В, = с а нк ы 
о ом Гаю дл. до. Разобьем схему на две части батарейка и ре 


ды Д: и Д; имеют одинаковые Зистор (Б-Р) (рис. 1а) и цепь с нелинейными 
вольт-амперные  характери- элементами (р-+Д.-+Д!) (рис. 16) — и построим 
стики (красная кривая на ри- их вольт-амперные характеристики. 
о д Найти ток через Цля участка (Б-Р) зависимость (И) находится 
ы легко: 
и,—и 
В 


— прямая [5.ьр на рисунне 2. 


р (при О< о) 


Л, 


Е 
1 
=> 
> 
а 
& = 


Впаиний 
источник 


Рис. 2. 


В нелинейной цепи сначала найдем зависи- 
мость (И) для последовательно соединенных ре- 
зистора ‘’ и диода Д› (р-+-Д.). Нарисуем прямую 
Т,=И/г и для каждого значения тока просумми- 
руем значения падений напряжения на г и на Д.. 
Получится кривая Г»; д, (см. рис. 2). 

Теперь для каждого значения напряжения най- 
дем полный ток в нелинейной цепи — просум- 
мируем значения токов через Д, и в участке 
(р--Д.-). Полученная кривая Г. д... — вольт-ам- 
перная характеристика нелинейной цепи, выде- 
ленной на рисунке 16. Заметим, что нам не надо 
строить всю кривую [,.д,.д. — достаточно ку- 
сочка в районе пересечения этой кривой с вольт- 
амперной характеристикой участка Б-Р (с пря- 
мой [,,р). Точка пересечения этих линий —ИА 
20,9 В и 1.щ=2,5 мА — дает значения напря- 
жения и полного тока в цепи (р ЕД,-+-Д.). Ток 
через диод Д, при напряжении 0,9 В равен Г,= 
—=1,5 мА; значит, ток через резистор г и диод Д. 
равен 

[2=1Т.—1[==0,9 мА. 
Р. 3. Александров 


Ф992. При съемке кадра из 
Фильма «Гулливер в строме 
лилипутов» актера, играюще- 
го роль Гулливера, поместили 
на расстоянии 4 м от кино- 
камеры с короткофокусным 
Обзективом, а актера, испол- 
няющего роль лилипута,— ма 
расстоянии 40 м. На какое 
расстояние нужно навести 
объектив камеры, чтобы изоб- 
ражения обоих героев на кино- 
ленте были одинаково чет- 
кими? 

Почему при такой съемке ис- 
пользуется короткофокускый 
объектив? Оцехите фокусное 
расстояние такого объектива, 
если известно, что обычная 
{некомбинированная) съемка 
людей с расстояния 5 м про- 
водится объективом с фокус- 
ным расстоянием 50 см и глу- 
бина резкости при этом 0.5 м. 
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Будем считать объектив тонкой линзой. На ри- 
сунке (см. с. 51) ириведена схема построения изо- 
бражения на пленке в кинокамере. 

Изображения обоих героев фильма будут оди- 
наково четкими, если любые две точки лилипута 
и Гулливера, например А. и А., будут представ- 
лены на киноленте световыми пятнышками оди- 
накового радиуса. 

Действительные изображения точек А, и А.,, 
расположенных на расстояниях 4 и 42 от линзы 
(объектива), находятся в точках В; и В. на рас- 
стояниях [1 и [> соответственно. Если экран (кино- 
пленку) поместить в плоскости ВС на расстоя- 
нии [от линзы, то изображения точек Аг и А, 
будут одинаково размыты — вместо точек В! и В: 
на экране будут пятна одинакового радиуса г== 
—= (СВ|. Следовательно, объектив кинокамеры сле- 
дует навести на точку А, расположенную на рас- 
стоянии 4 от линзы, такую, что ее изображение 
попадет в точку В. 

Из подобия треугольников ВСВ и ВКО, В.СВ 
н В.КО следует: 


бы ЕЕ 
о В ЕЁ В” 
где В=|ОК|] — радиус диафрагмы объектива 


(эта величина в основном определяется необходи- 
мой глубиной резкости и условиями освещения), 
и отсюда получаем: 


‚И 2 
—+—=-. 1 
Ре 7 (1) 
С другой стороны, из формулы линзы следует, что 
1 } \ 1 1 1 1 3 1 


о Ро 2 ЗЕЕ О. 
где К — фокусное расстояние линзы. Подставив 

эти выражения в (1), получим: 
ЕЕ и. 

а! а а’ 

откуда Е 
4,4. 

ТЕ 


Подставляя численные значения 4,—=40 ми 4›= 
—4 м, находим, что при комбинированной съемке 
объектив следует навести иа точку, находящую- 
ся на расстоянии 4==7,3 м от объектива. 

В конечный ответ не входит величина фокус- 
ного расстояния объектива. Зачем же требовать, 
чтобы он был короткофокусным? 

Выразим величину г/В через @, Фи Е: 

г _ (а—азР р 
В — 2аа.— Ра, +а. ' 
так как Р<= 4\, 42, то для получения оценки можно 
считать. что т 
г ‚—@2 
В _ 24:4, Е, (2) 
и, следовательно, размытость изображений точек, 
находящихся на расстояниях 4, и 42 от линзы. 
прямо пропорциональна фокусному расстоянию. 


Спрашивайте — отвечаем 


Дорогая редакция! 
В статье «Загадочный Плу- 
тон», опубликованной ма стра- 
ницах вашего журнала 
{«Кванг», 1983, № 3). упоми- 
налось об изобретении нового 
метода измерения диаметров 
небесных тел. Не могли бы вы 
рассказать, на чем основан 
этот метод? 

Ваш читатель О. Андреев 


На это письмо редакцня 
попросила отвегить автора 
указанной статьи В. А. Брон- 
иштона. 

Новый способ измерения 
диаметров далеких небесных 
тел называется спекл-интер- 
ферометрией. Слово «спекль — 
английское и означает «пят- 


нышко». Метод использует 
возможности современной 
электроники. 


Так так при обычной (некомбинированнсй) съем- 
ке 4,2=42—4‹, то из (2) следует: 


г Аа 
(--) са Е а ов» 
где 4 — расстояние до объекта, Л — глубина 
резкости, ЕЁ» — фокусное расстояние применяе- 
мого при этой съемке объектива. При комбини- 
рованной съемке 4,>>>4?, и из (2) следует: 
1 


(=) комб = За; Е. 


Чтобы качество изображений (их размытость) было 
одинаковым при этих двух видах съемки, необ- 
ходимо потребовать, чтобы при съемке с одинако- 
вой диафрагмой радиусы пятен Г и Г... были 
одинаковыми. Тогда 


Р=Е. об А: . 

а 
Подставляя численные значения Р‚=50 см, АЧ= 
—=0,5 м, 4%=5 ми 4:2=4 м, получим #=4 см. 
Значит, для получения качественных снимков 
с большой глубиной резкости следует применять 

короткофокусный объектив. 
Е. Н. Юносов. И. В. Яминский 


До сих пор главным пре- 
пятствием в получении отчет- 
ливых изображений исбесных 
тел с поверхности Земли было 
дрожание оптического инстру- 
мента и колебания воздуха. 
Из-за этого изображение све- 
тила иа фотопластиике за вре- 
мя экспозиции (порой весьма 
длительное) размазывалось, и 
нельзя было ни измерить его 
диаметр, ни судить о форме 
тела. 

В новых приборах вместо 


К нашим читателям 


Продолжастся подписка на 
журнал *«Кванть на 1987 год. 


фотопластинки устаиавлива- 
ется блок фотоэлемеитов. Так 
как электроника срабатывает 
быстрее, чем происходят коле- 
баиия атмосферы и инстру- 
мента, она как бы держит 
изображение иа месте, не да- 
вая ему расплываться. С бло- 
ка фотоэлементов изображе- 
ние передается на экран типа 
телевизнонного, откуда может 
быть сфотографированс. Из- 
мерение диаметра выполияет 
опять-таки электроника. 
Вот основы нового метода. 


Журнал рассчитан на уче- 
ников 6—10 классов. Он полс- 
зеи учителям, особенио тем, 
кто ведет кружки или факуль 
тативные занятия, и всем лю- 
бителям математики и фи- 
знки. 

Иидекс журнала в каталоге 
«Союзисчати» 70465. Подпис- 
ная цена на год 4 рубля 
80 копеек. Подписка прини- 
мастся без ограничений в те- 
чение всего года в агентствах 
«Союзнечати», на почтамтах 
и в отделениях связи. 
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Практикум абитуриента 


® 


У 


При подготовке к вступительным экзаменам в вуз полезно познакомиться с теми матерналами, 
которые уже были опубликованы в разделе «Практикум абитуриента». 


Ниже приводится тематический список таких статей, напечатанных в «Кванте» начиная с 
1981 года. 


Физика 


Механика 
*Задачи о спутинках» (1981, № 1), 
*Криволинейное движение» (1981, 34 10), 
«Кинематика. Отаосительность движения» (1982, № 10), 
«Законы Ньютона» (1982, № 12), 

«Двыжение по окружности» (1984, № 6), 
«Повторим гидростатикуе (1985, № 2), 
*«Механическая работа и механическая энергия» (1985, № 5), 
«Законы Кеплера н школьная физика» (1986, № 2). 


Молекулярная физика. Тепловые явленин 
«Закон сохранения энергии для тепловых процессов» (1981, № 2), 
«Закон Дальтонае (1981, 28 11), 
*Диаграмма состояния» (1981, № 12), 
«Уравнение газового состояния» (1983, № 2), 
«Теплоемкость идеального газа» (1984, №8 4), 
*Фазовые превращенияе (1985, № 7), 
«Тепловые процессы в газахе (1986, № 4). 


Основы электродниамикн 
*Электроизмерительные приборы» (1981, № 7), 
«Электрические цепи © нелинейными элементами» (1982, № 1), 
+Проводящая сфера Б задачах по электростатике» (1983, № 3), 
+Магинтное поле и магнитные силы» (1984, № 3), 
*Передача электроэмергыи на расстояние» (1984, № 10), 
*Парадоксы плоского конденсатора» (1985, № 8), 
эЭлектромагнитная индукция (1986, № 6). 


Колебания 


«Колебания» ов" М 3), 
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«Переменный злектрический ток» (1982, № 2), 
*Повторим колебания» (1985, № 10). 


Оптика 
«Построение нзображений наклонных предметов» (1981, № 5). 
«Интерференция света» (1981, № 6; 1985, № 12), 
«Фотоные (1982, № 3), 
«Оптические системы» (1982, № 5), 
«Ивтерференция волн» (1983, № 5). 


Атомная фнзика 
«Законы сохранения при я превращениях» (1982, № Т). 


Некоторые общие вопросы 
«Приближенные вычисления при решенни задач по физике» (1981, № 4), 


«Уравнения думают за нас» (1981, № 9), 
«Квадратное уравнение в задачах по физике» (1982, № В), 
+Задачи-оценкяе (1983, № 7), 

* Характерные ошибки на экзаменах по физнкее (1983, № 9). 


Математика 


Раднкалы, степень 
«Что такое степень?» (1981, № 2), 
«О сокращении показателей» (1982, № 6). 


Уравиення, системы, неравенства 
«Показательные уравнения. (1981, № 1), 
*«Логарифмические уравнення» (1981, № 2), 
«Надо ли искать ОДЗ?» (1982, № 4), 

«Когда |в--5|=|в|-+ |6 |?» (1983, № 3), 
*Простой прнем в непростых задачах» (1984, № 9), 
*Надо ли делать проверку?» (1984, № 10), 
` *Об одном способе решения некоторых уракнений» (1984, № 11). 
«Геометрия помогает решать уравнения» (1984, № 12), 
«Сколько корней имеет уравяеные?» (1985, № 3), 
«Метод интервалов (1985, № 12), 

*Задачи на сравненые чиселе (1986, № 2), 
«Каков же ответ?» (1986, № 2). 


Многочлены, функции, графики 
®Можно н без пронзводнойе (1981, № 9), 
«Используя графики» (1982, № 9), 

*«Формулы и графики» (1982, № 11), 
+Обратные тригонометрические функции» (1983, № 4), 

*Квадратный трехчлен» (1983, № 9), 

«пх— хп» (1983. № 10). 

«Как расположены корни трехчленов?» (1986, № 7). 


Плаиниметрия 
*«Метрическме соотношения в треугольнике» (1985, № 4). 


Стереометрия 
$Геометрические аналогии» (1981, № 10), 
*Многофнгурная стереометрическая задача» (1983, № 2), 
«Двугранные и трехгранные углы» (1984, № 12), 
*Оснонные углы в правильной пирамныде» (1986, № 1), 
«Куб помогает» (1986, № 5). 


Планиметрия и стереометрия 
«Вспомогательные отрезки м и (1981, № 9), 


*Векторы в геометрических задачах» (1985, № 10). 


Коорлинатиый метод 
«Плоскость в пространстве» (1982, № 6). 


Производная 
«Десять задач на применение производной» (1981, № 1), 
«Днфференцирование сложной функции» (1984, № 4). 
«Уравнение касательной» (1986, № 3). 
Кроме того, некоторым общим вопросам посвящены статьи: 
«Чнтателн советують (1981, № 4), 
«Можно решить проще» (1981, № 5) 


Школьник. — 
абитуриент -— 


студент - 
инженер 


Кандидат технических наук 
Э. П. КАЗАНДЖАН 


В этой статье преподаватель математики одного 
из ведущих московских технических вузов де- 
лится своими мыслями о том, какие качества 
должен развивать 6 себе будущий инженер. 
Н хотя пе все высказывания этих полеми- 
ческих заметок бесспорны, мы надеемся, что 
они окажутся полезными нашим читотелям, 
особенно десятиклассникам, готовящимся к по- 
ступлению во втуз. 


Много лет обучая математике во 
втузе, привык сталкиваться с неко- 
торыми характерными заблуждения- 
ми в психологии учеников — абиту- 
риентов, студентов. Порой кажется, 
что преподаватели и ученики говорят 
на разных языках. 

Первые встречи — в июле, августе, 
когда начинаются приемно-вузовские 
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страдания. Из года в год одни и те же 
недоумения: зачем эта нервотрепка? 
ведь только что сдавали экзамены 
в школе? есть ли вообще какая-ни- 
будь польза от экзаменов? Я в своей 
жизни сдал экзаменов больше сотни, 
и бесполезных среди них не помню. 
Наоборот, могу сказать, что всему хо- 
рохлему во мне обязан экзаменам. Что 
еще так организует и мобилизует? 
Разумеется, это не единственный здо- 
пинг» в ученье, но уж очень мощный. 
Моя аксиома: сдав экзамен, я должен 
узнать что-то новое о сданном пред- 
мете и о себе самом, полезное для 
будущего; стало быть, каждый сдан- 
ный экзамен — это шаг вперед в моем 
развитии. А насчет двойных экзаме- 
нов в течение одного лета... Увы, 
сдавать надо не два одинаковых эк- 
замена, а два разных (принципиаль- 
но разных!) по одной программе. 
Школьный экзамен — удел каждого 
и одинаков для всех, приемный во 
втуз — лишь того, кто решил стать 
инженером. Школьный экзамен уст- 
ремлен в прошлое — это отчет о 
проделанной работе. А на приемном 
экзаменатор думает о будущем — смо- 
жет ли абитуриент стать полноцен- 
ным студентом, потянет ли? 


Иногда школьники (а еще чаще ро- 
дители) тревожатся, что им дали мало 
знаний. Меня это тоже беспокоит, 
но отнюдь не в первую очередь. Че- 
рез пять лет сегодняшний абитуриент 
должен стать инженером. Знания — 
услада школьника. Потребности ин- 
женера гораздо шире — кроме знаний, 
ему нужны навыки, понимание, реф- 
лексы, интуиция, уменье анализиро- 
вать ситуацию, принимать решения. А 
одно знание в ряде случаев недоста- 
точно или почти ничего не стоит. Ты- 
сячи болельщиков не хуже самых луч- 
ших футболистов «знают», как надо 
забивать голы. Среди сотен пришед- 
ших на-концерт иные не хуже пиа- 
ниста ззнают», как играть сонату 
Бетховена. Знание правил шахматной 
игры приобретается за 15 минут, 
уменье играть на уровне мастера — 
за 15 лет. 

Мы часто говорим «знание — сила», 
не замечая, что этот тезис уже явно 
устарел,- его нужно как-то дополнить, 


скажем, «знание — сила, знание без. 


понимания — слабость». Конечно, по- 
нимавие — нечто чрезвычайно тонкое, 
оно углубляется всю жизнь, и было бы 
странно требовать сразу то, что при- 
ходит постепенно, с годами, с опытом 
работы. Но правильная психологиче- 
ская ориентация (основа будущего 
понимания) должна вырабатываться 
как можно раньше. 

Начнем с перечисления того, что 
мне хотелось бы видеть в «багаже» 
старшеклассника, а тем более абиту- 
риента и студента, независимо от объ- 
ема его знаний. 

1. Грамотность. Проверяя записи на 
приемном экзамене и исправляя грам- 
матические ошибки, всегда сталки- 
ваюсь с бесстыдным недоумением — 
что тут такого, я Торопился, какая 
разница и т. п. Поверьте, я стара- 
юсь не придираться к ошибкам в язы- 
ке, пока они не приводят к математи- 
ческим ошибкам, не делают текст не- 
понятным. 

Трудно удержаться, чтобы не про- 
цитировать воспоминания академика 
А. Н. Крылова — как принимали 
экзамены в одной французской школе 
в конце прошлого века; 


* Характерна также оценка письменных ра- 
бот по математике: она производится, во-пер- 
вых, преподавателем французского языка, ко- 
торый обращает внимание на правнльность 
языка и орфографии, и, во-вторых, препода- 
вателем-специалистом, который уже оценивает 
работу по существу». 


Это разумный подход. Ведь что 
ожидает школьника, студента в буду- 
щем? Придется делать доклады, пи- 
сать отчеты, статьи... 

2. Аккуратность. С первых дней обу- 
чения вынужден объяснять: все, что 
вы пишете, кто-то будет читать — 
значит, неряшливое, небрежное, непо- 
нятное для окружащих изложение 
результатов проделанной работы де- 
лает ее бессмысленной, никому не 
нужной; исполнителю может быть 
трудно, это никого не интересует и к 
делу не относится, но потребителю 
должно быть легко, так что думайте 
о нем, а не о себе. Иногда при- 
ходится слышать о работнике комп- 
лимент — аккуратный инженер. В та- 
ких случаях мне всегда стыдно за 
свою профессию. Мы ведь не говорим: 
смелый летчик-испытатель или трудо- 
любивая балерина. Да это было бы 
просто смешно — трусливых летчи- 
ков и ленивых балерин не бывает. 
А неаккуратных инженеров — увы... 

3. Отношение к результату, конт- 
роль. Для школьника этой проблемы 
не существует, рядом с ним учитель. 
Для инженера контроль — важней- 
ший этап в решении задачи (аз- 
бучная истина — как ни трудно по- 
лучить результат, иногда еще трудней 
его осознать и разумио им распоря- 
диться. А начинать приходится с ....ак- 
куратности, чистописания. Все записи 
должны иметь систему, понятную хо- 
тя бы их автору; эта система долж- 
на быть организована так, чтобы труд- 
но было ошибиться и легко себя 
проверить (а не наоборот). Сгремлюсь 
привить вкус к контролю результа- 
тов, превратить его в органическую 
потребность, такую же естественную, 
как заботу женщины, красиво ли она 
выглядит, или заботу повара, вкусен 
ли сваренный им обед. По-моему, сты- 
дно, вычислив, скажем, с помощью 
интеграла площадь и получив отрица- 
тельный результат, нести его препо- 
давателю — а ведь несут. Многие 
школьники и даже студенты наивно 
думают, что, раз уж их этому учат, в 
своей работе они будут ежеминутно 
дифференцировать, интегрировать... 
Смею заверить, что гораздо чаще 
придется складывать А и Ви вычи- 
тать С. Разница в другом. Школь- 
ник получает результат, и все, а ин- 
женер и получает результат, и отвеча- 
ет за него. В отличие от школь- 
ника или машины, инженер думает, 
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взвешивает, анализирует, сопоставля- 
ет, сомневается, мучается, страдает, 
радуется, снова думает, пытается про- 
контролировать себя прямо и косвен- 
но, прежде чем выдать информацию. 
Одно из моих педагогических з«чуда- 
честв» — при решении задач катего- 
рически запрещаю ученикам смотреть 
в ответ, кстатн, и после решения — 
тоже. Причин несколько. Во-первых, 
совпадение с ответом ни о чем не го- 
ворит. Это отнюдь не критерий истин- 
ности решения. К тому же бывают ин 
опечатки. Во-вторых, и самое глав- 
ное: жизнь не задачник и выдвигает 
задачи без ответов, и надо готовиться 
именно к такой ситуации. Получив 
результат, нужно устроить себе про- 
верку — сначала чисто техническую 
(повторный проход по всем выклад- 
кам), затем смысловую: забыв обо 
всех промежуточных мучениях и пре- 
образованиях, с результатом в руках 
вновь окунуться в условие задачи — 
не противоречит ли он им? Для 
контроля надо использовать любые, 
даже самые грубые и косвенные воз- 
можности — размерность, симметрию, 
предельные случаи и частные вариан- 
ты, результаты ранее решенных. за- 
дач, наконец, здравый смысл. 

4. Ощущение частного и общего, 
умение получить информацию из со- 
отношения. Часто слышны стоны по 
поводу обилия и громоздкости фор- 
мул, трудности их запоминания. Мне 
кажется, специально запоминать лю- 
бые формулы не нужно, в чем-то 
даже вредно. Они должны запоми- 
наться сами, надо только создать 
для этого подходящие условия. Вы- 
нужден признать — часть вины здесь 
наша, взрослых. Промышленность мо- 
гла бы помочь школьникам и студен- 
там — печатать различные формулы 
на обложках тетрадей, книг, блокно- 
тов. (Кстати, Софья Ковалевская вы- 
учила производные именно с по- 
мощью наклеенных на стене вместо 
обоев страниц учебника.) 

Досадно видеть, как, забыв формулу 
корней квадратного уравнения, уча- 
щиеся напрягают память и мучаются 
по 10—15 минут, хотя — достаточно 
помнить лишь очень простую идею ее 
вывода (выделение полного квадрата), 
и результат получится в минуту. Та- 
кие же ненужные раздумья-воспоми- 
нания вызывает почти любая громозд- 
кая формула, особенно в тригономет- 
рии — вроде и помнится, но что-то 
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сомнительно, коэффициент @ или 1/2, 
знак «+» или «—›» ит. п. Но ведь 
формула-то должна работать. И нече- 
го думать и вспоминать — возьми и 
подставь что-нибудь конкретное в эту 
формулу, посмотри — получается или 
нет, если есть ошибка — она сразу 
вылезет. В математике бездельников 
нет — все формулы, теоремы, опреде- 
ления работают, а что не работает — 
отмирает. 

Поясню, почему мне смешны раз- 
думья, скажем, над формулой 
зт («—В)-=... Вот как я действую, если 
справочник далеко, а память вызыва- 
ет сомнение. Синус и косинус суммы 
и разности выражаются через синусы 
и косинусы слагаемых как суммы или 
разности попарных произведений — 
такова простая «мораль» четырех гро- 
моздких формул. Пишу первое, что 
приходит в голову, например: 
з1т («а—В)=11т а- эт В сова- сов В. 
Но это явная чепуха — при а—=В=0 
слева 0, а справа 1. Знак *-—-» вместо 
«|» тоже не спасет. Перетасую: 
з1п а. соз В— т В- соз а. При а=В= 
=—0 противоречия нет, но и гарантии 
в знаке ‹--» нет: 0--0—=0—0=0. Под- 
ставлю еще что-нибудь, скажем а- 
=—В==45°: слева 0, а справа нет, зна- 
чит, знак не ‹-»ь, а *—». Итак: 
зп («—В)=л а- соз Вт В- сов а. 
Разумеется, эту формулу я гораздо 
чаще ломню, чем забываю, но, видимо, 
потому-то и помию, что не боюсь за- 
быть — у меня всегда есть заварий- 
ный выход». 

5. Отношение к информация. Из- 
вестно, что всю нужную для работы 
информацию можно условно разде- 
лить на две категории: а) которую 
удобней хранить в памяти; 6) которую 
удобней хранить вне памяти (в тетра- 
ди или справочнике). Для инженера 
такое разделение происходит само со- 
бой, а для учащихся — это серьезная 
проблема. В любом потоке информа- 
ции регулировать степень понимания 
крайне важно. Учиться этому можно 
и на простейших бытовых примерах. 
В ряде ситуаций понимание нам вооб- 
ще не нужно. Или желательно, но не 
обязательно. Например, нужно знать, 
как бросать пятачок в метро, где бли- 
жайшая булочная, уметь пользовать- 
ся лифтом и т. д-— понимать здесь 
практически нечего. Примеры второго 
типа — знание правил хорошего тона 
и уличного движения, основ физи- 
ческой культуры и рационального пи- 


тания и т. п.— здесь понимание 
весьма полезно, но можно без него и 
обойтись. | 

6. Умение думать. Это выражение 
столь емко и многопланово, что огра- 
ничусь минимумом. Начну с того, что 
неу всех учащихся есть даже желание 
думать. Их можно понять (но не про- 
стить!): если из года в год только и 
делать, что заглатывать знания, кото- 
рые кладут в рот, то трудно пред- 
ставить себе, что этому вот-вот придет 
конец — через несколько лет придется 
работать, и надо думать о будущем, 
а не о прошлом. 

Еще труднее бороться с желанием... 
думать, когда оно неуместно. В инже- 
нерной, да и в любой другой практике 
часто встречаются ситуации, когда: а) 
думать стыдно, надо знать; 6) думать 
смешно, надо просто перебрать ва- 
рианты. Во всех других ситуациях ду- 
мать можно и нужно, а в этих двух 
раздумье — признак профессиональ- 
ной слабости. К сожалению, у нас 
слишком распространен стереотип 
«думать всегда хорошо». Для примера 
попробую пофантазировать. Просы- 
паюсь утром и думаю — вставать или 
нет? с какой ноги? идти на работу или 
нет? бриться или не стоит? какой ко- 
стюм надевать? брюки на ноги, пид- 
жак на плечи или наоборот? Ну и так 
далее — все думать, думать... 

%* & № 


К этим шести пунктам можно было 
бы добавить еще немало — и общих, 
и узко математических. Но не в коли- 
честве дело, важно другое — все эти 
качества надо воспитывать в школе, в 
вузе — поздно. 

Но вот студент кончает втуз, с дип- 
ломом приходит на работу. Идут неде- 
ли, месяцы, годы. Набивши голову 
производными, интегралами и еще бог 
знает чем, бывший студент вдруг за- 
мечает, что гораздо нужней совсем 
другое — аккуратность, серьезность, 
воспитанность, культура труда, про- 
фессиональное самолюбие, умение ра- 
ботать в коллективе, то есть не знания, 
а качества. Знания, правда, тоже нуж- 
ны, но часто не те, что приобретены, 
а, главное, совсем не в том качествен- 
ном варианте. В школе, в вузе задают 
стандартные вопросы, требуют стан- 
дартные ответы. На работе же такого 
нет. 


А ведь первый год работы всегда и так 
очень труден — при любом уровне знаний 


и качестве подготовки. Пронсходит неизбежная 
метаморфоза — ученик превращается в твор- 
ческого работника, наряду с приобретением но- 
вых (как правило, узкоспециальных) знаний 
вырабатывается новый,  профессиомальный 
взгляд на все, даже давно известное (работает 
классическнй принцип — движение вперед есть 
возвращение к первоосновам}. Что казалось 
главиым — становится второстепенным, и на- 
оборот. Поясню на примере. В школе проходят 
много формул. Вот одна из них: 3=017/2. Спро- 
сите школьника, чему равен путь, пройдеиный 
за время { с ускорением а, он ответит этой 
формулой. Все верно. Но как смотрит на ту же 
формулу научный работник? Полушутя-полу- 
серьезно можно сказать, что и каждой формуле 
важнее всего знак равенства. Он как бы фикси- 
рует, что те или иные величины (путь, время, 
ускорение) связаны соотношеинем, и самое важ- 
ное даже ие как они связаны ($ пропорцио- 
нально а и квадрату &, в коэффнциент пропор- 
циональности равен 1/2), а сам факт их взаимо- 
связи. В процессе обучения школьникам и сту- 
дентам выдаются готовые количественные соот- 
ношения. В процессе научного познания прежде 
всего ищутся и устанавливаются взаимосвязи 
величин и только после того, как качествен- 
ный характер явления ясен, наводится, так скяа- 
зать, количественный глянец. 


Мой идеал ученика — довольно 
прост — энергичный, думающий и, 
главное, умеющий учиться у всех иу 
всего, что его окружает. Ведь возмож- 
ности для учения бесконечны. Один 
из моих идеалов, пожалуй, несколько 
неожиданный — Чапаев в исполне- 
нии Бабочкина. Этой мой дважды 
идеал — педагога и инженера. Важ- 
нейшие вопросы стратегии и тактики 
он способен объяснить на максималь- 
но наглядной модели *‹картошка», де- 
монстрируя, выражаясь современным 
языком, силу и формального, и не- 
формального мышления. Все стан- 
дартные ситуации у него продуманы 
и прочувствованы, выработаны алго- 
ритмы поведения. В то же время он 
психологически готов и к нестандарт- 
ной ситуации. Вспомним, как велико- 
лепен Чапаев-Бабочкин в эпизоде 
«буза в эскадронеь — узнав о случив- 
шемся, он, мгновенно подавляя естест- 
венные человеческие эмоции, прини- 
мает, пожалуй, единственно верное 
{на первый взгляд, шальное) решение. 


*« # * 


Инженер будущего мне видится 
психологически готовым к любой не- 
ожиданной ситуации, умеющим в ней 
сориентироваться, принять разумное 
решение в условиях неопределенно- 
сти, а если понадобится, сплотить кол- 
лектив и повести его за собой. 
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мвер в стра геометрических фигур. подслутал разговор Круга, Квадрата, Звезды и 
реугольника. Известно, что каждая геометрическая фигура лябо всегда лжет, либо всегда 
ворит правду. Ответ на вопрос Гулливера. 
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Ияформацяя оные 
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Праздник юных 
математиков 


Уже на протяжении 17 лет на время осен- 
них школьных каникул съезжаются п г. Бату- 
ми старшеклассники из разных городов Со- 
ветского Союза. ‘Традиционная программа 
праздника включает научную конференцию 
школьников, доклады которых комментируют 
гости: праздника — математики из Москвы 
и Тбилиси, встречи с редколлегией журна- 
ла «Кваить, лекции ученых, вечер занима- 
тельной математики, конкуре математических 
тазет н самое популярное мероприятие — 
математнческий КБН. В прошлом году в 
ХУН празднике, посвященном ХХУП съезду 
КПСС, участвоаало около 300 школьников 
н учащихся СПТУ, а в КВН участвовало 
17 команд из Батуми, Тбилиси, Сухуми, 
Москвы, Ленинграда, Киева, Еревана, Сзверд- 
ловска, Перми н Краснодара. В КВН побе- 
дила московская ФМШ № 18. опередив 
свердловчан и батумскую школу № 7. 

Много настойчивости. остроумия проявили 
участники и их педагогн, готовясь к празд- 
нику: отыскивали и решали интересные за- 
дачи. сочиняли стихи, песни, разучивали 
танцы, готовили моделн, плакаты, стенгазеты, 
серьезно работалн над докладами — их было 
представлено более 70. 

Одним из наиболее интересных был при- 
знан доклад Марата Ровинского из сли. № 57 
г. Москвы  «Обобщеиие понятия производ- 
ной для нецелых порядковь, автор которого 
самостоятельно нашел оригннальный способ 
введения «дробных производиых»ь, это понятие 
оказывается полезным и некоторых вопросах 
анализа; наиболее общепринятым является 
его введение с помощью иекоторых ннте- 
гральных преобразований, а для М. Ровнн- 
ского отправной точкой служило определение 


Вечерняя физическая 
школа при МГУ 


Вечерияя физическая школа (ВФШ) при фи- 
зическом факультете МГУ объявляет набор 
учащихся в 8, 9 и 10 классы на очередной 
учебный год. ы 

Основная цель ВФШ — помочь учащимся 
глубже изучить физику в объеме школь- 
ной программы. Занятня в школе проводят- 
ся п форме лекций, чнтаемых раз в две неде- 
ли, и еженедельных семинаров. Кроме того, 
учащиеся смогут посетить научные лабора- 
тории факультета и на лекциях ведущих 
ученых познакомиться с основными направ- 
лениями современной фнзики. Для десяти- 


производной с ПОМОЩЬЮ конечных разно- 
стей». Подробнее об этом рассказано на с. 21. 
Большой интерес вызвали доклады В. Рога- 
нова и В. Каргнна (ФМШ № 18 прн МГУ) 
*«Итерации дробно-линейных функций и эллип- 
тический биллиард», А. Слепухина и В. Рож- 
кова (ФМШ № 18 при МГУ) «Комбинатор- 
ные многогранники со структурой кренделя», 
С Пяртли (ФМШ № 18 при МГУ) «Функ- 
циональные корни», Г. Михалкина (ФМШ 
№ 30, г. Ленинград) «Классификация кри- 
вых третьего порядка элементарными мето- 
дамиь, В Судакова (ФМШ им. В. М. Комаро- 
ва, г. Тбилиси) *Об одной олимпийской 
задаче», А. Данилова из Ленииградокого СИТУ 
№ В «Разбиение правильных многоуголь- 
киковь. 

Миосне научные сообщения были основаны 
на «задачах для исследования», системати- 
ческн появлякицихся на страницах нашего 
журнала. Большое количество докладов было 
посвящено ннформатике н программированию. 
Горячим дискуссиям, возникавшим во время 
этой конференции, мог бы позавидовать 
любой «взрослыйь симпозиум. 

Особенно понравнлась всем темпераментная 
днскуссия с методах программирования меж- 
ду гостями праздника — А. Х. Шенем из 
Института проблем передачи информации и 
Б. М. Герасимовым из Института прнклад- 
ной математики АН СССР, предшествовавшая 
торжественной церемонии закрытия. 

Устроителями праздника являются Совпроф 
Аджарии, Министерство просвещения Аджар- 
ской АССР, Аджарская республиканская ор- 
ганизация Всесоюзного общества «Знаниеь, 
Аджарский областной комнтет профсоюза 
работников просвещения, городской отдел на- 
родного образования, горком комсомола, физи- 
ко-математическая школа-интернат № 2 г. Ба- 
тумн. Бессмеиный вдохиовитель праздника ма- 
тематики — заслуженная учительница Ад- 
жарской АССР Медея Илларионовна Жгентн 
вместе со своими учениками школы № Т сде- 
лала все возможное, чтобы праздник прошел 
живо и интересно. 

В. Л. Гутенмахер, Н. Б. Васильев 


Классников организуются факультативные за- 
нятня по математнке. Успешно закончившие 
обучение получают справку 06 окончании 
ВФШ. 

Прием в ВФШ производится по результа- 
там собеседования, которое будет проводить- 
ся начиная с 24 сентября. Работающая мо- 
лодежь зачисляется вне коикурса. Для поступ- 
ления в школу необходнмо лично заполнить 
заявление в комитете ВЛКСМ физфака МГУ 
(< приложением двух фотокарточек разме- 
ром 3ЖХ4А см). Заявления можно подавать с 
5 по 21 сеитября ежедневно, кроме воскре- 
сенья, с 16 до 18 часов. 

Наш адрес: 119899 Москва, Ленннские го- 
ры, МГУ, физический факультет, ВФШ. Те- 
лефои: 139-26-56. 
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УПТ Турнир 
юных физиков 


Быть может, эти электроны — миры... 
В. Брюсов 


Восьмой турнир юных физиков был проведен 
физическим факультетом МГУ с сентября 
1985 г. по февраль 1986 г. Впервые в заочном 
конкурсе турнира прнняли участие не только 
москвичи, но и школьники нз других городов. 
Победителем заочного конкурса стала команда 
московской школы № 710. Специальными 
призами жюри отметило успехи дебютантов 
турнира — команду колы № 146 г. Харькова 
и ученика школы № 67 г. Саратова Г. Марчен- 
кова. 

Первое место п переходящий ириз турнира 
присуждены ФМШ № 18 при МГУ (капитан 
команды И. Никитин), второе место — коман- 
дам школы № 679 (М. Смольский) п школы 
№ 471 (М. Кельмансон) г. Москвы, третье ме- 
сто — командам московских школ № 542 при 
МИФИ (М. Лютиков). № 710 (С Колосков} 
ни № 82 пос. Черноголовка (А. Гольдшлегер). 
Победителем конкурса капнтанов стал И. Ники- 
тии (ФМШ М 18). . 

Задачи заочиого конкурса ТЮФ-УПТ были 
опубликованы и «Квантеь № 8 за 1985 г. Ниже 
мы публикуем задачи фннала ТЮФ-УПШ. 


Домашние задания финалистам турнара 


$. «Скрытый рисунок». Рисунок, выполненный 
непрерывной полоской листовой меди, вклеен 
между двумя плотными непрозрачными листа- 
мн бумаги (почтовыми открытками). Одии ко- 
нец полоски выведен наружу. 


Неразрушающимн методами определить, 
что изображено медной полоской. 

В последнее время в современиой физике 
одно из рекордиых мест по числу ежегодных 
публикаций занимает проблема исследования 
вещества и матерналов неразрушающимн ме- 
тодами. Участники турнира успешно справи- 
лись с задачей и доказали, что уверенно 
владеют неразрушающими методами иссле- 
дования вещества. В общей сложности нми 
было предложено более 10 различных методов. 

В частности, оквзалось, что непрозрачнье 
(как это казалось жюри) листы бумаги могут 
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быть вполие прозрачными, если их просветить 
мощным (1000 Вт) источником света. К иетра- 
диционным жюрн отнесло метод, условно на- 
званный «Флюорографияь. Однн из участников 
турнира прикрелляет исследуемый объект на 
груди под майкой и идет в кабннет флюоро- 
графии. Через неделю его вызывают на повтор- 
ное обследование, где у обеспокоениого врача 
он узнает, какое слово иашли у него в легких. 
Удача обеспечена! 

Хорошим оказался метод с нспользованием 
электрофориой машины. Электрофорную мащи- 
ну подсоединяем к открытому участку полоскн, 
и вращая рукоятку машины, подаем высокое 
напряжение на медную полоску. Теперь посы- 
пем пластину мелкнм порошком диэлектри- 
ка — он осядет а местах наибольшей неодио- 
родности электрического поля, т. е. вдоль края 
медной полоски. Надпись видна} 

Следующая задача таила в себе ковариую 
ловушку. 

2. «Пьезокерамика». Пъезокерамический об- 
разец. имеет форму параллелепийеда разме- 
ром (в мм) 10Х 10Х 85. Две его противополож- 
ные гранн посеребрены. 

а) Оцените долю мехаиической энергии, 
переходящей в электрическую при ударе с его 
торец стального шарика. 

6) Используя свойства пьезокерамического 
образца, измерьте время соударения стального 
шарика с его торцом. 

С первой половиной задачи все справились 
достаточно легко. Шарик на нитке (маятник) 
ударял по ториу образца, подключениого к 
конденсатору, определялись масса стального 
ларика, начальная высота Н, емкость конден- 
сатора С и максимальное напряжение иа кон- 
денсаторе. Коэффициент преобразоваиня меха- 
ннческой энергии в электрическую равен 
РЕН 

Решая вторую половину задачи, все попали 
впросак. Время соударения приравнивали дли- 
тельности первого импульса иапряжения нв 
пластинах конденсатора, найденной по внзу- 
альным иаблюдемиям на экране осциллографа. 
Это иеверно, так как при ударе стального шари- 
ка об образец из пьезокерамики в последием 
возникают механические колебания на резо- 
нансной частоте =и/21, где { — длина образца, 
аи — скорость звука в пьезокерамике. Опреде- 
ленная такнм образом длительность первого 
импульса (10-5 с) равна полупериоду механи- 
ческих колебаний и оказывается прнмерно на 
порядок больше времени соударения. 

Для оцеики времени соударения можно было 
бы собрать иную установку, в которой шарик 
подвеянвался на проволочке, а заряженный 
конденсатор разряжался только в момент меха- 
нического контакта шарика и посеребренной 
грани образца. Измеряя баллистическим галь- 
ванометром остаточный заряд на конденсаторе, 
можно вычислить время соударения. По- 
пробуйте! 

Предлагаем вам для самостоятельного ис- 
следовання три другне задачи домашнего за- 
дания финалистам ТЮФ-УПТ. 

3. «Зеркало». На поверхность медного зер- 
кала напылен слой алюминия. Напыление про- 
водилось в вакууме (10—° мым рт. ст.}. Объяснн- 
те, почему на граннце напыления алюминия 
на зеркальиую поверхность меди наблюдается 
темная полоса. 

4. «Разведчик». В середине маленького 
острова установлен прожектор, луч которого 
вращается в горизонтальной плоскости с часто- 
той 1 об/мин. Охрана острова обнаружнвает 


все объекты, попавшие в луч прожектора на 
расстоянии от 20 м до 1 км`от центра острова. 
Вам необходимо достичь острова необнаружен- 
ным. В вашем распоряжении катер, развнваю- 
щий скорость 50 км/ч. 

а) Считая скорость катера постоянной, най- 
дите траекторию движения, при которой катер 
достигает острова необнаруженным. 

6) При какой минимальной скорости катера 
это возможно? 

5. «Тяготениее. Некий объект, условно на- 
званный астероидом, состоит из вещества по- 
стоянной плотиости 0. 

а) При какой минимальной массе астероида 
ускорение свободного падения (иапряженность 
грааитационного поля) вблизи него хотя бы вод- 
ной точке равно 8? 

6) Найдите такую форму астероида, прн ко- 
торой созданное им гравитационное поле будет 
однородным (с напряженностью 5) в конечном 
фнзическом объеме У. Постарайтесь. как и 
в случае а), подобрать такую форму астероида, 
при которой его масса мннимальна. 


Ковкурс капитанов и болельщиков 


В честь закрытия туринра в болылой вудитории 
физического факультера МГУ был произведеи 
запуск воздушного шара системы братьев 
Монгольфье. Воздушный шар объемом пример- 
но в 1,5 м? был склеен из кальки. Подъемная 
сила создавалась воздухом, нагретым с 1по- 
мощью газовой горелки с открытым пламенем. 
{Участников запуска подстерегали те же опас- 
ности, что и братьев Монгольфье, поэтому на 
всякий случай поблизости находнлись дежур- 
ные с ведрами воды. Но все прошло успешно, 
ни шар к восторгу всех присутствующих поднял- 
ся к потолку аудитории.) 

Запуск шара позволил сформулировать пер- 
вую задачу конкурса капитаиов и болельщиков. 

1. «Шар». Оценнте массу оболочки шара 
системы братьев Монгольфье. 

Прикннув объем шара н температуру горя- 
чего воздуха, капитаны быстро рассчитали: 
масса оболочкн 150—300 г. Гость турнира — 
учащийся из полиграфического СПТУ № 4 
А, Кандауров —- удивил жюри своим необыч- 
ным решением. Для вычисления массы доста- 
точно оценить площадь оболочки шара и умио- 
жить ее на массу 1 кв. м. кальки. Ну а здесь 
ему помогло хорошее знакомство с секретами 
профессни: каждый сорт кальки в соответствии 
со стандартом имеет строго определенную мас- 
су. В результате ответ готов — 260 г. Контроль- 
ное взветивание на весах показало, что масса 
бумажной оболочки — 270 г. 

Ниже мы прнводим условня остальных семи 
задач. Попробуйте свой силы, и аы узнаете, 
можете ли вы быть капитаном {на выполнение 
каждой задачи капитанам выделялось по 5 ми- 
нут). 

2. «Трехпрограммный резродукторе (пред- 
ложена командой школы № 52). Почему при 
плохом контакте резко ухудшается слышимость 
т программы ин практически не изменяется 
слышимость ИТ программы? 

3. «Термометр» (школа № 91, задача прй- 
знана лучшей). Если достаточно долго дышать 
на обернутый шерстью медицинский термометр, 
то он покажет температуру выше знормаль- 
ной». Почему? 

4. «Мяче (школа № 43). Объясните поведе- 
ние волейбольного мяча при «крученомь ударе. 

5. « Скрипка и гитара» (школа № 179). Поче- 
му маленькая скрипка звучнт громче большой 


гитары? 

6. «Лазерная пушка». Луч лабораторного 
импульсного лазера сбивает бумажную мишень. 
Почему? (На финале турнира демонстрировал- 
ся СО, — лазер, п качестве мншени — полоска 
черной бумаги). 

Ч. «Водяной молоток». Объяснить действие 
водяного молотка. 

Для изготовления водяного молотка можно 
взять химическую пробирку г хорошо подо- 
гнанной резиновой пробкой. Заполнить пробир- 
ку доверху водой, лучше дистиллированиой, 
но не закрывать пробнирку. Нагреть воду до 
100 °С и кипятить далее на медленном огне 
до тех пор, пока жидкость не начнет «взры- 
ваться с образованием больших пузырей — 
вода перегрета. В момент образования большого 
пузыря быстро закрыть пробнрку пробкой. 
Остудить пробирку с водой, водяной молоток 
готов. При резком встряхивании водяного мо- 
лотка слышен характерный металлический 
звук. . 

При опытах соблюдайте осторожность, так 
как при резком ударе стекло может разлететься 
на мелкие осколки. 

8. «Атом Борае. Оценить размер возбуж- 
денного атома водорода при значении главного 
квантового чнсла п=650. 

Для атома водорода п состоянии с п=650 
радиус орбиты равен г.==Г,- п?, где 

Г 
Алей —56. 10-м 

те? ь 
— радиус первой боровской орбиты. Диаметр 
такого атома водорода 45 мкм. Это вполие мак- 
роскопическая величина, она даже несколько 
больше толщины пленки п кассетном магнито- 
фоне. Не менее непривычнымн являются н 
другие характеристики такого атома. Частота 
обращения электрона по орбите (или, что то же 
самое, частота кванта, излучаемого прн перехо- 
де на уровень с меньшим на единицу квантовым 
числом} лежит в радиодиапазоне коротких волн 
{резонансиая длина волны = 12,5 м), характер- 
ное время жизни атома в таком состоянии 
(до излучения кванта) равно 2 часам. Чтобы 
ионизировать такой атом постоянным электри- 
ческим полем, достаточно взять поле с напря- 
женностью 3 В/м. Таким образом, название 
«атоме (от греческого отодос — неделимый) 
прнложимо к такому атому только и ироии- 
ческом смысле (для сревнения — напряжен- 
ность электрнческого поля Земли 100 В/м). 

Накоиец, при рассеянии на таком атоме 
радиоволны с резоиансной длиной волны он 
ведет себя аналогично непрозрачному телу с 
площадью поперечного сечения 75 м?. Значение 
п—650 взято ие случайно. Недавно советскимн 
физиками при помощи чувствительного радио- 
телескопа было обнаружено космическое радио- 
излучение, соответствующее переходу электро- 
на в атоме водорода с уровня 650 на уровень 
649. Это указывает на то, что такие атомы дейст- 
вительно существуют и космнческом про- 
странстве. 

В последние годы интерес к атомам в сильно 
возбужденных состояниях (их иазывают рид- 
берговскими)} сильно возрос, так как появнлась 
техническая возможность получеиня пучков 
атомов, находящихся в возбужденном состоя- 
нии с определенным и большим (40—60) 
главным квантовым числом. Наиболышнй инте- 
рес к таким атомам проявляет квантовая радио- 
физика из-за их сильной связн с электромаг- 
нитным полем резонансной частоты. Использо- 
вание пучков ридберговских атомов позволило 
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1= 


проверить ряд предсказаний квантовой электро- 
динамики, недоступных проверке при исполь- 
зованин обычных (маленьких) атомов. В част- 
ности, удалось построить квантовый генератор, 
з котором когерентиое поле создавалось ато- 
мами, поодиночке пролетавшими через резо- 
натор. 


ТХ Турнир 
юных физиков 


Этот турнир начинается и сентябре 1986 г. Он 
будет проводиться в три этапа. 

Т тур — заочный коллективный конкурс. 
Решения задач ТЮФ-Х, опубликоваиных ну- 
же, можно отправлять ме позднее 20 ноября 
1986 года по адресу: 119899 Москва, ГСП, 
МГУ, физический факультет, Совет по работе 
со школьниками, оргкомитет ТЮФ-[Х. В графе 
«Кому» напншите: «Заочный конкурс 
ТЮФ-ГХь и номера задач, решения которых вы 
посылаете. В письмо вложите конверт с напи- 
санным на нем адресом школы (в этом конверте 
будут отправлены результаты проверки реше- 
ний). а также список членов команды, фамилию 
учителя физики, комер школы, класс. Решения 
могут быть индивидуальными и коллективны- 
ми. Каждое решенне пишите отдельно и внача- 
ле обязательно укажите город, номер школы, 
класс, фамнлии и имена авторов решения. 
К решениям экспериментальных задач долж- 
ны быть приложены подробные описания уста- 
новок, их схемы, желательно фотографии н 
эксперимеитальные данные. Наиболее удачные 
решения задач м самостоятельно сформулиро- 
ваниых проблем будут отмечены грамотами 
турннра и представлены к печати в «Квантеь. 

П тур — отборочные фиэзбои. В нем могут 
принять участие команды школ г. Москвы н 
Московской области, набравшие в заочном кол- 
лектнвном конкурсе более 40 баллов (из 50 воз- 
можных). Отборочные физбои 1/4 и 1/2 финала 
будут проводиться с 10 декабря 1986 г. по 10 ян- 
варя 1987 г. иа физическом факультете МГУ 
по задачам колдективиого коикурса. (Другим 
городам могут быть высланы материалы для 
организации П и ПТ туров на местах). 

Ш тур — финая турнира — состоится 
22 февраля 1987 г. на физическом факуль- 
тете МГУ. ВБ его программу входят: физбой фи- 
налистов турнира, конкурс капитанов, конкурс 
болелыциков! награждение победнтелей и ак- 
тивных участников турнира. 

ЗВ составлении заданий для финальных кон- 
курсов туриира могут принять участие все же- 
лающие. Условня задач высылайте не поздиее 
20 января 1987 года, Получить дополнитель- 
ные сведения с правилах проведения ТЮФ-ТХ, 
а также высказать свои предположения и за- 
мечания можно по вышеуказанному адресу. 


Заданяя заочного 
коллективного коякурса ТЮФ-ЫХ 


Большинство заданий сформулировано на ос- 
нове конкретиых физических явлений и рассчи- 
тано на проведение серьезных теоретических 
ш экспериментальных исследований, выходя- 
ик за рамки «школьногоь подхода. Условия 
задач сформулированы максимально кратко и 
допускают различные трактовкн и степени уп- 
рощення. 
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1. «Придумай саме. Самостоятельно сфор- 
мулнруйте задачу-проблему и решите ее. 

2. «Электрон». Опншите известные современ- 
ной науке свойства электрона. 

Выполнение этой работы предполагает со- 
ставление реферативиого обзора, в котором 
следует изложить только свойства злектрона 
как элементарной частицы, не рассматривая 
поведенне большого числа электронов в слож- 
ных системах. 

3. «Тормозной путь». Тормозной путь авто- 
мобиля примерно 40 м, а железнодорожного 
состава — 1500 м. Почему такая большая 
разница? 


4. «Лунная дорожкае. 

«Выхожу один я на дорогу, 

Сквозь туман кремнистый путь блестит. 

Ночь тиха...› 

М. Ю. Лермонтов 

Какое физическое явление описал поэт? Объ- 
ясиите, каким образом возникает «лунная до- 
рожкаь. Рассчитайте простраиствениое рас- 
пределение интеисивности отраженного света, 
видимого наблюдателем в этих случаях. 


5. «Маневре. Самолет летит со скоростью в 
над прямолинейным участком шоссе. Через 
какое минимальное время он может удалиться 
от шоссе на расстояиие 57 Считать, что полное 
ускорение самолета ие превышает величины а 
н высота полета постоянна. 

6. «Термометр». Измерения температуры 
удобио производить се помощью термопары. 
Определите, за какое мннимальное время с ее 
помощью можно с наперед заданной точностью 
измерить температуру термостата? 

9. «Лампа накаливанияе. Лампа накалива- 
ния включена в сеть: 

а) постоянного тока; 

б) переменного тока с частотой 50 Гц. 

Исследуйте зависимость тока в цепн от па- 
дения напряжения на лампе. Оцеиите амплиту- 
ду колебаний температуры спирали лампы на- 
калнвания, включенной в сеть переменного тока 
с частотой 50 Гн. 

8. «Границы применимости». Опишите гра- 
ницы применнмости: 

а) ГЕ закона Ньютона; 

6) закона Кулона. 

9. «Электричкае. Какое напряжение и поче- 
му применяют в электротяге трамвая, трол- 
лейбуса, электропоездов железной дороги м 
метро? 

10. «Сквозняк». Объясните, почему бывают 
сквозняки? 

11. «Ниточный телефон». Из двух спичеч- 
ных коробков и катушки ниток можно сделать... 
телефон. Всестороине исследуйте принцип дей- 
ствия и свойства такого телефона. 

12. «КПД травсформатора». Исследуйте за- 
висимость коэффициента полезиого действия 
школьного понижающего трансформатора от 
нагрузки. 

13. «Неоновая лампочка». Почему загорает- 
ся неоновая лампочка? Другнми словами, от- 
куда берутся свободные электроны в инертном 
газе (неоне), необходимые для ее загорання? 

14. «Фокусное расстояниее. Предложите 
подтвержденные вашими экспериментами спо- 
собы измерения малого (<1 см) и большого 
{>10 м) фокусиого расстояния линзы. 

15. «Энергопотребление». Оцените полное 
энергопотребление средней городской кварти- 
ры. Обоснуйте физические принципы эконом- 
ного расходования энергни. 


16. «Сахарницае. Вы насыпали в сахарницу 
кусковой сахар, заполнив ее до краев. Если 
теперь потрясти сахарницу, то можио будет 
добавить несколько кусочков сахара. То же са- 
мое произойдет и при насыпанин сахарного 
песка или какой-нибудь крупы. Исследуйте яв- 
ление зутряские. 

17. «Теплый святер+. Вязаный шерстяной 
свнтер очеиь хорошо греет, хотя, честно говоря, 


Ответы, указания, решения 


он ведь «дырявыйь (имеет множество сквоз- 
ных отверстий). Если уменьшить плотность 
вязки (повысить степень «дырявости»), то все 
равно свитер будет теплым. При какой макси- 
мальной степени «дырявостиь свитер еще греет? 
(Традиционно задача № 17 имеет шуточный от- 
тенок.} 
Публикацию подготовнли Е. Н. Юносов, 
И. В. Яминский 


Как Декарт проводил касательные 
Уравнение касательной к параболе у?=2рх п 
точке (хо; Уо) имеет вид уро=р(х-- хо). 


Малярный парадокс 

Количество краски, необходимое для закраши- 
вания поверхности, будет пропорционально пло- 
щади этой поверхности, еслн толщина слоя 
краски всюду одинакова. При способе же окрас- 
ки, описанном в пункте 2, толщнна слоя краски 
на л-м прямоугольнике не превосходит ширины 
этого прямоугольника, то есть 1/2" см. 


Секрет Старого Бондаря 
Найдем, прн каких эначеннях переменных уи = 
емкость бочки © (см. формулу (6, с. 17) бу- 
дет — прн заданном Х — наибольшей. Для 
этой цели воспользуемся следующим фактом. 
Лемма. Пусть функция Р(у. 2) при каждом 
фиксированном (постоянном) 2 имеет — при 
любом у — производную по переменному у 
(обозиачим ее так: Р.), а прн каждом фикси- 
рованном у — производную по переменному 2 
при любом = (обозначим ее так: Р’). Если 
при уу н 2=2 функция #(у,2) ныеет свое 
наиболышее значение, то при У=\ Н 2225 
обязамы выполняться равеиства 

Ру, 2)-=0 п РХу, 2) 0. (+) 
Доказательство. В самом деле, если 
Р(уо, 2с)>2Р(ц.2) для всех у и 2, то, в част- 
ности, должио выполняться н неравенство 
Р(уо, 20) 2Е(у, 20) при любых у; это означает, 
что функция одного переменного Ё(у, 20) имеет 
при У=у» максимум; зиачит, ее производная 
{по у) РХу, 2) обязана обращаться в нуль при 
2—2. Аналогично убеждаемся, что Р:(ус, 2) 
обращается в нуль при 2==2.. А это как раз 
и означает, что в точке (у, 20) выполняются 
равенства (*). 
Пользуясь этой леммой, найдем максимум 
функцин г (см. (6)). Чтобы не иметь дело г 
корнями, будем искать максимум функции 
5? (ведь о и 5? достигают своего макснмума 
одновременно, при одних и тех же значениях 
переменных у н 2). Имеем (сы. (6)) 


Ру, = 9 цу —у2)409-- 2). 


Для нахождения точки максимума, найдем, 
согласно лемме, 7, и Р. н приравняем их нулю. 


ру В ий — уу) 02—20, 


4 
5 л1(у?4+22—92){2(22—9)(01—21)+ 


+? +=?—у2)(—22)]-=0 (+) 


Учитывая, что 0<2<_\, получаем 2=2у. Так 


как (рис. 3, с. 16) К-=2(2—у9), заключаем, 
что МК-==2у- АР, то есть «наилучшаяь бочка 
дояжив иметь форму цилиндра. Полагая в (+$} 
2—=2у, получим 


8л?у"0’—6у’)=0, 


откуда у—./\/6, 2-=22/3{6 Если РР==х, то 
21-21, х-А/ ту 2. 

Видим. что › может принимать наибольшее 

значение лишь в одиоы случае: у=)./3,6, 

2=2%.//6. 


Неудачи одной цивилизации 


Пусть С — произвольная точка в плоскости, 
АСА, и ВСВ — равнобедренные прямоуголь- 
ные треугольники, расположенные вне тре- 
угольника А ВС (прямые углы — при вершинах 
А и В. Покажем, что точка М — середнна 
отрезка А,В, — не завнсит от выбора точки С. 
Пусть Ас, Ви, Со — ортогональные проекции 
точек А,, Ви С; на прямую АВ (см. рисунок). 
Легко видеть, что треугольники ААА, и ССА, 
а также ВВ.В, и ССВ равны; поэтому ААе= 
—=В8,=<СС,. Пусть № — середина отрезка А.В,. 
Ясно, что № является также серединой отрезка 
АВ. Тогда ММ — средняя линия прямоугольной 
трапеции А,В.В,А,; следовательно, ММ. АВ, 


1 
мм= 5 (А.А, ВьВ!). Но А.А,=АС» ВВ, 
—=ВС,. Подставляя эти равеиства, в выражение 
для ММ, получаем ММ—= 5 (АСВ) = 


== АВ. Следовательно, при произвольном вы- 


боре точки С (в одной полуплоскости) ее 
ММ перпендикулярен АВ и равняется р АВ, 


где № -— середина АВ. Это означает, что при 
движении точки С точка М остается неподвиж- 
ной. Отметим, ‘кроме того, что треугольник 
АВМ — равнобедренный н прямоугольный. 


«Кзанте для младгих школьников 
(см. «Квант» № 7) 


бу—3 
уз 4% —3), 


Поэтому х будет целым чис- 


1. Выразим х через у: х= 


или х=б ЕВ 

у 3° 
лом тогда и только тогда, когда 18 делится 
на у--3. Для у--3 получаем двенадцать воз- 
можных значений: +1, +2, +3, +6, +9, +18, 
что дает двенадцать целочислениых решений 
уравнения 


{(—13; —2), (23; —94), {(—4; —1), (14; —5), 
(—1;0), (11; —6), (2;3), (8; —9). (3; 6), 
(7; —12), (4;15), (6; —21)}. 


2. Возьмем правильный лятиугольник, вписан- 
ный в нашу «раскрашеннуюь» окружность. Лег- 
ко понять, что у него всегда найдутся три 
вершины одного цвета. Эти вершины в любом 
случае образуют нужный равнобедренный тре- 
угольиик. 

3. Пусть А=а. Тогда (а--Ь)-+ (а+{-Ь):=10а-Нь, 
то есть («-+-Ь)=9а откуда следует, что а — 
точный кведрат. Поскольку 1=а=9, получаем 
три воэможиости: а=1, а=4 и а=9. Поэтому 
число А равно 12, 42 или 90. 

4. Опишем вокруг треугольника АВС окруж- 
ность. Из условия /. СА В-- ( МСВ-=90° следует, 
что медиана СМ принадлежит диаметру этой 
окружиости (сделайте чертеж). Если при этом 
сторона А В не является диаметром, то медиана 
СМ перпендикулярна АВ как диаметр, прохо- 
дящий через середину хорды, и треугольник 


АВС — равнобедрениый (поскольку медиана 
СМ является н высотой). Если же сторона АВ 
является диаметром, то треугольиик АВС — 
прямоугольный. 

5- Отразим наши дугн симметрично `относи- 
тельно днаметра 4, перпендикулярного выбран- 
ной прямон. Вместе с первоначальными дугами 
оны образуют снстему дуг длины 64, большей 
чем длина 20л нашей окружности. Поэтому 
в этой системе дуг найдутся по крайней мере 
две пересекающиеся дуги. Соединив любую 
точку из пересечения таких двух дуг с точкой, 
симметричной относительно диаметра 4, мы по- 
лучим нужную хорду, параллельную выбран- 
ной прямой. 


Шахматная страничка 

(см. «Квант» № 5) 

Задаяне 9 (Я. Хартонг, 1957 г.). Задача на 
перекрытне — одну из самых популярных гео- 
метрических тем и шахматной композиции. 
После 1.КЬ5! с угрозой 2.Фд4Х возникают 
сразу семь перекрытий: 1...С#6 2.ФН?х (пере- 
крыта пешка #7); 1...16 2.Фе!ТХ (теперь пешка 
перекрыла дорогу слону’ к полю е7); 1...С72 
2.Л14ах; 1...Ке2 2.ЛезЗж; 1..КЪЗ 2.К:сЗх; 
1...Ксб 2.Са5Ж; 1...с5 2.К:96Ж. 

Задание 10 (Л. Куббель, 1907 г.). 1.КсЗ-- Кре2 
2.КА1! Проигрыаает 2.КЗ5? из-за 2...Кр921 
2...Кр:91 3.Крь8! {1Ф (3...Кре1 4.Л&2 = тем же 
итогом) 4.Л#1! Ф:р1. Пат. 
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Шахматная страничка 


Консультирует — экс-чемин- 
ои мира по шахматам, между- 
народный гроссмейстер 


А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техни- 
ческих наук Е. Я. Гик. 


ГЕОМЕТРИЯ 
ШАХМАТНОЙ ДОСКИ 


Мы уже не раз отмечали не- 
обычное свойство зшахмат- 
ных расстояний»: кратчай- 
шнй путь между двумя поля- 
ми проходит не обязательно 
по прямой линин. Остановим- 
ся на двух любопытных эпи- 
зодах из практики. Первый 
случай произошел в 1914 году 
п сеансе, который будущий 
чемпион мира А. Алехин да- 
вал членам Московского шах- 
матиого кружка. 


А. Алехин — В. Нейштадт 

В этой позиции в ответ на 
прыжок коня КНТ—{8 Але- 
хнн моментально ответил 1.ев. 
Его партнер собрался взять 
пешку пешкой, но, когда грос- 
смейстер вернулся к столику, 
растерялся и побил ее конем 
1...К:е6 2.К:е6. 

«Чем брать? — подумал 
Нейштадт,— иаверное, пеш- 
койъ. Но сеансер снова подо- 
шел к столику. и черные 
машинально взялись за слона. 
Алехин любезно предложил 
поменять ход, но соперник 
гордо отказался. 

Жаль, — загадочно произ- 
нес гроссмейстер м опрокн- 
нул своего короля. Нейштадт 
никак не мог понять, о чем 
пожалел сеансер, и после сеан- 
са робко попросил его рас- 
крыть секрет. 

— С удовольствием, — вос- 
кликнул Алехин, и на доске 
вновь были расставлены 
фигуры.— В этой безрвдост- 
ной для меня позиции, сыг- 
рав 1.е6, я рассчитывал, что 
вы или сразу возьмете на еб 
пешкой или после случив- 
егося в партии 1..К:е6 
2.К:е6 Ге 3.4е С:еб. 


. ровержение: 


-— Сейчас, глядя на пози- 
цию, я внжу, что брать пеш- 
кой было еще сильнее, ведь 
ваш король ие успевает по- 
пасть в квадрат моей крайней 
пешки. 

—- Вы так полагаете? — ус- 
мехнулся Алехин и переста- 
вил своего короля — 4.КрёЗ. 
Тут же былн сделаны еще два 
хода — 4...а5 5.КрЁ4 в4 
6.Кре5! и двигаться черной 
пешке вперед бесполезно — 
6...а3 7.Кр:е6 а2 8.17 с иичьей. 
Слои отступил цо днагонали 
а2—#8 и после 7.Кр44 а3 
8. Крс3 а2 9. КрЬ2 на дос- 
ке теоретическая ничья. Так 
за семь лет до Рети Алехин 
применил на практике его за- 
мечательный маневр. Правда, 
стремительно передвигаясь по 
кругу, он успел обнаружить 
не только остроумную геомет- 
рическую идею, но и... ее оп- 
4. Кр&З Кр:46 
5. КрёА С#51 6. Крез Кре5 
7. Кра2 Кра4 8. Крс1 Крс$, и 
дальнейший путь белому ко- 
ролю и угол прикрыт. 


Д. Бронштейн — М. Вот- 
вынняк 

В этой позиции нз шестой 
партии матча на первенство 
мира 1951 года легко делало 
ничью 57.Кеб-|- н 58.Ка4.Но 
Бронштейн решил подойти ко- 
ролем к пешке, возможно, со 
смутной надеждой на победу, 
и сыграл 57. Крс2. Конечно, 
гроссмейстер понимал, что 
черный король в состоянии 
появиться на поле #2, но, на- 
верное, рассматривал лишь 
прямолннейный маршрут 
Кр! 4 —{3—#2, полагая, что н 
тогда успеет подтянуть ко- 
ня — Кеб и К94-{. Неприя- 
тельский король действитель- 
но отправился к полю #2, но 
не по прямому пути, а по 
зигзагу! После 57...КрёЗ!! бе- 
лые сразу сдались, так как 
пешка зе» неудержима: 58. 
Кебе2, и белый конь попадает 
на 94 без шаха (59. Кра2 
Крё2!). 

Впервые описав этот случай 
в рассказе о геометрнн шах- 
матной доски, ведущий зстра- 
ничкие был очень доволен, 
обиаружив такой удачный 
геометрический сюжет в по- 
единке выдающихся гроссмей- 


стеров. Позже я узнал, что 
достаточно было и простого 
Кр#4—1{3. Как пишет Б. Вайи- 
штейн в книге «Импровизация 
а шахматном искусстве» 
(1976 г.), посвященной твор- 
честву Бронштейна, 57Т...Кр{З 
выигрывало в несколько хо- 
дов: 58. Кеб е2 59. Каа- 
КрЕ2 60. К:е2 Кр:е2, и пешеч- 
ное окончание безнадежно для 
белых: 61. КрЬЗ (61. с5 а4!) 
61...56! 62. КраА Кр43З 63. 
КрЬ5 а4! 64. Кр:а4 Кр:с4 
и т. д. 

Прошло несколько лет, и 
вот, раскрыв вышедшую в 
1985 году книгу М. Ботвинни- 
ка «Аналитнческие и крити- 
ческие работы. 1942-1956» 
на странице, где описывается 
эта партия, я обнаружил ре- 
марку экс-чемпиона, внесен- 
ную им в новый комментарнй. 
Оказывается все-такн, что 
именио хитрый маневр 
Кр!4—#3—12 обеспечивал 
черным победу — белому 
коню вовсе не обязательно 
шаховать с поля 44, выручает 
другая траектория: 57...Кр{3З 
58.К{7! е2 59.Кеб{- КрЕ2 
60.К93-- Крё! 61.КрьЗ, ин 
белые добиваются ничьей! 


В плешечном окончании — 
61...21Ф 62.К:е1 Кр:е1 чер- 
ный король по сравнению со 
«старым анализомеь находит- 
ся чуть дальше — на е1, и 
это меняет оценку позиции. 


Конкурсные задания 


16. Белые начинают и дают 
мат в 4 хода. 


Срок отправки решений — 
20 октября 1986 г. с помет- 
кой на конверте: «Шахмат- 
ный конкурс «Кванта», зада- 
ния 15, 16». 


Новости космической филателии 


В марте 19856 года успешно завершился между- 
народкый многоцелевой космический экспери- 
мент «Венера — комета Галлея». В ходе экспе- 
римента удалось получить более тысячи сним- 
ков кометы и богатую информацию о ее газо- 
пылевой оболочке. Эти данные существенно 
обогатили наши представления о природе комет 
и кометных хвостов. Они представляют огром- 
ную ценность для науки. 


МЕТ МАМ Он 


в-лАС Ам ТОМ 2 4 4< мим ма - Ат 2 $ 
1$92-3727 14% 


#248 


Ее | 
Нндекс 70465 


Выдающаяся международная научная про- 
грамма исследований кометы Галлея нашла 
свое отражение в филателии. Ей посвящены 
Эве почтовые марки и почтовый блок, выпу- 
щенные в нашей стране в 1985— 1986 годах. 
Аналогичные почтовые знаки появились и в 
ряде других стран. Мы воспроизводим здесь 
серию вьетнамских марок. на которых изобра- 
жены комета и старт автоматической станции 
«Вега», а также портреты Ньютона и Галлея, 
и почтовый блок КНДР. Е 
В. Рудов 


К ь "> ё 
УЕ-НА 0 21-52 ва ЗАО СНО! мл тат 54 


‹... человек, 
решивший посвятить себя 
научной работе, должен начинать ее 
как можно раньше — 
еще в студенческие, 

а лучше даже в школьные годыеь. 
Эти слова академика И. К. Кикоина, 
возглавлявшего «Кванть 
в течение пятнадцати лет, 
определяют основную цель журнала — 
ввести юного читателя 
в мир точных наук, 


помочь ему сориентироваться в нем, 
испытать свои силы 


и выявить склонности. 

Мы надеемся, наш журнал 
отвечает поставленной задаче. 
Сегодия вы держите в руках 

200-й номер «Кванта». 
Этот юбилей мы отмечаем 
перепечаткой нескольких лучших 
статей из первых номеров журнала 
и рассчитываем, 
что они по-прежнему 
будут вам интересны 
и побудят к самостоятельной 
творческой работе. 


Научно-популярный > 

физико -математический журнал В Е) р 
Академии наук СССР [Я ЕЯ. 

ц Академии педагогических 

наук СССР Основан в 1970 году 
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Прекрасные летние каникулы позади. И теперь уже радуга — не просто радуга, а оптическое лоление в отмосфере, 
качели -- не просто качели. в прымер параметрического резомамса {разобраться с этим примером ввм поможет статья 
на с. 29}... С новым учебным годом! 


О конструкциях, изоброженных на второй странице обложки. росскозыевется на с. 10. 


© издательство «Наука». Главная редакция фнзико- математической литературы, «Квант». 1988 


р 


День знаний — 
всенародный 
праздник 


В этом году в третий раз отмечает- 
ся всенародный праздник — День 
знаний. 

В. И. Ленин на заре Советской 
власти говорил, что коммунистом 
можно стать, лишь обогатив свою 
память знанием всех тех богатств, 
которые выработало человечество. В 
обращении к молодежи на ПТ съезде 
комсомола он призывал: +*Учиться, 
учиться и еще раз учиться». Эти ле- 
нинские заветы нашли воплощение в 
политике нашей партии и советского 
государства, которые создали неви- 
данные по своим историческим анало- 
гам возможности для расцвета образо- 
вания и культуры в нашей стране. 

Почему на данном этапе развития 
нашего общества делу получения зна- 
ний уделяется столь большое внима- 
ние? Реализация намеченного ХХУП 
съездом партии курса на ускорение 
социально-экономического развития 
страны связана с научно-техническим 
прогрессом, с превращением науки в 
непосредственную производительную 
силу общества. Специальные исследо- 
вания убедительно доказывают высо- 
кую экономическую эффективность 
образования. Есть данные о том, что 
от 30 до 40 процентов прироста 
национального дохода в развитых 
странах обеспечиваются за счет обра- 
зования. Рост образованности молоде- 


Вице-президент Академии 


ТЕРРИ 


педагогических 
наук СССР 


жи положительно сказывается на 
улучшении ее производственной ква- 
лификации, качестве труда, рациона- 
лизации и новаторстве, на быстроте 
овладения новейшей техникой, смеж- 
ными профессиями, на усвоении прие- 
мов научной организации труда, эко- 
номии времени и материалов. 


КПСС и советское правительство 
уделяют постоянное внимание делу 
совершенствования образования. Под- 
тверждение этому — новая реформа 
школы. Срок обучения продлевается 
в ближайшие годы с 10 до 11 лет; 
начальная школа становится четырех- 
летней. Принимаются меры к улучше- 
нию трудового обучения и воспитания. 
В 12 пятилетке будет построено 
вдвое больше школ, чем в 11 пяти- 
летке. Будет также воздвигнуто 800 
новых комплексов профтехучилищ. 
Намечено открыть сотни новых стан- 
ций юных техников, юных натурали- 
стов, спортивных школ. Расширяется 
сеть научных обществ учащихся, 
кружков, детских клубов. 


Изменится и само содержание 
школьных знаний. Будет лучше обес- 
печено знакомство с новыми техно- 
логиями, компьютерами, робототехни- 
кой. Ученики получат более глубокие 
политические знания, ознакомятся с 
новыми социальными процессами в 
стране и мире в целом. Начнет 
издаваться новый политический жур- 
нал для старшеклассников. Расширя- 
ется цикл факультативных занятий по 
гуманитарному, физико-математиче- 
скому, техническому и биохимическо- 
му профилям с целью развития талан- 
тов и способностей учащихся. 

В День знаний вся страна сердеч- 
но приветствует учителей и учеников 
н желает им новых больших успехов. 


оо, 
Ю. К. Бабанский 
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Жозеф Луи Лагранж 


К 250-летаию со дня рождения 


Кандидат физико-математических наук С. Г. ГИДИКИН 


Письмо из Турина. В августе 1755 г. великий Эйлер (1707—1783) получил из Турина 
письмо от 19-летнего Лагранжа, который и прежде писал ему. У Эйлера, несомненно, 
уже успело сложиться мнение, что его корреспондент является талантливым сфор- 
мировавшимся математиком, несмотря на его молодость. И все же содержание послед- 
него письма поразило ученого. 

С конца ХУП века внимание математиков все более привлекали задачи, которые 
сейчас принято называть вариационными, а тогда обычно называли изопериметри- 
ческими. Все началось с задачи о брахистохроне — кривой наибыстрейшего спуска 
между двумя точками. Эту задачу поставил Иоганн Бернулли (1667—1748). Впрочем, 
задачи о кривых, обладающих теми или иными свойствами максимума-минимума, 
возникали и раньше: окружность при заданной длине ограничивает фигуру наи- 
большей площади (изопериметрическое свойство, отсюда и название класса задач), 
прямая — кратчайшее расстояние между точками и т. д. Число таких задач росло, 
математики с удовольствием решали их, подбирая свой чключ с секретом» к каждой 
из них. 

Однако стиль эпохи расцвета дифференциального и интегрального исчнсления тре- 
бовал попытаться найти общий метод, сформировать исчисление для решения 
изопериметрических задач. Такой метод нащупал в 1732 г. сам Эйлер. Его основное 
наблюдение состояло в том, что кривые, являющиеся решением этих задач, отве- 
чают решенням некоторых дифференциальных уравнений. В выводе этих уравнений 
он видел основную задачу. Трудность здесь состояла в том, что речь шла о поиске 
экстремальной кривой (а не экстремальной точки) и поэтому известные приемы 
поиска экстремума были неприемлемы. Лишь окольным путем, заменив кривые на 
ломаные, Эйлеру удалось преодолеть эту трудность. 

Но Лагран ж, с решительностью, присущей молодости, отважился применить именно 
к кривым основную схему поиска экстремума из обычного анализа. Эта схема, как 
знает сейчас любой девятиклассник, состоит в замене функции и—{(х) на ее главную 
часть 4у-=[р(хх (ее дифференциал) с последующим решением уравнения 4у=0 
(то есть /(х/)=-0). Лагранж придумал соответствующее понятие для кривой [, обозначил 
его &1 (по аналогии с 4%); позже 5 стали называть вариацией. Уравнение 51—=0 
и привело его сразу к тем дифференциальным уравнениям — их теперь называют 
уравнениями Эйлера-Лагранжа,— к которым Эйлер шел кружным путем. 

Короткой информации Эйлеру было достаточно, чтобы оценить все преимущества 
усовершенствований Лагранжа. Письмо Лагранжа возродило и у самого Эйлера инте- 
рес к экстремальным задачам. Уже в 1756 г. он делает в Берлинской академии два 
сообщения, связанные с методом Лагранжа. В том же году Лагранж по представлению 
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Эйлера был избран иностранным членом этой академии — редкая честь для молодого 
ученого, который еще не успел опубликовать своих трудов. 

Эйлер не торопится публиковать свои новые результаты, предоставляя своему 
молодому коллеге, не торопясь, подготовить к печати свою работу. Он разъясняет 
свою позицию в письме от 10 октября 1759 г.: 

«Твое аналитическое решение изопериметрической проблемы содержит, насколько я вижу, 
все, чего только можно желать в этой области, и я чрезвычайно рад, что эта теория, которой 
после первых моих попыток я занимался едва ли не один, доведена тобой до величайшего 
сонвершеиства. Важность вопроса побудила меня к тому, что я с помощью твоего освещения 
сам вывел аналитическое решение. я, однако, решил скрывать это, пока ты не опубликусшь 
свои результаты, так как я никоим образом не хочу отнимать у тебя часть заслуженной 
тобой славы». 

Замечательный пример научной этики! 

Письмо Эйлера добавило решимости Лагранжу опубликовать сделанное, и во Ш томе 


«Туринских записок» за 1761—1762 гг. появляется его мемуар «Опыт нового метода 
для определения максимумов и минимумов неопределенных интегральных формул». 
В 1764 г. публикует свои результаты и Эйлер, предваряя публикацию словами: 

+После того как я долго и бесплодно трудился над решением этого вопроса, я ю удивлением 
увидал, что п +Туринских записках» задача эта решена столь же легко, как п счастливо. Это 
прекрасное открытие вызвало у меня тем большее восхищение, что оно значительно отличается 
от данных мною методов и зничительио их превосходит по простоте». 

Заметим, что Эйлер ие упоминает предшествовавшей переписки. Эйлер предлагает 
называть новый метод *варнационным исчислением» по аналогии г дифференциаль- 
ным исчислением. 

Таким был научный дебют Лагранжа. В одном отношении он уникален. Известны 
н другие примеры, когда велнкие математики получали первые крупные результаты 
в том же возрасте, что и Лагранж. Однако при этом речь шла обычно о решении 
конкретных задач. Интерес же к совершенствованию метода как такового приходит 
с годами. Мы же видим, что уже в первой работе Лагранжа проявилось то, что 
будет всегда отличать его в дальнейшем: полное прояснение ситуации, совершенство- 
вание метода, поиск первопричины ценится выше конкретных задач. 


Джузеппе Лунджи. Мы рассказали о первой великой работе Лагранжа, но все же 
стоит сказать несколько слов о более ранних событиях его жизни. Жозеф Луи 
Лагранж родился 25 января 1736 г. в Турине, в Италии. Впрочем, на родине его 
называли Джузеппе Луиджи. Его прадед приехал из Франции и поступил на службу 
к герцогу Савойскому, а дед и отец продолжали служить в должности казначея 
фабрик и строений. К рождению будущего математика семья разорилась. 

*‹Если бы я был богат, я, вероятно, не достиг бы моего положения в математике; а в какой 
другой деятельности я добился бы тех же успехов?» — говорил впоследствин ученый. 

Вирочем, поначалу семейные планы предназначали Жозефу Луи карьеру адвоката, 
и в 14 лет он определяется в Туринский университет. Однако вскоре он перешел 
в Артиллерийскую школу, что было связано с усилившимся интересом к математике. 
В 19 лет он — профессор математики в этой школе (по некоторым сведениям, еще 
раньше). 

Вокруг Лагранжа сложился кружок молодых математиков и физиков, который 
позднее преобразовался и Туринскую академию наук. С 1759 г. начинают выходить 
«Философско-математические сборники частного Туринского научного общества», 
которые привыкли называть просто ‹Туринскими записками». Мы уже говорили, что 
во П томе записок появился мемуар Лагранжа о вариационном исчислении, 
а Г том содержал две его работы, в том числе статью «Исследование о природе 
распространения звука». 


Основания статики. Лагранж был душой Туринского кружка. Опубликованные в 
*Туринских записках» статьи его товарищей несут отчетливый след сильного влияния 
Лагранжа. Особенно это относится к статье Фонсене, который был, по-видимому, 
лишь соучастником предпринятого Лагранжем систематического продумывания основ 
механики. Потом с сюжета этой статьи начнется его знаменитая «Аналитическая 
механика». Речь здесь идет я сопоставлении двух важнейших начал статики: 
принципа рычага и принципа сложения сил, приложенных к одной точке. Архимед 
положил в основу этой теории рычага аксиому о равновесии рычага с равными плечами 
н грузами и о двойной нагрузке на точку опоры в этой ситуации. Многие авторы 
пытались уточнить и дополнить рассуждения Архимеда, но они, по словам Лагранжа, 
*нарутнив простоту ..почти ничего не выиграли с точки зрения точности». Лагранж 
отмечает, что первую часть аксномы естественно считать очевидной из соображений 
симметрии: «нельзя усмотреть основания, в силу которого один груз перетянул бы 
другой». Он, однако, не видит никаких логических оснований к тому, что нагрузка 
на точку опоры при этом должна быть равна обязательно сумме весов грузов: 
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«по-видимому, все механики рассматривали это допущение как результат повседневного 
наблюдения, которое учит нас, что тяжесть тела зависит только от его массы, мо ни в какой 
мере не зависит от его формы». 


Лагранж предлагает вывод второй половины аксиомы Архимеда из первой. Он 
рассматривает однородную треугольную пластину АВС, где основание АВ равнобед- 
ренного треугольника горизонтально. Вершины А, В нагружаются равными грузами 
р, а вершина С грузом 2р. Пластина опирается на среднюю линию ММ, парал- 
лельную АВ (рис. 1). Она будет находиться в равновесии, что следует из рассмотрення 
пары рычагов АС, СВ с точками опоры М, М в силу первой части аксиомы Архимеда. 
Но тогда в равновесии будет и рычаг СЁ, где ЕЁ середина АВ с точкой опоры Е — 
серединой СР (в ней пересекаются ММ и СР). Следовательно, нагрузка в точке Р 
должна быть равна грузу 2р в точке С (строго говоря, здесь применяется обращение 
первой части аксиомы Архимеда, которое легко выводится), а это в точности 
нагрузка на точку опоры в рычаге АВ. Лагранж аккуратно отмечает, что прием с 
рассмотрением равновесия плоской пластины относительно стержня он почерпнул у 
Гюйгенса. 

Далее, Лагранж рассматривает принцип сложения сил, приложенных к одной 
точке, который легко обосновывается при помощи рассмотрения сложения движения. 
Существенная разница в принципах состоит в том, что в одном случае силы прикля- 
дываются к разным точкам, а в другом — к одной. Тем не менее многие утверждения 
статики можно выводить как из одного принципа, так и из другого. Возникает 
желание вообще отказаться от принятия принципа рычага за аксиому, но Лагранжа 
настораживает, что все известные выводы аксиомы Архимеда из закона сложения 
сил весьма искусственные: 

«..хотя, строго говоря, оба принципа рычага и сложения движений всегда приводят к одним 
и тем же результатам, интересно отметить, что наиболее простой случай для одного из этих 
принципов становится наиболее сложным для другого». 

Интуиция позволила Лагранжу безошибочно обнаружить тонкое место, хотя он и не 
смог до конца объяснить его. Оно связано © взаимоотношением механики и геометрии. 
Дело в том, что закон сложения сил, приложенных к одной точке, не зависит от 
аксиомы параллельных, в то время как в пространстве Лобачевского нагрузка на 
точку опоры рычага всегда превышает сумму весов приложенных грузов. В выводе 
второй половины аксиомы Архимеда используется утверждение о том, что высота 
равнобедренного треугольника пересекается со средней линией в ее середине; а это 
опирается на аксиому параллельных и не справедливо в геометрии Лобачевского. 
По-видимому, Лагранж еще не знал этого, хотя известно, что он размышлял над 
проблемой У постулата. 


Принцип наименьшего действия. Во Г томе ‹Туринских записок» вслед за мемуаром 
о вариационном исчислении была помещена статья Лагранжа «Приложение метода, 
изложенного в предыдущем мемуаре, для решения различных задач динамикиь. 
И здесь Лагранж следует по стопам Эйлера. В 17144 г. Мопертюи (1698—1159) 
сформулировал очень общий и туманный принцип, согласно которому все в природе, 
включая механическое движение, происходит так, чтобы некоторая величина — 
действие — достигала своего минимального значения. Эйлер для случая движений 
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точки в центральном поле превратил это неопределенное утверждение в совершенно 
точное, определив действие в этом случае как интеграл скорости по пути % 4$. 
Лагранж обобщил принцип Эйлера на случай произвольной системы точек, между 
которыми имеются связи и которые взаимодействуют произвольным образом. Опре- 
делив действие в этой общей ситуации, Лагранж, пользуясь разработанной им тех- 
никой вариационного исчисления, решает разнообразные задачи динамики, включая 
гидродинамику. Как пишет Фурье (1768—1830): 

«Он сводит все законы равновесия и движения к одному принципу и, что не менее удиви- 
тельно, он их подчиняет одному методу исчисления, изобретателем которого он сам является». 
Посещение Наряжа. В 1766 г. Лагранжу исполнилось 30 лет. Это был важный рубеж 
в его жизни. Ой призиаи в научном мире: в 1764 и 1166 гг. он удостаивается 
премий Парижской академии за исследование движения Луны и спутников Юпитера. 
Провинциальный Турин становился тесен для научной деятельности Лагранжа. В лич- 
ной жизни он был непритязателен, отличался слабым здоровьем, его скромность 
в общении с людьми нередко приобретала форму застенчивости и даже нелюдимости. 
Он вел обширную переписку, но как много дает непосредственное общение с учеными, 
Лагранж имел возможность убедиться во время поездки в Париж в 1755 г. Лагранж 
сопровождал своего друга Карачиоли, назначенного посланником в Лондон. Впрочем, 
до Лондона Лагранж не доехал. 


*«Опасио заболев после обеда у аббата Нолле, на котором Нолле угощал его кушаньями, 
приготовленными на итальянский лад, Лагранж не мог поехать в Лондон, а остался для 
лечеиия в Париже и по выздоровлении поспешил вернуться в Турин»,— вспомииал его друг 
и биограф Деламбр. 

Дело было в том, что в северной Италии для приготовления пищи используют 
касторовое масло, предварительно сильно прожаренное. На кухне у Нолле, где решили 
приготовить обед зна итальянский лад», воспользовались касторовым маслом без 
необходимой подготовки, и оно в полной мере проявило свои известные лекарственные 
свойства. Однако в научном плане болезнь была плодотворной. Лагранж много 
общается с крупнейшими французскими математиками Даламбером (1717—1183), 
Клеро (1713—1765), Кондорсе (1743—1794), но и среди менее знаменитых ученых 
были такие, которые остались его друзьями на всю жизнь. Лагранж неоднократно 
повторял, что эти полгода, проведенные в Париже, были самым счастливым перио- 
дом в его жизни. 


Лагранж в Берлине. В 1766 г: Эйлер уезжает из Берлина в Петербург, освободив 
место директора физико-математического класса Берлинской академии наук. Он 
предлагает Фридриху П в качестве своего преемника Лагранжа. Эта кандидатура была 
энергично поддержана Даламбером, с мнением которого король считался в еще 
большей степени. Уже в ноябре 1766 г. Лаграиж в Берлине, хотя король Сардинии 
неохотно расстался с ученым. Лагранж оказался в академии не в лучшие ее дни. 
Здесь не было ни Эйлера, ни Даламбера, ни Мопертюи. Однако здесь работал 
очень оригинальный математик Ламберт (1728—1777), доказавший в частности, 
иррациональность числа л. У Лагранжа и Ламберта много точек соприкосновения 
п математике, чем-то они напоминают друг друга и по-человечески. Их дружба 
продолжалась десять лет до смерти Ламберта и была очень существенна для 
них обоих. Нелегко было замкнутому Лагранжу приспособиться к жизни прусского 
двора. Но он, в отличие от Эйлера, смог это сделать и избежать конфликтов. Лагранж 
ведет размеренную жизнь: внешние обязанности, встречи, переписка занимают боль- 
шую часть дня, но весь вечер после обязательной прогулки отдан занятиям наукой 
в тишине, за закрытыми дверями. 


‚ 


*Аналитическая механика».Лагранж провел в Берлине чуть больше двадцати лет. 
Это была пора его зрелости, самый продуктивный период его жизни. Есть несколько 
великих ученых, в наследии которых есть одна главная книга («Начала» у Ньютона, 
«Маятниковые часы» у Гюйгенса). У Лагранжа такой книгой была «Аналитическая 
механика». Она вышла в 1788 году, когда Лагранж был уже в Париже. Но она 
вобрала в себя то главное, что было сделано в Берлине, а задумано еще в Турине. 
Замысел книги лучше всего усвоить из слов самого автора: 

«Имеется уже несколько руководств по мехаиике, но план этого сочннения совершенно 
новый. Я имел в виду привести всю теорию этой науки и искусство решения относящихся к ней 
задач к общим формулам, простое развитие которых давало бы все необходимые для 
решеиия всякой задачи уравнения». 

Итак, коротко говоря, Лагранж собирается показать, что чисто аналитических 
процедур достаточно для решения механических задач (чтобы подчеркнуть это, 
Лагранж демонстративно не пользуется чертежами), что можно предложить зодно- 
образные» (как мы бы сказали сегодня, алгоритмические) правила рассмотрения 
таких задач и что имеются простые общие принципы, на которых вся механика 
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может быть построена. Цель дальнейшего — продемонстрировать, что из основного 
уравнения (одной формулы!) может быть выведена вся механика. 

Разработанный Лагранжем метод оказался прямо приспособленным к решению 
задач техники, от которых он Также полностью отвлекался при создании аналити- 
ческой механики. А. Н. Крылов перечисляет непосредственно последовавшие при- 
менения лагранжевой механики: теория механизмов Понселе, инжейерный расчет 
сооружений, в частности, больших железных мостов, потребовавшихся в связи 
с развитием железных дорог, баллистические задачи, возникающие с переходом 
от гладкоствольных к нарезным орудиям (после Крымской войны), теория гироскопов. 
Он заканчивает: 


«Таких примеров из техники и физики можно привести неисчислимое множество, но и 
сказанного достаточно, чтобы видеть то значение, которое имеет знаменитое сочинение Лагран- 
жа в общем развитии науки и техники во всех нх областях, и то, насколько Лагранж был 
прав, что, ие останавливаясь иа частностях, придал своему изложению самую общую 
аналитическую форму; поэтому его методы одинаково приложимы и к расчету движения 
небесных тел, и к качаниям корабля на волнении, и к расчету гребного винта на корабле, и к 
расчету полета 16-дюймового снаряда, и к расчету движения элёктронов в атоме. Отсюда 
можно судить о необыкновенной гениальности создателя зтих методов — Жозефа Пуи 
Лагранжа». : 


Эти строки были написаны п 1936 г. 


Небесная механика. Среди нескольких типов механических задач, рассмотренных 
Лагранжем, несомненный приоритет имели задачи небесной механики. Такова была 
система ценностей в математике ХУП] века, что ни один крупный’ математик не 
мог пройти мимо задач, связанных с согласованием закона всемирного тяготения и 
результатами непосредственных астрономических наблюдений. Лагранж видит свою 
роль лишь в решении математической задачи, после чего метод передается п руки 
вычислителей. Лагранж начинает систематически разрабатывать математическую 
теорию возмущений, основы которой уже были заложены его великими предшест- 
венниками. Этими проблемами он занимался параллельно с более молодым, но уже 
зарекомендовавшим себя Лапласом (1749—1827). Они чрезвычайно отличались по 
стилю занятий наукой. Для Лапласа ориентирами были совершенно конкретные 
задачи небесной механики, и метод для него был лишь средством достижения 
конкретных целей. При работе над близкими задачами выявлялись сильные и слабые 
стороны каждого из великих ученых, и они удачно дополняли друг друга. 


Аряфметические работы. Хотя механика во весь берлинский период была главным 
делом Лагранжа, в его поле зрения попадают и другие математические вопросы, 
в том числе несколько арифметических задач. Он занимался ими под несомненным 
влиянием Эйлера. Арифметике посвящено всего 9 кебольших работ. Они носят 
характер самостоятельных этюдов, это маленькие шедевры, за которыми не про- 
сматривается намерения создать большое полотно (что было характерно для его заня- 
тий механикой). Быть может, это быля упражнения в часы отдыха от главного 
дела жизни. Мы назовем здесь лишь наиболее известный арифметический результат 
Лагранжа: любое натуральное число можно представить в виде суммы не более 
четырех квадратов. 


Алгебраические размышления. Проблемы алгебраических уравнений и их систем 
занимали Лагранжа в разных аспектах. В 1770—7171 гг. вышел мемуар «Размышления 
об алгебраическом решении уравнений», несомненно задуманный еще в Турине. 
Собственно, это целая книга, занимающая более 200 страниц, которая, по словам 
Коши, знаменовала начало новой эры в алгебре. Наряду г «Аналитической меха- 
никойь это вершина творчества Лагранжа. 

Лагранж стремится разрешить следующую задачу: почему не удается получить 
формулу для корней алгебраических уравнений степени, большей 4. Он подвергает 
анализу выражения, стоящие под радикалами в формулах для квадратного и куби- 
ческого уравнений, приведя убедительные аргументы в пользу того, что для урав- 
нений 5-й степени аналогичные выражения, а значит, и формулы существовать 
не могут. Это доказал позднее Абель, а общие глубокие идеи о перестановках корней 
послужили Галуа (1811—1832) отправной точкой для построения его великой теории. 


Кризис. Математика была единственной страстью Лагранжа и ее было достаточно, 
чтобы заполнить всю его жизнь, доставить ему немало счастливых минут. Все 
остальное было подчинено занятиям наукой. Деламбр передает отношение Лагранжа 
к музыке: 


*Я ее люблю, поскольку она меня изолирует; я слышу первые три такта, на четвертом такте 
не ризличаю ничего, я предаюсь своим размышлениям, ничто меня не прерывает, тогда 
я решаю нанболее трудные из проблемь. 

Для Лагранжа было характерно, что великие цели познания истины, мировой 
гармонии не переплетались у него с личными амбициями, с желанием соревноваться, 
обгонять современников. Если он узнавал, что кто-то успешно занимается проблемой, 
над которой он сам думал, он немедленно прекращал размышления с искренним 
ощущением освобождения от обязанности». Благодаря всему этому Лагранжу 
было присуще необычайное душевное равновесие, дававшее силы стойко переносить 
тяготы жизни, не прекращать напряженных занятий. 

Лишь одно могло поколебать Лагранжа — потеря ориентиров, неуверенность 
в выборе правильных целей. И это ощущение начинает появляться вскоре после 
переезда в Берлин. В 1772 г. он нишет Даламберу: «Не кажется ли Вам, что высшая 
геометрия близится отчасти к упадку, ее поддерживаете только Вы и Эйлер». Это 
пишет ученый, который находится в расцвете сил (ему 36 лет), у которого начинает 
складываться его +Аналитическая механика» и который только что опубликовал 
алгебраический мемуар, определивший развитие алгебры на 100 лет вперед! 

Ощущение заката математики не покидает Лагранжа. 21 сентября 1781 г. он 
опять пишет Даламберу: . 

*Я начинаю чувствовать силу моей инерции, которая понемногу увеличивается, и я не могу 
сказать и уверенностью, что в течение будущего десятилетия я еще буду заниматься мате- 
матнкой. Я думаю также, что шахта становится слишком глубока и что ее придется рано 
илн поздно бросить, если не будут открыты новые рудоносные жилые. 


В Париже. Предчувствие не обмануло Лагранжа. В 1787 году, вскоре после смерти 
Фридриха ПП, он переехал в Париж и, по существу, прекратил активные занятия 
математикой. Лагранжу 51 год. В один 11783 год мир лишился и Эйлера, и Даламбера. 
Лагранжа восторженно встречают французские ученые, теперь он несомненно зпервый 
геометр Европы», и лишь Лаплас может всерьез конкурировать с ним. К. Лагранжу не- 
равнодушны при дворе. Он необычно легко отвлекается от геометрии в пользу занятий 
философией, химией, историей, медициной, активно участвует в опытах великого 
химика Лавуазье (1743—1794). Но вскоре наступило время, когда большинство 
французских ученых прервали свои обычные занятия. Франция вступила в период 
революции, в которой ученые приняли самое активное участие. Никогда прежде не 
представлялась для них возможность непосредственно влиять на жизнь страны. Они 
входят в муниципалитет, Учредительное и Законодательное собрания; астроном 
Байи становится мэром Парижа, математик Лазар Карно возглавляет оборону 
Франции (его называли организатором побед»), а Монж морским министром. 
Резко активизировалась и деятельность ученых, направленная на решение прак- 
тических задач. 

Лагранж держится в стороне от политики. Закон 1793 г. предписывает иностран- 
пам покинуть Францию, но специальный декрет Комитета общественного спасения 
делает для Лагранжа исключение. В самые трудные дни он не покидает Франции, 
разделяя судьбу своих коллег. Участие в политической жизни стоило жизни Байи, 
Кондорсе. Лавуазье был казнен как откупщик. Лагранж пристально наблюдает за 
происходящим. Деламбр сохранил слова Лагранжа, сказанные после гильотиниро- 
вания Лавуазье: 

«Нужен был один момент, чтобы снести эту голову, и. может, будет недостаточно ста лет, 
чтобы появилась подобная». 
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Как ученый, Лагранж добросовестно выполняет все поручения. Постепенно размно- 
жились многочисленные комиссии и бюро, в которые было принято включать 
ученых. Он занимается проблемами ремесленных промыслов, измерением долготы 
на море, оценивает запасы хлеба и мяса в стране, чтобы оценить вероятность 
возникновения голода. Пишет работу с расчетом взрывной силы пороха в орудийном 
стволе (она не было опубликована при жизни автора, возможно, это была одна из пер- 
вых засекреченных научных работ). 


Недагогаческая деятельность. Революционная Франция в бурные, богатые переменами 
93—95 гг. много внимания уделяла реформе образования. +После хлеба просвещение 
есть важнейшная потребность народа» — провозгласил Дантон. О народном образо- 
вании думали не меньше, чем о снабжении народа хлебом. Организуются Нор- 
мальная школа для подготовки учителей и Политехническая школа (первоначально 
она называлась Центральная школа обществениых работ) для подготовки военных 
инженеров. Никогда прежде не занимавшийся преподаванием Лагранж с увлече- 
нием читает лекции в обеих школах. При его интересе к продумыванию основ, 
лекции — повод заново осмыслить современную математику, ее фундаментальные 
понятия, связи между различными областями. Из лекций родились его книги: 


«Теория аналитических функций» в 1797 г. и «Лекции по исчислению функцийь 
по 1801 г. 


Последвие годы. При директории и консулате положение Лагранжа упрочилось. 
В годы империи он становится графом, сенатором, кавалером ордена Почетного 
Легиона. Наполеон не был равнодушен к математике и хорошо понимал истинную 
цену Лагранжу. Будви императора оставляли ему мало времени для покровительства 
наукам. Он ограничивался раздачей наград да короткими характеристиками, непо- 
средственио предназначавшимися для истории. Лагранжа он назвал ‹ Жеопсовой 
пирамидой науки». 


10 апреля 1813 г. Лагранж умер. Деламбр вспоминает, с каким удивительным 
умиротворением встретил он свой последний час: 

«Я почувствовал, что умираю; мое тело ослабело мало-помалу, мои духовные и физические 
способности незаметно угасают; я г любопытством наблюдаю постепенный прогресс уменьше- 
ния сил, и я достигну конца без сожаления, без печали, ибо спуск очень отлогий... Я завершил 
свой путь; я снискал некоторую известность в математике. Я не питал к кому-либо злобы, 
я никому не сделал плохого, и я хочу кончить свой путь...» 


В свой бурный век Лагранж смог прожить размеренную жизнь. Совремеиники 
затруднялись припомнить детали, которые могли бы оживить его биографию. Про 
него не рассказывали анекдоты, как про Лапласа. А. Н. Крылов вамечает, что 
история с обедом на итальянский лад в Париже (рассказанная выше), возможно, 
была единственным приключением в жизни Лагранжа. Вспоминали, что Лагранж 
номог улучшить положение Ламберта в Берлине, что он не побоялся в грозном 
1793 году заступиться за Деламбра, которого хотели выгнать из комиссии мер, 
что он трогательно заботился о Пуассоне, когда тот был его учеником в Политехни- 
ческой школе, что он умел удивительно слушать собеседника. А иногда возникает 
маленький, но выразительный штрих: все существо Лагранжа +было проникнуто тихой 
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иронией». И неожиданно именно этот скромный человек стал восприниматься как 
образец великого ученого и человека, причем не только математиками. Гёте писал: 

«Математик соверщенен лишь постольку, поскольку он является совершенным человеком, 
поскольку он ощущает в себе прекрасное, присущее истине; только тогда его творчество 
становится основательным, чистым, ясным, одухотворенным, действительно изящным. Все 
это требуется, чтобы уподобиться Лагранжу». 

И в другом месте: 

«Лагранж был безупречным человеком и именно поэтому и великим. Если безупречный 
человек наделен талантами, то он всегда становится благом человечества, носителем счастья 
и благородства, будь то художиик, исследователь природы, поэт или кто-либо другой». 

Эйлер и Лагранж воспринимаются сегодня как величайшие математики 
ХУПГ века, учитель и ученик, дарования которых поразительно дополняли друг 
друга. Эйлер, стремившийся заглянуть как можно дальше вперед, говорить о вещах, 
для которых еще нет подходящего языка, оставить потомкам задачи, которые 
долго будут служить ориентирами, ни Лагранж, во всем добиравшийся до глубинных 
структур, стремивигийся создать картину, лишенную белых пятен, передать последую- 
щим поколениям язык и методы, которые долгое время будут достаточны для 
решения новых задач. 


Наша обложка 


На второй странице обложки 
показаны три фотографии 
складчатых моделей, изго- 
товленных из илоских листов 
ватмана без разрывов и склеи- 
ваний. Такие конструкции мы 
назовем структурными про- 
странствами г направляющи- 
ми поверхностями. Их можно 
получить из плоского листо- 
вого материала (ватмана, тон- 
кого картона, металла или 
пластмассы), складывая его 
по линиям в надлежащую 
сторону в соответствии со схе- 
мами, две из которых показа- 
ны на рисунке, а затем изги- 
бая лист со складками, чтобы 
придать ему общую форму ци- 
линдра. Для трех показан- 
ных моделей «направляющей 
поверхностью» служит ци- 
линдр, но можно построить 
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подобные структурные про- 
странства н Е другими на- 
правляющими — поверхностя- 
ми, иапример, коническими, 
гиперболическими и эллипти- 
ческими. 


В качестве основы сети 
линий, по которым произво- 
дятся складки, используются 
элемеиты различных парке- 
той (см. «Кванть, 1979, № 2, 
с. 9) и решеток на плоскости. 
При этом здесь примеряются 
не только прямые или лома- 
мые, но и кривые линии 
складок, что придает получен- 
ным моделям большую эсте- 
тическую выразительность. 

Кроме эстетических досто- 
инств, структурные простран- 
ства обладают различными 
интересными механическими 
свойствами (статическими и 
динамическими), вследствие 
которых они перспективны 
для поиска новых архитек- 
турных и конструктивных 
форм. 

А. И. Волков 


Покатаемся 
на виндсерфере 


Кандидат физико-математических наук 
А. А. ЛАПИДЕС 


Виндсерфинг — один из самых моло- 
дых видов спорта. Изобретенный в 
1967 году, он через 15 лет завоевывает 
олимпийское гражданство, число его 
поклонников (и не просто болельщи- 
ков, а именно людей, активно им занн- 
мающихся) возрастает с каждым го- 
дом. Виндсерфинг завоевал мир! 

Подобно громадной бабочке, винд- 
серфер грациозно парит над водной 
гладью в тихую погоду. В сильный ве- 
тер он дарит ни с чем не сравнимое 
ощущение полета, когда спортсмен 
практически лежит, касаясь спиной 
воды, а доска скользит по водной по- 
верхности со скоростью несколько де- 
сятков километров в час. Те же, кто 
катался на виндсерфере в настоящий 
морской шторм, благодарны ему за ве- 
ликолеиную возможность едино- 
борства с разъяренной стихией. 

Многие из вас наверняка наблюда- 
ли за виндсеерфингом, а кое-кто про- 
бовал и кататься. Не правда ли, уди- 
вительно, как вообще можно удер- 
жаться на такой узкой (60 сантимет- 
ров), легкой (20 килограммов) доске, 
управляя парусом (площадью 6 м"), 
соединенным с доской с помощью 
шарнира? 

Чтобы научиться кататься, необхо- 
димо, конечно же, располагать опре- 
деленными физическими данными 
(хорошей координацией движений, 
нормальным вестибулярным аппара- 
том), уметь плавать, не бояться вы- 
нужденных купаний. Но в первую 
очередь надо хорошо понимать физи- 
ку его движения. Как показывает 
опыт, поговорка +зсила есть — ума 
не надо» для занятий виндсерфингом 
не годится. 

И, разумеется, как и в любом дру- 
гом деле, нужен большой запас на- 
стойчивости. 


* + * 


Прежде чем знакомиться с основа- 
ми техники виндсерфинга, поговорим 
об одном из его прародителей сер- 


финге. Этот вид спорта, как известно, 
представляет собой катание ло океан- 
ским волнам на зсерфе» — узкой 
доске из легких пород дерева или из 
пластика. 

Движение серфа происходит в так 
называемом режиме глиссирования, 
реализуемом только при высоких ско- 
ростях. В этом режиме также движут- 
ся суда на воздушных крыльях, ску- 
тера и воднолыжники. Он определяет- 
ся гидродинамической силой Р. Она 
возникает при обтекании специаль- 
ных подводных крыльев, днища ску- 
тера, водных лыж или серфа, накло- 
ненных к вектору скорости под не- 
которым углом атаки а, и направлена 
перпендикулярно обтекаемой 
плоскости. Эту силу можно разло- 
жить на два направления — парал- 
лельно вектору скорости движущего- 
ся судна и перпендикулярно ему. Пер- 
вая составляющая называется силой 
сопротивления, вторая — подъемной 
силой. При движении судов сила со- 
противления уравновешивается силой 
тяги, в то время как серф по ровной 
поверхности воды движется лишь за- 
медленно. Набрать скорость он может 
только на волнах, о чем мы расскажем 
чуть позже. Отметим, что угол ата- 
ки а создается смещением спортсмена 
к корме доски. Нос доски высовы- 
вается из воды, подъемная сила при- 
ложена к задней части доски, а сме- 
щение спортсмена к корме таково, что 
сумма возникающих моментов отно- 
сительно любой поперечной оси равна 
нулю (рис. 1). 

Появление подъемной силы в ре- 
жиме глиссирования приводит к то- 
му, что судно массы то приподни- 
мается над поверхностью воды. Из-за 
уменышения погруженной в воду 
части судна уменьшается сила Архи- 
меда Ё) до величины т&—Ё„.: при 
этом уменыпается угол атаки а. На 
больших скоростях Р„„„ практически 
достигает величины то&, в воду по- 
гружена малая часть судна, и резко 
уменьшена сила сопротивления. 

В этом режиме плавный поворот 
серфа осуществляется креном глисси- 
рующей поверхности, когда спорт- 
смен смещается на ее край (говорят: 
*‹изменением поперечной загрузки 
доски»). На рисунке 2 изображен по- 
ворачивающийся серфист, но все рас- 
суждения применимы для воднолыж- 
ника и’ скутера. Здесь т — масса 


доски, М — масса спортсмена. Силы 
приложены к разным точкам. Поэто- 
му, чтобы скомпенсировать опрокиды- 
вающий момент, спортсмен откло- 
няется внутрь поворота. 

Горизонтальная составляющая Ё,„.„ 
приводит к появлению центростреми- 
тельного ускорения а., а так как вер- 
тикальная составляющая ЁР,.„ умень- 
шилась по сравнению со случаем пря- 
молинейного движения, то доска опу- 
скается чуть глубже в воду. Сила Ар- 
химеда Ё) возрастает, так что по 
вертикальной оси выполняется усло- 
вие равновесия. 

Теперь рассмотрим движение серфа 
не по ровной, а по наклонной поверх- 
ности воды — по волне. На рисунке 3 
все силы приложены в одной точке. 
На самом деле это, конечно, не так: 
силы приложены в разных точках, 
н приходится, смещаясь к корме или 
к краю серфа, создавать дополнитель- 
ный момент силы Ма, компенсирую- 
щий внешние моменты. Спортсмен вы- 
нужден постоянно балансировать, его 
центр тяжести все время смещается от 
некоего среднего равновесного поло- 
жения. 

На систему (серф -Еспортсмен) дей- 
ствуют три силы — тяжести (М--т)а, 
сила Архимеда ГР) и гидродинамиче- 
ская сила Ё (которую и здесь можно 
представить как сумму Р.И Роз). 
Спортсмен неподвижен относительно 
ската волны, то есть перемещается 
вместе с ней с постоянной скоростью 
(волна как бы несет спортсмена). По- 
этому условие равновесия состоит в 
равенстве нулю векторной суммы этих 
трех сил. 

Однако гидродинамическая сила 
возникает лишь при движении относи- 
тельно воды с некоторой скоростью. 
В данном же случае мы только что 
приняли, что спортсмен покоится от- 
носительно ската волны. Но откуда 
же тогда берется эта сила? 

Все дело в том, что покой относи- 
тельно волны вовсе не означает покоя 
относительно воды. Когда распростра- 
няется волна, элементы водной по- 
верхности движутся практически 
лишь по вертикали. Колебания 
вверх — вниз различных элементов 
поверхности воды. расположенных 
вдоль прямой, по которой распростра- 
няется волна, «скоординированы» та- 
ким образом, что наблюдатель, рас- 
сматривающий всю поверхность цели- 
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вдоль горизонтали волну (на рисун- 
ке 4 изображена поверхность воды 
в два близких момента времени, стрел- 
ки показывают скорости ш отдельных 
элементов поверхности жидкости). 

Это означает, что на неподвижного 
относительно ската волны спортсмена 
«набегает» вода со скоростью 5’ 
(рис. 3), являющейся векторной сум- 
мой скоростей (—5) м № (знак минус 
перед горизонтальной составляющей 
скорости возникает из-за перехода в 
движущуюся систему отсчета). Эта 
скорость и приводит к появлению гид- 
родинамической силы. 

У спортсмена есть возможность под- 
няться выше на скат, обычно и исполь- 
зуемая на практике,— она состоит в 
ориентации серфа не вдоль направ- 
ления распространения волны, а под 
углом ‘1 к ней (рис. 5). Разворачивая 
серф боком, спортсмен резко увели- 
чивает силу сопротивления. Собствен- 
но, только этой возможностью и поль- 
зуются, чтобы подняться достаточно 
высоко на волну, так как при ориен- 
тации серфа параллельно скорости и 
точка равновесия находится при до- 
статочно малых х. 

Одна из фигур, выполняемых ма- 
стерами серфинга, такбва. 

Развернув серф боком, спортсмен 
поднимается по скату, затем резко 
разворачивает серф параллельно п и 
начинает глиссировать вниз. Затем, 
продолжая глиссировать по ровной 
воде, плавно разворачивается на 180° 
(физика поворота описана ранее). Те- 
перь он движется на волну, скорость 
серфа падает, спортемен въезжае? на 
волну (можно в принципе и прекра- 
тить глиссирование, остановившись 
или уменьшив угол атаки а, и просто 
подождать, когда волна, с которой он 
съехал, его догонит и поднимет на- 
верх, как поплавок). Затем, не достиг- 
нув гребня (в точке ската с доста- 
точно большим х), спортсмен вновь 
разворачивает доску на 180°, и все 
повторяется. 

Обычно серфингисты едут не вниз 
по скату, а под некоторым углом } к 
линии ската. Это позволяет им дви- 
гаться со скоростью в 1/со3 % раз боль- 
шей, чем скорость волны. Действи- 
тельно, из рисунка 5 видно, что если 
спортсмен за время { проходит путь 
АВ со скоростью и, даже оставаясь 
все время в точках ската волны с оди- 
наковым значением х, то волна прохо- 
дит за это время путь АСЫ—и. Отсю- 
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да следует, что и=о/соз *}. 

Высшим классом в серфинге счи- 
тается проехать в зтрубеь — за- 
вихряющемся гребне волны. 
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Второй прародитель виндсерфин- 
га — парусный спорт. Ведь виндсер- 
фер — это миниатюрная парусная ях- 
та. В его конструкции сохранены ос- 
новные элементы яхты, позволяющие 
двигаться ей против ветра. 

За счет чего может яхта двигаться 
не по направлению ветра? 

Для ответа на этот вопрос рассмот- 
рим рисунок 6, на котором схематич- 
но изображена яхта с парусом. На- 
правление ветра (жирная стрелка) об- 
разует угол 6 с осью яхты и угол В 
с плоскостью паруса. Ветер действует 
на парус силой давления Т перпен- 
дикулярно плоскости паруса (каса- 
тельная составляющая скорости ветра 
не приводит к появлению силы, то 
есть трением воздуха о парус прене- 
брегаем). Казалось бы, яхта должна 
идти по направлению силы Т. Одна- 
ко ... 

Рассмотрим движение яхты по двум 
направлениям — вдоль ее оси и пер- 
пендикулярно ей. На яхту со стороны 
воды действует сила сопротивления. 
Корпус яхты конструируется таким 
образом, чтобы лобовое сопротивле- 
ние (зависящее от поперечного сече- 
ния при движении лодки вдоль ее оси) 
было много меньше ее бокового со- 
противления сносу (зависящего от по- 
церечного сечения при движении лод- 
ки в боковом направлении). Поэтому 
скорость движения яхты вдоль оси х 
может быть много больше скорости 
бокового сноса (дрейфа) вдоль оси у. 

Большое боковое сопротивление лег- 
кой яхты — швербота — достигается 
с помощью шверта — тонкой пласти- 
ны, расположенной под днищем яхты 
вдоль ее оси. Выбор оптимального ре- 
жима движения — взаимной ориен- 
тации паруса, яхты, ветра и т. д. 
ит. п.— и составляет искусство яхт- 
смена. 

Эти рассуждения показывают, что 
за счет взаимодействия корпуса яхты 
с водой можно идти против ветра. От- 
метим, что строго против ветра не 
может плыть ни одно парусное судно. 
Поэтому, если яхте необходимо про- 
двигаться строго против ветра, она 
производит маневр, называемый ла- 
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вировкой (рис. 7). Изменение курса 
(направления движения) достигается 
поворотом руля яхты в нужную сто- 
рону. 

* ж ж 

Теперь, наконец, обратимся к винд- 
серфингу — симбиозу серфинга и па- 
русного спорта, детищу ХХ века. 

Подобно любой парусной лодке, 
виндсерфер может двигаться против 
ветра и идти в лавировку. Однако, 
хотя он имеет шверт, у него нет руля, 
поэтому техника изменения курса 
здесь иная, нежели в парусном спорте. 

Особенность виндсерфера состоит в 
том, что его мачта скреплеиа с доской 
не жестко, а с помощью шарнира, 
поэтому она может быть наклонена 
спортсменом в любую сторону. При 
наклоне паруса вперед или зна ветер» 
возникает момент сил, который приво- 
дит к повороту яхты по ветру, я при 
наклоне паруса назад или по вет- 
ру» — момент, приводящий к поворо- 
ту против ветра. На этом и основан 
принцип управления виндсерфером. 

В слабый ветер виндсерфер прояв- 
ляет все свойства яхты. Однако 
в сильный ветер он способен развить 
очень большую скорость и при ката- 
нии по волнам (даже небольшим, вы- 
сотой до 0,5 метра) демонстрирует 
свойства серфа. 

При катании в сильный ветер необ- 
ходимо как можно сильнее открени- 
вать — наклонять — парус на ветер. 
В этом случае сила давления на парус 
направлена под углом вверх. Ее верти- 
кальная составляющая, складываясь 
с подъемной силой, как бы вытягивает 
виндсерфер из воды. Доска начинает 
глиссировать. Спортсмен при этом ви- 
сит, держась руками за парус. У него 
возникает ощущение, что он держится 
за ветер. 


ж * ж 


Мы рассмотрели лишь принципы 
управления виндсерфером. Как вы 
убедились, в их основе лежит ясное 
понимание действующих на него сил. 
Для лучшего закрепления теоретиче- 
ского материала советуем вам сделать 
лабораторную работу — записаться 
в секцию виндсерфинга и почувство- 
вать все силы своими руками. 
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Волк, барон 
и Ньютон 


(О фильме «Ну, погоди!», 
романе Сирано де Бержерака и 
лазерном термоядерном синтезе) 


Академик АПН СССР 
В. А. ФАБРИКАНТ 


В этой статье пойдет речь о физи- 
ческом явлении, которое можно было 
наблюдать в седьмой серии мульт- 
фильма «Ну, погоди!». Помните, как 
волк на парусной яхте старается 
догнать зайца, плывущего на паро- 
ходе? Для ускорения хода яхты 
волк дует в парус. На первый 
взгляд может показаться, что ситуа- 
ция, в известном смысле, сходна с той, 
что была описана бароном Мюнхгау- 
зеном: попав в болото, барон сам се- 
бя вытащил за волосы. Однако имеет- 
ся существенное различие в этих 
двух случаях. Волк не нарушил один 
из основных законов механики — тре- 
тий закон Ньютона, тогда как барон 
его «нарушил», что, конечно, невоз- 
можно. й 

В «Началах»® Ньютона третий за- 
кон сформулирован так: *Действию 
всегда есть равное и противополож- 
ное противодействие, иначе — дейст- 
вия двух тел друг на друга между 
собой равны и направлены в проти- 
воположные стороны». Ньютон пояс- 
нил: «Если что-либо давит на что- 
нибудь другое или тянет его, то оно 
само этим последним давится или тя- 
нется. Если кто нажимает пальцем 
на камень, и палец его также нажи- 
мается камнем». Из третьего закона 
Ньютона следует, что никакое взаимо- 
действие тел внутри замкнутой систе- 
мы (из которой ничего не вылетает 
наружу) не может изменить движения 
системы в целом. В частности, взаи- 
модействие отдельных частей организ- 
ма барона Мюнхгаузена (рук и волос} 
не могло вызвать изменение скорости 


*) «Математические начала нитуральной фило- 
софии» — так назвал Ньютон свой главный труд, 
в котором изложил результаты исследований ио 
мсханике (этот труд вышел в свет п 1687 голу). 
В «Началах» (так коротко называют эту работу 
Ньютона) содержатся основные нопхтия класси- 
ческой механики, три закона движения (законы 
Ньютона) и закои всемирного тяготсння. 
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его погружения в болото, а тем более 
вытащить его оттуда. 

Чтобы хотя бы замедлить погруже- 
ние, барон должен был начать разде- 
ваться и бросать с силой предметы 
своего туалета вниз в болото. то есть 
нарушить замкнутость системы. Здесь 
особенно полезны были бы тяжелые 
ботфорты. Наконец, барон мог стать 
на седло и прыгнуть за пределы бо- 
лота. Но при этом он толкнул бы 
вниз коня и тем самым ускорил бы 
погружение бедного животного в бо- 
лото. 

Одвако вернемся к «Ну, погоди!». 
Предположим, что парус яхты сделан 
из материи, которая поглощает струю 
воздуха, испускаемую Волком. Тогда 
яхта с Волком на ней представляла 
бы замкнутую систему, и при отсутет- 
вии ветра она не смогла бы сдви- 
нуться с места, как бы Волк ни 
старался. Так же бесплодны были бы 
попытки Волка ускорить дутьем ход 
яхты: давление на парус воздушной 
струи, испускаемой Волком, уравнове- 
шивалось бы действием когтей Волка 
на палубу яхты. Дело в том, что дую- 
дий вперед Волк испытывает отдачу, 
направленную назад (действие и про- 
тиводействие). 

Здесь имеется аналогия с выстре- 
лом из ружья или орудия, когда пу- 
ля или снаряд вылетают в одном 
направлении, а ружье или орудие на- 
чинают двигаться в противоположном 
направлении. Каждый охотник и ар- 
тиллерист знает это. Еще ближе — 
аналогия с ракетой, из хвоста которой 


вырываются продукты сгорания, а она 
сама летит в противоположном на- 
правлении. 

В фильме «Ну, погоди!» на яхте 
стоит обыкновенный парус, который, 
конечно, отражает струю воздуха, ис- 
пускаемую Волком. Струя после от- 
ражения уходит назад, выходит из 
системы «яхта с Волком». Иными сло- 
вами, система перестает быть замкну- 
той. Возникает явление отдачи, уско- 
ряющее движение яхты. 

Вся реактивная авиация использует 
явление отдачи, возникающее при ис- 
пускании двигателями назад газо- 
вых струй. Созданные советскими кон- 
структорами во время Великой Отече- 
ственной войны чкатюши», нагоняв- 
‘шие панический ужас на фашистов, 
использовали тот же эффект. 

Возвращаясь к Волку, надо при- 
знать, что он оказался более сведущ 
в механике, чем барон. Вместе с тем 
можно внести рационализаторское 
предложение. Волку было бы выгод- 
нее стать спиной к пароходу и дуть 
в обратную сторону — ведь парус не 
является идеальным отражателем для 
воздушной струи, струя от паруса ухо- 
дит ослабленной. 


Сирано де Бержерак 


Эффект отдачи, как известно, лежит 
в основе применения ракет для косми- 
ческих путешествий. Вот тут мы по- 
дошли к французскому писателю Си- 
рано де Бержераку (1619—1655). Это 
очень своеобразная фигура в истории 
мировой литературы. Сирано происхо- 
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дил из захудалого дворянского рода 
и всю жизнь очень нуждался. В ту 
эпоху процветали только поэты, по- 
ступавшие на службу в свиту кого- 
либо из богатых аристократов. Для 
Сирано такой путь был закрыт из-за 
его крайне независимого и вспыльчи- 
вого характера. Сирано писал стихо- 
творные листовки, направленные про- 
тив всесильного первого министра 
Франции кардинала Мазарини (*ма- 
заринады»). Он пытался разбогатеть 
за счет картежной игры, но безуспеш- 
но. Природа наградила Сирано огром- 
ным карикатурным носом, вызывав- 
шим постоянные насмешки, что слу- 
жило поводом для бесконечного числа 
дуэлей. И вот этот Ккартежник и дуз- 
лянт был глубоким мыслителем, по- 
следователем философа-материалиста 
Гассенди® и создателем замечатель- 
ного научно-фантастического романа 
«Иной Свет, или Государства и импе- 
рии луны», изданного в 1657 году, 
уже после смерти автора. Роман носит 
явно атеистический характер, и в нем 
Сирано остроумно высмеивает библей- 
ские легенды. 

Для нас интересно то, что в романе 
Сирано описывает свой полет на Лу- 
ну... с помощью ракет! Есть старин- 
ная гравюра, изображающая Сирано, 
летящего к Луне в корзине, к кото- 
рой прикреплены ракеты, испускаю- 
щие огненные струи по направлению 
к Земле и тем самым поднимающие 
корзину. Таким образом, Сирано за 
триста лет предвидел применение ра- 
кет для космических путешествий. ° 
Любопытно также, что в романе, 
написанном более чем за тридцать 
лет до выхода в свет «Начал» 
Ньютона, Сирано утверждает, что 
притяжение Луной пересилит притя- 
жение Землей на расстоянии, мень- 
шем от Луны, чем от Земли, так как 
масса Луны меныше массы Земли, и 
даже вычисляет отношение этих рас- 
стояний (получает, конечно, неверный 
численный результат — 3 вместо 
примерно 9). 

Сирано иронически описывает Луну 
как место, где находится земной рай. 
Он там якобы встречает пророка 
Илью и выясняет у него, как тот 
добрался до Луны. И пророк описы- 
вает свой способ путешествия, проти- 


*) Пьер Гассендн (1592—1655) — французский 
философ ин ученый. Занимался нсследованиями 
по механике, акустике, оптнке, теплоте. 


воречащий третьему закону Ньютона. 
Пророк Илья построил железную ко- 
лесницу (есть ‘поверье, что гром во 
время грозы — это громыхание ко- 
лесницы пророка Ильи при его поезд- 
ках по небесам} и, сев в нее, стал под- 
брасывать вверх намагниченный же- 
лезный шар. Шар подтягивал за со- 
бой каждый раз колесницу, и таким 
‘образом пророк достиг Луны. Пророк 
не учел отдачи, которую будет испы- 
тывать колесница при каждом броске 
шара, ин оказался предшественником 
«правдолюбивого» барона Мюнхгау- 
зена. 

Во второй половине девятнадцато- 
го века французский драматург Эдмон 
Ростан написал пьесу «Сирано де 
Бержерак», пользующуюся до сих пор 
большим успехом. Пьеса названа ав- 
тором героической комедией, что 
точно отражает ее характер — весе- 
лый и одновременно романтически 
возвышенный. Максим Горький напи- 
сал специальную статью, в которой 
очень высоко оценил благородный об- 
раз Сирано, обрисованный Ростаном. 

Ростан приписал Сирано способ по- 
лета на Луну, зизобретенныйь про- 
роком Ильей, и не упомянул о раке- 
тах. Вот соответствующее место из 
пьесы: 


«Лечь на железный лист 
и сильными рывками 
Магнит подбрасывать, 
он лист железный с вами 
Подтянет кверху. Вы опять. 
Так до Луны и упражняйтесь». 


Почему Ростан колесницу превратил 
в железный лист, неясно. 

Сравнительно недавно имя Сирано 
присвоено одному из лунных крате- 
ров, что, безусловно, вполне справед- 
ливо. 


Несколько слов о Жюле Верне 


«С Земли на Луну прямым путем за 
97 часов 20 минут» — так назы- 
вается научно-фантастический роман 
Жюля Верна (1828—1905), который 
был написан в 1865 году. Жюль 
Верн описывает полет на Луну в 
снаряде, выпущенном гигантской 
пушкой. Надо признать, что это го- 
раздо менее рациональный способ, 
чем полет с помощью ракет, приду- 
манный Сирано. | 

А ведь прошло более двухсот лет! 
Правда, в. другом романе Жюля Вер- 
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на — +Вокруг Луны» — запасли- 
вый француз Мишель Ардан захва- 
тил с собой ракеты, но только для 
смягчения удара о Луну за счет 
явления отдачи. Зато в обоих рома- 
нах Жюля Верна дана более точная 
координата точки пути, где притяже- 
ние Земли уравновещивается притя- 
жением Луны — 47/52 расстояния 
между Землей и Луной. Это есте- 
ственно, так как уже было известно 
отношение масс Луны и Земли, а так- 
же закон тяготения Ньютона. Спут- 
ники Мишеля Ардана — президент 
пушечного клуба Барбикен и капитан 
Николь — использовали алгебру для 
соответствующих вычислений, за что 
Мишель Ардан их дразнил зиксоеда- 
ми». Между прочим, согласно Жюлю 
Верну невесомость должна наблю- 
даться только н одной точке траек- 
тории — в той самой, где резуль- 
тирующая сила тяготения равна ну- 
лю. Жюль Верн неправ. Для появле- 
ния невесомости вовсе не требуется 
обращение в нуль силы тяготения. 
Не говоря уже об опыте космонав- 
тов, каждый спортсмен-прыгун нахо- 
дится в состоянии невесомости во 
время прыжка (если не учитывать 
сопротивление воздуха). 


Управляемый термоядерный синтез и 
явление отдачи 


Теперь мы перенесемся в наше сто- 
летие и даже в первую половину 
будущего, двадцать первого века. 
Речь пойдет о новейшей технике, 
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создание которой еще далеко не завер- 
шено. Мы имеем в виду управляемый 
термоядерный синтез (УТС) с инерци- 
онным удержанием плазмы. УТС 
такого типа ведет свое начало с работы 
советских физиков Н. Г. Басова и 
О. Н. Крохина, предложивших в 1962 
году применить лазеры для поджига 
термоядерной реакции. При этом лучи 
многих мощных лазеров фокусируют- 
ся со всех сторон на небольшую ми- 
шень. Интенсивность лазерных лучей 
меняется по определенному закону со 
временем. Сначала лучи вызывают 
быстрое испарение поверхностного 
слоя мишени. Это приводит к силь- 
ному сжатию (в сотни, тысячи раз) 
внутренних частей мишени за счет 
эффекта отдачи, возникающего при 
испарении поверхностного слоя. Сжа- 
тие необходимо для сближения ядер 
атомов, вступающих в термоядерную 
реакцию. Подчеркнем, что прежде- 
временное нагревание внутренних ча- 
стей мишени помешало бы сжатию. 
Поэтому их нагрев производится уже 
после сжатия. Для эффективности 
сжатия надо достаточно равномерно 
«осветить» со всех сторон мишень, 


Новости науки 


что представляет далеко не простую 
задачу. Только тогда «ветры», возни- 
кающие за счет испарения наружного 
слоя мищени, приобретут должную 
структуру, необходимую для сильного 
сжатия. Иначе произойдет выпячи- 
вание слабоосвещенных частей мише- 
ни. Советская лазерная установка 
«Дельфин» создает 216 пучков для ос- 
вещения мишени размером меньше 
горошины.*® Приведем еще одну инте- 
ресную цифру. Недавно опубликован- 
ная советская работа по лазерному 
УТС имеет в заголовке 28 авторов. 

Для автоматизированного управле- 
ния сложной установкой лазерного 
УТС приходится широко применять 
быстродеиствующие ЭВМ и последние 
достижения нелинейной оптики. 

Появились конкуренты лазерному 
УТС — установки, использующие 
мощные электронные или ионные пуч- 
ки. Но все они предполагают сжатие 
за счет испарения ее поверхностного 
слоя и возникающего при этом явле- 
ния отдачи. 


*} На обложке февральского номера *Квантаь 
была помещена фотография. на которой вндна 
центральная часть установки *Дельфин». 


4 
На пути 
к рентгеновскому 
лазеру 


Несмотря на то, что первыс 
в мире лазеры были созданы 
всего лишь четверть века иа- 
зад, сегодня без этих заме- 
чательных приборов не могут 
обойтись не только научные 
лабораторни, но и производ- 
ственные цеха, больницы, 
службы охраны окружающей 
среды. (Подробно о мнрных 
профессиях лазерного луча 
можно прочнтать в статье 
Л. В. Тарасова, олублико- 
ванной в первом номере 
«Кванта» за 1985 год, а так- 
же в киисе того же автора, 
вышедшей в Библиотечке 
«Квант».— Примеч. ред.) 
Созданы лазеры, работаю- 
цне как в непрерывном, так 
н в нылульсном режимах, 
их мощность варьируется от 
долей милливатт до десятков 
тераватт. При этом длнны 
воли лазерного излучения ох- 
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ватывают ие только область 
видимого света (0,8 мкм> 
>^А>0,4 мкм), но и выходят 
в инфракрасный (до = 
75 19 мкм} и ближний ультра- 
фиолетовый (от 220,1 мкм) 
диапазоны. 

Влияние лазерного луча на 
свойства вещества а большой 
степени зависит от энергии 
излучаемых квантов Е—Йу= 
=—йс/.. С уменьшением дли- 
ны волны 7 (с ростом часто- 
ты у} энергия квантов и их 
воздействие на вещество уве- 
личиваются. В качестве одно- 
го на примеров возможного 
лримеиения коротковолновых 
лазеров укажем на нх ислоль- 
зование в микроэлектронике 
для изготовления лечатных 
плат, интегральных схем 
и т. п. Чем меньше длина 
волны лазерного излучения, 
тем дальше можно продвн- 
нуться по пути миниатюри- 
зации электронных схем. 

Несмотря на усилия физи- 
ков многих лабораторий ми- 
ра, пока аце ие удалось соз- 
дать лабораторный лазер, ра- 
ботающий в еще более корот- 
коволновом диапазоне — 
рентгеновском (50 нм>А> 
20.005 им). Однако сравни- 
тельно недавно американские 


физики сумели получить ла- 
зерное излученне Е длиной 
волны ^=15,5 нм, что уже от- 
носится к области мягких 
рентгеновских лучей. 

Это излученне возннкало 
п результате воздействия на 
нттрневую мншень зеленого 
излучения «вспомогательно- 
го» сверхмощного лазера. Для 
того чтобы представить слож- 
ность этих экспериментов, до- 
статочно сказать, что ислоль- 
зованный в них «вспомога- 
тельиыйь лазер был длиной... 
с футбольное поле! Импульс 
его был столь мощным. что 
лриводил и полному испаре- 
нию иттриевой мишени, одна- 
ко именно в процессе этого 
исларения (как зарегистрнро- 
вала нзмернтельная аппара- 
тура} и возникало рентгенов- 
ское лазерное нзлучение. 

Конечно, пока еще рано 
говорить о созданин рентге- 
новского лазера. Установка 
американских ученых весьма 
громоздка н несовершенна, 
а КПД ничтожно мал. Однако 
ее создатели надеются, что 
путем использовання других 
мишеней и совершенствова- 
ння технологин им удастся 
достичь желаемого резуль- 
тата. 5. В. 


Микропроцессор 
измеряет... 


М. Д. КОВАЛЕНКО 


Каким прибором можно измерить тем- 
пературу мороженой курицы? Конеч- 
но, термометром! Сделать в тушке 
надрез, ввести термометр, подождать 
немного... А если это необходимо сде- 
лать быстро, да еще не испортив 
товарного вида? Вы спросите, какое 
отношение эти вопросы имеют к теме 
статьи? Самое непосредственное, в чем 
читатель сможет убедиться, ознако- 
мивигись с устройством термометра 
микропроцессорной эры. 

Начнем с датчика температуры. 
Для того чтобы измерять быстро, 
термометр делают в виде полой иглы, 
которую можно вонзать в тушку, по- 
чти не испортив ее. Внутри полой иглы 
размещается датчик — металличе- 
ская проволока, сопротивление кото- 


рой в небольшом интервале темпе- 
ратур линейно зависит от температу- 
ры®. Если такую проволоку подклю- 
чить к источнику заданного по ве- 
личине постоянного тока, то падение 
напряжения И на ней будет также ли- 
нейно зависеть от температуры 1: 


И—=а-- 4. 


Измеряя падение напряжения на 


проволоке, можно с помощью этой 
формулы рассчитать температуру. 
Быстро? Не очень, даже если иметь 
под рукой микрокалькулятор. Зна- 
чительно ускорить процесс измерения 
позволяет использование микропро- 
цессора. : 

Упрощенная блок-схема микропро- 


< „^ цессорного термометра изображена на 


рисунке. Микропроцессор {МП} — это 
вычислительно-управляющая элект- 
ронная схема, роль которой, в сущ- 
ности, аналогична роли мозга в живом. 
организме. Конструктивно МП, содер-_ 
жащий десятки тысяч транзисторов, 
представляет собой одну микросхему. 
МП работает с цифрами, поэтому не- 
прерывный, или, как говорят, анало- 
говый сигнал с датчика (напряжение) 
должен поступать на вход МИ пре- 
‘образованным в цифровую форму. 
Эту работу выполняет аналого-цифро- 
вой преобразователь (АЦП). Микро- 
процессорный термометр содержит за- 
поминающие устройства (ЗУ) двух ви- 
дов: оперативные (ОЗУ) и постоянные 
(ПЗУ). В ОЗУ числа и программы 
могут свободно записываться и считы- 
ваться, но после выключения питания 
все содержимое ОЗУ стирается: В ПЗУ 
информация записывается только 
один раз, но она хранится з+вечноь. 

Как работает термометр? Предвари- 
тельво, при градуировке, определяют 
постоянные коэффиниенты аи Би 
записывают их в ПЗУ. МП работает 


=) Такой датчик называстся термометром сопро- 
тнвления и применяется редко. Обычно исполь- 
зуют термопарные или полупроводнизковые дат- 
зики, по ив принцип измербний это мала влияет. 


по программе, также записанной в 
ПЗУ. Программа — это последова- 
тельность команд-шагов, которые МП 
выполняет по очереди со скоростью в 
сотни тысяч или даже миллионы ша- 
гов в секунду. Условная программа 
измерения температуры может выгля- 
деть примерно так (в реальной про- 
грамме каждый из этих шагов вы- 
полняется несколькими командами): 

Шаг 1. Вызвать из ПЗУ числа 
аи 6. 

Шаг 2. Ввести в МП число из 
АЦП (это число — значение напря- 
жения 0). 

Шаг 3. Вычислить температуру по 
формуле #=(И—а)/Ь (результат запи- 
сывается в ОЗУ). 

Шаг 4. Отобразить записанное в 
ОЗУ число на цифровом дисплее. 

Шаг 5. Перейти к выполнению ша- 
га 2. В результате работы этой про- 
граммы на дисплее с частотой в тыся- 
чи измерений в секунду будет отобра- 
жаться значение температуры. Вот те- 
перь мы можем узнавать температуру 
быстро (даже слишком!). На практике 
же эту частоту уменьшают во много 
раз — для удобства наблюдения. 
(Подобную картину вы могли наблю- 
дать на табло электронных весов.) 

Рассмотрим более сложный при- 
бор — цифровой вольтметр со встро- 
енным МП. Блок-схема его примерно 
такая же, как и у термометра. Пред- 
положим, нас интересуют колебания 
напряжения в сети. Требуется узнать, 
насколько часто в течение 1 часа 
действующее значение напряжения 
выходит за пределы 210—230 В. 
Можно было бы решить эту задачу 
так: взять обычный цифровой вольт- 
метр с цифропечатающим устройст- 
вом (ЦПУ) и запустить вольтметр 
на измерения с интервалом и 1 секун- 
ду. Через час мы получим бумаж- 
ную ленту длиной 3—4 ме 3600 чис- 
лами и, вооружившись терпением, 
начнем подсчитывать количество чи- 
сел на ней, выпадающих из интерва- 
ла 210—230 В. Вам хотелось бы 
заняться такой работой? Вряд ли. 
Так давайте заставим работать МП! 
Для этого составим программу (как и 
в первом примере, это условная 
программа): 

Шаг 1. Очистить ячейки памяти 
ОЗУ с номерами (адресами) М 
и №., то есть записать в них нули. 

Шаг 2. Измерить действующее зна- 


чение напряжения сети 0. 
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Шаг 3. Если 020 или 0>230, 
то к содержимому ячейки памяти 
с адресом № прибавить единицу. 

Шаг 4. Если 210<0<230, то к со- 
держимому ячейки памяти с адресом 
№ прибавить единицу. 

Шаг 5. Ждать 1 секунду. 

Шаг 6. Перейти к выполнению ша- 
га 2. 

В результате работы этой програм- 
мы в ячейке ОЗУ с адресом М, 
будет накапливаться количество вы- 
ходящих за пределы 210—230 В ре- 
зультатов измерений, а в ячейке №, — 
количество попавших в этот интервал 
результатов измерений. Эти данные 
могут непрерывно отображаться на 
цифровом дисплее, так что достаточ- 
но через 1 час после запуска оста- 
новить программу и взглянуть на дис- 
плей, чтобы узнать, насколько часто 
происходят колебания напряжения в 
сети. Можно, изменив программу, сде- 
лать так, чтобы она сама останавли- 
валась после выполнения заданного 
числа измерений. 

«Меню» микропроцессорного вольт- 
метра обычно содержит десятки раз- 
личных программ: статистической об- 
работки результатов измерений, поис- 
ка максимальных и минимальных 
значений среди измеренных напряже- 
ний, анализа формы периодических 
сигналов и т. д. Эти программы, 
которые могут содержать сотни щагов, 
записаны в ПЗУ, поэтому для рабо- 
ты с прибором нет необходимости 
самостоятельно составлять програм- 
мы. Необходимо лишь ознакомиться 
с назначением 2—3 десятков кнопок. 

На этих двух простейших приме- 
рах видно огромное преимущество 
приборов со встроенными микропро- 
цессорами: они выдают не «сырые» 
первичные данные, а обработанные, 
то есть пересчитанные в конечные 
величины. Применение таких прибо- 
ров приводит к большой экономии 
труда людей, к росту его произво- 
дительности. Однако наиболее полно 
преимущества МП проявляются в уп- 
равляющих системах, в которых име- 
ется обратная связь, то есть воздей- 
ствие со стороны МП на управляемый 
объект. К таким системам относятся, 
например, промышленные роботы. Но 
это уже тема для особого разговора. 
А пока, покупая в магазине моро- 
женую курицу, не забудьте ее ощу- 
пать. Если тушка мягкая, то, конечно, 
и без МП все ясно. 


Математнческяй кружок 


Урок 
одной задачи 


И. А. КУШНИР 


— Сегодня, — начал занятие матема- 
тического кружка Иван Петрович, — 
наш урок посвящен одной задаче. 

— Такая трудная? — удивились 
мы. 

— Нет. Особенность этой задачи в 
том, что она поможет нам режить 
другие задачи. Вот ее условие: 

Задача 1. В трапеции, основания 
которой а и 6, проведена через точку 
пересечения диагоналей прямая, па- 
раллельная основаниям. Найдите дли- 
ну отрезка этой прямой, отсекаемого 
от нее боковыми сторонами. 

Иван Петрович вызвал одного из 
нас к доске, и на доске появился чер- 
теж (рис. 1). Мы сразу заметили подо- 
бие треугольников АМО и АВС, МВО 
и АВР и на доске написали формулы 


хо х В. 
т вое и’ 
в которых В, В, Й, — высоты тре- 
угольников АВРО, МВО, АМО, а 
х—МО. Сложив эти равенства, мы 


получили 


х х _ № А. 
О а 
то есть х=аь/{а--5). Аналогично 
ОМ=аь/ {а Ь), откуда и ответ: 
__ 246 
ММ =. 


— Иван Петрович, — послышалось 
из класса, — я уже вижу, как из 
этой задачи можно составить новую 
задачу. На доске появилась такая 
запись: 

Задача 2. Докажите, что в трапе- 
ции отрезок прямой, параллельный 
основаниям, которому принадлежит 
точка пересечения диагоналей и кон- 
цы которого находятся на боковых 
сторонах трапеции, делится в этой 
точке пополам. 

— Хорошая задача, — похвалил 
Иван Петрович, — а теперь я изменю 
рисунок, — и он, продлив боковые 
стороны трапеции до пересечения в 
точке Е (рис. 2), провел через точки О 
и Е прямую. Точки пересечения пря- 
мой с основаниями учитель обозначил 
РиН. 

— Обращаю ваше внимание, — 
продолжал он, — на такую задачу: 

Задача 3. Докажите, что в произ- 
вольной трапеции середины основа- 
ний, пересечение боковых сторон и 
пересечение диагоналей принадлежит 
одной прямой. 

Решение получилось сразу: ведь 
оно следует из предыдущей задачи, 
так как ЕН — медиана в треугольни- 
ках ЕВС, ЕММ, ЕАР. 

— Правильно, — заметил Иван 
Петрович. — А как решить эту задачу 
другим способом? 

Мы задумались... 

— Тогда пусть это будет ваше до- 
машнее задание. Подсказываю: при- 
мените гомотетию. 

— Иван Петрович, а я знаю, поче- 
му вы обращаете внимание на эту за- 
дачу, — ведь с ее помощью можно ре- 
шать задачи на построение с одной 
линейкой. Вот, например, на районной 
олимпиаде была такая задача: 


>= 


Задача 4. На прямой даны три 
точки А, В, С, из которых В находится 
посредине между А и С. Через произ- 
вольную точку К, не принадлежащую 
отрезку АС, с помощью одной линей- 
ки проведите п прямых, параллель- 
ных АС. 

— Тоже хорошая задача, — согла- 
сился Иван Петрович, — но о ней мы 
поговорим в следующий раз, а сегодня 
рассмотрим более сложную задачу: 

Задача 5. На каждой из двух па- 
раллельных прямых расположены по 
одному отрезки длиной а и Ь. С по- 
мощью одной линейки построить от- 
резок: 


Сами мы бы быстро не справились, 
если бы не помощь Ивана Петровича: 

— Продлим стороны трапеции 
АВС, у которой основания -—- задан- 
ные отрезки а и Ь (рис. 3). Точки пере- 
сечения диагоналей АС н ВЛ и отрез- 
ков АВи ОС обозначим О и Е. Прове- 
дем прямую ЕО, которая пересечет ос- 
нования трапеции в точках Р и НД. 
Соединим точки ри, А иЕ, ВиН, 
Си, получим точки К и Р. Отре- 
зок КЁ — искомый. 

Действительно, треугольники ВКЕ 
и АКН, СЕГ и ГНЫР подобны, поэтому 
ВК _ ВЕ. Е _ ЕС 
КН ` АН’ ТР Н` 
Но ВЕ=РС и АН=НО (задача 2), 

значит, 


кн Тр’ 
следовательно, отрезок АЁ паралле- 
лен основаниям ВС и АД. А поскольку 
точка О принадлежит отрезку КГ н 
МК=КО, а ОТ, =ГМ (задача 2), по- 
лучаем 


ОГ. = 1 ав 


Зау[’ а 


— А чтобы вы глубже разобрались 
в таких задачах, дома сделайте еще и 
такие задачи; 

6. Отрезки длиной а и Ь принадлежат одной 
из параллельных прямых, а отрезок длиной с — 


другой из них. При помощи одной линейки по- 
строить отрезок длиной х, чтобы 
1 ВХ В | 
р еле 


ха ь с 


7. Даны параллельные отрезки. Разделите 
Е помощью одной лииейки один из них пополам. 

8. С помощью одной линейки разделите тра- 
пецию на дае равновеликие фигуры. 

9. Даны две параллельные прямые. Прове- 
дите через данную точку третью прямую, па- 
раллельную данным, Е помощью одной ли- 
нейки. 

10. Увеличьте данный отрезок, лежащий на 
одной из двух параллельных прямых, 6 по- 
мощью одиой линейки в 2, 3, ..., п раз. 

11. Найдите половину, треть, .... п-ю часть 
такого отрезка. 


— И все эти задачи, — напомнил 
учитель, — решаются с помощью той 
первой задачи, с которой мы познако- 
мились сегодня. 

— Кто же придумал эту задачу? 

— Первого автора задачи я вам на- 
звать не могу, — сказал Иван Петро- 
вич, — но известно, что она встречает- 
ся в трактате ХИ века индийского 
математика Бхаскары *Венец астро- 
номического учения» в таком виде: 

Задача 12. Зная длины аи 6 двух 
палок бамбука. вертикально воткну- 
тых в землю на известном расстоя- 
нии, вычислить длину перпендикуля- 
ра к земле, опущенного из точки пере- 
сечения прямых, соединяющих верх- 
ний конец одной палки с основанием 
другой, и длины между основанием 
этого перпендикуляра и основаниями 
палок. 

— И, наконец, — заканчивая заня- 
тие, развернул таблицу с чертежом 
Иван Петрович (рис. 4), — наша зада- 
ча связана с неравенствами: отрезок 
ММ является геометрической интер- 


(Окончание см. на с. 35} 
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Школа в «Кванте» 


№. >. 


Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Поговорим о сред- 
ней скорости» предназначена восьмиклассни- 
кам, *«О явдениях переноса» — девятиклас- 
сникамь, «Что такое парамегрический резо- 
нанс7» — десягиклассникам. 


Поговорим 
о средней скорости 


Когда мы говорим о скорости движе- 
ния различных Тел в окружающем 
нас мире, то чае всего подразуме- 
ваем среднюю скорость. Именно она 
позволяет оценить пройденное рас- 
стояние, зная время движения, или, 
наоборот, помогает найти время дви- 
жения по пройденному пути. Так, на- 
пример, отправляясь на вокзал с дру- 
гого конца города, вы рассчитываете 
свое время, исходя из известной по 
опыту средней скорости передвиже- 
ния городского транспорта. При этом 
для вас совсем неважно, как меняется 
мгновенная скорость автобуса или 
троллейбуса от одной остановки до 
другой. | 

Для определения средней скорости 
мы истинное сложное неравномерное 
движение мысленно заменяем некото- 
рым простым равномерным движе- 
нием, при котором тело проходит тот 
же путь (или соверщает то же переме- 
щение) за то же время, что и в процес- 
се истинного движения. 

Обратим внимание на то, что в «Фи- 
зике 8» ($ 11) введены два различных 
понятия средней скорости: векторная 
средняя скорость, вычисляемая по 
вектору перемещения $ тела за опреде- 
ленное время $, и скалярная средняя 
скорость, определяемая по пути [, 
пройденному телом вдоль траектории: 


== Е { 

О = :’ 9. — ти 
Средняя скалярная скорость, вообще 
говоря, не совпадает с модулем век- 
торной средней скоросхи. Так, О ДЛЯ 
Земли при ее орбитальном движении 
вокруг Солнца составляет примерно 
30 км/с, в то время как средняя век- 
торная скорость, взятая за промежу- 


ток времени, равный одному году, оче- 
видно, равна нулю. Равенство средних 
скоростей выполняется только в слу- 
чае прямолинейного движения тела в 
одном направлении. Ниже мы будем 
говорить только о скалярной средней 
скорости. Начнем с такого примера. 

Представьте себе, что вы едете в 
автомобиле по пустынному загород- 
ному шоссе, устроившись рядом с во- 
дителем. В руках у вас секундомер, 


'за окном отчетливо видны встречаю- 


щиеся километровые столбики, и вы 
проводите небольшой эксперимент. 
В первом опыте водитель по вашей 
команде +«скачком» меняет скорость 
каждую минуту: и, =40 км/ч, 0, = 
— 60 км/ч, и. = 80 км/ч, и. =20 км/ч. 
Затем опыт ставится иначе: водитель 
последовательно проходит тот же на- 
бор скоростей, но команды вы даете 
ему не по секундомеру, а в те моменты, 
когда автомобиль проезжает мимо 
очередного километрового столбика. 
Одинаковы ли средние скорости в этих 
двух опытах? 

В первом случае движение построе- 
но так, что на каждом участке, где 
скорость была постоянна, автомобиль 
двигался в течение одного и того же 
промежутка времени А (рис. 1). По- 
этому 


в. 4\ 
— (о о. Но. +.:)=50 км/ч. 


Во втором случае одинаковы не вре- 
мена движения на каждом участке, 
а пройденные пути ^/ (рис. 2). Таким 
образом, 


о та 4 
О ср — Е 


{  МАЕНалеНамМа М 


В ср1 — 


АНАБТАВЬМ. 
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= = 8 ны/ч. 


Как видно, в первом случае средняя 
скорость определяется средним ариф- 
метическим от скоростей на каждом 
участке движения. К сожалению, мно- 
гие учащиеся ошибочно полагают, что 
среднюю скорость так можно вычис- 
лять всегда, для любого типа движе- 
ния. Это неверно. Уже во втором из 
рассмотренных примеров мы убеди- 
лись, что при движении, в котором на 
каждом участке тело проходит одина- 
ковый путь (но с различными скоро- 
стями), средняя скорость выражается 
гораздо более сложно: 


1 о 1 1 
И = Ра НЫ 
Поэтому при вычислении средней ско- 
рости лучше всего пользоваться об- 
щим определением, которое справед- 
ливо всегда. 

Часто среднюю скорость находят по 
графику зависимости модуля мгно- 
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: 


Рис. 4. 


венной скорости от времени (рис. 3). 


‚ Площадь под кривой 0(?) определяет 


пройденный телом путь, поэтому в со- 
ответствии с определением средней 
скорости ‘по графику можно подобрать 
такое значение неизменной скорости, 
которое позволит пройти то же рас- 
стояние и за то же время, что и при 
истинном движении с меняющейся 
скоростью. ; 

Среднюю скорость можно опреде- 
лять и по графику зависимости пути 
от времени (Ё(1)). Поскольку и.„=МЬ 
то на этом графике средняя скорость 
определяется тангенсом угла наклона 
прямой, соединяющей начальную и 
конечную точки рассматриваемого 
участка движения, к 0си времени 
(рис. 4). По этому графику легко су- 
дить и об изменении средней скорости 
в зависимости от выбора промежутка 
времени, на котором проводится 
усреднение. Достаточно изобразить 
соответствующие отрезки прямых и 
сравнить углы их наклона к оси вре- 
мени. Такой графический анализ на- 
глядно убеждает, что понятие средней 
скорости имеет смысл только на опре- 
деленном отрезке пути (или времени). 

Зависимость пути от времени при 
прямолинейном неравномерном дви- 
жении позволяет, например, легко 
отыскать тот момент времени, в кото- 
рый модуль мгновенной скорости сов- 
падает с величиной средней скорости 
на рассматриваемом участке движе- 
ния. Для этого нужно соединить от- 
резком прямой начальную и концеч- 
ную точки графика [(Ё на рассматри- 
ваемом участке и параллельным пере-_ 
носом полученного отрезка до касания 
с графиком найти искомую точку (или 
точки). } 

"Величина средней скорости иногда 
позволяет оценить предельно возмож- 


ные значения скоростей тела на от- 
дельных участках его движения. Так, 
зная, что средняя скорость движения 
на двух одинаковых участках пути 
равна 12 м/с, мы сразу же можем ска- 
зать, что значение скорости равномер- 
ного движения ни на одном из них 
не может быть меньше 6 м/с (убеди- 
тесь в этом самостоятельно). 

А. И. Шапиро 


О явлениях переноса 


Все окружающие нас тела, даже са- 
мые маленькие по размерам, состоят 
из огромного числа молекул. Движе- 
ние каждой молекулы описывается 
законами механики, однако поведение 
большого числа молекул подчиняется 
качественно иным закономерностям. 
Можно ли установить эти закономер- 
ности, зная характер движения от- 
дельных молекул? В принципе — да, 
но на практике это очень сложная 
задача. 

К счастью, оказывается, что для 
изучения некоторых свойств макро- 
скопических тел совсем не обязатель- 
но интересоваться каждой молекулой 
в отдельности. Вполне достаточно об- 
щего представления о внутренней 
структуре тел как о системе движу- 
щихся и сталкивающихся друг с дру- 
гом частин. При этом поведение мак- 
роскопических тел можно характери- 
зовать специальными физическими 
величинами, которые относятся ко 
всей совокупности молекул, слагаю- 
щих тела, то есть являются средни- 
ми характеристиками. Так, например, 
плотность вещества определяется 
средним числом молекул в единице 
объема, температура тела — их сред- 
ней кинетической энергией, ин т. п. 

В состоянии равновесия любые сред- 
ние характеристики тела одинаковы 
во всех его точках. Но легко пред- 
ставить ситуацию, когда равновесия 
нет. Рассмотрим пример. 

Если поставить сосуд с водой на 
горячую плиту, то сначала темпера- 
тура воды у дна будет выше, чем 
на поверхности. Лишь по истечении 
довольно большого промежутка вре- 
мени вода прогреется равномерно по 
всему объему. Как же происходит 
этот прогрев? 

Мы уже говорили, что вещество — 
это система движущихся и взаимодей- 
ствующих друг с другом молекул, 


средняя кинетическая энергия кото- 
рых тем больше, чем выше темпера- 
тура. Но в нашем примере это оз- 
начает, что энергия молекул, «стар- 
тующих» после очередного столкнове- 
ния из области жидкости с повышен- 
ной температурой и попадающих в 
область, температура которой ниже, 
оказывается больше, чем энергия ок- 
ружающих молекул. Сталкиваясь с 
молекулами этого более холодного 
слоя, «горячие» молекулы передают 
им часть своей избыточной энергии. 
Те, в свою очередь, передают часть 
полученной энергии в еще более хо- 
лодные области и т. д. Другими сло- 
вами, и системе возникает поток 
энергии от горячих областей к хо- 
лодным. Этот процессе называют 
теплопроводностью. Существенно, что 
из-за столкновений молекул характер- 
ные расстояния, на которые они сме- 
щаются, порядка расстояния между 
молекулами (в жидкости, например, 
это 10—'° м), то есть перенос веще- 
ства при таком процессе отсутствует. 

Итак, при чистой теплопроводно- 
сти поток энергии есть, а потока 
вещества нет. Конечно, можно спро- 
сить: «А в каком смысле «чистой»? 
Значит, бывает и згрязная» тепло- 
проводность? ». В определенном смыс- 
ле — да. В некоторых случаях 
разность температур может привести 
к направленному течению жидкости 
(конвекции), и тогда тепло будет пере- 
носиться не только за счет столкно- 
вения молекул, но и в результате 
перемешивания жидкости. Это случай 
специальный, и рассматривать его 
здесь мы не будем. 

В случае чистой теплопроводности 
оказывается, что поток энергии в си- 
стеме пропорционален перепаду тем- 
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ператур в ней, то есть зависит преж- 
де всего от внешних условий. А вот 
коэффициент пропорциональности оп- 
ределяется исключительно внутрен- 
ним устройством вещества (тем, как 
движутся молекулы внутри него и 
как они взаимодействуют (сталкива- 
ются) друг с другом). Этот коэффици- 
ент называется коэффициентом тепло- 
проводности (?.). Он различен у разных 
веществ. Так, теплопроводность лю- 
бого металла на несколько порядков 
больше теплопроводности дерева. 
Именно поэтому трудно прикоснуться 
к металлической ложке, опущенной в 
стакан с горячим чаем, но ничего не 
стоит держать в руке горящую спичку. 

Другой пример. Рассмотрим смесь 
двух веществ, например воду и каплю 
чернил в ней. Очевидно, что капля 
будет расплываться, стремять равно- 
мерно растечься по всему объему 
воды, то есть будет происходить про- 
цесс диффузии. В отличие от первого 
примера здесь возникает поток веще- 
ства — чернил, направленный из об- 
ласти, где чернил много, в область, 
где их мало. Этот поток пропорци- 
онален разности концентраций чер- 
нильных молекул в различных обла- 
стях пространства. Коэффициент про- 
порциональности между потоком ве- 
щества и разностью концентраций 
называется коэффициентом диффузии 
(2). Коэффициент диффузии так же, 
как и коэффициент теплопроводности, 
различен у разных веществ и опре- 
деляется их внутренним устройством 
(способностью молекул одного сорта 
*«протискиваться» сквозь толщу дру- 
гих молекул). : 

Наконец, последний пример. Пред- 
ставьте себе твердое тело, движущее- 
ся в жидкости. Как показывает опыт, 
слои жидкости, непосредственно при- 


мыкающие к движущемуся телу, 
как бы прилипают к нему и вовле- 
каются в направленное движение. За 
счет обмена молекулами между слоя- 
ми это движение передается соседним 
слоям, от них — следующим и т. д. 
Таким образом возникает поток им- 
пульса от слоев, обладающих боль- 
шей скоростью, к слоям с меньшей 
скоростью. Именно в этом и состоит 
механизм жидкого трения, или вяз- 
кости. Действительно, увеличение им- 
пульса жидкости означает, что на нее 
со стороны тела действует какая-то 
сила (изменение импульса системы 
равно импульсу внешних сил, дейст- 
вующих на нее). Следовательно, со- 
гласно третьему закону Ньютона со 
стороны жидкости на тело действует 
сила, направленная в противополож- 
ную сторону. Это и есть сила жидкого 
трения. 

Поток импульса от слоев, движу- 
щихся быстро, к слоям, движущимся 
с меньшей скоростью, пропорциона- 
лен разности скоростей этих слоев. 
Коэффициент пропорциональности 
между потоком импульса и разно- 
стью скоростей называется коэффици- 
ентом вязкости жидкости (1). 

Все рассмотренные примеры харак- 
теризуются общим свойством — пере-. 
носом некоторого признака (энергии 
в первом примере, вещества во втором 
и импульса в третьем) из одних об- 
ластей системы в другие. Неслучай- 
но поэтому, что явления такого рода 
называются явлениями переноса. 
Каждое из них характеризуется своим 
коэффициентом переноса, и задача 
теории — уметь их вычислять. В об- 
щем случае это очень трудная зада- 
ча, до сих пор полностью не решен- 
ная. Однако для таза рассчитать 


коэффициенты переноса рассмотрен- 
ных трех конкретных процессов боль- 
шого труда не представляет. 
Оказывается, все три коэффициен- 
та (теплопроводности, диффузии и 
вязкости) пропорциональны длине 
свободного пробега молекул (1) и сред- 
ней скорости их теплового движения 
(2):^—-Р-—п-—12. Такая зависимость 
коэффициентов переноса от характе- 
ристик молекулярного движения 
очень естественна. Ведь средняя ско- 
рость молекул и определяет скорость 
переноса того или иного признака в 
процессе установления равновесия. 
Длина же свободного пробега { появ- 
ляется в формуле потому, что после 
каждого столкновения параметры 
движения молекулы определяются па- 
раметрами системы в тех местах, 
где эти столкновения происходят, 
то есть в точках, отстоящих друг 
от друга на расстояние [. Так, 
в нашем примере с теплопроводностью 
величина энергии, передаваемой мо- 
лекулой при очередном столкновении, 
определяется разностью температур в 
тех точках среды, где произошло 
это и предыдущее столкновение. 
Е. Е. ГОРОДЕЦКИЙ 


Что такое параметрический 
резонанс? 


Из школьного курса физики (см. 
«Физику 10», $ 9 и 20) вы знаете ов 
резонансе в колебательной системе, 
который возникает в результате воз- 
действия периодической внешней си- 
лы, изменяющейся с частотой, равной 
частоте свободных колебаний системы 
(в действительности из-за трения резо- 
нанс наступает при несколько мень- 
шей частоте). Оказывается, наличие 
такой силы — не единственная воз- 
можность возникновения резонан- 
сных явлений. Вот наглядный пример. 
Раскачиваясь на качелях, вы може- 
те значительно увеличить амплитуду 
их колебаний только благодаря тому, 
что будете периодически приседать и 
распрямляться, то есть изменять поло- 
жение своего центра тяжести. 

Из этого примера видно, что при- 
чиной резкого возрастания амплиту- 
ды колебаний может служить не 
только периодическая внешняя сила, 
но и периодическое изменение одного 
из параметров колебательной системы 
при условии. что частота этих из- 


менений определенным образом свя- 
зана с частотой собственных коле- 
баний системы. Такой резонанс назы- 
вают параметрическим. 

Для выяснения механизма этого 
способа усиления колебаний обратим- 
ся к хорошо знакомой вам систе- 
ме — грузику на пружине («Фи- 
зика 10», $ 2). Однако вместо того 
чтобы возбудить обычные свободные 
колебания грузика, сделаем следую- 
щее. 

В момент, когда грузик массой т 
проходит положение равновесия с 
максимальной скоростью и „, положим 
на него некоторый дополнительный 
грузик массой Ат, скажем, пласти- 
линовый шарик. Для того чтобы ско- 
рость грузика в этот момент не 
изменилась, предварительно разгоним 
шарик до той же скорости 0,„. 
Отметим, что в процессе разгона ша- 
рика мы совершаем работу, которая 
в конечном счете идет на увеличе- 
ние полной энергии системы до 
величины (т-+-Ат)и? /2. Это увеличе- 
ние энергии приводит к большему, 
по сравнению с прежним, максималь- 
ному растяжению пружины х„, вели- 
чину которого можно найти из зако- 
на сохранения энергии . 


вх.) 


(т Атуье 2 

2 `` а 
В момент, когда пружина максималь- 
но растянута, а скорость грузика 
равна нулю, мы мгновенно снимем 
шарик. Так как в этот момент вся 
энергия системы заключена только в 


растянутой пружине, уменьшение 


массы грузика никак не изменит пол- 
ной энергии системы. Таким образом, 
нам удалось ввести в систему допол- 
нительную энергию Ать? /2. При этом 
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энергия системы увеличилась в 
{т Ат)о»/2 Ат 
п= оо =—1- = раз. 

Дадим нашей системе «отдохнуть» 
и, когда грузик будет снова про- 
ходить (в обратном направлении) 
положение равновесия, повторим ту 
же процедуру с пластилиновым ша- 
риком. Однако теперь благодаря пре- 
дыдущему вмешательству максималь- 
ная скорость у грузика оказывается 


равной и’—^/(т-Ат)/т о, и, раз- 
гоняя шарик, прежде чем положить 
его на грузик, нам придется со- 
вершить работу большую, чем в пер- 
вый раз (Ат(и’)/2> Ато’. /2). 

Итак, каждые полпериода мы будем 
увеличивать энергию системы, и, по- 
нятно, что это увеличение энергии 
приводит к возрастанию амплитуды 
колебаний (будем считать массу ша- 
рика столь малой по сравнению с 
массой грузика, что изменением ча- 
стоты колебаний системы можно пре- 
небречь). 

Подчеркнем тот факт, что в отличие 
от обычного резонанса, при котором 
частота внешней силы должна быть 
равна собственной частоте колебаний 
системы, в случае параметрического 
резонанса усиления колебаний проис- 
ходят наиболее эффективно, когда 
частота изменения того или иного 
параметра системы вдвое превышает 
ее собственную частоту колебаний. 

Рассмотрим еще один пример, ил- 
люстрирующий общий принцип воз- 
никновения параметрического резо- 
нанса. Представим колебательный 
контур, состоящий из конденсатора 
и катушки, в котором могут про- 
исходить свободные электрические 
колебания (чФизика 10», 8 13). 
Будем периодически изменять емкость 
конденсатора. Для этого в момент, 
когда заряд на конденсаторе макси- 
мален, быстро раздвинем его пласти- 
ны, когда же заряд на пластинах 
равен нулю, так же быстро вернем 
их в прежнее положение. Продолжая 
этот процесс, можно убедиться в том, 
что амплитуда колебаний в такой 
системе будет неограниченно возра- 
стать, хотя в контуре и отсутствует 
внешняя ЭДС. Дело в том, что при 
раздвигании заряженных пластин мы 
каждый раз совершаем положитель- 
ную работу, а сдвигая незаряжен- 
ные пластины, никакой работы не 
совершаем вовсе. Легко видеть, что и 


30 


в этом процессе частота внешнего 
воздействия вдвое превышает соб- 
ственную частоту колебаний системы. 

А что произойдет, если мы возь- 
мем колебательный контур, в котором 
изначально отсутствуют явно выра- 
женные колебания, и начнем чисто 
механически (меняя расстояние меж- 
ду пластинами или их площадь) 
с частотой, вдвое превышающей 
собственную, изменять емкость кон- 
денсатора? Оказывается, и в этом 
случае будет происходить процесс 
нарастания колебаний! Дело в том, 
что на пластинах конденсатора всег- 
да есть некоторый малый, случайно 
образовавшийся, заряд. Этот заряд 
даст значальный толчокь быстрому 
росту колебаний по схеме, описанной 
выше. На этом принципе устроены 
генераторы и усилители электромаг- 
нитных колебаний, получившие на- 
звание параметрических машин. Пер- 
вая параметрическая машина была 
сконструирована в 1933 году на осно- 
ве исследований советских физиков — 
академиков Л. И. Манделыитама 
и Н. Д. Папалекси. 

Ну, а если система не идеальна, 
то есть в ней есть потери энер- 
гии? 

При обычном резонансе потери 
энергии определяют максимальную 
амплитуду колебаний. В случае же 
параметрического резонанса роль 
этих потерь принципиально иная. 
Как мы уже обсуждали, при пара- 
метрическом резонансе за каждые 
поллериода энергия системы возраста- 
ет в определенное число раз, но 
при этом часть энергии безвозврат- 
но теряется (выделяется в виде 
тепла). Если возрастание энергии пре- 
вышает потери, то колебания, хотя 
и медленнее, чем в отсутствие по- 
терь, но будут неуклонно нарастать. 
Понятно, что для возбуждения коле- 
баний в системе с трением следует 
в большей степени изменять соответ- 
ствующий параметр системы — на 
грузик класть шарик болышей мас- 
сы, пластины конденсатора раздви- 
гать на большее расстояние. Качаю- 
щемуся же на качелях придется при- 
седать глубже, однако если удастся 
начать раскачку, то, не изменяя 
глубины приседания, можно будет 
раскачатьея очень сильно. 


А. А. Варламов, А, И. Черноуцан 


ввант 
Аля младших ШКОЛЬНИКОВ 


Задачи 


1. Был уже вечер, покупатели разо- 
шлись по домам, а до конца работы 
у Наташи — молодой продавщицы 
овощного магазина — оставалось еще 
полчаса. На прилавке лежали три ко- 
чана капусты, два арбуза, дыня и 
свекла. Чтобы скоротать время, Ната- 
ша стала взвешивать эти овощи и с 
удивлением обнаружила, что все три 
кочана капусты весят одинаково, и у 
обоих арбузов равный вес. Более уди-' 
вительным было равновесие еще в 
трех случаях, изображенных на ри- ти 
сунках. А теперь ответьте: во сколь- © 82 8 :6 й 
ко раз дыня тяжелее свеклы? < аа 

2. Восстановите цифры, заменен- 
ные звездочками (см. рисунок). 

3. Предшественница электрической 
лампочки — керосиновая лампа — 
временами коптила, поэтому над ней 
на потолке образовывалось черное ‚ 
пятно. Но и над светильниками с 
электрическими лампочками иногда 
возникает темное пятно на потолке. 
Неужели и электрические лампы коп- 
тят? 

4. При каком наименьшем количе- 
стве монет можно уплатить без сдачи 
любую сумму от 1 копейки до 1 руб- 
ля? 

5. В момент, когда мы выключаем (_ _ 
газ под кипящим чайником, из-под 
его крышки вырываются клубы па- (_ 
ра. Почему? 


Эти задачи предложили В. Д. Вьюн. А. А. Ни- 
каноренков, Н. П. Долбилин. А. П. Савин, 
Э. С. Парилис 
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Сколько 
велосипедов? 


С. Н. ОЛЕХНИК 


Подняв облако пыли, по проселочной 
дороге промчалась ватага ребят на 
двухколесных велосипедах, а вслед 
за ними — ребята на трехколесных 
велосипедах. Самые маленькие вовсю 
крутили педалями, стараясь не отста- 
вать от болыших. 

Семиклассники Саша и Наташа, 
пропустив велосипедистов, снова за- 
шагали по дороге. 

«Я насчитал всего 30 колес», — ска- 
зал Саша. «А я насчитала 12 ре- 
бят»,— сказала Наташа. 

Через некоторое время Саша, обра- 
щаясь к Наташе, сказал: «Я знаю, 
сколько было двухколесных и трех- 
колесных велосипедов!». 

«Наверное, это нетрудно посчи- 
тать»,— ответила Наташа.— Если ты 
дашь мне листок бумаги и карандаш, 
я тоже скажу, сколько было двухко- 
лесных и трехколесных велосипедов». 

Наташа обозначила число двухко- 
лесных велосипедов через х, число 
трехколесных велосипедов — через 
у, записала систему уравнений 


х{- у=12, 

2х Зу=30 
и, решив ее, получила, что х=у=6. 
«Это верный ответ — сказал Са- 


ша.— Но задача решается в уме. Слу- 
щай! Если бы мы посадили всех ребят 
на двухколесные велосипеды, то двух- 
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колесных велосипедов было бы 12, 
а колес всего было бы 24». 

*«А мы насчитали 30 колес: зна- 
чит, разница в 6 колес получилась 
за счет трехколесных велосипедов», — 
перебила Сашу Наташа. 

«Верно: значит, трехколесных ве- 
лосипедов 6; а тогда и двухколесных 
также 6». 


«Смотри, как просто' Такую задачу 
может решить и первоклассник. Да- 
вай-ка предложим ее на математиче- 
ском кружке для младших классов 
да подберем еще несколько подобных 
задач. Я, например, вспомнила та- 
кую: 

В клетке находятся кролики и фа- 
заны. Известно, что всего в клетке 
35 голов и 94 ноги. Требуется узнать, 


сколько фазанов и сколько кроликов 
в клетке. » 


*‹А я знаю несколько старинных 
задач: 

Купил 112 баранов старых и молодых, дал 
49 рублей и 20 алтын. За старого платил 
по 15 алтын и по 2 деньги. п за молодого по 
10 алтын; и ведательно есть, колико старых и 
молодых баранов купил он. (1 алтын-=3 ко- 
пейки-=6 денег; 1 рубль=-100 копеек.) 

Некто купил 64 рулона сукон. Из них 
20 рулонов белых. 13 рулонов черных, 
5 красных, 19 зеленых, 7 лазоревых, и дал за 
них 486 рублей. Цена же их была не одина- 
кова: за черный рулон он платил четырьмя 
рублями дороже белого, за красный — тремя 
рублями дешевле черного, за зеленый — двумя 
рублями дешевле красного, и за лазоревый — 
одним рублем дороже зеленого. Ведательно 
есть, колико денег он платил за каждый ру- 
лон. 

Двенадцать человек несуг 12 хлебов: каж- 
дый мужчина несет по 2 хлеба, женщина — 
ло половине хлеба. п ребенок — по четверти 
хлеба. Сколько было мужчин, женщин и де- 
тей? ». 


Избранные школьные 
задачи 


Восьмой класс 


1. а) Пусть а>0, 6>0, с>0. Докажите 

неравенство 
ау >{а--ь—с)(а--е—Ь)(-е—а). 

6) Пусть Ги Е — соответственно радиу- 
сы окружности, вписанной в треугольник, и 
окружности, описанной около него. Докажите, 
что В>2г. Выясните, в каком случае это 
неравенство превращается в равенство. 

2. Найдите наименьшее значение много- 
члена 


да ах 2х—1. 

3. Докажите, что число л“-4-64 является 
составным. 

4. Докажите, что уравнение 

жи = 
имеет бесконечно много решений и катурвль- 
ных числах. 

5. На сторонах АВ и ВС треугольника 
АВС даны точки М н М такие, что 
АМ: МВ-ВМ : МС. Пусть @ — точка пересе- 
чения прямых АМ и СМ. Докажите, что пло- 
щадь четырехугольннка МВМ№@ равняется 
площади треугольника АСО. 


Девятый класс 

6. Решите систему уравнений 
х'—уз=ту—х, 
у? — х2=2— у, 
21—ку=х— я. 

7. Углы А, В, С треугольника АВС равны 
соответственно а, В, у; стороны, лежащие про- 
тив соответствующих углов, равны а, В, с. 

а) Докажите неравенство 

п е08 «+В соз В<с. 


6) Найдите наиболыцее значение произве- 
дения 
В $ 


а. . 
п -2. за 5 эт 5 * 


Для какого треугольника это наибольшее зна- 
чение достигается? 

8. Найдите все целые К, 
+3 делится на #?-{1. 

9. В треугольник АВС вписан треугольник 
ММР (МЕАВ, МВС, РЕАС) так, что сторона 
ММ перпендикулярна стороне ВС. а сторона МР 
перпендикулярна стороне АС. Найдите поло- 
жение точки М (на стороне АВ), при кото- 
ром сторона РМ будет наименьтей. 

10. Докажите, что уравнение 


хх —х--1=0 
не имеет решений. 


при которых 


Десятый класс 
11. Решите уравиеиие 
х+-2х вп ху 1=0. 
12. Вычислите сумму 
1 1 
1. 2. 3- 412. 3- 4-5 
а 1 
"` пп--Ю(а+2) (1+3) ` 
13. Докажите равенство (п>2) 
хол 2х4 2х + в Зх-... 


{5 лх 
„8 т— 1х лх== т 


фе 


14. Решите уравиение 
рее лез ЕН 

15. На сторонах остроугольного треуголь- 
ника, как иа диаметрах, во внешнюю сто- 
рону построили полуокружности. Высоты тре- 
угольника продолжили до пересечения г по- 
строенными полуокружностями, после чего эти 
точки пересечения соединили п ближайшими 
вершинами треугольника. Докажите, что из по- 
лучившегося шестиугольника можно склеить 
тетраэдр. 


В подготовке публикации использовались за- 
дачи. предложенные С. Р. Сефибековым, а 
также А. А. Егоровым, В. Н. Дубровским и 
Э. А. Ясиновым. 


Урок 
одной задачи 


(Начало см. на с. 23) 


претацией среднего гармонического 
чисел а и 6 (здесь они основания трапе- 
ции). Отрезок ММ меньше отрезка 
Г.Г.› — среднего геометрического чи- 
сел а и 6, который изображает- 
ся отрезком, параллельным осно- 
ваниям и расположенным так, 


что трапеции ВГС ин ЁБ1>24Ар 
подобны. Отрезок ММ меньше 
отрезка С.С, — средней линии трапе- 
ции, — он является интерпретацией 
среднего арифметического двух чисел, 
и, наконец, отрезок ММ меньше отрез- 
ка С: — среднего квадратичного 
двух чисела и Ь — отрезка, разбиваю- 
щего тралецию на две равновеликие 
части и параллельного основаниям, 
то есть 


2аб 


-— д а+ь а? 5 
РЕ < ав < - 


2 2 
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Этот раздел ведется у вас из 
номера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в нем задача нестан- 
дартны, во для шх решеныя 
ве требуется знаний, выходн- 
щих за рамки школьной про- 
граммы. Нашболее трудные 
задачи отмечаются звездоч- 
кой. После формуларовки за- 
дача мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Ра- 
зумеется, не все этиш задачи 
публикуются впервые. 

Решения задач из этого поме- 
ра можно отправлять не позд- 
нее 15 ноября 1986 года по 
адресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кванте. 
В графе «Кому» напишите: 
«Задачник +Крантае № 9 — 
86+ ин номера задач, решения 
которых вы посылаете, напри- 
мер +М1001, М1002» илы 
«Ф1013». Решения задач из 
разных номеров журнала милы 
по разным предметам (мате- 
матике в фазике) присылайте 
в разных конвертах. В письмо 
вложите конверт с написан- 
ным на нем вашам адресом 
(в этом конверте вы получите 
результаты проверки реше- 
вия). Условие каждой ориги- 
нальной задача, предлагае- 
мой для публикации, присы- 
лайте в отдельном конверте 
в двух экземплярах вместе 
с вашим решением этой зада- 
ча (на конверте пометьте: 
«Задачишк «Кванта», повая 
задача по физике» или о...во- 
вая задача по математикее). 
В начале каждого письма 
просим указывать номер шко- 
лы и класс, в котором вы 
учитесь. Фамилаю н нмя 
пишате печатными букзамн. 
Задачя М1004 и М1005 пред- 
лагались на Всесоюзной олим- 
пнаде школьников в 1986 году 
(об этой олимпиаде будет рас- 
сказано в +Кванте»е № 11). 
задачи М1001 и М1003 пред- 
лагались на ленинградской, 
м1002 6} — на  москов- 
ской городских олим- 
пиадах. Среди других задач 
этих олямпыад (см. стр. 57 — 
58 этого номера) также нема- 
ло интересных, н мы предла- 


задачник 


ябанта 


Задачи 
№1001 — №1005; Ф1013 — ФЮМ 


М1001. В куче 1001 камень. Она произвольно де- 
лится на две кучи, подсчитывается число камней 
в них и записывается произведение этих двух 
чисел. Затем с одной из этих куч (в которой больше 
одного камня) проделывается та же операция: 
она делится на две и записывается произведение 
чисел камней в двух вновь образовавшихся кучах. 
Затем та же операция повторяется с одной из 
трех получившихся куч и так далее, пока во всех 
кучах. не станет по одному камню. Чему равняется 
сумма о записанных произведений? 

А. С. Меркурьев 


м1002. ера математик, забыв трех- 
значный код своего подъезда, нажимает кнопки 
(с цифрами 0,1,....9) по одной в секунду. Дверь 
откроется, если три цифры кода в нужном порядке 
будут набраны подряд. Математик уверен, что 
даже в случае «крайнего невезения» (если нуж- 
ная комбинация встретится последней) он сможет 
войти в подъезд не позже чем через 16 мин. 
42 сек (1002 сек). Прав ли он? Как он должен 
действовать, чтобы попасть домой за наименьшее 
время? 

Ответьте на последний вопрос, если 

6) исправны только кнопки с цифрами 1, 2, 3 
(другие цифры в код не входят); 

в}*исправны все кнопки, но математик помнит, что 
все три цифры кода различны. 


 М1003. В треугольнике АВС проведены три высо- 
ты АН, ВК, СТ,. Докажите равенства 


АК - ВЕ - СН=АГ + ВН ‚. СК=НК - КГ - ГЕН 
С. А. Генкин 


№М1004. Через вершину А треугольника А ВС, в ко- 
тором АВ-АС проводятся всевозможные прямые. 
Докажите, что 
а) на каждой их них найдется на более одной 
точки М, отличной от вершин треугольника, для 
которой д АВМ=С АСМ; 
6) имеется не более пяти из этих прямых, на кото- 
рых нет ни одной такой точки М. 

О. Р. Мусин 


М1005. Клетки квадратной таблицы размером вЖ п 
(п>8) заполняются числами -Т по следующим 
правилам: 

1) во все граничные клетки таблицы помещаются 
числа — 1; 

2) число, помещаемое в очередную незаполненную 


гаем изшим читателям (кроме 
москвичей н ленвиградцев) 
присылать их решения до 
1 декабря — они также будут 
учитываться в конкурсе +«За- 
дачника Кванта». Наломина- 
ем, что при определеявы по- 
бедителей конкурса, пригла- 
шаемых на республиканские 
олимпиады, мы сможем учесть 
письма, полученные не позже 


10 декабря. 
А С 
е З |: 
> 
Г ю 


клетку таблицы, равно произведению ближайших 
к этой клетке чисел, расположенных по разные 
стороны от нее и лежащих или в одной строке с ней, 
или в одном столбце с ней. Так делается до тех 
пор, пока все пустые клетки таблицы не будут 
заполнены. 

а) Какое наибольшее количество --] может полу- 
читься в таблице? 

6) Какое наименьшее количество --1 может полу- 


читься в таблице? 
Н. Х. Агоханов 


. 91013. Два спортсмена стоят в точках А и Б 


н держат резиновый шнур. По сигналу спорт- 
смен А начинает двигаться на восток со скоростью 
0‹=1 м/с, а спортсмен Б — на юг с постоянным 
ускорением. Найдите это ускорение, если известно, 
что узел В, завязанный на шнуре, при движении 
прошел через точку Г (рис. 1; масштаб указан 
на рисунке). } 


Ф1014. Мощный транзистор, выделяющий тепло, | 
закреплен на теплоотводящей пластине, обдувае- ' 
мой воздухом, температура которого равна 30 °С. | 
На рисунке 2 показано распределение температур 
на пластине. Определите рассеиваемую мощность. 
Известно, что равномерно нагретая до 10 °С пла- | 
стина рассеивает мощность Р=10 Вт при темпера- 
туре воздуха 20 °С. Теплоотдача пропорциональ- 
на разности температур пластины и воздуха. 

А.Р. Зильберман 


$1015. Схема, приведенная на рисунке 3, содер- 
жит 50 разных амперметров и 50 одинаковых 
вольтметров. Показания первого вольтметра И, —= 
—=9,6 В, первого амперметра — 1, —=9,5 мА, вто- 
рого амперметра — 1,=9,2 мА. Определите по 
этим данным сумму показаний всех вольтметров. 


| 
| 
} 
| 
А.Р. Зильберман 
| 
1 
| 


| 
С. С. Кротов | 
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Ф1016. В катушку может свободно втягиваться 
ферромагнитный сердечник массой М=0,01 кг. 
Катушку подключили к источнику с напряжением 
{/—100 В, и через нее протек ток, показанный 
на графике на рисунке 4. Оцените начальную 
индуктивность катушки. Пренебрегая потерями, 
найдите скорость сердечника в момент т=10`° с. 

В. Е. Скороваров 


$1017. Крупнейший в мире советский телескоп 
имеет в качестве объектива зеркало диаметром 
р=6 м. Какое время потребуется, чтобы, сравни- 
вая полученные на этом телескопе фотоснимки, 
можно было заметить взаимное вращение нашей 
Галактики и туманности Андромеды вокруг об- 
щего центра масс? 
Расстояние до Андромеды Е==1,42 . 10" В., где 
КЮ. — радиус орбиты Земли. Массы Галактики 
и Андромеды равны, соответственно, Мг=2,5Х 
10" М., М, = 3,6 - 10' Мо, где Мо — масса Солн- } 
на. Фотографирование ведется в видимом свете 
на длине волны 7.=5. 10 7' м. | 
у 


В. Б. Белоничнии 


\е М№ауе Бееп робйзЫля 
Куапёз сощезё ргоЫеиа8 еуегу 
топ} {гот Фе уегу Игзё вис 
оЁ ошг шаразше. ТЬе ргоЫетв 
аге попзёапдаг@ опез, Бой ег 
зо\пйоп тгедшгез по ИГогтай- 
оп ошяе ес зсоре оГ Ч№е 
0$$В чесопфагу зсЪооЁ зуПа- 
Би8. ТЬе тоге АИ кий ргоб- 
1ст8 аге тагКкей %ИВ а г 
(=). АЦег Ше зёметер( о? Фе 
ргоЫет, ме изиаПу шака& 
\То ргорове# # фю 13. Й в0е8 
\ИВоцё заушя Ша лоЁ аПЙ 
{Незе ргоШетя аге ЯгвЁ риЪ- 
саноп8. Те зо] иНопз оЁ ргоЬ- 
1етв (гота 3 138це (ш Виз- 
зап ог 1 ЕпяйзЬ) мау Ъе 
роз4е@ по 1аёег ап МоуетЪег 
156, 1986 № Ше ГоПомше 


а4гезз: 9558, Мозсо\, 
103006. 

Москва К-6, ул. Горького, 
32/1, «Кванть. Р!еазе зеп@ 


4Бе зошИоп8 ой рЬу8с8 ап@ 
та етайс8 ргоетв, ав ме 
аз ргоШетв {гот аИРегепе 
135 иез, ипфег зерагайе соуег; 
оп Фе епуеюоре чтНе Ше 
\0ог4з: “КУАМТ'$ РКОВ- 
ЕЕМ5” ап@ Фе потЬегз 0 
а! (Ве зоуе4 ргоШешз; ш 
усшг 1еНег епфозе ап цио8ат- 
ре@ веМаадгеззей епуе!оре — 
уе зТаН изе 1 о веп@а уси 
41е соггесНоп гезо 8. А 1Ъе 
еп о{ ЗЪе асафетие уваг ме 
зип пр Че гезиз об фе 
Куапё ргоЫст  сопе. И 
уоп Вауе ап огруипаЁ ргоЫетз 
0 ргорозе Гог риБЙсаНоп, 
резне зепа Ё № 13 илаег 
зерага4е соуег, ап &\0 сорез 
Сп ВБизиай ог ш ЕпеН88), 
поте Ве зощЦоп. Оп Ше 
епуеоре хгйе МЕ\З РКОВ- 
ТЕМ ИМ РНУ$К$ (ог МАТНЕ- 
МАТЕ$5). Р1еазе решё уоик 
паше #04 а4Ягезз ш ВГОСК 
ТЕТТЕК5. 
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Ргоетз 
М1001—М1005; Р1013—Р1017 


М1001. ТВеге аге 1001 реБЫез т а Невр. Те Неар 11 Фед 
111 фмо, Фе питЪег оЁ реБЫев п еасВ соипёед ап@ {Не ргодисй 
оЁ {Тезе 40 питЬега мгМеп Чожп. ТВеп Ве затше ргоседмге 
13 сагие@ ом \ЁН опе оЁ {Ме &мо Неарз (сошфеииая тоге 
{Нап опе реБЫе): 1 13 41549ед т мо, Феш реБЫез соипфе4, 
4Ч\е \м0 потЪегз тирНейё апё уйИеп 4о\уп. Треп 18 
орегаМоп 1= соппиед ИР опе оЁ \\е Е\тее Веврз оБбатед 
а0@ 50 ол ип аЦ 4ле Веарв сощат опП1у опе реБЫе. Ета 
{Бе зыт оЁ Фе 31000 ргодисв Уи ЩМеп домп. 

А. $5. Мегкимеи 
№М1002а)* Ап аБзепетитае4 шпаетайсап, ВаутЕ ГогкоЦеп 
(Ве {ргее-@ ей соде питбег оГ Че 1осК № №8 арайетей 
Воцзе’в {гоп доог, ривНез Ме ЪиНопв (мИН Фе Из 1,2....,9), 
опе сасй весоп@. Тие 4оог Ш ореп И {Ме \тее Ча оё 
4Не соде (т %}е соттесё ог4ег) аге ргеззеё виссевцуеу. ТНе 
та етайс!ап 18 виге (Ва еуеп К Ве №в8 &Не “ога иск” 
(ЕВе гедштей сотЫпаНоп арреагз 1а81) Не % ореп Фе {гоп 
9оог по 1айег ап ш 16 ши 42 вес (1002 зес). {в Бе ман 
У/Наф тизе Не 4о №0 кей Боте ав зооп аз розз1 се? 

Апзуег Не 128 дцевцоп И 
Ъ) ошу {Те БиИопз мИВ Ще ФИ 1, 2, 3 могк (Те офег 9158 
Зо пой арреаг 11 Фе соде пигЪет); 
с)® а| {Те БиЙоп8 уогК, Би {Не швы етансап гететБегз {Наё 
{Не Фгее Фа т №Те соде питЬБег аге эЙ ЗИРГегепх. 
м1003. Тне айИидез о? +1апе АВС аге АН, ВК, СГ.. Ргоуе 
52 
АК - В, + СМ№= АГ, + ВН - СК=НК - КЬ-ГН. 
5. А. Сепкт 


№1004. АП 4Не эха Ппез раззтя ФгочвН уефех А 0 

(папе АВС, мБеге АВ-ЕАС, аге сопегед. Ргоуе ЗРаё 

а) еасБ оЁГ езе Ппез сопатз по тоге \Ваё опе рошё М 

\“НсН 18 поё а уецех оЁ АВС ап@ вайзНез ( АВМ=/ АСМ; 

Ь) по шоге Тап Йуе оЁ {Тезе Ц№пез сопниыл по зисй рошё М. 
О. В. Миат 


м1005. Тне ШЫе зацагев оЁ ал п Ъу л 1аЫе (п=3) аге #4 
\ИВ 4Ре питфетз 1 ассог4 ме {0 Фе ГоПоутЕ гиез: 
1) Ме пимЬг — 1 3 рё шт аП 11е Ше вацагез а!опв ‘Те 
Боцл дыгу: 
2) апу пем литьЬег риуё т ап етрёу Ш эздцаге пизё едма| 
е{Нег &Не ргофисё ой &Не {мо певгезе потЬегв Ю ол оррозве 
з1Чез 11 “Те зате соштил ог ®Ю {а% Гог Ше зате гом; 3 
13 сопипие# ил] аЙ фе етрйу \е вацатез Вауе Ъееп ед. 
а) У’НаЕ етеафезт атоцпь оЁ +р!мз опезь тау Бе оБаштеё т 
ре 1аЫе? 
Ь) \МНаЕ 1еазё атоцпф оЁ ерм8 опезе тау Бе оббытед 1т +Не 
{4аЫе? 

М. Н. Авакваплои 


Р1013. Тимо а ее: апдть 8 4Не роз А ап Б Во ап 
е1азНс зытя. ТВеп 1Теу зипоМапеоцу Бейт гиппапа, те 
а Шае а% А {0 Фе еазё ИН уеосЙу ио=1 т/з, 4Не опе а Б 
{0 1Не зо чИВ сопзфапе ассеегаЙоп. Р2и4 8 ассеегайоп 
1 И 18 Кпомп {Ла фе ШЫе Кпоё В Чей оп {Ве зЫЗтя раз8ез 
Нтоияй Фе рошё Г (ее Ябохге Рис. 1, р. 37; Ч№е зсае 18 
паксае@4 оп Ше Якцге). 
5. 5. Кгыов 

Р1014. А ромегРиЙ фтапазюг пиуте оц Веаё 1в ИЙжед оп а 
ВеакопаисИпв р!а{е уНсК 1в еп аеЯ Бу а! а {етрегашихе 
30 °С. Тне Йкиге Рис. 2 зВо%8 \Те 1етрегаиге 9381 Ноп 
оп {Ве ре. Реегипе «Ве 91зрегзей розег. & #3 Кпомп Ша 
фе рае Кеа\е4 мпМогийу № 70°С @врегзез а ромег ой 
Р—=10 \ мВеп {Ве ат фетрегафиге 18 20°8. ТВе Кеае Юзз 13 
ргорогйопа] фо {Не 4етрегафиге а {Ёегепсе Бебиееп 1ре р] апд 
авг. 

А. В. РИБегтап 
Р1015. Тне сисий зНномп оп Ивиге Рис. 3 сопйаз 50 41Негеп% 
аптеегз апа 50 14епИсь! уойтаегз. Тне @тз уойтеег 
зНомв 0, =9.6 У, 11е Гиз аттеег 1, =9.5 тА. 1Ве зесопд 
аптеег [1.29.2 тА. Озе Ив ава № деегтште 1Не вит оЁ 
зНно\йля8 оЁ а] Те уоНтеегз. 

А. В. ДИЪегтап 


Р1016. А Гстготакпейс соге оЁГ тазз М=0.01 Ёя сеп {гее]у 
тоуе шо и сой. ТНе соЙ в соппесмей 1ю а зоцтсе оЁ уоЦаве 


№981. Докажите, что число 
11...1 (1986 единиц) имеет по 
крайней мере а) 8, 6) 285 раз- 
личных делителей. 


х— 1х 1х" я: 


+х_ "+... 
д (хх 
— х"* 14...41 


Малая теорема Ферма: 
Для любого целого числа п и 
простого р число п’—п делит- 
ся на р. 

(См., например, статью Н. Ви- 
леикина «Сравнення и классы 
вычетов», Квант, 1978, № 10, 
с. 7.) 


(—100 У ап@ сиггедё Яомз \ИИтоцёЙ Й а5 роИе@ оп Йроте 
Рис. 4, р. 37. Ое4егицте Не ог! та тдисИУШу ой {пе соП. Аззи- 
пише Ю083ез певбк!Ые, {та {ре уе]осМу ой 1Ме соге а& Ите 
1==10—3 8. 

У. Е. ЗКогогагор 
Р1017. ТНе эойа’з }атбез\ (Зоч1е-тайе) фезсорг Ваз а паггог 
о{ @атеег Р-=6 т Фог а 1елв. Ном тисН Име 1в гедошед фо 
герицег пе т@айуе тобаМоп оё оцт Сааху апа Апаготеда 
аЪоие Тег сопиаой сепёге ой таз Бу сотрайтв рНоовтарНз 
о\ашлей Ъу 8 феезсоре? Те @15алсе \ю Апйготеда 13 
В=1.42.10" В. яреге Во 23 1Ме гадша оЁ Еаг@’в отб. 
Тне таззез ой оиг Сафаху апа Апаготеда едиа!1, -гезресцуеу, 
Мс-=2,5 - 10" М. виа Мл =8.6 -10“ Му, чВеге М, 13 \е 
Зип‘8 тазв. ТНе рНобюдтарН& аге &вКеп т зе Цен о 
уауеепайН ^=5 + 10-7 м. 

У. Б. Веопись Вт 


Решения задач 
№981 — М985; Ф993 — Ф997 


а) Ясно, что если число а записывается п едини- 
цами, число 6 записывается Ё единицами и п делит- 
ся на Ё, то и а делится на 6. А поскольку 1986 = 
—=2.3-331, число А =11...1 из 1986 единиц имеет 
кроме числа 1 и самого А еще по крайней мере 
6 делителей из одних единиц: 


11 21, 115113, 11... 1, ЕТ. 


331 662 993 

6) Мы укажем не 28, а сразу 128 делителей чис- 
ла А. Заметим, что 111111 раскладывается на 
5 простых множителей: | 

111131 =1001.111—=3.7.11.13.37. 
Учитывая, что 10° 1 делится на 103+ 1 = 1001, 
а 10?°—1 — на 10*—1=999 (см. тождества на ` 
полях, где п-=2Е-1=331, х=103) и полагая 
а= 103, получим 

$ 


—_ 8-1 _,з @—1 _ 
А = 5 = (а аа: 


а Но Ь, 
1001 999 

Произведение любого набора из этих 1 множителей 
будет делителем А («пустому набору» отвечает де- 
литель 1). Таким образом, мы нашли 2'—128 де- 
лителей, причем все они различны. Чтобы 
убедиться в этом, докажем, что все 7 множителей 
в выписанном разложении А попарно взаимно 
просты. В самом деле, остаток от деления числа а 
на т—=10°—1 равен 10, поскольку 10°'—10 = 
—10 (10°-°-- 1} делится на т; поэтому а`=1 при 
делении на т дает остаток 1031, то есть числа 
(аз 1-1)/1001 и (а*—1)/999 взаимно просты с т и, 
очевидно, взаимно просты друг с другом. 


Нетрудно продолжить разложение А на азвимно простые 
множители: 


а 1 а*--а-+1 а 1 аа 1 
— 3.7.11. 13. 
# а. 11 91 9 111 
(из выделенного выше курсивом утверждення следует, что 
сомножители здесь целые); отсюда аидно, что А имеет не 
менее 2?—512 делихелей. Продолжить это разложение «вруч- 
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М982. На сторонах АВ, ВС и 
СА треугольника АВС по- 
строены во внешнюю сторону 


квадраты АВВ,А.. ВССВ., 
САА,С.. Докажите, что пер- 
пендикуляры к  отрезкам 
А.А. В.В... С.С. восстав- 
ленные в их серединах. пере- 
секаются в одной точке. 


№983. В турнире с ичастием 
16 теннисистов каждые двое 
играют одну паргию. 

а} Приведите пример распре- 
деления результатов партий, 
при котором любых 10 участ- 
ников можно расставить по 
кругу так. чтобы каждый вы- 
играл у своего левого соседа- 
6) Докажите. что если условие 
из пункта а) выполнено, то и 
зюбых 11 участников можно 
расставить по кругу таким об- 
разом. 


ную» уже трудно. Однако из малой теоремы Ферма (прине- 
денной на полях) следует, что 9А = 10'°°—1 делится на про- 
стое число 1987. Таким образом, один из 4 последних сомножи- 
телей должен делиться на 1987, а значит, А имеет не менее 
2'—1024 делителей. Может быть, кому-то из читателей удаст- 
ся поднять эту оценку еще выше? 

Н. Б. Васильев. Л. Д. Курляндчик 


Ф 


Мы докажем, что рассматриваемые в задаче пер- 
пендикуляры содержат медианы некоторого тре- 
угольника, гомотетичного данному треугольнику 
АВС. Утверждение задачи следует тогда из того, 
что медианы любого треугольника пересекаются 
в одной точке. 

Проведем через центры квадратов прямые, па- 
раллельные сторонам треугольника АВС 
(см. рис. 1); они ограничивают гомотетичный ему 
треугольник А’.В.С.. Поскольку прямые А, В, и 
А Сс — серединные перпендикуляры к отрезкам 
АА. и АА,, точка А, их пересечения — это центр 
описанной окружности треугольника ААА. и, сле- 
довательно, лежит на серединном перпендикуляре 
р.к отрезку А,А.. Аналогично серединные перпен- 
дикуляры р» и р. к отрезкам ВВ. и С.С. проходят 
через точки В. и С. соответственно. 

Остается доказать, что прямые р., ре, р. содер- 
жат медианы треугольника А.В.С.. Для этого 
достаточно проверить, что они параллельны медиа- 
нам треугольника АВС; например, что прямая Ре 
параллельна медиане АМ, или что АМ1АА.. 
Повернем треугольник АВС на 90° вокруг точки 
А так, чтобы вершина В перешла в А. (рис. 2). 
Пусть точки М и С перейдут при этом в М’ 
и С’; тогда М’ — середина А,С’, а А — середина 
АС’ (АА=АС=АС', ХА АС= САС’ =90°). 
Поэтому АМ” средняя линия треугольника 
А,С’А., тоесть АМ” А,А5; вто же время АМ 1 АМ’. 


Другое решение можно получить из следующего сообра- 
жения: пусть О — точка пересечения медиан треугольника 
АВС: если параллельно иеренести отрезки А,А,, В.В, и С.С. 


на векторы АО. ВО и СО соответственно, то эти три отрезка 
сомкнутся в треугольник, причем прямые р, рьи р. будут его 
серединными перпендикулярами. 


Ф 


а) Пусть 16 теннисистов стоят по кругу и каждый 
выиграл у 7 следующих за ним по часовой стрелке 
(как сыграли между собой теннисисты, отстоящие 
на 8 мест, несущественно). Такое распределение 
результатов удовлетворяет условию задачи: если 
произвольно отметить в круге 10 теннисистов — 
А, А, ..., Ак (по часовой стрелке), — то между 
А. иА., А. и А,,.... Ари А, будет не более чем 
по б теннисистов, поэтому в каждой из этих пар 
первый выиграл у второго. 

Число 16 в условий задачи можно заменить на любое 
п 3, я 10 — на любое Ё такое, что (п-+{+3)/2=Е= п, — при- 
мер строится точно так же. Если Ё< (п-- 3)/2, такого примера 
построить пельзя. 

6) Докажем, что если любых (2 < п) из 


п теннисистов, сыгравших друг с другом по одной 


В. Н. Дубровский 


№984. Через произвольную 
точку К квадрата АВСО про- 
ведена прямая, пересекающая 
его противоположные сторо- 
ны АВ и СП в точках Р п (0. 
Доказать, что отличная от К 
точка пересечения окружно- 
стей. проходящих через точки 
К, В, Ри К, О, ©. лежит на 
диагонали ВО. 


№985. Углом между двимя 
прямыми, пересекающимися в 
точке О. называется угол меж- 
Эу их лучами с вершиной О. 
не превосходящий 90°. Сколь- 
кими способами через точку О 
в пространстве можно провес- 
ти три прямые [.. 15. 1; так, 
чтобы углы между [2 и [;. Ви 
1. и Ё соответственно рав- 
нялись данным числам а. 
«.. аз? (Две тройки прямых 


‘няется; 


партии, можно расставить в соответствии с усло- 
вием, то любых Е-Г1 — тоже. 


Рассмотрим некоторую группу из Ё | 1 теннисис- 
тов и удалим из нее одного — А, а остальных № 
расставим по циклу (так, чтобы каждый выиграл 
у следующего). Отметим тех из Ё, которым А 
проиграл, красным, а тех, у кого он выиграл — 
синим (см. рисунок); хотя бы один красный и хотя 
бы один синий заведомо найдутся, потому что А 
вместе с любыми Ё—1 теннисистами можно рас- 
ставить по циклу (то есть даже среди любых 
Е —1 из наших Ё найдется и красный, и синий 
теннисист). Телерь выберем в нашем цикле любое 
место, где за красным по часовой стрелке стоит 
синий, и вставим между ними А. 


Заметим, что при л= 16, #-10 утверждение задачи остя- 
нется верным, даже если не требовать, чтобы все теннисисты 
сыграли друг с другом. Чтобы убедиться и этом, достаточно 
из условия, что любых 10 тениисистов можно расположить 
по циклу, вывести такие следствия: 

1) каждый аыиграл ие болое 7 и проиграл ме менее 7 партий; 

2) среди любых 11 найдется такой, который сыграл со все- 
ми 10 остальными. 

К. П. Кохась. Н. Б. Васильев 


Ф 


Пусть Ь — точка пересечения диагонали ВР с 
окружностью РОК. Докажем, что эта точка лежит 
и на второй окружности — ВРК. Для определен- 
ности предположим, что точки К и @ лежат по 
разные стороны от ВР, а Ри К — по одну сторону 
(см. рисунок). Тогда, поскольку углы РОК и РЕК 
вписаны в одну окружность и опираются на одну 
и ту же дугу БК, 
(ВРК == х РР = Х ЕГр=180°— / КЕВ, 


то есть четырехугольник РКЁВ вписан в окруж- 
НОСТЬ. 


Приведем еще одно решение, использующее поворот. Пусть 
Ми № — точки пересечения окружностей КОД и КРВ с пря- 
мыми ДО и ВС соответствеино (см. рисунок). Ясно, что 
( МК@= ХРКМ= 90°, то есть отрезок ММ перпендикулярен 
Р@ п проходит через точку К. Рассмотрим поворот на 90°. 
который переводит точку @ в М (а дуч ОС. — в луч МО). 
Легко видеть, что прн этом повороте прямая @Р перейдет 
в ММ, а прямая АВ — в ВС. Следовательно, точка Р перейдет 
в №. Поскольку отрезки ОМ и РМ видны из центра поворота 
под прямыми углами, этот центр лежит на пересечении дан- 


‘ных окружностей. С другой стороны, он равноудален от пря- 


мых ДВи ВС (так как первая из ннх переходит во вторую) и. 
следовательио, лежит на диагонали ВП. 
В. Н. Дубровский 


Ф 


Ответ: двумя способами, если все числа а, о., ©... 
меньше 90° и удовлетворяют обеим системам не- 
равенств (1) и (2), приводимым ка полях; ни одним 
способом, если ни одна из этих систем не выпол- 
одним способом в остальных случаях 
(в частяости, для и, =и.==и.==30” имеется 1 способ, 
а для а, =0.=0.=10° — 2 способа). 

Напомним сначала необходимые и достаточные 
условия существования трехгранного угла с задан- 
ными плоскими углами. Они состоят в том, что 


1. Ци Ц. Ё. Е считаются 
одинаковыми. если они *кон- 
груэнтные, го есть если суще- 
ствует поворот или симмегрия 
относительно плоскости, пере- 
водящие 1 в [. для всех 
ПЕ. 2% 65 

Предостережение: ответ 
зависит от величин в, а.. а;: 
например, для в. ==. ==а:=30° 
он не такой. как для 


в 
==: ==70° 


й 


от =а. а. 

(1) аа, а.. 
35а, -а», 
а, фа, + о. <= 360°, 


180°= а -о,-Ра-, 
(2) 2 5 а. = 180° а, 
а, < 180° а. 
©. аз = 180°-ра.. 


$993. Через неподвижное, го- 
ризонтально закрепленное 
бревно переброшена веревка. 
Чтобы удерживать груз мас- 
сой т-=6 кг, подвешенный на 
этой веревке, необходимо тя- 
нуть второй конец веревки с 
минимальной силой ЕР, =40 Н 
(см. рисунок). С какой мини- 
мальной силой Р, надо тянуть 
веревку, чтобы груз начал 
подниматься? 
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ревки (которая определяет силу реакции опоры в 


каждый из плоских углов должен быть меньше 
суммы двух других, а сумма всех трех углов 
должна быть меньше 360° (см., например, учеб- 
ное пособие: Геометрия 9—10 / Под ред. 3. А. Ско- 
пеца — М.: Просвещение, 1981, с. 224). При этом 
трехгранный угол определяется своими плоскими 
углами ‘однозначно (с точностью до конгруэнт- 
ности). 

Пусть 4, [5, 4 — прямые, удовлетворяющие усло- 
вию задачи. Выберем на прямой [ один из лучей 
с началом О —^обозначим его г,, — а на прямых 
5 и1; — лучи г. и г., составляющие с г, углы вели- 
чиной а. и а; (см. рисунок). Поскольку угол между 
прямыми Ги, равен а, угол между лучами 
г. и г. может быть равен а, или 180°—а,. Из ска- 
занного о трехгранных углах следует, что сущест- 
вует не более двух различных (с точностью до 
конгруэнтности) троек прямых с заданными угла- 
ми а, а», аз между ними. Они получаются при 
продолжении ребер двух трехгранных углов Т 
и Т’с плоскими углами а, ©, аз и 180°—а,, а», а; 
соответственно, причем для их существования не- 
обходимо и достаточно, чтобы выполнялись усло- 
вия (1) — в первом случае, (2) — во втором. 

Заметим, что при «и, =90° все наши тройки пря- 
мых одинаковы (Т=Т’, так как а, =180°—а,). 
Разумеется, это верно и тогда, когда а›=90° — 
в рассуждениях можно просто поменять нумера- 
цию прямых. Итак, если хотя бы один из углов 
©, а, а; равен 90° и выполнены условия (1) (или 
совпадающие с ними в этом случае условия (2)), то 
наша задача имеет единственное решение. 

Наконец, пусть все углы а,, а», а, острые и 
удовлетворяют обеим системам (1) и (2). Покажем, 
что ‘тогда тройки прямых, построенные по трех- 
гранным углам Т и Т’, различны. Для того чтобы 
две такие тройки оказались конгруэнтны, надо, 
чтобы угол Г’был конгруэнтен углу Т или вообще 
любому из 8 трехгранных углов с вершиной О, 
ребра которых лежат на тех же прямых /(, {[., [,, 
что и ребра угла Т. Легко видеть, что плоские углы 
этих трехгранных углов могут равняться (о, а., 
аз) (для угла Т и вертикального» к нему угла), 
(180? — в, 180° — 2, м3), (и, 180°—ч“., 180° — аз) 
или (180°— о, &›, 180° — аз). Но у угла Т’ ровно 
2 острых угла (2 и оз), а во всех выписанных 
тройках их число равно 3 или 1. 

А. Б. Гончаров, В. Н. Дубровский 


Ф 


Вес груза Р= тЕ = 60 Н существенно больше силы 
Р,, с которой надо тянуть веревку. Такая ситуация 
нам хорошо знакома из жизни и связана с нали- 
чием трения между веревкой и бревном. 

В первом случае (веревка неподвижна) силы 
трения направлены против действия веса груза и 
помогают удерживать веревку с грузом. Полный 
расчет распределения сил трения довольно сложен, 
так как абсолютное значение силы натяжения ве- 


$994. Спутник исследует пла- 
нету, плотность которой р, 
двигаясь по круговой орбите 
с периодом обращения Т п фо- 
тографируя ее поверхность. 
Какая часть площади плане- 
ты останется неисследован- 
ной? 


точках соприкосновения веревки с бревном) меня- 
ется от Ё, (условие равновесия левого конца ве- 
ревки) до Р= ти (условие равновесия правого кон- 
ца). Однако для решения задачи нам достаточно 
заметить, что сила трения Ё.,, пропорциональная 
я каждой точке силе реакции опоры, будет пропор- 
циональна силе натяжения веревки; для опреде- 
ленности будем считать, что Ё„, пропорциональна 
большей силе натяжения, то есть Р.„-=АР. Это 
означает, что Р, =Р—ЕР, и отношение большей 
силы натяжения Р к меньшей Р, есть величина 
постоянная: Р/Р, =1/(1 — К) =сопв$. 

Во втором случае, когда мы хотим поднять груз, 
концы веревки как бы меняются местами. Сила 
трения оказывается направленной против действия 
силы Р. и уже не помогает, а мешает. Отношение! 


"большей силы натяжения Р. к меньшей Р должно 


быть таким же, как и в первом случае Ё./Р=Р/Е,. 
Отсюда находим; 

р? 

ЕР. = Е —=90Н. 


А. И. Буздин 


Ф 


Со спутника видна лишь часть поверхности плане- 
ты, попадающая внутрь конуса, вершина которо- 
го — точка, в которой в данный момент находится 
спутник, а образующие — касательные к поверх- 
ности планеты, проведенные из этой точки (см. ри- 
сунок). Таким образом, неисследованными остают- 
ся два сферических сегмента, площадь которых 


3=2.2лгВ ==4лг? (1 — с03 а) =4лг? (1 -- ^\/ 1 —(-)). 


где г — радиус планеты, В — радиус орбиты спут- 
ника. Отношение этой площади к площади поверх- 
ности планеты — 


$ =1—Щ^/1-(г)°. (+) 


Выразим отношение г/Я через приведенные н усло- 
вии задачи данные. 
Запишем уравнение движения спутника: 


с = та, или «=б-. —=С. ЗА. 
С другой стороны, а=(21/Т)В. Следовательно, 
откуда 
а 
п бот?” 


Подставляя это значение в (*), находим, какая 
часть площади поверхности планеты остается не- 
исследованной: 


Е в" 


В. В. Дорин 
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= аа 


$995. В запаянном капилля- 
ре находится жидкость плот- 
ности в. При нагревании ка- 
пилляра на малое АТ оказа- 
лось. что граница АВ между 
жидкостью и ее паром (см. ри- 
суном) не сдвигается. При 


этом давление пара возросло 
на \р. Как изменилась плот- 
ность жидкости? 


$996. В пролетном масс- 
спектрометре источник испус- 
кает сгусток заряженных час- 
тии, когорые сначала летят 
свободно (рис. 1) и пролегают 
через первый датчик (Д.). но- 


ис. 
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Из условия задачи следует, что состояния системы 
до и после нагревания отвечают равновесному со- 
существованию жидкости и ее пара. Это означает, 
что на р—Т-диаграмме оба состояния попадают 
на кривую сосуществования. Эта кривая, как 
известно, представляет собой зависимость давле- 
ния р насыщенного пара от температуры Т, причем 
зависимость эта монотонпая. Касательные к кри- 
вой р (Т) составляют разные углы с осью Т. Выбе- 
рем ту точку на кривой, касательная в которой 


Ар 
составляет угол а=атсф к с осью Т. Значения ри 


Т, отвечающие этой точке, однозначно определяют 
начальные давление и температуру газа. 

При нагревании жидкость должна была бы рас- 
ширяться, то есть граница АВ должна была бы 
двигаться вправо. Неподвижность границы озна- 
чает, что при нагревании иснаряется такая масса 
Ат жидкости, что оставшаяся жидкость плот- 
ностью ›— Ао занимает прежний объем. Как видно 
из рисунка, этот объем равен объему, занимае- 
мому паром. Таким образом, 


—_ ай 


(+) 


Изменение давления насыщенного пара связа- 
но с увеличением его температуры на АТ. Из урав- 
нений состояния пара при температурах Т и 
Т-АТ — 


НЙ Е = КТ, 


(рРАр} У = и 


— получаем: 


В(ТАГ) 


Ари ео ВТ = КТ `В АТ. 
Пренебрегая членом 


г (Ат- АТ), отсюда с учетом 
(*) находим: - 


а в \р-Т-р- м. 
В ое 

Л. Г. Маркович 
Ф 
Пусть частица массы т вылетает из источника со 
скоростью и. Обозначим и проекцию этой скорости 
на направление, параллельное сетке С, ай, — 
проекцию и на направление, перлендикулярное 
сетке. При движении частицы за сеткой (справа 
от нес) и остается неизменной, а и меняется 
от +0, до —0.. Согласно закону сохранения 
импульса (в проекциях на направление, перпен- 
дикулярное сетке), ЁР-А=т-Аг =2тоь , где 
АТГ — время движения частицы за сеткой; отсюда 

—=2тр ‚/Е. Полное время пролета — это 


ТЕМ + (+) 


({ — суммарное время пролета от датчика Д, 
до входа за сетку и от выхода из сетки до дат- 
чика Д,). 


= 


ходящийся на расстоянии Г, 
от сетки (С). За сегкой по нор- 
мали к ней на частицы дей- 
ствиег электрическая сила Р. 
Частицы поворачиваются, вы- 
летают через сетку назад ы 
пролегают через второй дат- 
чик {Д;). находящийся на том 
же расстоянии Г, от сетки. Ме- 
няя режим работы источника. 
измеряют время между сраба- 
тываниями датчиков в нахо- 
дяг наименьшее время проле- 
та г. Какова масса частиц? 
{Начальная скорость зависит 
от напряжения источника, но 
точное значение ее неизвест- 
но.) Как можно найти массы 
частиц, если источник испус- 
кает одновременно несколько 


сортов частиц г разными мас- 
сами? 


р 
—_ 
[ — 


На рисунке 2 приведен график зависимости 
ТТ .)- Видно, что одно и то же время пролета 
получается при двух значениях г. и только мини- 
мальному значению Т„„=—т соответствует единст- 
венное значение о... Это означает, что если рас- 
сматривать (*+) как уравнение для скорости, то при 
Т=т оно имеет единственное решение. Иными 
словами, уравнение 


2т 2 ль, +2. =0 


Е 


имеет единственное решение; 

нант уравнения равен нулю — 

161.1: 
вы, 


откуда и находим массу частицы: 


значит, дискрими- 


3 


1-2 


= — 


:. 


Рис. 3- 


При наличии частиц различных масс и при 
одновременном пролете ими первого датчика (ко- 
роткий сгусток при датчике Д,, расположенном 
вблизи источника) второй датчик будет срабаты- 
вать не однократно. При фиксированном напряже- 
нии источника получится несколько времен про- 
лета. Будем плавно менять напряжение и откла- 
дывать для каждого фиксированного напряжения 


- источника И соответствующий набор времен про- 


Ф997. Изввсгно. что светя- 
щийся след падающего метео- 
рита по мере приближения к 
земле становится ярче. Одна- 
ко в верхних слоях атмосфе- 
ры он сохраняется сначитель- 
но дальше, чем у земли. По- 
чему? 


лета (рис. 3). Получившиеся на графике точки 
укладываются на несколько плавных кривых, каж- 
дая из которых отвечает частицам определенной 
массы со своим значением минимального времени 
пролета т. 

И. И. Воробьев 


ыы ь 

Свечение следа метеорита — это результат его 
столкновений с атомами атмосферы. Благодаря 
большой скорости метеорита при столкновениях 
его с атомами происходит ионизация, так что 
след метеорита представляет собой плазму, со- 
стоящую Из электронов и положительно заря- 
женных ионизованных атомов. При рекомбинации, 
когда электрон вновь занимает свое место в атоме, 
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энергия, затраченная на ионизацию, выделяется 
в виде квантов света. 

Легко понять, что яркость свечения нарастает 
по мере приближения метеорита к земле, посколь- 
ку растет плотность атмосферы и, следовательно, 
большее число молекул в единицу времени сталки- 
вается с метеоритом. Когда метеоритная частица 
находится за пределами земной атмосферы, она 
вообще не светится. 

С разной плотностью атмосферы на больших и 
малых высотах связано и различие во времени 
свечения следа. На больших высотах плотность 
плазмы мала, столкновения между ее частицами 
редки, и проходит значительное время, пока все 
ее частицы рекомбинируют. Свечение следа может 
при этом продолжаться н течение нескольких се- 
кунд. На малых же высотах благодаря большой 
плотности атмосферы рекомбинация проходит 
очень быстро. 


Список читателей, приславших пра- 
вильные решения 


Большинство читателей, приславших решения 
задоч М956 —№М970, Ф958—$982, справились г 
задачами М956, М961, М966, М969, ФЭ7Т, 
$976, Ф977, Ф979, ФЭ81, $982. Ниже мы 
публикуем фомилии тех, кто прислал пра- 
вильные решения остальных задач (цифры 
восле фамилии-— последние цифры номеров 
решенных задач). 
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А. Алексейчук (Одесса) 65, 67; М. Альт 
(Одесса) 62, 63, 65, 67; Д. Ароцкер (Киев) 
60, 65, 67, 68; Н. Арсова (Враца, НРБ) 
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С. Брызгалов (Смоленск) 67; И. Бугрий (Киев) 
65; И. Вайнштейн (Калинин) 60; Я. Варшав- 
ский (Харьков) 62, 64, 65, 67; А. Васильев 
(Ульяновск) 685; 9. Вассерман (Москва) 65; 
В. Берзаков (Рудный) 68; А. Винцюк (Киев) 
65; В. Волошин (Киев) 62, 66; П. Вольф- 
бейн (Киева) 62, 64; Ю. Выменец (Леиин- 
град) 67; Н. Гайбеков (Алма-Ата) 66; Т. Гами- 
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сахо ГССР) 67; М. Гольдщтейн (Челябинск) 
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А. С. Бутов 


68; П. Григорук (Хмельиицкий) 65; Н. Гри- 
горьееа (Андропов) 60; Р. Гринив (Львов) 
62, 64, 67, 68, 70; В. Гурарий (п. Чериоголов- 
ка Московской обл.) 82, 65; Б. Гуревич 
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МНР) 67; А. Давыдов (с. Елфимово Горь- 
ковской обл.) 62, 67; Т. Демьяненко (Киев} 
65; О. Джавадов (п. Борадыгях Аз. ССР) 
62; В. Дмитриев (Горький) 65; М. Добрицын 
(Москва) 59, 60; А. Донченко (Киев) 67, 68. 
70; Д. Древаль (Москва) 57; И. Дынников 
(Жуковский) 57, 60, 62—65, 67; Л. Евсеев 
(Димитровград) 67; И. Ежов (п. Черский 
ЯАССР) 63; С. Железовская (Свратов} 64, 67, 
68; Е. Жумабеков (Алма-Ата) 65; Д. Зайцев 
(Киев) 62, 64, 66, 67; П. Иванов (Лении- 
град) 682, 65; Р. Иванов (Габрово, НРБ) 
57, 58; С. Исаев (Тамбов) 65; А. Кадач 
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60; И. Киризий (Ленинград) 65; А. Козин- 
ский (Гайворон) 60, 67; Г. Колесникоа (Магнн- 
тогорск) 57; А. Кононенко (Киев) 84, 85, 67, 
68; Ю. Королев (Казань) 87; А. Коршков 
(Мозырь) 62, 66, 67; Е. Костюк (Вииница) 
62; Б. Кругликов (Харьков) 60, 62, 64, 65, 87; 
О. Крылов (п. Эльдикан ЯАССР) 58; М. Кукс 
{Львов) 67; М. Киуринной (Жарьков) 59, 60; 
Н. Кушлевич (Москва) 69, 60, 62, 64, 65; 
Д. 'Ладиков (Кнев) 60, 62, 85, 67, 68; 
С. Лаусмаа (Кохтла-Ярве) 65; Ю. Лесной 
(Смела) 63; О. Лимешко (Куйбышев) 60, 62, 
63, 67; А. Литвак (Ленинград) 57, 58, 60; 
М. Литвинов (Киев) 67, 68, 70; А. Лобковский 
(п. Черноголовка Московской обл.) 64; Е. Лой- 
ченко (Киев) 63; Н. Лопата (Гайворон) 
60, 67; В. МЛяндин (Белорецк) 657, 60; 
В. Лянусин (Белорецк) 62, 64, 65; С. Майоров 
(Химки) 65; М. Макаров (Севастополь) 80; 
М. Макачян (Ереван) 67; А. Макагон (Киев) 
65; К. Мамуров (Душаибе) 57, 59, 80; 
И. Маресин (Москва) 60, 65; И. Мартинес 
(Киев) 62, 63, 65; А. Махнин (Алма-Ата) 
65; А. Мельник (Гайворон} 60, 67; А. Мельцер 
(Ленинград) 57, 60, 62, 67; Г. Минасяну 
(Ереван) 62, 65; Ы. Миров (Актюбинск) 65; 


Т. Мисирпашаев (Москва) 60; К. Мортиси 
(Тирговисте, СРР) 62; Я. Мустафаев (Баку) 64; 
С. Мушинский (Новосибирск) 57, 59, 62, 63, 
65, 67, 68; Т. Нарбеков (Алма-Ата) 65; 
Б. Нефф (Донецк) 65; Ю. Никоноров (с. Ми- 
хайловка Каз. ССР) 62, 65; О. Ниц (Одес- 
са) 60, 62, 63, 65, 67, 68; С. Окуловский 
{Леяииград) 62, 64, 65; М. Панков (Львов) 
62, 65, 67; Ю. Панчул (Киев) 62, 65; 
П. Пасманик (Москва) 65, 67; Д. Пастур 
(Харьков) 60; М. Пасуманский (Леиииград) 
64; О. Пелевин (Кострома) 62; А. Петрова 
(Ленинград) 57, 60; В. Пькман (Киев) 65; 
А. Покровский (Киев) 57, 60, 62, 65, 67, 68; 
В. Полинов (Магнитогорск) 57, 60; В. Помаз 
(Семеновка) 65; М. Померанцев (Черкассы) 67; 
И. Портной (Одесса) 62—65, 67, 10; В. Про- 
цак (Киев) 62, 64, 85, 67; В. Пушня 
(Харьков) 62, 64, 65, 67; В. Рагулин (Челя- 
бинск) 67, 68; А. Райскин (Алма-Ата) 65; 
И. Раскина (Витебск) 62, 65; С. Резнов (Киев) 
62, 65, 67, 68; М. Рэзаев (Баку) 62; 
А. Ройтерштейн (Ленинград) 62—64; К. Рубцов 
(Киев) 62, 65; Г. Руденко (Киев) 65; Д. Ру- 
мынин (Красноярск) 57. 84; В. Саксбдев 
{Алма-Ата) 65; 3. Салканова (Алма-Ата) 65; 
И. Самовол (Гайворон) 60; Д. Семинихин 
(Киев) 62, 65, 68; С. Сильвестров (Киев) 
62, 64, 65, 67; И. Симоненко (Великие Луки) 
60; К. Сингалевич (Ленинград) 65; В. Слитин- 
ский (Киеа) 65, 70; В. Служаев (Димнтров- 
град) 67; С. Смирнов (Ленинград) 62—65, 67, 
68, 70; В. Столин (Вильнюс) 62, 63, 67; 
А. Струнин (Ярославль) 64, 65, 67, 68: 
К. Стыркас (п. Черноголовка Московской обл.) 
62, 64, 67; Д. Субботин (Алма-Ата) 65; 
В. Судаков (Тбилиси) 57, 60; Д. Тамаркин 
{Горький) 58, 60, 62; А. Торасенко (Днеп- 
ропетровск) 67; Б. Гатцевский (Киев) 62, 64, 65, 
67, 68; А. Терехов (Алма-Ата) 665; Г. Гопровер 
(Волгоград) 67; Д. Туляков (Ждаиов) 64, 65; 
В. Тумаркина (Винница) 62; М. Тумаш (Львов) 
60; И. Устиловский (Москва) 59, 60, 62—65, 
67, 68, 70; В. Филимоненков (Свердловск) 
57; Л. Финкельштейн (Воронеж) 65; В. Фокин 
(Хабаровск) 62, 65, 67; Д. Хаджиев (Старз- 
Загора, НРБ) 62; Л. Христов (Снлистра, НРБ) 
67; А. Чагиров (Алма-Ата) 60; Е. Черная 
(Днепродзержинск) 67, 70; К. Чурашев (Новоси- 
бирск) 62, 65, 67; Е. Чурикова (Целино- 
град) 62; 67; Ю. Шамрук (д. Новый Двор 
Гродненской обл.) 687; И. Шехтман (Киев) 
67, 68; С. Шехтман (Киев) 665; Б. Шмуклерман 
(Одесса) 62; Н. Шолев (Стара-Загора, НРБ) 
65; И. Шор (Кнев) 65; Н. Шор (Киев) 
65; П. Шрабштейн (Москва) 67; Б. Шраер 
(Ленинград) 62—85; П. Штейнберг (Пущино) 
62, 65; Г. Шугай (Запорожье) 65; О. Щело- 
ков (Навои) 62, 67; И.`Щелеткова (Москва) 
$87; В. Элькин (Харьков) 62, 65; Я. Эфендиев 
(Баку) 62; О. Юсухно (Киев) 62, 63, 65; 
А. Яврян (Ереван) 67. 
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А. Абанов (Красиоярск) 68, 69, 74; У. Ад- 
бакиров (Алма-Ата) 75; О. Азикова (Целино- 
град) 73—75, 18, 80; А. Анисимов (Киев) 
78, 80; Ф. Асмандьярова (Целиноград) 73—75, 
18, 80; Т. Ахметов (Новосибирск) 78, 80; Е. Бе- 
дов (Челябинск) 68—70, 72; А. Белецкий 
(Канев) 78; Ю. Белобородов (Челябииск) 80; 
С. Беловолов (Новосибирск) 68, 69, 18; Д. Бело- 
ногов (Свердловск) 70; В. Березский (Киева) 
69; А. Бермус (Грозный) 75; О. Бесман 


(Алма-Ата) 68, 69; И. Биндер (Одесса) 78; 
Д. Бисикало (Вииница) 69, 10, 14, 75; 
Л. Блинов (Черновцы) 75; С. Бобылев (Бе- 
резники) 68, 69, 74; С. Болдырев (Мытищи) 
78, 80; ПТ. Бреннер (Хуст) 68—70: А. Бреже- 
стовский (п. Чериоголовка Москоаской обл.) 
78, 80; Д. Будько (Белгород) 73, 7165, 18, 


. 80; А. Быцко (Ленинград) 69, 72, 78, 80; 


М. Ваганов (п. Черноголовка Московской обл.) 
73—95, 78, 80; К. Вабнберг (Тбилиси) 68; 
В. Верзаков (Рудный) 78: Ю. Викторович 
(Минск) 78, 80; Е. Винтелер (Клуж-Напока, 
СРР} 75; П. Вольфбейн (Киев) 68, 73, 74. 78; 
А. Вороненко (Бзку) 80; А. Гаек (Днепро- 
петровск) 68—70, 73, 78; Д. Галактионов 
(Алма-Ата) 78, 80; О. Гендельман (Харьков) 
69; С. Герасимов (Харьков) 75; А. Гольдин 
(с. Водяное Львовской обл.) 73, 75, 78, 80; 
Д. Горелик (Электросталь) 80; С. Григоренко 
(Москва) 70; В. Гурарий (п. Черноголовка 
Московской обл.) 68, 69, 78, 80; Н. Даминое 
(Братск) 78; С. Данилкина (Домодедово) 
80; Ю. Даценко (Киев) 68—70, 78; Д. Де- 
ментьев (Нальчнк) 69; А. Денисюк (с. Стрижав- 
ка Винницкой обл.) 78, 80; А. Дода (Корсунь- 
Шевченковский) 68, 73, 75; Л. Дорофеев 
(Канев) 75, 78; Л. Евсеев (Димитровград) 
80; В. Евтушенко (Киев) 70; Д. Евтушенко 
{Донецх) 75, 78, 80; И. Евтушенко (Амурск) 
74; Д. Ежиков (Минск) 69. 70; В. Ефремова 
(Горький) 15; А. Жариков (Киев) 68, 69, 72; 
А. Жарков (Канев) 78; Ю. Жасвнов (Ди- 
митровград) 69, 70; В. Жевлаков (п. Черного- 
ловка Московской обл.) 68, 70; Д. Жильцов 
(Краматорск) 73; Д. Житный (Киев) 68; 
А. Жиков (Кривой Рог) 80; О. —Заблуда 
Киев) 73, 78; П. Задорожный (Киев) 73—15, 
78, 80; К. Зварич (Киев) 74; Е. Зельцер 
(Киев) 68; С. Иванов (Уфа) 68, 70; Д. Игиль- 
манова (Целиноград) 73—75, 78, 80; А. Ильен- 
ков (Киев) 75, 78; Р. Исаенко (Сыктывкар) 
68, 69; В. Калацкий (Солигорск) 68, 69, 74, 75; 
В. Каменькович (Харьков) 68, 69; С. Канатов 
(п. Кузнецовек Ровенской обл.) 78; С. Кара- 
даш (Лида) 78; А. Карлов (Канев) 78; Ш. Ки- 
рюхин (Чимкент) 78, 80; А. Кищкин (Тольят- 
ти) 70; П. Кларк (Тула) 68, 70, 72. 73, 15; 
С. Ковальчук (Киев) 68, 69; Е. Кожевников 
(Москва) 78; А. Коновалов (Мытящи) 73; 
Д. Концевой (Могилев) 69, 73, 78, 80; 
А. Корытько (Киев) 68; М. Косолапов 
(п. Черноголовка Московской обл.) 80; В. Ерав- 
цов (Ставреполь) 75, 80; А. Краковский (Харь- 
ков) 68, 69; Б. Крутов (Воронеж) 73—75; 
К. Купцов (Свратов) 69; С. Курдюков (Москва) 
74, 15, 78, 80; Е. Курлаев (Новосибирск) 
78, 80; А. Кусайнов (Алма-Ата) 18; Д. Лади- 
ков (Киев) 68, 70. 78; А. Лебедев (Киев) 
68; Ю. Левин (Харьков) 73, 18; К. Литвинен- 
ко (Херсон) 68, 69; А. Лобковский (п. Чер- 
ноголовка Московской обл.) 69, 73, 74, 18, 
80; И. Лиугач (Вииница) 73, 74, 78, 80; 
И. Луценко (Донецк) 68, 72; К. Майоров 
(Каиев) 75; А. Максимов (Ташкент) 68, 69; 
Н. Малетин (Ангарск) 73; С- Маматкулов (На- 
рынский р-н УзССР} 78, 80; М. Маргулис 
(Харьков) 68, 69, 80; Г. Марченков (Са- 
ратов} 75; Р. Марченков (Рязвнь) 68, 693; 
С. Маслов (Москва) 13, 15; А. Мацко 
(Киев) 75; С. Мельников (Пермь) 78, 80; 
М. Мирошниченко (Куйбышев) 68; Т. Мисыр- 
пашаев (Москва) 69; Н. Михайловский (Крвс- 
ноярск) 78, 80; Д. Могилевцев (Шклов} 


(Окончание см. на с. 56} 
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Искусетво программирования 


Математика и 
программирование 


(Беседа с академиком А. П. Ершовым) 


Эта беседа состоялась в конце июня в санато- 
рии «Узкоеь под Москвой, где в это время из: 
вестный советский ученый. академик Андрей 
Петрович Ершов находился «на отдыхе». Ка- 
вычки здесь вполме уместны; нагромождение 
бумаг, книг. оттисков, рукописей, журналов 
в светлой просторной комнате говорит о непре- 
кращающейся работе, о характере ученого, 
для когорого маучный труд является органи- 
ческой потребностью. Беседа проходила не в 
виде формального интервью, а скорее в виде 
оживленного, но обстоятельного разговора. 
Здесь представлены фрагменты этого разговора, 
записанного на магнитофон, лишь с мини- 
мальными редакционными изменениями. 


— Андрей Петрович, когда и как у Вас возник ` 


интересе к математике? Участвовали ли Вы в 
кружках, олимпиадах? 


— С 1943 года я учился в Кемерово: 
сибирский областной город, там в то 
время никакой заметной кружковой 
или олимпиадной работы не было. 
В военное время, да и потом, в первые 
послевоенные годы, олимпиадная ма- 
тематика так далеко от Москвы не 
распространялась. Поэтому дополни- 
тельной затравки по математике в ви- 
де кружков или олимпиад я не полу- 
чал. К тому же в сфере дополнитель- 
ных интересов, внеклассного чтения 
у меня тогда на первом месте стояла 
физика. 

Пожалуй, единственный мой вклад 
в дополнительное изучение математи- 
ки состоял в том, что, перейдя в вось- 
мой класс, я отважился перерешать 
все доступные мне задачи по мате- 
матике — все, попавшие в мое поле 
зрения. Кроме школьных учебников 
и задачников в этом мне помог жур- 
нал «Математика в школе», который 
я впервые открыл в десятом классе 
(ничего похожего на журнал «Квант» 
тогда еще не было). Там я познакомил- 
ся с олимпиадными задачами; с зада- 
чами повышенной трудности. Но 
серьезных, предельных задач по мате- 
матике я перед собой не ставил. 

Если говорить честно, то настоящий 
интерес к математике, к ее развитию 
как науки, к математической мысли, 
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к истории ее идей у меня появился 
значительно позже, в аспирантские 
годы. 


— В 1949 году Вы поступили в Московский 
университет на физико-технический факуль- 
тет, но окончили механико-математический, 
притом специализировались не по математике, 
а по программированию. Когда, каким образом, 
под чьим влиянием произошла эта переориен- 
тация? 

— Мое поступление на физтех было 
выражением моего преобладающего 
интереса к физике, который, впрочем, 
носил довольно поверхностный харак- 
тер. Он проистекал не столько от уг- 
лубленного изучения физики или, 
скажем, многочасовой работе в физи- 
ческом кабинете (которого у нас по су- 
ществу и не было), а возник в резуль- 
тате воздействия работ по атомной 
энергии. На меня тогда сильное впе- 
чатление произвел отчет Смита по 
проекту «Манхаттан»*) и популярная 
книга по физике М. П. Бронштейна 
«Атомы, электроны, ядра». Уже 
тогда меня интересовали, даже волно- 
вали, тайны строения вещества. И эти 
тайны — ощущение предельности, 
столь характерное для атомной тео- 
рии, — меня не оставляли всю жизнь. 
Так или иначе, желание учиться в 
Москве, моем родном городе, интерес 
к физике привел меня на физико-тех- 
нический факультет Московского уни- 
верситета, новое здание которого тогда 
строилось на Ленинских горах. Окон- 
чательным стимулом для поступления 
была трехступенчатая система отбо- 
ра — первый тур экзаменов, второй 
тур экзаменов, собеседование. Спор- 
тивный азарт здесь сыграл известную 
роль. 

В определенном смысле, первый 
знак моей дальнейшей судьбы я полу- 
чил на нервом же экзамене. Это была 
письменная работа по алгебре. Я ее 
закончил раныше всех в своей ауди- 
тории. Мне очень хотелось работу про- 
верить, но я озирался по сторонам — 
не отдает ли кто другой работу рань- 
ше меня? Работу у меня взял молодой 


преподаватель — первый, которого я 
запомнил и о которым я впоследет- 
вии работал — Владимир Михайло- 


вич Курочкин, ныне знаменитый прог- 
раммист, ветеран информатики, заве- 


*) Проект Манхаттан — научный. промыш- 
ленный и военный проект, приведший к созданию 
зтомной бомбы в США. (Прим. ред.) 


дующий лабораторией в ЗВычисли- 
тельном центре АН СССР. В этой 
встрече сейчас можно усмотреть перст 
судьбы, а тогда это был лишь эпизод 
моего поступления. 

Я год проучился на физтехе, слу- 
шал лекции П. Л. Капицы, но в конце 
года, при окончательном отборе сту- 
дентов, по причинам понятным моим 
ровесникам и совсем не интересным 
нынешнему поколению, мне и не- 
скольким другим студентам было 
предложено выбрать другой факуль- 
тет для продолжения образования. 
Так я оказался на мехмате. 

Некоторое время я колебался меж- 
ду механикой и вычислительной 
математикой, которую изучали тог- 
да на только что созданной кафедре 
вычислительной математики, —воз- 
главляемой академиком С. Л. Соболе- 
вым. Решающее влияние на вы- 
бор занятий по программированию, 
однако, оказали блестящие и со- 
держательные лекции Алексея Анд- 
реевича Ляпунова, который стал моим 
учителем. Поворот вн сторону вычис- 
лительной техники помог сделать 
разговор со старшим товарищем, 
Евгением Андреевичем‘ Жоголевым, 
происшедший... после соревнований 
по легкой атлетике*). 

Коротко на Ваш вопрос можно от- 
ветить так: изначальный интерес к 
физике — конкретная цепь разных со- 
бытий — прямое воздействие старше- 


го товарища — появление учителя; 
вот как складывался мой путь к ин- 
форматике. 


— А где сегодня можно учиться информатике? 
— Вопрос уже поставлен парадок- 
сально, поэтому я на него и отвечу 
парадоксально: везде и нигде. В том 
смысле, что курс информатики в шко- 
ле еще только ставится, содержание 
курса представляет лишь небольшой 
фрагмент информатики, а в вузе спе- 
циальности с таким названием вооб- 
ще нет, вузовский курс по этому пред- 
мету еще пока не поставлен. В зузах, 
правда, имеется некоторое семейство 
курсов, пока еще довольно разрознен- 
ное, в основном это элементы програм- 
мирования и ЭВМ, но они еще не охва- 
тывают предмет. Можно рекомендо- 
вать две книги, это «Наука програм- 
мирования» Д. Гриса и «Информати- 
ка» Ф. Л. Бауера и Г. Гооза. Поэтому, 
если и учиться информатике, это сле- 
— *)Этот эпызод описан в сборнике «Пути в 


неизведанное» (М.: Советский писатель), 1986, 
№ .15, с. 90. (Прим. ред.) 


дует делать на отделениях приклад- 
ной математики, АСУ, кибернетики. 
Лучше всего это сделать в Московском 
университете, на мехмате, благодаря 
в первую очередь базовому курсу прог- 
раммирования А. Г. Кушниренко, за- 
тем на факультете вычислительной 
математики и кибернетики, неплохо 
это дело поставлено и МФТИ, МИЭМе 
и в некоторых других московских ву- 
зах, в университетах Ленинграда, 
Киева, Казани, Еревана, Минска, Лат- 
вии, Эстонии, да и в других центрах. 


— В прошедшем учебном году девятиклассми- 
ки начали изучение нового курса «Основы ин- 
форматихи ы вычислительной техники». Ны- 
нешние десятиклассники будут продолжать 
изучение информатики по только что поступив- 
шему в школы учебнику. На какие разделы 
этого курса нужно обращать наибольшее вни- 
мание в десятом классе? 


— Учебник информатики для десято- 
го класса в некотором смысле поли- 
технический, в нем есть сведения из 
разных областей знания, на разные 
вкусы: дальнейшее развитие алгорит- 
мического языка, языки программи- 
рования, архитектура ЭВМ, физиче- 
ское устройство компьютера, разнооб- 
разные применения. Поэтому мой пер- 
вый совет — выбрать себе для более 
углубленного изучения то, что вам 
больше по душе. Все же можно ска- 
зать, что наиболее важная часть кур- 
са — это раздел о языках програм- 
мирования (Бейсик и Рапира), но этим 
следует углубленно заниматься до- 
полнительно, только если есть доступ 
к вычислительной технике. 

Если говорить о «вечных истинах», 
содержащихся в курсе, я бы выделил 
три момента. Во-первых, понятие об 
архитектуре ЭВМ. Во-вторых, понима- 
ние о представлении данных на всех 
стадиях их обработки (задача, дан- 
ные, таблица, элемент таблицы, чис- 
ло, строчка, слово, цифра, литера, 
бит). В-третьих, понятие о физических 
принципах хранения и обработки дан- 
ных. Кстати, для тех, кто интересует- 
ся этим последним аспектом (и вооб- 
ще физикой) очень рекомендую про- 
читать в «Кванте» посвященный этим 
вопросам сериал*). 

— Как определить Вашу нынешнюю специаль- 
ность — програмжирование, информатика? 
— ИШостановка этого вопроса дает 
мне повод разворчаться. Противопо- 


*) «Кванть 1985, №2 9—12; 1986, №№ 1-6; 
«Полупроводниковые элементы вычислительной 
техники». (Прим. ред.) 
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ставление программирования и ин- 
форматики — одно из текущих не- 
доразумений. Есть немало ‹умников», 
я позволю себе сказать так, ирони- 
чески, от которых можно услышать 
«это де никакая не информатика, это 
чистое программирование». Такое вы- 
сказывание, с моей точки зрения, сви- 
детельствует либо о некомпетент- 
ности, либо о методологически невер- 
ной позиции. Ведь программирова- 
ние — неотъемлемая часть информа- 
тики. 

Попробую разъяснить это, натянув 
вопрос на себя. Мне конечно проще 
всего сказать, что моя научная спе- 
циальность — программирование. По- 
тому что я занимался программиро- 
ванием в широком смысле большую 
часть своей сознательной жизни. При 
этом я настаиваю на таком расширен- 
ном понимании слова «‹программиро- 
вание», оно охватывает не только на- 
писание конкретных програмы. Но те- 
перь, когда наша компьютерная 
наука имеет название — информати- 
ка — я должен сказать, что информа- 
тика тоже является моей научной спе- 
циальностью. Есть у меня работы и 
размышления, которые ‘касаются 
предмета информатики, ее связей с 
другими науками, с математикой и с 
философией, ее содержания в школь- 
ном курсе. Поэтому коротко отвечаю 
на вопрос так: моя нынешняя науч- 
ная специальность — информатика, 
более узкая — программирование. 


Как Вы представляете себе взаимоотношения 
между математикой и информатикой? 

— Прежде всего хочу подчеркнуть, 
что информатика расширяет сферу 
деятельности математики. Например, 
такие аспекты информатики, как тео- 
рия алгоритмов и теоретическое прог- 
раммирование, структура данных, ин- 
формационные модели, вычислитель- 
ный эксперимент создают почву для 
математических исследований. В до- 
полнение к этому, именно ЭВМ по- 
зволяют наиболее эффективно приме- 
нять математические методы практи- 
чески во всех сферах человеческой 
деятельности. Можно сказать, что ин- 
форматика — это способ, с помощью 
которого математики завоевывают 
мир. 

Для специалистов по информатике 
математические науки служат основ- 
ным рабочим аппаратом. Но сама ин- 
форматика — синтезирующая наука, 
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она берет не только от математики, 
но и от феноменологических наук, от 
лингвистики, психологии. Информа- 
тика занимает особое положение в сон- 


ме других наук: ее цель — вскрыть 


и преподнести на блюдечке основные 
принципы единства обработки инфор- 
мации во Вселенной. (Замечу в скоб- 
ках, что кибернетика имеет схожую, 
но не совпадающую сферу приме- 
нения: изучить основные принципы 
обработки информационных потоков, 
но не во «всей Вселенной», а лишь в 
сфере управления.) 

Можно сказать и так: если физика 
пытается ответить на «роковой во- 
прос» — почему мир устроен так, что 
в нем можно жить, информатика от- 
вечает на свой «роковой вопрос» — по- 
чему мы можем познать окружающий 
нас мир, овладеть объективно сущест- 
вующей в природе информацией. Ин- 
форматика как наука исходит из су- 
ществования натуральных знаковых 
систем — носителей информации в 
природе, и сама создает знаковые 
системы, выявляет единство законов 
обработки информации в природе, 
в технике. 

Создание искусственного интеллек- 
та — одна из задач информатики. 
В промышленности, в технике автома- 
тизация освобождает человека от фи- 
зического труда. Информатика же ре- 
шает проблему устранения человека 
из процесса обработки информации, 
что достигается доскональным объяс- 
нёнием его функций; перелагаемых 
затем на компьютер. Таким образом, 
здесь для познания информацион- 
ного процесса надо выявить ал- 
горитм его обработки. Поэтому часто 
говорят: мы это знаем, если мы можем 
это запрограммировать. 

Я не буду вдаваться глубже в об- 
суждение предмета информатики. 
Скажу лишь, что информация — это 
и не вещество, и не знергия, а нечто 
третье. Любая наука изучает некото- 
рые структуры природы. В каком-то 
смысле, информатика изучает струк- 
туру структуры, это не менее увле- 
кательно и волнующе, чем исбледова- 
ние строения вещества,— мое юно- 
шеское увлечение, — о котором я го- 
ворил в начале нашей беседы. 


Беседу записал А. Б. Сосинский 


`Практыкум &батуршента, 


Цепи 
переменного тока 


А. Р. ЗНЛЬБЕРМАН 


Переменный ток (или напряжение) 
представляет собой вынужденные 
электрические колебания. Величина 
тока изменяется со временем по гар- 
моническому закону 


1=Г, с03 («Ё-|- <), 
где Г. — амплитуда, © — круговая 
(циклическая) частота (она измеряет- 
ся в радианах за секунду, а пишут 
просто с"), фо — начальная фаза ко- 


лебаний. Аналогичное выражение 
можно записать и для переменного 
напряжения. 


Пример. Запишем зависимость 
от времени напряжения сети: 220 В, 
50 Гу. В этом случае амплитуда 
(„= -/2=220 -/2 В-=311 В (напом- 
ним, что /И=220 В — это действую- 
щее значение напряжения), круговая 


== 2х ^ 6,28. 50 с‘ я 
2314 с‘. Пусть еще нам известно, 
что в момент начала отсчета (1—0) 
напряжение было равно ш=—50В и 
убывало. Тогда мы сможем найти на- 
чальную фазу фо: 


и—= О» ©03 фо, 


частота 


и 


откуда фи—агссо$ ру 
т 


271,4 рад 
(подумайте сами — где мы учли убы- 
вание напряжения). Итак, 

и=311 со$ (31411 1,4). 

Видно, что надлежащим выбором 
начала отсчета времени — а это в 
нашей власти — можно сделать фо 
каким угодно, в частности нулем. 
Этим часто пользуются и без специ- 
альных оговорок записывают 

иИ—= Е с03 в. 

Расчет цепей переменного тока 
обычно сводится к тому, чтобы при за- 
данном напряжении источника опре- 
делить токи. Совсем просто расечи- 
тывать токи в цепях, содержащих 
только резисторы. В любом месте та- 
кой цепи ток изменяется +в такт» с 
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Рис. 1. 


приложенным напряжением, то есть 
отсутствует сдвиг фаз между током и 
напряжением. Сложнее обстоит дело, 
если в цепи есть накопители энер- 
гии катушки и конденсаторы. 
В этом случае моменты максимумов 
напряжений и токов могут и не совпа- 
дать — появляются соответствующие 
сдвиги фаз. Известно, например, что 
при включении в сеть катушки макси- 
мумы тока отстают от максимумов 
напряжения на четверть периода 
(сдвиг фаз л/2), а при подключении 
конденсатора — наоборот, опережают 
на четверть периода. 

При расчетах в цепях постоянного 
тока можно просто складывать вели- 
чины напряжений на последовательно 
соединенных элементах и величины 
токов ва разветвленных участках це- 
пи. В случае переменного тока все 
сложнее — амплитуда суммы не всег- 
да равна сумме амплитуд. Например, 
амплитуда суммы двух токов по 1 А 
каждый может оказаться любой — 
от 0 до 2А, нужно обязательно учи- 
тывать сдвиги фаз. Для расчета цепей 
переменного тока часто применяют 
удобный графический метод — метод 
векторных диаграмм. Он основан на 
простой идее. 

Пусть вектор А, (длиной А.) враща- 
ется вокруг одного из своих концов 
против часовой стрелки с угловой ско- 
ростью ‹. Тогда проекция второго кон- 
ца на ось Х, начало которой находит- 
ся в центре вращения (рис. 1), равна 

х= А. соз («ЕР -- Фо). 
То есть получается именно та фуик- 
ция, которая нас интересует. (Собст- 
венно говоря, круговую частоту обо- 
значают той же буквой, что и угловую 


Рис. 3. 


скорость, как раз имея в виду эту мо- 
дель.) На этом же рисунке можно изо- 


бразить еще один вектор А/, соответ- 
ствующий другой функции с амплиту- 
дой А, и начальной фазой $.. При 
Ф.>$о вектор А, «опережает» вектор 

со на угол Аф=ф,-—Ф- Важно, что 
А. и А, могут иметь и различную 
размерность (например, А, может из- 
меряться в вольтах, а А, — в ампе- 
рах). 

Теперь о самбм методе. Что такое 
«векторная диаграмма»? Это чертеж, 
на котором изображены в виде векто- 
ров (в заранее выбранном масштабе 
и с учетом сдвигов фаз) напряжения 
и токи исследуемой цепи. В рассмат- 
риваемом нами случае гармонических 
колебаний (в поусихк спучаях это ие- 
верно!} все эти векторы вращаются в 
одну сторону с одинаковой угловой 
скоростью о, и углы между ними оста- 
ются постоянными, поэтому о враще- 
нии можно не говорить и рисовать 
«неподвижную» картинку. Если чер- 
теж построен — задача уже решена, 
ведь он содержит все необходимые 
сведения о напряжениях и токах инте- 
ресующей нас цепи. Метод построения 
векторных диаграмм — это и есть 
способ получения таких чертежей. 

Рассмотрим несколько конкретных 
примеров. 

Задача 1. На рисунке 2 изобра- 
жена простая электрическая цепь. со- 
держащая последовательно соединен- 
ные конденсатор п резистор. Ампли- 
туда тока в цепи составляет 1[„=0,1 А. 
Найдите амплитуду напряжения ис- 
точника и сдвиг фаз между этим. на- 
пряжением и током в цепи. 

Выберем подходящие масштабы для 
изображения токов и напряжений. 
Нарисуем произвольно (так, как нам 
удобно!) вектор Г.. (рис. 3). Теперь мы 


можем нарисовать вектор | изо- 
бражающий напряжение на резисторе 
(изобразим его другим цветом, чтобы 
не путать векторы напряжений и то- 


ков). Его модуль 
И„==1ТВ =50 В. 
По направлению вектор 0, к” СОвпа- 


—_ 

дает с вектором Г, (ведь сдвиг фаз 
между током и напряжением резисто- 
ра равен нулю). Вектор напряжения 


на конденсаторе Ис„ равен по модулю 
Ис.=1иХе= 100 В, где Хо=1/(®С)= 
=—1 кОм — емкостное сопротивление, 
и отстает на л/2 по фазе от тока. 
Нарисуем и этот вектор. Напряжение 


на источнике п. соответствует сумме 
векторов Из, и П.„: 
Пт =—/02„-+ 02. = ИВ. 
Заметим, что мы уже нашли (нарисо- 
—х 


вали!) угол между током Г„ и напря- 
жением всей цепи И». Этот угол мож- 
но просто измерить транспортиром 
или посчитать тригонометрически: 


Оса 


ф=агс® 2=1,1 рад-- 64°. 

Эту задачу можно сформулировать 
немного по-другому: задать амплиту- 
ду напряжения источника, например 
И; =220 В, а найти амплитуду тока 
в цепи. Такая задача сложнее — ведь 
мы должны начать рисовать диаграм- 
му, не зная амплитуды тока Г. Тут 
есть две возможности. Первая — ре- 
шить вспомогательную задачу о на- 
хождении амплитуды напряжения 
0. при заданном токе Г„ (мы только 
что такую задачу обсудили), а затем 
записать очевидное соотношение 


От Тя 
0 т. 
и найти из него амплитуду тока Ги: 
, и. 
т == т 0. —0,18 А. 


Вторая возможность — рисовать 
диаграмму не в конкретном числен- 
ном масштабе, а в общем виде. При 
этом отношения длин всех векторов 
остаются теми же, а значит, и углы 
между ними не изменяются. Получен- 
ную из диаграммы формулу 


пни = _ 
= Ит-ВУ-НГьХо! 
мы используем для нахождения Го: 


и 
Те = Е — 0,18 А. 
УВ? ХЕ 
Способы эти по сложности пример- 
но равноценны. 


Рис. 4. 


Задача 2. К источнику перемен- 
ного напряжения подключены две па- 
раллельные ветви. Амплитуда тока в 
первой Г. „=1 А, во второй 1[..=0,3 А. 
В каких пределах может находиться 
амплитуда тока, протекающего через 
источник? Каким может быть макси- 
мальный сдвиг фаз между полным то- 
ком п током в первой ветви? 

Решение ясно из рисунка 4, на кото- 
ром изображена векторная диаграмма 


для данной цепи (вектор Го. нарисован 
так, чтобы его удобнее было склады- 
вать с вектором Г»): 


Ги — Гоа 5 Тя 5 Иа - Гат 
ОТ АГ, 13ЗА. 


=> — 
Максимальный угол между 1. н Ги 
—— 


соответствует касанию /Г.„ с окруж- 
ностью: 


Фиех^= 0,31 рад == 18°. 


При этом .=ЩЩ/Ё„— [= 0,95 А. 
Угол между Г. и т_ может быть лю- 
бым (от —л до фл). 

Задача 3. В схеме, изображенной 
на рисунке 5. найдите ток. текущий 
через источник, и сдвиг фаз между 
этим током и напряжением источника. 

Начнем рисовать диаграмму, задав- 
шись током через катушку. Положим, 
например, Г1,„—=0,1 А. Тогда напря- 
жение на катушке Х,„ равно по мо- 


дулю = ТК ЕЕ 100 В, где Ху = 
—= о. =1 кОм — индуктивное сопро- 
тивление, и опережает ток Г, „ по фазе 


на л/2 (рис. 6). Ток через резистор 
с сопротивлением ВН. определяется 
этим напряжением исовпадаетсним по 
фазе: 


Тат = 


Тогда общий ток 
Ти == а а-- Ти = 0,112 А. 


Напряжение 0. вп На резисторе с со- 
противлением В, совпадает с этим то- 
ком по фазе: 
Овпт=1 В, = 112 В. 

Затем найдем суммарное напряжение 
й. (сумму векторов О и б,„). Пос- 
ле простых вычислений (это можно 
сделать и графически, если аккурат- 
но строить диаграмму!) получаем 

(= 180 В, ф-=0,52 рад-= 30°. 
Теперь можно уточнить масштаб и 
найти общий ток в цепи при заданном 
напряжении источника: 


Тт =1т п. = 0,112 
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: т А -= 0,124 А. 
Все остальные токи и напряжения 
`’ тоже увеличатся в И,„/О„=1,1 раза, 
а сдвиги фаз при этом останутся 
теми же. — 

Реактивные элементы — катушки, 
конденсаторы — часто используются 
для получения определенного сдвига 
фаз между напряжением и током в 
цепи. Рассмотрим конкретный при- 
мер. 

Задача 4. Электродвигатель пе- 
ременного тока содержит две одина- 
ковые обмотки (индуктивность каж- 
дой Г.—=1 Гн). Для нормальной работы 
необходимо, чтобы токи в `обмотках 
были одинаковыми, но сдвиг фаз меж- 
ду ними составлял Аф=л/2. При 
включении в сеть (И=2208В, у= 
—50 Гц) одну из обмоток подключа- 
ют к сети непосредственно, п дру- 
гую — через последовательно соеди- 
ненные конденсатор емкостью Си ре- 
зистор сопротивлением В. Рассчитай- 


и -л 


те необходимые величины С и В. По- 
терями в обмотках пренебречь. 

Ток в катушке, которая подключе- 
на к сети непосредственно, отстает по 
фазе на л/2 от напряжения сети. Его 
модуль 

и 
Г, Е о. о —=0,Т А. 

Обратите внимание: мы нашли дей- 
ствующее значение тока, так как за- 
данное значение / — действующее. 
Ясно, что векторные диаграммы мож- 
но строить и для амплитудных, и для 
действующих значений — лишь бы 
на одной диаграмме были либо ам- 
нлитуды, либо действующие зна- 
чения. 

Построим векторную диаграмму 
для последовательной цепи ВСЕ 
(рис. 7). Будем рисовать _все в общем 
виде. Нарисуем вектор Г›, соответст- 
вующий току в цепи. Напряжение 


И, ((к=1.В) совпадает по фазе с то- 
ком, Ис ((с=12Хс) — отстает на л/2, 

‚(9 ,—=1.Х,} — опережает на л/2. Об- 
щее напряжение 0 должно совпадать 


по фазе с током в. при этом токи т. и т 
и будут сдвинуты по фазе на л/2. 
Из диаграммы видно, что для этого 
нужно, чтобы 


Хс=Х., а 


= Г, 


== и —10-° Ф—=10 мкФ. 
Г 


< 


При этом 1. =Л, =0/В, откуда 
Е= Г =314 Ом. 


1 

Отметим, что расчет такой цепи в 
реальном случае намного сложнее, 
так как сдвиги фаз между напряже- 
нием и током в обмотках у нагружен- 
ного двигателя не равны л/2, как у 
идеальной катушки, а зависят от на- 
грузки на вал двигателя. 

Энергетические расчеты в цепях 
переменного тока осложняются тем, 


Рис. 7. 


О 4. ^ е Ох. 


Рис. 8. 


что мгновенная мощность меняется 
со временем. Нас может интересовать 
как среднее значение мощности — для 
расчета работы источника или выде- 
ляющегося в цепи тепла, так и макси- 
мальное значение мгновенной мощ- 
ности. 

Задача 5. Амплитуда напряже- 
ния источника 0О., амплитуда тока, 
протекающего через него Т., сдвиг 
фаз между напряжением и током $. 
Найдите работу источника за большой 
отрезок времени Т и максимальное 
значение мгновенной мощности. 

Запишем выражение для мгновен- 
ной мощности и приведем его к более 
удобному виду: 

р =шШ-=О „Та ©08 ш с0$ («Ё - ‹)= 

=-- ИГ. соз (2+ $) + ы О „Ги с03 $: 
Среднее значение первого слагаемого 
за большой (гораздо больше периода 
колебаний) промежуток времени рав- 
но нулю. Тогда среднее значение мощ- 
ности 


Р= 21» со8 Ф 
и работа источника 
А —РТ = ы И„1.тТ соЗ Ф. 


Максимальное значение первого сла- 
гаемого по модулю равно 1/20). и 


Ри = > 0 =Гы (1+ {соз $1). 


Видно, что при |+| =п/2 максималь- 
ная мощность может во много раз 
превышать среднюю. Это связано с 
тем, что электрическая цепь то накап- 
ливает энергию, то отдает ее назад 
источнику. Такой режим очень плох 
для питающей сети — увеличиваются 
потери на тепло в подводящих прово- 
дах. Пример такой цепи — лампа 
дневного света. Ток ее ограничивается 
при помощи катушки с большой ин- 
дуктивностью, и сдвиг фаз получается 


К нашим читателям 


Рис. 9. 


близким к л/2. Выход несложен — 
подключить параллельно цепи кон- 
денсатор. Если правильно выбрать его 
емкость (подумайте — как), то катуш- 
ка и конденсатор будут обмениваться 
энергией между собой, а от сети будет 
отниматься только полезная мощ- 
ность. 

Задача 6. Действующее значение 
напряжения сети в вечерние часы мо- 
жет падать от 220 до 190 В. Для под- 
держания мощности кипятильника на 
прежнем уровне последовательно с 
ним рекомендуется включать регули- 
руемый источник постоянного напря- 
жения. Каким должно быть его на- 
пряжение И„ при минимальном на- 
пряжении сети? 

Напряжение, приложенное к кипя- 
тильнику, 


и„—=0 „08 ЕН ,, 
где 0.„=190`/2В — наименьшее 
амплитудное значение напряжения 
сети. Сдвиг фаз между напряжением 
на кипятильнике и током равен нулю 


(кипятильник — резистор). Тогда 
средняя мощность 
РА 2 г 
Р—= И. 
В 2п ° 


где (,„=220 2 В. Но 


и:=02„ с08? 1-- 02420, - 0. соз оё-= 


о Я 
"> 2 + О... 
Отсюда 
3. 3 
9„= = т —2 — 110 В. 


Упражнения 

1. Изображенная на рисунке 8 схема но- 
сит название «мост Вина». На какой частоте 
сдвиг фаз между выходным и входным напря- 
жениями равен нулю? Во сколько раз выход- 
ное напряжение на этой частоте меньше вход- 
ного? 

2. Докажите, что в схеме, изображенной на 
рисунке 9, при частоте »«=1/\ЁС ток через 
резистор ие зависит от величины его сопротнв- 
ления. Найдите этот ток. 
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ский (Киев) 68, 78; С. Полищук (Канев) 75; 
А. Португалов (Киев) 75, 78; М. Постельник 
{Белгород) 78; О. Посудневский (Береза) 69, 
70: Я. Ишеничка (Черновцы) 78; С. Ревков 
(Киев) 68, 70; С. Резнов (Киев) 78: М. Рзаев 
(Баку) 74; В. Родин (Сасово) 73; А. Розенберг 
(Уфа) 70, 78; Е. Рознощик (Киев) 68. 15; 
Т. Рокицкая (Винница) 78, 80; В. Рубман 
(Одесса) 73, 75; Ю. Рыбалочка (Киев) 68, 69; 
С. Рыжков (Москва) 68, 72; НЫ. Савчук (Ки- 
ров) 75; Р. Сагайдак (с. Матугов Черкасской 
обл.) 68, 10, 13, 75, 18, 80; Т. Сагайдак (Ка- 
нев) 69, 70, 72; В. Сакбаев (Алма-Ата) 68; 
Б. Самойлов (Киев) 74; В. Сандомирский 
(Братск) 68; М. Сергазин (Кутанси) 74; 


А. Сибиряков (Томск) 68, 78; А. Сидоренко 
(Киев) 68. 69, 75; М. Ситников (Климовск) 
68, 69; И. Скляров (Киев) 75; В. Служаев 
(Димитровград) 80; А. Снижко (Запорожье) 
68. 69, 73; А. Соболев (Харькон) 78; И. Соко- 
лов (Минск) 68, 70, 72; Т. Соколовская (Цели- 
ноград) 73—75, 18, 80; С. Солянин (п. Прот- 
вино Московской обл.) 68; А. Ставицкий (Ба- 
ку) 68, 15, 80; Д. Сторожук (Киев) 73, 18; 
А. Струнин (Ярославль) 73, 18, 80, К. Стыр- 
кас (п. Черноголовка Московской обл.) 68, 69, 
78. 80; Д. Тальга (Алма-Ата) 78; Х. Тарасов 
(Новосибирск) 69; А. Татаринов (Тула) 18, 80; 
Б. Татиевский (Киев) 78; А. Ткаченко (Киев) 
73, 18, 80; Ф. Тринчук (Москва) 18, 80; М. Ту- 
маш (Львов) 68: В. Тягнирядно (Мииск) 718, 
80; Р. Ульмасов (Душанбе) 68; М. Федоров 
(Ульяновск) 75; Г. Финкельштейн (п. Черно: 
головка Московской обл.) 68—70, 73—15, 18, 
80; И. Химони (Днепропетровск) 68, 69, 78, 
80; И. Чайка (п. Кузнецовск Ровенской обл.) 
78; М. Чекумина (Алма-Ата) 78, 80; О. Че- 
ликов (Могилев) 69, 73, 75, 78, 80; А. Чернов 
(Воронеж) 74: И. Шехтман (Киев) 69: С. Шехг- 
ман (Киев) 73; А. Шуляк (с. Молодецкое 
Черкасской обл.) 68, 78. 80; А. Щербаков 
(Харьков) 69, 70: М. Щупак (Тбилиси) 68; 
М. Юдин (Запорожье) 68—70, 73, 75, 18, 80; 
С. Юсухно (Киев) 78, 80; В. Яйлиян (Киев) 
68—70; Е. Якуб (Бахчисарай) 70; В. Яковлев 
(Киев) 70; А. Янчук (Дубровица) 68. 78; 
Ю. Яровой (Канев) 75. 78; В. Ясюченя (Минск) 
75. 80. 


С выходом 
в пространство 


Для девятнклассников и де- 
сятиклассников приведем до- 
казательство утверждения за- 
дачи 8 из статьи И. А. Куш- 
нира (см. с. 23) с помощью 
центральной проекции в про- 
странстве. 

Поместим трапецию АВСЬ 
п наклонной плоскости так, 
чтобы прямая 4? располага- 
лась горизонтально, а центр 
проекнии $ выберем так, что- 


5 Е 
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бы прямая 5Е также была 
горизонтальной (м перпенди- 
кулярной АЛ). Тогда про- 
екцией трапеции АВСР на 
горизонтальную плоскость р, 
проходящую через прямую 
АР, будет прямоугольник 
АВ’С’Р, проекциями диаго- 
налей трапеции — диагонали 
прямоугольника, проекцией 
ссредины осиоваиий ВС — 
середина отрезка ВС, так что 
утверждение задачи 3 следует 
из того очевидного факта, 
что середины двух противо- 
лежащих сторон прямоуголь- 
ника и точки пересечения 
сего диагоналей лежат на од- 
ной прямой. 

Тот же прием помогает 
и в решении других задач 


из статьи И. А. Кущнира. 
Н. Б. 

Признак 

делимости 


на 8, 16, 32 


Всем известеи призиак дели- 
мостн на 4. Он: гласит: число 
делится на 4 тогда и только 
тогда, когда число. образо- 


ванное его последними двумя 
цифрами. делится на 4. Бу- 
дем рассматривать только 
числа, делящиеся на 4, так 
как иные числа не могут де- 
литься на 8, 16, 32. Разделим 
на 4 число, образованное по- 
следними двумя цифрами ис- 
ходного числа, и прибавим 
частное к числу, образоваино- 
му осхавыимиея цифрами. 
Тогда исходное число делится 
на 8. 16, 32 в том и только 
в том случае. когда получен- 
ное число делится соответст- 
венно на 2, 4. 8. (Чтобы уз- 
нать, делится ли оно на 8, 
можно повторить над ним эту 
процедуру.) 


Пример: 


делится на 32, 
потому что 
делится на 8, 
потому что 
делится на 2. 


И действительно, 1393056: 


:32—43533. 
Подумайте над тем, как до- 
казать этот признак. 


Светлана Рубинштейн, 
ученица 10 класса 


Олимпиады 


‚А, 


Задачи ХЫХ Московской 
городской математической 
олимпиады 


Заключительный тур 49-й Московской город- 
ской математической олимпиады состоялся 
16 февраля в Московском университете. В нем 
участвовало 608 школьников 7—10 классов. 
Ниже приводятся задачи этого тура, пред- 
ложенные С. Б. Гашковым, М. Пентусом, 
А. В. Рябининым, Н. Н. Сергеевым, Н. Г. Царь- 
ковым. 

Т класс 

1. На листе прозрачной бумаги нарисован 
четырехугольник. Укажите способ. как сложить 
этот лист (возможно, в несколько раз), чтобы 
определить, является ли исходный четырех- 
угольник ромбом. 

2. Докажите, что ни для каких чисел х, у, { 
не могут одновременно выполняться три нера- 
венства: |х| < |у— |, |у|< |1 х|, |1 |< |х-У|. 

3. Три гнома живут в разных домах на 
плоскости и ходят со скоростями 1, 2и 3 км/ч 
соответственно. Какое место для ежедневных 
встреч нужно им выбрать, чтобы сумма времен, 
необходимых каждому из гномов на путь от 
своего дома до этого места (по прямой), была 
наименьшей? 

4. Произведение некоторых 1986 натураль- 
ных чисел имеет ровно 1986 различных про- 
стых делителей. Доказать, что либо одно из 
этнх чисел, либо произведение нескольких 
из них является квадратом иатуральиого числа. 

5. Известно, что в кодовом замке исправны 
только кнопки г номерами 1, 2, 3, а код этого 
замка трехзначен и не содержит других цифр. 
Написать последовательность цифр наимень- 
шей длины, наверняка открывающую этот 
замок (замок открывается, как только подряд 
и в правильном порядке нажаты все три цифры 
его кода). 


8 класс 

1. См. задачу 1 за 7 кл. с заменой ромба 
квадратом. 

2. Найдите все натуральные числа, не пред- 
ставимые в виде рафностн квадратов каких-либо 
натуральных чисел. 

3. Докажите, что если @&,=1, аа = 
=1/2 (а._.-2/а,.1) при п=&, ..., 10, то 
О<ав—-2 < 10-°°, 

4. Квадратное поле разбито на 100 одина- 
ковых участков, @ из которых порослн бурья- 
ном. Известно, что бурьян за год распростра- 
няется на те и только те участки, у каждого из 
которых не менее двух соседных участков уже 
поражены бурьяном (участки соседние, если 
они имеют общую сторону). Докажите, что пол- 
ностью все поле бурьяном не зарастет. 

5. Докажите, что система неравенств 
1х1 > 1у—2- И, 
И >1х—2- и, 
[2] > &-Фу- И, 
[#> |х—у-+21 
не имеет решений. 


9 класс 

1. На листе бумаги отмечены точки А, В, 
С, р. Распознающее устройство может абсолют- 
но точно выполнять два типа операций: а) из- 
мерять в сантиметрах расстояние между дву- 
мя заданными точками; 6) сравнивать два за- 
данных числа. Какое наименьшее чнсло опе- 
раций нужно выполнить этому устройству, что- 
бы наверняка определить, является ли четырех- 
угольник АВСР прямоугольником? 

2. Из точки М по плоскости с постоянной 
скоростью ползет муравей. Его путь представ- 
ляет собой спираль, которая наматывается на 
точку О и гомотетична некоторой своей части 
относительно этой точки. Сможет ли муравей 
пройти весь свой путь за конечное время? 

3. Решите еистему неравенств 


[х1<|у—2+:|, 
[у <]х—2+4 |, 
|=] <|х—иу-+@ 
# |< |:—у+21. 


4. Пронзведение некоторых 48 натураль- 
ных чисел имеет ровно 10 различных простых 
делителей. Докажите, что произведение иеко- 
торых четырех из этих чисел является квадра- 
том натурального числа. 

5. На координатной плоскости нарисованы 
круги радиусом 1/14 с центрами и каждой 
точке, у которой обе координаты — целые 
чнсла. Докажите, что любая окружность радну- 
сом 100 пересечет хотя бы один нарисоваиный 
круг. 


10 класс 

1. См. задачу № 1 за 9 кл. с заменой пря- 
моугольника АВСО квадратом. 

2. Биссектриса угла А треугольника АВС 
продолжена до пересечения в Р с описаиной 
вокруг иехго окружностью. Докажите, что 
АР> 1/2 (АВ+ АС). й 

3. Решияхе уравненне х” =4 (х> 0). 

4. Докажите, что ни для каких векторов 
а, 6, с не могут одновременно выполняться 
три неравенства 


34| < |6-—с|, УЗ 6 |< [е-—а|, УЗ] < |а-&| 
5. Найдите минимум по всем а, П макси- 
мума функции 
у (х) == |с08 х Ра соз 2х -+- В соз Зх |. 


Избранные задачи 
Ленинградской городской 
олимпиады по математике 


Заключительный тур (по градиции — устный) 
Ленинградской городской олимпиады по мате- 
матике состоялся 16 февраля. Задачи 1—4 
ц 5а) входили в число7 задач, предлагавшихся 
восьмиклассникам, задачи 1, 2, 6—8 — девя- 
тиклассникам, задачи 56). 95—12 — десяти- 
классникам. Задачи предложили члены жю- 
ри С. Генкин, А. Гольберг, Л. Курляндчик, 
А. Меркурьев, Н. НМецветаев, А. Плоткин, 
Д. и С. Фомины. 


1. Докажнте, что в любом многоугольнике 


найдутся сторома ВС и вершина А, отличная 
от Ви С, такие, что основание перпендикуляра, 


57 


опущенного из А иа прямую ВС, лежит на 
отрезке БС. 

2. Марсианин рождается п полночь м живет 
ровно сто суток. Известно, что за вею историю 
марснанской цивилизации (ныне вымершей) 
родилось нечетное число марсиан. Докажите, 
что было по крайней мере 100 дней, в каждый 
из которых число жителей Марса было нечет- 
ным. 

3. В Швамбрании закрыли одну беспосадоч- 
ную авиалинию. Известно, что после этого от 
любого швамбранского аэропорта до любого 
другого можно долететь, быть может, с пере- 
садками. До закрытия линии зто можно было 
сделать, совершив не более чем М посадок. 
Докажите, что теперь можно долететь из лю- 
бого аэропорта в любой другой не более чем 
с 2М№ посадкамн. (При подсчете числа посадок 
учитывается и посадка в пункте назначения.) 

4. Докажите, что на плоскости можио про- 
вести несколько прямых и отметить иесколько 
точек так, чтобы на любой прямой лежало ровно 
4 отмеченных точки и через каждую отмечен- 
ную точку проходило бы ровно 4 прямых. 

5. Имеется лист клетчатой бумаги размером: 
а) 30.45, 6) 30.80 клеток. Двое играют в 
следующую игру. За один ход (ходят по оче- 
реди) производится разрез по линии, соединяю- 
щей два соседних узла сетки. Первый игрок 
начинает резать от края листа. Каждый сле- 
Дующий разрез должен продолжать линию, об- 
разованную предыдущими разрезами. Выигры- 
вает игрок, после хода которого лист распа:- 
дается на два куска. Кто выигрывает при пра- 
вильной игре? 

6. Множество А состоит из веществеиных 
чисел. Известно, что сумме любых двух его 
элементов также является его элементом, я лю- 
бой отрезок [а, 6], а< Ь содержит отрезок, цели- 
ком состоящий из элементов миожества А. 
Докажите, что А содержит все вещественные 
числа. 

7. Рассмотрим следующий алгоритм: 

Шаг 0. Положить п =27т. 

Шаг 1. Если п четно, уменьшить п в два 
раза. Если п инечетно, увеличить п на 1. 

Шаг 2. Если п> 1, перейти к шагу 1. Если 
п=1, закончить выполненне алгоритма. 

Сколько существует натуральных чисел т, 
для которых при выполненни этого алгоритма 
шаг 1 будет выполняться ровно 15 раз? 

8. Король обошел доску 9 Х9, побывав ровно 
одии раз на каждом ее поле. (Маршрут короля 
незамкиутый н, возможно, самопересекающий- 
ся.) Какова максимально возможная длина т8- 
кого маршрута, если длина хода по диагонали 
равна -!2, а длина ходов по вертикали и по 
горизонтали равна 1? 

9. Диамстром множества на плоскости назы- 
вается наибольшее из расстояний между двумя 
его точками. (ясли такое супгествует.) Известно, 
что сумма диаметров многоугольников 
М, М, „... М. меныше, чем диаметр их объеди- 
нения. Докажите, что существует прямая, не 
пересекающая ни один из этих многоугольни- 
ков, По каждую сторону от которой лежит 
хотя бы один из них. 

10. Докажите, что 


1 1 1 
Г: + =“ - -.. Е: и 
1—3 У5+7 9997 + '3999 
11. Вычислите интеграл 


ах 


+. 


>24. 
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12. Дано: и, вах +фу--с2, и =вх-- 62 су. 
и =ау-+ 52 сх, и. =а2+ву-сх, 
из ==а2 {Вх -| су, о.=ау-Ьх-сг, 

где а, в, с, ху 2 — вещественные числа. 
Известно, что и, и.и.=и0.г.. Докажите, что 
перестановкой чисел п тройке (ш, и, из) можно 
получить тройку (5:1. >, из). 

Публикацию подготовил С. В. Фомин 


Задачи Ленинградской 
городской олимпиады 
по физике 


8 класс 

1. Определите радиус орбиты спутника Зем- 
ли, который все время находится над одной 
и той же точкой земной поверхности. Радиус 
Земли В—6400 км, ускорение свободного па- 
дения на ее поверхности Я=-10 м/с”. 

2. На наблюдательной станции ина плане- 
те Х местное солнце никогда не поднимается 
над горизонтом выше а—=76°. Найдите широту, 
на которой находится станция, если ось плане- 
ты наклонена плод углом В=б0° к плоскости 
ее вращения. 

3. Чтобы вытащить пробку из горлышка 
термоса, вы втыкаете в нее шило (рис. 1)- 
Под каким углом можно втыкать шило, не опа- 
саясь, что пробка провалится внутрь термоса? 
Коэффициент трения с стенки и=0,5. 


об! 


Рис. 1. 


4. На краю тележки массой М и длиной [, 
стоящей на гладком горизонтальном столе, на- 
ходится груз массой т. Вы толкаете груз с по- 


стоянной силой В, направленной горизонталь- 
но, к противоположному краю тележки (рис. 2). 
Через какое время груз достигнет противопо- 
ложного края тележки? Коэффициент трения 
между грузом и тележкой р. Считать, что вся 
масса тележки сосредоточена я доске. 


5. Два велосипеда — складной и обыч- 
ный — выполнены так, что усилия, необходи- 
мые для движеиня, в обоих случаях одинаковы. 
Известно, что у обычного велосипеда радиус 
колес в 1,2 раза, а радиус большой тестерии 
(связаиной с педалями) в 1,5 раза больше, чем 
у складного. Нвйдите- соотношение между ра- 
диусами маленьких шестеренок (связанных с 
ведущим колесом). Педали считать одинаковы- 
ми у обоих велосипедов, потерями на внутрен- 
нее тремие пренебречь. 

6. На гладкой наклонной плоскости с уг- 
лом а-=30° к горизонту установлено устройст- 
во, стреляющее маленьким шариком. Началь- 


ная скорость марнка направлена горизонталь- 
но вдоль плоскости. По плоскости свободно 
скользит шайба. Ее положенне относительно 
стреляющего устройства в момент вылета ша- 
рика показано на рисунке 3; скорость ус== 
=—10 м/с и направлена под углом В-—60° к го- 
ризонтали. Какую начальную скорость должен 
иметь шарнк, чтобы попасть в шайбу? 


Рис. 3. 


7. Автомобиль едет по мосту, имеющему 
форму параболы. Высота моста й—6 м, длина 
по горизоитали {==60 м. Найдите отношение 
силы давления автомобиля на дорогу на вер- 
шине моста к его весу на ровной дороге, если 
по мосту он едет с постоянной скоростью в= 
=54 км/ч. 

8. Система из трех одинаковых сосудов по- 
казана на рисунке 4. Два крайних сосуда за- 
полнены водой, в среднем сосуде и в трубке — 
воздух, высота левого колена трубкн в 3 раза 
меныпе высоты сосудов Н. Начальное давленне 
в среднем сосуде рос>>оЕН (‹ — плотность 
воды). В какое состояние перейдет система 
после открывания кранов? 


9 класс 

1. Легкая пружина длнной { с жесткостью 
одним концом прикреплена к вертикальной оси. 
вокруг которой может свободно вращаться, а 
другим — к маленькому грузу массой т. Вся 
система находится на горизонтальном гладком 
столе, пружина не растянута. Грузу ударом 
сообщают скорость и, направленную перпен- 
дикулярно пружине. Найдите мннимальное н 
максимальное расстояния груза от осн. 

2. См. задачу 7 для 8 класса. 

3. Если столкиуть два стекляиных шара, то 
однн из вих разобьется. Почему не разбнвают- 
ся сразу оба шара? 

4. В ванночке с водой (глубина воды #, пло- 


хцадь ванночкн 5, ^/5 >>> В) образовался раствор 
тяжелых ионов (заряд нона --4, масса т, масса 
всех ионов М). Раствор переметали. Опишите 
качественно и дайте количественные оценки 
распределения ионов в ванночке после уста- 
новления равновесия. Как это распределение 
зависит от температуры раствора? 

Б. В кастрюле находится вода при темпе- 
ратуре 1, =60 °С. Кастрюлю закрывают крыш- 
кой массой т==5 кг и площадью 5$=—100 см? 
и медленно нагревают до {.—170 °С. Сколько раз 
подпрыгнет крышка кастрюли за это время, 
если давленне насыщенных паров при {, равно 


р,==2,0 - 10* Па, при № — р.=3,1 + 10* Па, 
атмосферное давление р. —=10* Па. 

6. В большую бочку с водой бросают раска- 
ленные металлические парики одинаковой тем- 
пературы. Известно, что шарик радиусом г = 
=0,5 см нагревает воду на А, ==0,1 °С, а ра- 
диусом г;>=1 см — на А,—1,2 °С. Оцените 
изменение температуры воды при броске шари- 
ка раднусом г,—1,5 см. 

7. В схеме, изображеякой на рисунке 5, на 
металлическом шаре А имеется заряд 4. Ка- 
ким будет заряд на шаре, если поменять ме- 
стами резисторы с сопротивлениями г; и г.? 


Рис. 5. 


10 класс 

1. См. задачу 1 для 9 класса. . 

2. Тонкую легкую резину натянули на го- 
ризонтальный обруч радиусом г; п центре обру- 
ча к резнне приклеили маленькую гирю мас- 
сой т. Если обруч поднять, гиря опустится 
вниз на расстояние 4 (4<.г). Оцените величину 
периода малых горизонтальных колебаний ги- 
ри прин закрепленном на горизонтальном глад- 
ком столе обруче (прогиба нет). 

3. См. задачу 4 для 9 класса. 

4. В кристалле существует выделенная 
ось Х, вдоль которой удельная проводнмость 
равна о, {то есть если вырезать из кристалла 
прямой провод с осью, параллельной оси Х, 
то сопротивленне такого провода будет равно 
В—=1/($0,), где Ги $ — длина и площадь 
сечения провода). Удельная проводимость по 
осям Уи 2 равна 9,, в,-39,. Чему будет равна 
удельная проводимость прямого провода, вы- 
резанного из этого кристалла под углом а к оси 
Х? 

5. Квадратная проволочная рамка (длина 
стороны а, сопротивление единицы длины про- 
волоки ©) вращается вокруг одной из своих сто- 
рон с угловой скоростью ® и постоянном магнит- 
ном поле с нндукцией В, перпендикулярной оси 
вращения. Как изменится мощность, выделяе- 
мая в рамке, если середины противополож- 
ных сторон замкнуть проволокой из того же ма- 
тернала и длнной а? 

6. У электромобиля четыре скорости, пе- 
реключающиеся при помощи коробки передач 
(то есть двигатель может быть соединен с ко- 
лесами с четырьмя различиыми коэффициен- 
тами передачи). Рекомендованные скорости, 
при которых следует изменять коэффициент пе- 
редачн (для того чтобы двигатель потреблял 
минимальную мощность), такие: 10 км/ч, 
20 км/ч, 45 км/ч. Максимально возможная 
скорость электромобиля 180 км/ч. Найдите со- 
отношение между коэффнциентами передачи 
(то есть между радиусамн шестеренок, соеди- 
няющих двигатель с колесами) на различных 
скоростях. Для простоты можно счнтать, что 
в двигателе электромобиля ротор вращается 
в постоянном магиитном поле. 

9. Как бы мы стали видеть, если бы скорость 
светв возросла в 10° раз? 

Публнкацию подготовил А. Ю. Алексеев 
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Избранные задачи 
зарубежных 
математических 
олимпиад: 
Олимпиады США 


Математические олимпиады и конкурсы име- 
ют долгую историю. В некогорых странах, на- 
пример в СССР цы Венгрии, математические 
олимпиады имеют градицию, исчисляющуюся 
многими десятилетиями, другие страны стали 
проводигь такие олимпиады совсем недавно. 
Но где бы ны ‘проводились математические 
олимпиады, предлагаемые на них задачи всег- 
да вызывают живой интерес у всех любителей 
магематики. 

В последние 20ды у нас в стране появились 
книги, знакомящиые с задачамы магематиче- 
ских олимпиад Польши и Венгрии. Однако 
это — зкапля в море»: ведь только в между- 
народных олимпиадах по математике участ- 
вуют 34 страны. Учитывая пожелания наших 
читателей, мы начинаем публиковать избран- 
ные задачи математических олимпиад зару- 
бежных стран. ; 


1 сентября 1971 года Американское мате- 
матическое общество приняло решение о еже- 
годном проведении национальных математн- 
ческих олимпиад. Отбор участников нацио- 
нальной олнмпиады США — двухступенча- 
тый. В последние годы первым туром служат 
ежегодные «Экзамены по математнке амери- 
канской средней школы» (ЕНЗМЕ), проводи- 
мые на местах и доступные всем учащимся. 
Так, и 1985 году эти экзамены проводились 
в феврале, и в иих приняли участие более 
380 000 человек. Вторым туром служит з+Аме- 
рнканский математнческий экзамен по пригла- 
шению» (АГМЕ). Этот экзамен состонт иэ пят- 
надцати вопросов и длится 2'/, часа. В 1985 го- 
ду на этот экзамен были прнглащены 932 уча- 
щихся, получившие на ЕНЗМЕ более 95 бал- 
лов из 150 возможных. Лучшие участинки 
АТМЕ (в 1985 году — это 64 человека. пра- 
вильно ответившие более, чем на 10 вопросов) 
и допускаются на заключительный тур иацио- 
нальной олимпиады США. 

Участники, заиявшие первые восемь мест, 
приглашаются в Вашингтон на торжественное 
трехдневиое заседание, проводимое под эгндой 
Национальной академии наук США. 

Первая  иациональная математическая 
олимпиада была проведена В мая 1972 года. 

Задачи первых трех национальных олим- 
пиад США приведены в книге: Морозова Е. А., 
Петраков И. С., Скворцов В. А. Международ- 
ные математические олимпиады. М.: Просве- 
зценне, 1976. 

Ниже мы приводим несколько задач после- 
дующих олимпиад. 

1 {1973 г.). Девять отмечеиных точек рас- 
положены виутри единичного квадрата. До- 
кажите, что среди них найдутся три, которые 
либо лежат иа одной прямой, либо являются 
вершинами треугольника с площадью, не пре- 
восходящей 1/8. 

2 {1975 г.). Пусть А, В, С. р — четыре точки 
в пространстве. Докажнте, что 


АС?-+ ВО? 1 АР?-- ВС?> АВ?- СР>. 
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3 (1976 г.). Найдите решения уравнения 
в целых числах а, 6, Сс: 


а? 4-6? 4 с? 22767, 

4 (1978 г.). Целое число п назовем хорошим, 
если его можно представнть в виде п=а, 
а, -+...Наь, где а, а.,... аь — ивтуральные 
числа (не обязательно различные), удовлетво- 


ряющие соотношению в + ы +... — = 
а! а. в 


Известно, что натуральные числа 33, 34, ... 
... 73 — хорошие. Докажите, что все натураль- 
ные числа, не меньшие 33, являются хорошими. 

5 (1979 г.). В некоторой организации имеет- 
ся п человек (л`>5), а также п--1 комитетов, 
состоящих из трех человек. причем в разных 
комитетах составы участников не одинаковы. 
Докажите, что найдутся два комитета с ровно 
одним общим участником. 

6 (1980 г.). Найдите максимальное число 
трехчленных арифметических прогрессий, ко- 
торые могут быть выбраны из носледователь- 
ности чисел а <а. <... <ал- 

7 (1980 г.). В тетраэдр вписана сфера, кото- 
рая касается граней тетраэдра и их центрвх 
тяжести (то есть и точках пересечения медиан). 
Докажите, что тетраэдр — правильный. 

В (1980 г.). Найдите все числа ас, для ко- 
торых бесконечная последовательность (а„). 
определенная равенствамн в.=2"`' — За. 
при п=1, 2, 3..., строго возрастает, то есть 
а. : < а. прн всех п. 


9 (1981 г.). Дан угол, величина которого 
° 


равна ‚ где п — ивтуральное число, не де- 


лящееся на 3. Докажите, что (зная п) можно 
разделнть этот угол на три равных угла только 
с помощью циркуля и линейки. 

10 (1981 г.). Даны п точек, никакне четыре 
из которых не лежат в одной плоскости. 
Пусть А — множество всех тетраздров с вер- 
шинами в этих точках. Плоскость а не содер- 
жит ни одной из данных точек. Докажите, 
что средн всех сечений тетраэдров из множе- 
ства А плоскостью п четырехугольников не 60- 
п п— 2)? 
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11 (1982 г.). В обществе, состоящем из 
1982 человек, среди любой группы из четырех 
человек есть по крайней мере однн, кто знаком 
с остальными тремя. Каково наименьшее ко- 
личество людей, которые знакомы со всеми? 


12 (1984 г.). Математическая олимпиада 
проходила в два дня. Всего за два дня было 
28 задач. Для любой пары задач нашлось 
ровно два участника, решивших эти задачи. 
Каждый участнкк решил семь задач. Дока- 
жите, что один из участников в первый 
день либо не решил ни одной задачи, либо 
решил не менее четырех. 

13 (1986 г.). В пространстве даны четыре 
точкн такие, что нз шести попарных расстоя- 
ний между ними не более двух превышают 1. 
Найдите максимальное возможное зиачение 
суммы всех этих шести расстояний. 


более чем 


Публикацию подготовилн М. Л. Ситников, 
Г. А. Тоноян 


Ответы, указания, решеняя 


Урок одной задачи а. 2% 
3. Поскольку векторы ВС и АР сонаправлены, 
существует гомотетия с центром и точке Е 
(см. рис. 2 с. 23) и коэффициентом &Ё, = ВС: АР, 
прн которой 

Н*:ВС--АР, В-А, С), Р-Н. 
Следовательно, точки Е, Р, Н лежат на одной 
прямой ЕР. Поскольку векторы ВС и ДА про- 
тивонаправлены, существует гомотетия с цент- 
ром О и коэффициентом А,= —ОВ:ОР, при 
которой 

Не::ВС-РА. 

Следовательно, точкн О, Р, Н принадлежат пря- 
мой ОН. Прямые ЕР и ОН имеют две общие 
точки (Р, Н), следовательно, онн совпадают. 
4. На прямой АК выберем произвольную точ- 
ку Х (рис. 1), соедииим ее Е точкой С и с точ- 
кой В. Прямая КС пересекает ХВ в точке О, че- 
рез точки А иО проведем прямую АО, которая 
пересечет отрезок ХС в точке Е. Отрезок 
КЕ — искомый. 
6. Учитывая построения, рассмотренные в за- 
даче 5, найдем отрезок длиной у, чтобы 


1 1 1 
— т — =: 
уа с 
Затем строим отрезок длиной х, чтобы 
Ее 
ху ь 
9. Пусть т и п — данные параллельные пря- 


мые, Р — данная точка. Произведем построе- 
ния, показанные на рнсунке 2: проводим через 
точку Р — произвольную прямую, которая 


Хх 


пересечет параллельные прямые в точках Ор 
и А, Х — произвольная точка, принадлежа- 
щвя прямой АР. Проводим через эту точку про- 
извольную прямую — получаем точки С и В. 
Затем проводим АС и ВР — получаем точку К, 
проводим КХ, получаем точку Н — середину 
АВ, затем проводим СР — получаем точку Е, 
прямая РЕ пересечет ВХ в точке Г, прямая РЁ. 
искомая. 

10. Построение показано на рисунке 3, на кото- 
ром номера указывают порядок построения. 
11. Построение — оно называется построением 
Бриансона — показано на рисунке 4. 


Избранные школьные задачи 


1. а) Воспользуйтесь очевидными неравен- 
ствами: 

в? 22а —(ь-- с}, 

ВЫ? —(с-а), 

сс? —(@а-—В. 

абс 

6) Воспользуйтесь формулами В- 45 Г= 
= 25 
ао" А" 


$= + Да+ са сдае—вХЬ-е-а}’ 
и задачей 1, а). 
Равенство достигается в случае равносторон- 
него треугольника. 
2.2 2 2х—1=(04х +12. 
Отсюда наименьшее значение данного много- 
члена равно —2 (когда х? -|-х-|- 1==0). (Интерес 
представляет тот факт, что наименьшее значе- 
ние определить можно, а соответствующее зна- 
чение х — нельзя.) 
3. п'+64 — (п? 8)? — 16? = (п? 4п-+ 8} (п? — 
—41-+ 8). 
4. Одно решение находим подбором: 
+271 11-128, то есть х— 10. 


100- 
у=3, 2=Ъ, 


м 


Рис. 6. 


{: =2. После этого найденные х, у, 2, { умножаем 
соответственно на п“°, п:°, п*? м п? (п — любое 
натуральное число).. Такнм образом, любой 
набор (101105; 315; п1?; 2135}, пЕМ, дает реше- 
ние данного уравнения. 

5. Утверждение задачи вытекает из равенства 
площадей треугольников АВМ и АМС (рис. 5); 


Рис. 5- 


Завх= Замс= кт Злдас, где Ё-= АМ:МА. 
6. Сложнв почленно уравнения системы, после 
несложных преобразований получим 
(хх 20. 
Отсюда находим решения: х=и-==2. 
7. в) Воспользуйтесь формулами: 
а=2Л зп а, 5 =2Е зт В, е=2Езту 
(К — радиус окружности, описанной около 
треугольника АВС) и тем, что эп (2 --Р) = п у. 


5) ат уе — 


==. 
2-,6с 
Аналогично 


В 


д И с 
ат = —, п — —. 
2 2 се 2 < 5-8 
Таким образом, 
1 
а - 
з и достигается 
в случае равностороннего треугольника. 
8. Поскольку ЗЕ - АЕ+Ю-Е+З, 
+3 делится па #1, когда К+43=0, то 
есть #=—3. Однако прин небольших й может 
получиться, что на Ё +1 делится и Ё+43. 
Поэтому необходимо проверить, что будет при 
|#|<—3 (ЕЕ 2). Нетрудно убедиться, что под- 
ходят таже значения Ё=—\, 0, 1 и 3. 
Ответ: {—3; —1; 0; 1: 2}. 
9. Поскольку углы Ри № — прямые, вокруг 
четырехугольника МРСМ можно опнсать ок- 
ружность диаметром МС (рис. ©). Потому 
Р№М—=МС + зв С, так что отрезох РМ будет 
иметь мниимальную длину тогда, когда будет 
минимальным отрезок МС, то есть когда МС — 
высота тргугольника АВС. Цоэтому искомое 
положение точки М на АВ — это основа- 
ние высоты, опущенной из вершины (`. . 
10. Убедитесь, что иа каждом из промежутков 
]--со: ©], 10; И, (1: с функция Их)== 
ажо— "Вл —х-1 положительна. 


_@ Б.у 
зп р зп - вт о < 


Наиболыпее значение равно 


62 


Рис. 7. 


11. Поскольку дискриминант уразцения равеи 
зИГ ху—1, уравнение имест решенне только 
в случае зт’ ху=1, то есть зп ху==1. 
Поэтому х==:Е1, у=л/2-|лЁ, КЕЙ, 

12. Воспользовавшись представлением 


1 
ЕО — 
А В с р 
на а Ра Ем 
докажите равенство 
1 
#1 --2)Ф--3) — 
ый 1 з 1 
бт ВЕ КЕ #3 
Искомыя сумма равна =(= — тн -- в 
1 
—= 5). 
13. Воспользуйтесь тождеством 
к а-— ЕВ 
а в в 
РОО 


14. Положив \/8-хева, /х— 1—6. получите 
равносилькую систему: 

2—х=@?, х—1=6?, а=1—5, 6>0, 
откуда 


в +1 =2—(1—Ь). 
Корни этого уравнения 65,=0, $5=1, Ь,=3. 
Корни данного уравнения х,—1, х,—2, Х,=10. 
15. Из подобия треугольников АДС ин ВЕС 
(рис. 7; ВЕ и АР — высоты) 


ШОС : АС-=ЕС : ВС. (1) 
Из подобия треугольников СЕН и СНА 4Н и 
Е — точки пересечения продолжений высот 
с соответствующими полуокружностямн} 
НС : ЕС=АС : НС. (2) 
Поконец, из подобня треугольников СОР и 
СХ : Ср=ВС:СЕ. (3) 
Поэтому 


НС ЕС - АС рС- ВС) Ср. 
Равенство остальных пар отрезков устанавлн- 
вается аналогично. 


Сколько велосипедов? 

1. 12 кроликов н 23 фазана. 

2. 100 ссхарых баранов и 12 молодых. 

3. Рулон белого сукна стонт 7? р., черного — 
11 р.. красного — 8 р., зеленого — 6 р., лазо- 
ревого — 7 р. 

Я. 5 мужчин, 1 жекникка, @ детей, 


Цепи перемепного тока 
1. *=1/(2лВС); ИО „„==13. 


д То о / (Г) == Г, уС/Ь=0,1 А. 


Избранные задачи зарубежных математиче- 
ских олимпиад: олимпиады США 

1. Разобьем данный квадрат на четыре квад- 
рата средними линиями. Хотя бы один нз 
получившихся квадратов будет содержать по 
меньшей мере три отмеченные точки, и лю- 
бые три точки, лежащие в одном маленьком 
квадрате, удовлетворяют условию задачи. 


2. Обозначим векторы АВ, АС, АБ через 
Ь, с, 4. Тогда доказываемое неравенство при- 
нимает вид 

2-45 +-+е-5>Р-а—ау; 
после раскрытия скобок и перегруппировки 
слагаемых получаем 

(е-+а—5)!>0. 
3. Очевидно, что а=Ь=е=—0 — решение. 
Покажем, что других решений нет. Квадрат 
любого числа нмеет остаток 0 или 1 от 
деления на 4. Из нашего равенства поэтому 
следует, что числа а?, 6, с? делятся на 4; 
значит, числа а, 6, Е делятся на 2. По- 
ложим а==24,, 6—26,; с=2с,. Имеем 
а НЫ? с? ==4а?ь. 
Теперь видно, что числа а?, 51, с? делятся 
на 4; полагаем а,=2а.» 6,—26,, с, =2с., по- 
лучаем 
2:46: +с}=16а25. 
Продолжая такне рассуждения, находим, что 
а, фи с делятся на 2" при любом п. 
4. Достаточно доказать, что если число п хоро- 
шее, то хорошими являются числа 21-2 и 
2п +9. Доказательство первого: если 
1 1 1 1 1 
— +...+ — = 1 10 2 +...+ > = =1. 
а + а, 2а, + + да, 1 2 ь 
1 1 

Доказательство второго: если р +... = =1, 
т 


Л 
то 


1 1 Ге .. 
а Е 


5- Основная лемма: если из нескольких коми- 
тетов, охватывающих не менее пяти человек, 
-любые два комитета имеют двух общих чле- 
нов, то существуют два человека, входящие 
во все эти комитеты. 

6. Число а может быть средним членом 
не более чем шт(Ё—1, п _Ё) трехчленных 
арифметических прогрессий. Поэтому общее 
число трехчленных арифметических прогрес- 
сий не может быть больше чем сумма 


0+1+2+...+ |[ | +...+24+ 140. 


п-—1 
2 


Эта сумма равна = (= =) при четном пи 


п—1\Е 
( 5 ) прн нечетиом п. Это и есть ответ, 


поскольку именно столько трехчленных ариф- 
метических прогрессий содержится в после- 
довательности 1, 2, 3, ..., П. 

7. Расстояння от вершины трехгранного угла 
тетраэдра до точек касания сферы с гранями 
этого угла равны; и то же время эти рас- 
стояння равны 2/3 длины соответствующих 
медиан. Поэтому медианы граней тетраэдра, 
выходящие из одной вершнны, равны. Рас- 
стояния от середииы ребра тетраэдра до двух 
точек касания сферы с гранями, прилегаю- 
щими к этому ребру, равны; в то же 
время эти расстояния равны 1/3 длины со- 
ответствукицих медиан. Поэтому медианы гра- 


ней тетраэдра, 
равны. 

Из этих двух утверждений о равенстве медиан 
следует, что все медианы всех граней тетра- 
эдра равны. Из этого вытекает, что гра- 
ни тетраэдра—одинаковые правильные тре- 
угольники. 

8. Из условия следует, что 


але" 1—3. 2" 749, 2" 3— = 
—_ 2"-4-(—1)*'. 3" 
Е Ре 


опущенные на одно ребро, 


+ (— 173*ах, 
откуда. 


и - (—1)"+' ух 


хаба). 


Ясно, что если 1{—5а.30, то знак этого вы- 
ражения при достаточно болышом п будет од- 
ним при четных п и другны при нечетных п; 
таким образом, последовательность (а.) не бу- 
дет возрастающей. Если же 1—6ба,—0, то 


@—0а-—1= 


1 91-1 
есть Сок + то С н после- 


довательность будет возрастающей. (Заметим, 
и 


1 
что если а=— , то а.= 


5 Е 
60° 

9. Если п=3А-+1, то т ==60°—#; если 
60° 180° 


П=ЗИ— 1, то — = - —60°. 


10. В сечении тетраэдра плоскостью п по- 
лучится четырехугольник, только если две 
вершины тетраэдра лежат по одну сторону 
от плоскости а и две — по другую. Пред- 
положим, что по одну сторону лежат Ё то- 
чек и по другую п—Ё точек. Из Ё точек 
А(Е—1) 
2 


пар. Поэтому общее число 


можно составить 


(п К)(п—&—1) 
2 


четырехутольных сечений будет 
ЕЕ—1 8) (П-Е—1) 


пар, нз п—№ точек 


равно 


‚‹ & это число меньше 


4 
2, 2 
ти при любом #й=0, 1, 2, .., п 
(докажите!) 


11. Ответ: 1979. Чтобы доказать, что их не 
может быть меньше, достаточно заметить, 
что не может быть двух непересекающихся 
пар незнакомых людей и не может быть 
человека, незнакомого с тремя людьми. 

13. 4--2-/2. 


Признак делимости на 8, 18, 32 

(см. с. 56)- 

Представим исходное число в виде 100а {+ 46, 
где 46 — число, образованное его последними 
двумя цифрами. Разделив его на 4, получнм Б, 
в прибавив частное к числу, образоваяному 
оставшимися цифрами, получим в-- В. Между 
тем исходное число можно представить а внде 
1004 +45 = 96а 4а-+- 46 = 32. 3а414(а-+- 5), 
то есть исходное число делится иа 8, 16, 32 
тогда и только тогда, когда 4(в-- 5) делится на 
8, 16, 32, а это бывает тогда н только тогда, 
когда а--6 делится соответственно на 2, 4, 8. 
*Кваит® для младших школьников 

(см. Квант № 8) 


1. Обознвчим через х вес сухого вещества 
в грибах. Тогда вначале грибы весили 10х кг, 
а вода ш них весила 9х кг. После высыха- 
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Рис. 8. 


ния сухое вещество стало составлять 4/10 ве- 
са грибов. Отсюда вес грибов равен 10х/4, 
а вес воды равен 6х/4. Из условия 
9х — 6х/4—=165, откуда х=2. Следовательно, 
первоначальный вес грибов равен 20 кг. 
2. См. рисунок 8- 
3. Пусть п — количество этажей в доме, 
{ — количество подъездов до подъезда, в 
котором живет Коля, Е — количество подъез- 
дов до подъезда, в котором живет Витя. 
Тогда из условия получаем систему 

83—41 116-13, 

169=4п&-+ 8-1. 
Из первого уравнения следует, что п{=16, из 
второго уравнения — что п_—=40. У чисел 16 н 
40 четыре общих делителя: 1, 2, 4, 8. По- 
скольку известно, что Коля живет на 5-м этаже, 
п>5; следовательно, п=8. 


4. Звук, отражаясь от стволов деревьев, 
меняет направление ин поэтому приходит к 
нам с разных сторон. 

5. Заметим, что если лист бумаги покрывает 
больше половнны другого такого же листа, 
то центр первого листа расположен ш преде- 
лах второго. Отсюда следует, что еслн мы 
воткнем булавку в центр верхнего листа, то 
она проткнет и все остальные листы. 


Шахматная страничка 
(см. «Квант» № 6) 


Задание 11 °`(Э. Погосянц). 1. КрёЗ! Крё1 
2. Кре? К:Ъ2 (2...К{2 3. БА Ке4 4. Ъ5 Каб 
5. 56 Кря2 6. Краз Кр!З Т. Кр44 ит. д.} 
3. Кр42 Крё2 4. Крс2 КреЗ 5. Кр:Ь2 Кра4 
6. Краз Крсб 7. Кра4 КрЬб 8. КрЬ4 и 
оппозиция завоевана. 

Задание 12 (Э. Погосянц). 1. К& Крё2 
(1..Крё2 2. Сс5+) 2. Ке2 (2. Сс5 Леа 
с ничьей) 2...Ле4 (2...КрёЗ 3. Кс1 15 4. с? 
54 Каз Ла8-- 6. Кра7 13 Т. (Саб ЛЕТ 
8. Крсб Ле8 9. КрьТ Крё2 10. Ка 
КрёЗ 11. Кяб+ Кря2 12. КВА я пешка 
черных обезврежена) 3. Кс3 (3. Кс1? 15 4. Каз 
В4 5. Саб №3 6. К!4-+ КррЗ 7. Кяб-+ Крё2 
с иичьей) 3...Ле4 4. Ка5! Л:с6-- 5. КрЬ7. 
Доминация! Черная ладья поймана почти на 


` пустой доске. 5...Лс4(с2) 6. КеЗ-|-; 5...Леб{( кб) 


6. КГ4-[. 
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Шахматная страничка 


г. 


Коясультирует — экс-чем- 
пион мира по шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет страничку 
мастер спорта СССР по шах- 
матам, кандидат технических 
наук Е. Я. Гик. 


НОВЫЕ УСПЕХИ 
КОМПЬЮТЕРА 


В «Квантеь № 2 за 1986 год 
подробно рассказывалось об 
эндшинле «ладья и слон про- 
тив ладьнь. Он считается 
теоретически ничейным, одиа- 
ко на практике сильнейшая 
сторона часто берет верх. 
Мы писали, что точку в ана- 
лизе должен поставить ком- 
пьютер. И вот недавно был 
опубликован анализ одной 
американской ЭВМ, которая, 
и частности, обнаружнла сле- 
дующую рекордную познцию. 


При наилучшей игре обеих 
сторон белые выигрывают, 
причем победа достигается в 
59 ходов! Приведем оптималь- 
ный вариант игры. 1. С#5 
ЛЬ4 2. С43 Л#Е4 3. Се4-- Кра7 
4.Ссб ЛЕА 5. Крс7 Ли7- 6. 
С47 Ляб 7. Сев Лят- 8. Креб 
Лет 9. Ла2+{ КрЬ8 10. ЛЬ2- 
Кра8 11. Крьб Лсй 12. С#5 
Лсз 13. ЛЬХ Крь8 14. ЛЬ 
Ла3 15. С47 Ла2 18. ЛЬа 
ЛЬ2-- 17. С55 Лсе2 18. Сс4 
ЛЬь2-{ 19. Креб Л!2 20. ЛЬ8-+ 
Кра7 21. ЛЬ7-- Крь8 22. 
7Ь7-|- Кра8 23. ЛЬ4 Ле? 24. 
Са3 ЛёзЗ 25. Л94 ЛИЗ 26. СсА4 
ЛЬЗ 27. Ла8-- Кра7 28. С45 
ЛЬ2 29. Ла7-- Крь8 30. ЛЬ7 -- 
Кра8 31. ЛЬ Лсе2+ 32. 
КрЬьв-- КрЬ8 33. Сев Ле2 34. 
Креб | Кра3 35. Ла1 + Крь8 
36. С45 ЛЬ2 37. ЛЬА+- Край 
38. Се4 Льб-|Г 39. Кре5 ЛЬб 
40. ЛЬ1 Лаб 41. ЛЬ8 Ла5-Г 42. 
Крсв Лё5 43. ЛЬТ Краб 
44. С45 Краб. 

Белые добирись «филидо- 
ровской позиции», дальней- 


шее известно. 45. Кре5 Ляб 46. 
Ль2 Ле4 47. ЛЬ ЛЬА 48. 
ЛЬ7 ЛЬб 49. С{7 Л{6 50. Сс4 
(5-- 51. С45 Л#6 52. 5 
Краб 53. ЛЬ2 Кра7 54. ЛЬ7- 
Краб 55. Ле? Краб 56. Себ 
Краб 57. Сс8-- Краб 58. 
Лз7-- Лаб 59. Л:а6 Хх. 


Многие ходы белых един- 
ственные: играя иначе, белые 
упускают победу или отдаля- 
ют ее. Черные тоже защища- 
лись весьма тонко; при малей- 
шей неточности они проигры- 
вали быстрее. Нет сомнений, 
что такой анализ не в состоя- 
нин провести ни один из грос- 
смейстеров. Кстати, он наво- 
дит на мысль, что окончания 
такого вида, вопреки теории, 
следует считать выиграиными 
для сильнейшей стороны (хо- 
тя имеются исключения). 

Итак, правило 50 ходов в 
шахматном кодексе было мз- 
менено для этого эндшпиля 
ие зря. Теперь сильнейшей 
стороне предоставляется 100 
ходов, чтобы поставить мат 
или выиграть ладью. 

Напомним теперь об одном 
достижении компьютера в ре- 
шении шахматно-математи- 
ческих задач. Американский 
математик С. Ким придумал 
интересное обобщение знамени- 
той задачи о 8 ферзях. 

Расставить на доске (8Ж8) 
наибольшее число ферзей так, 
чтобы каждый из них на- 
падал ровно на р других 
ферзей- 

Условие р—=0 означает, что 
ферзи не угрожают друг дру- 
гу, то есть мы приходим к 
классической задаче, которой 
интересовался еще великий 
Гаусс. Искомое число ферзей 
на доске 8Ж8 равно восьми. 
Для р-=1 максимум равен 
десяти, для р=2 — четырнад- 
цати. Полное решенме задачн 
получили молодые киерские 
математики С. Белый и Е. Ро- 
венский. Они доказали, что 
для р=3 максимум равен 
восемнадцати, а для р--4 — 
двадцати одному (для р>4 
необходимых расстановок ие 
существует). 


результаты были 
впервые опубликованы п 
*«Квантеь № НВ за 1985 г. 


И вот совсем недавно С. Бе- 
лый и Е. Ровенский присла- 
ли нам оттиск своей статьи, 
опубликованной в серьезном 
научном изданни, где рас- 
смотрено обобщение задачи на 
все квадратные доскн пхп 
для п 8. Максимальное чис- 
ло ферзей для различных зна- 
чений п, р приведено п сле- 
дующей таблице. Существен- 
но, что она была подучена 


при помощи ЭВМ! 
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1 |1 
№ 

312121 4| 6 

аа вв 
5 [54| 8110 | 11 
6 |6 |8 | 10] 12| 14 
717| 81121 14| 18 
8 |8 [10 | 14] 18] 21 


Авторы сообщают, 
горитм решения основан ина 
«поиске с возвращением» и 
вцолне доступен школьникам, 
знакомым г программирова- 
нием переборных задач. 


что ал- 


В заключение отметим, 
что задача Кима, как и мно- 
гие другие математические за- 
дачи на шахматной доске, 
имеет прямое отношение к 
теорин графов, и ее решение 
важно для этого раздела ма- 
тематики н кибернетики. 


Конкурсные задания 

Основным — действующим 
лицом в обеих нозициях так- 
же является ферзь- 


17. Белые вачИинАЮТ и 


18. 
дают мат в $ хода. 


Срок отправки решений — 


Белые начивают мы 


20 ноября 1986 г. г по- 
меткой на конверте: «Шах- 
матный конкурсе «Кванта». 


задания 17, 18». 
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Для проверки вашего пространственного во- это сделано в верхней части рисунка (обра- 
ображения предлагаем выполнить следующее зец решения). Ответы — 6 следующем номере 
задание: изобразить гри урезанных кубика, журнала. 

показанных внизу, в девяти ракурсах так, как В. Ф. Канев 
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КПСС будет продолжать совершенствовать си- 
стему народного образования с учетом потреб- 
ностей ускорения социально-экономического 
развития, перспектив коммунистического строи- 
тельства. требований, выдвигаемых прогрессом 

науки п технику 
Программа Коммунистической партии 
Советского Союза 


Реформа высшей школы 


ХХУП съезд КНСС поставил задачу дальнейшего совершенствования всех 
систем образования и подготовки кадров в стране. Школьная реформа, нача- 
тая еще до ХХУП съезда КНСС, последовательно проводится в жизнь. 
Пересматриваются программы, готовятся новые учебники, улучшаются 
трудовое обучение и профессиональная подготовка учащихся, укрепляется 
школьное самоуправление. Многое уже сделано, но впереди еще огромная 
работа. 

Выполняя решения съезда, ЦК КПСС разработал и представил на всенарод- 
ное обсуждение проект основных направлений перестройки высшего и сред- 
него специального образования в стране. В его обсуждении участвовали мил- 
лионы рабочих, специалистов, ученых и преподавателей. Выразив поддержку 
планам партии, они внесли предложения, направленные на ускорение их 
реализации. 

Многие читатели нашего журнала готовятся к поступлению в вузы, и им 
весьма полезно внимательно ознакомиться с предстоящей перестройкой выс- 
шего образования — ведь не за горами то время, когда и они станут активными 
участниками этой перестройки. 

Научно-техническая революция оказывает огромное преобразующее влия- 
ние на все современные профессии, все виды трудовой деятельности человека. 
Ускорение социально-экономического развития страны требует от каждого 
не только хорошей профессиональной подготовки. Необходим пытливый, ини- 
циативный, творчески активный работник, способный найти и реализовать 
огромные резервы, скрытые в современном производстве и управлении. Он дол- 
жен обладать основательной марксистско-ленинской подготовкой, современ- 
ным экономическим мышлением, навыками управленческой и организаторской 
работы. Ему придется умело использовать электронно-вычислительную техни- 
ку, непрерывно совершенствовать свои знания, быстро приспосабливаться к 
изменяющимся условиям практической деятельности. Основным показателем 
работы вузов становится качество подготовленных ими кадров. 

Растут требования к будущим специалистам, а значит, и к студентам и аби- 
туриентам. На экзаменах и во время собеседования надо убедительно про- 
демонстрировать не только хорошее знание школьной программы, но и обосно- 
ванность выбора будущей профессии. А готовиться к этому надо еще в школе. 
Именно этому призван способствовать наш журнал. Опыт прошлых лет свиде- 
тельствует, что тот, кто активно работает с «Квантом», уверенно поступает 

физико-математического и инженерного профиля. Решение разнообраз- 
дач, придумывание новых задач, наши конкурсы, факультативные 
я, работа в школьных кружках, участие в олимпиадах на всех доступ- 


ам уровнях — таков путь к вузу, к высокому мастерству будущих 
листов. 


И. В. Курчатов: 
первые шаги 
в ЛФТИ 


Доктор Физико-математических наук 
А.Н. ЗАИДЕЛЬ. 
доктор физико-математических наук 
в. Я. ФРЕНКЕЛЬ 


Когда, ознакомившись с биографией 
выдающегося советского ученого и 
организатора науки Игоря Васильеви- 
ча Курчатова (1903—1960), задаешь- 
ся вопросом: каким емким словом 
определить его индивидуальность? — 
самым подходящим представляется: 
стремительность. Он необычайно бы- 
стро входил в новую, незнакомую ему 
область науки — это характерно и для 
зрелого, и для совсем юного Курчато- 
ва. В 1923 году он окончил Симферо- 
польский университет и в том же году, 
менее чем за пять месяцев, выполнил 
исследование радиоактивности снега, 
овладев и тонкой экспериментальной 
техникой измерений радиоактивно- 
сти, и комплексом геофизических све- 
дений, необходимых для проведения 
и осмысления этой работы, ставшей 
предметом его первой научной публи- 
кации. 

Проходит полгода, Курчатов оказы- 
вается на метеорологической станции 
в Феодосии, где изучает физику моря. 
Четыре месяца потребовалось молодо- 
му человеку (ему едва исполнился 
21 год), чтобы провести сложное ис- 
следование колебаний уровня Азов- 
ского и Черного морей. Эти его рабо- 
ты уже в начале 30-х годов, когда имя 
Курчатова было известно сравнитель- 
но узкому кругу коллег, вошли в клас- 
сические труды по физике моря. 

1 октября 1925 года. В архиве 
Физико-технического института 
им. А. Ф. Иоффе АН СССР (ФТИ) 
сохранилась датированная этим чис- 
лом запись: Игорь Васильевич Курча- 
тов (заметим: успевший к этому вре- 
мени выполнить и опубликовать пять 
научных работ) зачисляется в Инсти- 
тут в качестве сотрудника { разряда 
(это звание примерно соответствовало 
теперешней должности старшего на- 
учного сотрудника). А 16 ноября этого 
же года Курчатов вместе с К. Д. Си- 
нельниковым (1901—1966), с которым 
они учились в Симферопольском уни- 


верситете, датируют окончание первой 
]1* 


физтеховской работы «К вопросу о 
прохождении электронов через тонкие 
металлические фольги». Работа сразу 
же переводится на английский язык, 
и оба ее варианта — русский и англий- 
ский — направляются в печать: 
в «Труды Ленинградской физико-тех- 
нической лаборатории» и в американ- 
ский журнал «Рруз1са1 Кемем» («Фи- 
зическое обозрение»). Обе статьи уви- 
дели свет в следующем, 1926 году — 
60 лет тому назад. 

Исследование, предпринятое моло- 
дыми учеными из ФТИ, имело как 
чисто научный, так и прикладной ин- 
терес. Выяснение степени проницае- 
мости тонких фольг для электронов 
могло способствовать усовершенство- 
ванию трубок Брауна — так в то вре- 
мя называли осциллографы. Чувстви- 
тельность люминофоров, которыми 
покрывался экран трубки Брауна, бы- 
ла недостаточной для успешного фото- 
графирования кривых, вычерчивае- 
мых электронным лучом. Поэтому 
фотопластинку или фотопленку поме- 
щали внутрь откачанной трубки, при- 
чем ее перемещение осуществлялось 
довольно сложно, с помощью специ- 
ального приспособления (так называе- 
мого вакуумного шлюза). Возникла 
мысль: вывести электронный луч че- 
рез закрытый тонкой металлической 
фольгой торец трубки прямо наружу, 
вне вакуумного объема, и там поме- 
стить фотопластинку. Для этого надо 
было выяснить, насколько проницае- 
мы для медленных (малоэнергичных) 
электронов металлические фольги. 
К этому вопросу имела отношение 
работа американского ученого Г. Гар- 
тига, опубликованная в 1925 году на 
страницах «Рвузса] Вечце\у» (вот по- 
чему физтеховцы сочли необходимым 
послать английский вариант своей 
статьи в этот журнал). Из результа- 
тов, полученных Гартигом, следовало, 
что электроны, ускоренные даже в не- 
больших полях порядка -нескольких 
вольт, простреливают насквозь алю- 
миниевые фольги толщиной до 10 мкм. 
Это казалось странным. 

Курчатов и Синельников решили 
проверить работу Гартига. Они повто- 
рили его эксперимент на аналогичной 
установке: на пути электронов, выле- 
тающих с катода, помецалась фольга; 
если электроны «пробивают» фольгу, 
то они попадают на анод, в цепи по- 
является ток. Результаты, полученные 
физтеховцами, казалось бы, подтвер- 
дили выводы Гартига. Но затем они 
решили проверить: не являются ли 
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Игорь Васильевич Курчатов — 


научный 
сотрудник 1-го разряда Физико-технического 
института АН СССР. (Ленинград. 1925 год.) 


эти результаты следствием несовер- 


шенства фольг — наличием в них 
невидимых отверстий. (Гартиг 
убеждался в совершенстве своих 


фольг, просматривая их на просвет.) 
С помощью несложной установки ле- 
нинградцы обнаружили, что в безде- 
фектных «на глаз» фольгах на самом 
деле могут быть отверстия. Существо- 
вание таких отверстий было доказано 
путем наблюдения в жидкости пу- 
зырьков, образующихся при продува- 
нии сквозь фольгу воздуха. Этот про- 
стой опыт явился решающим доказа- 
тельством ошибочности результатов 
Гартига. Схема опыта, поставленного 
ленинградскими авторами, показана 
на рисунке. Применяя отобранные с 
помощью такой установки бездефект- 
ные фольги, Курчатов и Синельников 
убедились, что медленные электроны 
не пробивали фольгу-мишень; сделав 
же в бездефектной фольге небольшие 
отверстия, физтеховцы воспроизводи- 
ли результаты Гартига. 

Очевидно, что американский физик 
*прозевал» дефектность использован- 
ных в его экспериментах фольг. Нам 
не известны точные условия опыта, в 
котором он просматривал их на про- 
свет, но некоторые вероятные предпо- 
ложения о них можно сделать и попы- 
таться оценить размеры отверстия, ко- 
торое Гартиг мог увидеть. 
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Возможность увидеть свет, проходя- 
щий через малое отверстие, опреде- 
ляется величиной той световой энер- 
гии, которая, пройдя через отверстие, 
попадает в зрачок. Сделав естествен- 
ные предположения о силе света ис- 
точника, освещающего отверстие, и 
зная пороговую чувствительность гла- 
за, оценим размеры отверстия, кото- 
рое еще можно увидеть. 

Экспериментально установлено, что 
в условиях непрерывного освещения 
величина энергетического потока, со- 
ответствующего зрительному порогу 
хорошо адаптированного (привыкше- 
го к темноте) глаза, составляет при- 
мерно 5-10`'’ Дж/с. Электрическая 
лампочка преобразует в световую 
энергию, воспринимаемую глазом, 
примерно 2 % подводимой к ней элек- 
троэнергии. Следовательно, лампа 
мощностью 40 Вт — именно такие бы- 
ли наиболее распространенными в се- 
редине 20-х годов — излучает ежесе- 
кундно 0,8 Дж световой энергии. По- 
лагая, что эта энергия равномерно 
излучается во все стороны, подсчита- 
ем ту ее часть, которая проходит через 
отверстие в экране (диаметр отвер- 
стия а), находящемся на расстоянии [ 
от лампочки. Площадь такого отвер- 
стия л4?/4, а телесный угол, выделяе- 
мый им из сферы радиуса [, состав- 
ляет ла?/4Р. Отсюда для потока све- 
товой энергии, проходящего через от- 
верстие, получим величину 
5 5.10- ВЕ 
4 ‘° в 
Полагая [=0,1 м, имеем: 

Фи = 542 Вт, 
где 4 выражено в метрах. Можно счи- 
тать, что отверстие очень малого диа- 
метра в экране {исследуемой на про- 
свет фольге) излучает равномерно в 
пределах полусферы, то есть телесно- 
го угла 2л (это происходит вследствие 
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Семинар А. Ф. Иоффе по физике твердого тела. И. В. Курчатов — крайний справа в дальних рядах. 
У доски справа — академик А. Ф. Иоффе. (Ленинград, 1928 год.) 


дифракции). Тогда на расстоянии наи- 
лучшего зрения г=0,25 м на зрачок 
диаметром 4, придется поток энергии 


, ла? Г. Ре 
о = РЗ — —ЗР. 
рр ад 0,625 =. а` Вт. 
Принимая диаметр зрачка адаптиро- 
ванного глаза равным 0,005 м, для 
попадающей в него мощности нахо- 
дим: 


Ф,, =0,625_25-10`° (2 


0,625.10 ' 

—=2,5-10`' а? Вт. 
Приравнивая ее к пороговой мощно- 
сти 5.10-' Вт, получим соотношение 
для определения 4: 2,5.10`*4? = 
=5-10-", откуда 4=0,5.10—° м= 
— 0,5 мкм. 

Итак, предельный размер отвер- 
стия, которое можно заметить на про- 
свет,— 0,5 мкм. 

Интересно подсчитать давление, ко- 
торое обеспечило бы «проталкивание» 
(выдувание) воздуха через такое от- 
верстие в фольге, то есть давало бы 
картину пузырьков в сосуде, наблю- 
давшихся Курчатовым и Синельнико- 
вым (см. рисунок). 

Известно, что поверхность жидко- 
сти ведет себя подобно растянутой 
пленке (обладает поверхностным ‘на- 
тяжением). Поэтому, чтобы выдуть, 
например, мыльный пузырь, в нем нз- 
до создать избыточное давление, опре- 


деляемое формулой Лапласа: 


Ты 
Ар= Н . 
где о’=20 — удвоенный коэффици- 


ент поверхностного натяжения жид- 
кости (у пленки две поверхности), 
КН — радиус пузыря. Если поместить 
трубочку в жидкость на глубину В, 
то чтобы выдуть с ее помощью воздуш- 
ный пузырь, надо создать в нем дав- 
ление, превышающее атмосферное на 
величину, равную сумме лапласовско- 
го давления Ар и гидростатического 
давления рай. Размер пузырьков — 
порядка диаметра трубки, и если он 
мал, то лапласовское давление значи- 
тельно больше гидростатического, ко- 
торым в этом случае можно прене- 
бречь. Считая пузырь полусферой, из- 
быточное давление можно тогда найти 
по формуле 


ии (+) 


(У воздушного пузырька в жидкости 
одна поверхность). Такой же форму- 
лой можно воспользоваться, чтобы 
оценить избыточное давление, которое 
нужно создать у поверхности фольги, 
погруженной в воду, чтобы продуть 
сквозь отверстие я ней воздух. Ясно, 
что это давление будет тем меньше, 
чем меньше поверхностное натяжение 
жидкости. 

(Окончание см. на с. 50). 
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ТОСТЬ 
мость 


и непвив9й 


В. А. А 


Древние греки знали, что 


{| вличина \2 иррациональна 


и умели это доказывать. 
Если допустить, что величина \/2 
рациональна, и представить ее в виде 


6 


несократимой дроби \/2=а/Ъ, то 
28, 25а? 
ВЕ —а&а. 


Ясно, что число а делится на 9, а* — 
на4 и, значит, 5 — на 2. Так что 
а/Ь — дробь сократимая. 


Дробь а/5 = \2 не может одновре- 
менно быть сократимой и несократи- 
мой, значит, величина \2 — не дробь. 
Это качество делало \'2 нежеланным 
гостем в мире чисел, где царили гар- 
мония и порядок, простота и совер- 
шенство. 

Своим появлением \2 был обязан 
диагонали единичного квадрата и 
неудачным попыткам измерить ее 
рациональными отрезками. Неудача 
сильно беспокоила древних греков, 
вызывая брожение умов. Реальность, 
выраженная геометрическим образом, 
настойчиво стучалась в мир чистого 
и прекрасного. | 

рошло много веков, \/2 завоевал 
себе место среди чисел, став другой 
реальностью — корнем уравнения 
х'—2=0, и оказалось, что 


число -/? иррационально 


потому, что 


многочлен х’— 2 неприводим. 


О связи иррациональности и неприво- 
димости — наш рассказ. 
Неприводимость 
Многочлен 
Р(х)=а, ах... + ах” 
степени п по х с целыми коэффи- 
циентами 
Сс» @1з ---» @и; @л 5-0 
называется неприводимым, если он не 
может быть представлен в виде произ- 
ведения 
Р(х)=Г(х)-@(х} 
многочленов Ё(х) и @{х} также с це- 
лыми коэффициентами, но степеней 
менышпих, чем п. Если же подобное 
возможно, то Р(х} называется приво- 
димым. 

Например, многочлен х? - х2 + х--1 
приводим (он равен (х + 1х?) — 
проверьте!), а многочлен х?-- 1 непри- 
водим (подумайте, почему). 

Линейный двучлен а, фах дает 
простейший пример неприводимого 
многочлена. Его единственный корень 
х = — @а,/а, есть число рациональ- 
ное. Но 

среди корней неприводимого мно- 

гочлена степени п—2 не может 

быть рациональных. 


Это свойство вытекает из более об- 
щего факта: 


ТЕОРЕМА. Ёсли число а является 
корнем одновременно двух много- 
членов Р(х) и @(х} и один из них, 
скажем @ (х), неприводим, то много- 


член 4-Р(х} при некотором целом 
45-0 делится на 9 (х}: 


4-Р(х}=Г(х).9 (х}. 


Эта ТЕОРЕМА связана с именем 
прославленного немецкого математи- 
ка К. Ф. Гаусса (14177 —1855). 

Она будет доказана на с. 14), а ука- 
занное выше свойство вытекает из нее, 
поскольку линейный двучлен не мо- 
жет делиться на многочлен степен 
п 2. 

Открывается возможность получать 
много новых иррациональных чисел. 
Их следует искать среди корней не- 


приводимых многочленов. В загадоч- а 
ыного- 


ную страну неприводимых 
членов нас вводит 


Признак Эйзенштейна. Ес- 
ли для многочлена Р (х) можно укд- 
зать такое простое число р, что стар- 
ший коэффициент а, не делится на 
р, п все остальные коэффициенты 
а, делятся на р, Ё=0,1,..., п, но сво- 
бодный член ас, делясь на р, не де- 
лится на р’, то такой многочлен 
Р(х} неприводим. 


Ф. Г. М. Эйзеищтеин (1823—1852) — 
тоже немецкий математик — испытал 
немилость судьбы и равнодушие со- 
временников. Его идеи были воспри- 
няты лишь много лет спустя. 


Доказательство 


Пусть, в противоречие с утвержде- 
нием, многочлен Р(х) с указанными 
свойствами коэффициентов приводим 
и потому разлагается в произведение 

Р(х)=БЬ(х)-@ (х} 
многочленов 


\М 


Г(х)= в Ь, ХЕ... Ь,х', 

@ (х}=с-фех-... сих” 
также с целыми коэффициентами. Их 
старшие коэффициенты $; и с„, отлич- 
ны от нуля, и будем считать для опре- 
деленности, что т > Г 1. Собирая ко- 
эффициенты при одинаковых степе- 
нях х в произведении Г, (х) @ (х} и срав- 
нивая изафхоэффициен?йми многочле- 
на Р(х}, учаем 


[и ‚= 6, С +6, Е 
а, = вс, + вс, +в С 


д 6.6,+ 6,6, М т 


Ед, = вс. +6. С. Ум 


: а. 9% 


й. 
# 


„= веС» и; $ 


71339 
я = 

*. 9 “ 

Е 4 


В первом из написанных равенств 
свободный член а, делится на р; зна- 
чит, или 6, или со делится на р; 
они не могут делиться на р одновре- 
менно, ибо а, = су не делится на р’. 

Пусть ВБ, делится на р, а с, не делит- 
ся. Тогда переходим ко второму равен- 
ству: а, делится нар, 6.с, делится на р; 
значит, Вс, также делится на ри 6, 
делится на р... 

..И так идем до {1-го равенства 
{при х’: а: делится на р, все Ь,, ..., 6-1 
делятся на р; тогда Б,со делится на р 
и, значит, 6, делится на р. 

А теперь переносимся п последнее 
равенство: значит, старший коэффи- 
циент а, = с. делится на р, что невоз- 
можно по условию признака. 

Если же в первом равенстве су де- 
лится на р, а 5. не делится, то, начав 
все сначала, идем до п -! 1-го равенст- 
ва (при х”), а затем опять переносим- 
ся в последнее. 

Значит, разложение Р(х}=Ё(х)Ж 
х@ (х) невозможно, н многочлен Р(х} 
еприводим. Признак установлен, а 
нас уже ждут 


Иррациональные радикалы 


Многочлен х?— 2 неприводим по при- 
знаку Эйзенштейна (возьмите р=2). 


и 


Вместе с \/2 мы получим новые ирра- 
циональные числа 

Ур, 
где р — любое простое, а п=2, 3, ... 
Каждое такое число есть корень мно- 
гочлена 

Р(х)=х"— р, 

который неприводим по признаку 
Эйзенштейна. Число 


те 


\2Р:.--Рь 
иррационально, если р,, ..., р» — раз- 
личные простые числа. Это число есть 
корень неприводимого многочлена 


Р(х)=х”-р,...-рь. 
К латин можно до- 
: .“ 


ея ] 


при любых натуральных а, 6, ... (По- 
пробуйте сами построить многочлены 
для этих монстров и доказать их не- 
приводимость.)} 

Рассмотренные примеры иллюстри- 
руют действие признака Эйзенштей- 
на. Однако в них мы еще недалеко 
ушли от древних греков. Иррацио- 
нальность последнего выражения лег- 
ко может быть доказана последова- 
тельным возведением в степени 
т, ..., пи таким же рассуждением, 
как при доказательстве иррациональ- 
ности числа \/2. Более внушительно 
выглядит сумма радикалов 


Ви". 


Если все дроби т, /п,, --. т/Пь 
т, ть 


правильные и различные, то указан- 
ная сумма представляет собой ирра- 
циональное число. Действительно, 
предположим противное: пусть эта 
сумма равна а/Б. Обозначим М№= 
—п,...П». Тогда число “р есть корень 
многочлена с целыми коэффициен- 
тами Е пах 


где В—=6-6,...5ь. Степень этого много- 
члена меньше № По ТЕОРЕМЕ он 
должен делиться на неприводимый 
многочлен х”— р степени №, что не- 
возможно. 

Это занятие можно с успехом про- 
должить и дальше (например, комби- 
нируя последний пример с предпо- 
следним). Успех окрыляет и рождает 
иллюзии. Может показаться, что, на- 
громождая радикалы друг на друга и 
применяя четыре арифметических 
действия к целым числам а, В, ..., мы 
всегда без особых хлопот будем полу- 
чать новые иррациональные числа... 
От иллюзий в математике хорошо по- 
могают «частные случаи». Одним из 
них является задача об иррациональ- 


ности радикала “/а”-+6” при любых 
натуральных а, 6 и п>3, равно- 
сильная звеликой теореме Ферма»: 
Уравнение а" Ь”==" неразрешимо 
в натуральных а, Ь, с при п>3. 
Эту задачу оставил в наследство по- 


‚ томкам П. Ферма — французский ма- 


тематик ХУП века. С тех пор, вот уже 
триста с лишним лет, ее безуспешно 
пытаются решить лучшие (и худшие) 
математики всего мира. Привлекая 
своей + доступностью», она стала пред- 
метом внимания и многих любителей 
математики, поглотив, подобно болот- 
ной трясине, не одну наивную необу- 
ченную дущу. 

В 1908 году немецкий богач 
НП. Вольфскель предложил крупную 
денежную премию за доказательство 
«великой теоремы». С тех пор, все 
время нарастая, идет лавина ошибоч- 
ных ‹решенийь. И даже девальвация 
марки в 30-х годах, сильно обесценив- 
шая эту премию, не остановила это 
«творчество». 

Вывод очевиден — массовое произ- 
водство иррациональных радикалов 
представляется перспективным, но в 
то же время дьявольски опасным де- 
лом. 


Вариации 


Признак Эйзенштейна далеко не всег- 
да решает вопрос о неприводимости 
многочлена Р(х), ибо он требует, что- 
бы все коэффициенты а, @,, ..., аа 
кроме старшего а., имели общий про- 
стой делитель р. Существует много 
многочленов, как, например, 


О И 
не имеющих такого делителя. Тем не 


менее и здесь признак Эйзенштейна 
нельзя считать исчерпанным — сле- 
дует только зрасшевелить» Р{х}, ме- 
няя переменную х. 
Вопрос о неприводимости много- 
члена 
Р(х)=х +1 
сводится к признаку Эйзенштейна сле- 
дующим образом. Если бы Р(х) был 
приводим, то и Р(х4{+ И был бы при- 
водим. Но Р/х-+1=х?42х42 
неприводим по признаку Эйзенштей- 
на при р=2. Многочлены х’-+1, 
х-+х’+1 неприводимы по той же 
причине. Аналогичное преобразова- 
ние решает вопрос в неприводимости 
многочлена 
Рих) = хх"*+.+1, 
называемого многочленом +деления 
круга». 
Многочлен Р(х) приводим, если 
п=р+Е — составное число, так как 
ПИ зая ОИ ие СИИ 
= х—1 — 
— б-р. 4-1) _ 
х—1 


(ххх 


Ж (7-х 6-9... 1), 
и неприводим, если п=р — простое 
число. 

Действительно, если бы Р(х) был 
приводим в этом случае, то и 
Р(х- 1} был бы при 

ОД—— 


®дим. Но 


И (2+1)-1 
= СухР?+..+ С 


ч) т 
Все коэффициенты‘), кроме старшего, 
делятся на р, ибо 
С" = р(р— 1)... (Е<р), 
Г 
числитель делится на р, а знаменатель 
не делится. Кроме того, свободный 
член равен С} `=ри не делится на р". 
Тогда, согласно признаку Эйзенштей- 
на, Р(х--1} неприводим, а значит, 
неприводим и Р(х). 
Из доказанной неприводимости 
Р (х) следует, что среди корней уравне- 
ния деления круга 


*} Мы пользуемся бнномиальными коэффициен- 


твми С, и формулой бинома Ньютона — см. 
«Квант», 1986, № 1, с 23. 


хех? +...+1=0 
при любом простом р>3 не может 
быть рациональных. 

Можно доказать, что уравнение де- 
ления круга не имеет и действительных 
корней — все они комплексные чис- 
ла, — и задать более трудный вопрос: 
когда эти корни зне слишком ирра- 
циональны», то есть когда они пред- 
ставимы квадратичными ради- 
калами (это значит, что их можно по- 
лучить, применяя к целым числам че- 
тыре арифметических действия и опе- 
рацию извлечения квадратных 
корней)? Этот вопрос, в сущности, ин- 
тересовал еще древнегреческих мате- 
матиков, так как он равносилен такой 
задаче на построение: при каких р 
можно построить правильный р-уголь- 
ник циркулем и линейкой? 

В юности Гаусс справился с этой за- 
дачей и доказал*), что корни уравне- 
ния деления круга выражаются квад- 
ратными радикалами тогда (и голько 
тогда *”)), когда р есть простое число 
Ферма, р=3, 5, 11. 251, .... 2-41... 
Гаусс очень гордился своим откры- 
тием и даже «выразил желание, что- 
бы в памятнике на его могиле был уве- 
ковечен семнадцатиугольник». 

К другим, более скромным достиже- 
ниям Гаусса относится 


Лемма о примитивных многочленах 


Эта лемма поможет нам дать обещан- 
ное доказательство теоремы. Много- 
член 
Л Рих)=а-ах-+...фа,х“ 
зывается примитивным, если его 
коэффициенты ах, а,, .... а, не имеют 
общих простых делителей. 
Лемма Гаусса утверждает, что 


Произведение двух примитивных 


многочленов есть снова примитив- 
ный многочлен. 


Эта лемма используется во многих 
теоремах теории чисел и алгебры. Чи- 
Ттатель, прошедший доказательство 
признака Эйзенштейна (на с. 7), лег- 
ко освоит и доказательство, при- 
веденное ниже, ибо они имеют между 
собой много общего. 

к Подробностн этого события отражены 
С. Г. Гиндикииым в *Рассказах о физиках и мате- 


матиках» (М.: Наука, 1981.— Серия Библ. «Кванте. 
вып. 14). 

`! Эта часть утверждения доказана П. Л. Ваи 
целем (1814—1848) — репетитором Политехниче 
ской школы в Париже. 


Допустим противное, что произведение при- 

митивных многочленов 
Г (х)= 5. + |7 {®-..- НЫ, 
ху = сое х +... е-х” 
есть многочлен 
Рих} =. а, х-+... Вах“, 
не являющийся примитивным. Пусть тогда р — 
один из простых делителей его коэффициентов. 
Пусть В, — самый млвдший коэффициент 
1х не делящийся на р, О: [Г ас, — самый 
младший коэффициент © (х}, не делящийся на р, 
0=)= т. Такие коэффициенты обязательно 
найдутся, иначе 2 (х} и @(х;} не были бы при- 
митивными. Коэффициент при х”' в произ- 
ведении 
4х) @ (х) 
имеет вид 
НВ, 1+1 -+ 4+1, -, +... 

и не делится на р, так как все слагаемые этой 
суммы, кроме одного Бе, делятся на р. С другой 
стороны, эта сумма равиа а, ;, — коэффициен- 
ту многочлена Р(х) и должна делиться на р. 
Полученное противоречие доказывает лемму. 


И наконец, 
Доказательство ТЕОРЕМЫ, 


которая утверждает, что любой много- 
член Р(х), имеющий общий корень с 
с неприводимым многочленом © (х), 
делится на него после умножения на 
некоторое целое 4520. 

Разделим многочлен Р(х) на @ (х) 
«с остатком»: 


__ ах" + .„.Н ао ых”... Е со 
а 


В результате получим, что 
Р(х)= Г (х).@ (х) + В, (х). 
Частное 2, (х =7 ии, 


Об 
будут многочленами от х с коэффи- 
циентами — рациональными чис- 
лами. 

Если Р(х} разделится на @{х)} без 
остатка: В, =0, то все уже доказано, 
ибо тогда 


Р(х)= 1, (х)- 9 (х)= 1 Е(х)-@ (2), 


где 4 — общий знаменатель коэффи- 
циентов многочлена Г, (Х). 

Если же В, (х)5Е0, то его степень 
по х будет строго меньше степени де- 
лителя @ (х), а число а, будучи одно- 
временно корнем Р (х) и © (х), является 
также корнем многочлена В, (х): 


В, (&)=Р(а)—Ё (<). © (&)=0. 
Разделив @(х)} на В, (х), получим в 
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и остаток 


остатке новый многочлен В. (х) с ана- 
логичным свойством. Его степень бу- 
дет строго меньше степени АД, (х), а 
значит, и степени © (х). 

Последовательно деля @ (х) на полу- 
чающиеся остатки В, (х), ВН.(х), ... 
.., В+ (х), придем либо к противо- 
речию: 

В, (х)==с3-0, 

и а не может быть корнем К, (х), либо 
к тому, что @ (х) разделится на В, (х) 
без остатка: 9 (>) =Ёь (Хх. В, (х. 
Приводя рациональные коэффициен- 
ты многочленов Г» (х), В; {х) к общему 
знаменателю и вынося за скобки об- 
щие делители числителей, перепишем 
это равенство в виде 


9%) =+ (<) Вх), 


где а/ь — несократимая дробь, а 
Г(х), В(х) — примитивные много- 
члены. 


Остается показать, что числовой ко- 
эффициент а/Ь в последнем разложе- 
нии есть целое число, то есть что 
$ — +1. Допустим противное, и пусть 
р — простой делитель числа 6. Тогда 
из равенства 

Ь@ (х) = Е (х) В (х)] 

видим, что все коэффициенты правой 
части делятся на р; а не может де- 
литься на р — в противном случае 
дробь а/б сократима. Значит, на р 
делятся все коэффициенты многочле- 
на Ё(х) В (х), что невозможно по лем- 
ме Гаусса. 

Значит, многочлен 

@ (х) =[-аЁ (х}] -ЕВ (х) 
приводим, что противоречит условию 
ТЕОРЕМЫ и тем самым полностью 
ее доказывает. 

Данно канули п небытие древние 
греки. Миновала средневековая нераз- 
бериха. Уходил и Х век, классиче- 
ский век мате Кики. За ним надви- 
гался наш ве 7 век ХХ-и.. 


44$:.- 


му 4. 
<> 
ыы 


Информация 


Библиотечка 
«Квант» 


В этом году в Библиотечке 
*Кваит» — серии научно- 
популярных книг для 
школьников — выходит из 
печати пятидесятый вы- 
пуск — сборник «Занима- 
тельно о физике и мате- 
матикее под редакцией 
профессора Л.-Г. Аслама- 
зова. В этот сборник вошли 
лучшие статьи и задачи, 
опубликованные в разные 
годы в журнале «Квант» 
‚под рубрикой «Кванть для 
младших школьников.ь. 
Библиотечка «Квант» 
издается Главной редак- 
цией физико-математиче- 
ской литературы издатель- 
ства «Наука» с 1980 года. 
Книги серии рассказыва- 
ют о том, как много инте- 
ресного таят в себе физика 
и математика, знакомят 
читателя гс проблемами 
современной науки, спо- 
собствуют развитию твор- 
ческого мышления и при- 
влечению школьников к 
серьезным  самостоятель- 
ным занятиям. Среди авто- 
ров книг — известные 
ученые, активно работаю- 
щие в самых разных об- 
ластях физнки, математи- 
ки и смежных наук. 
Отметим, что книги Биб- 
лиотечки пользуются боль- 
шой популярностью не 
только у школьников — 
их с интересом читают 
студенты, преподаватели, 
все, кто интересуется фи- 
зикой и математикой. На- 
деемся, что познакомив- 
шись Сс  Библиотечкой 
«Кваить в школе, вы буде- 
те возвращаться к ней и в 
вашей дальнейшей учебе. 
Кстати, некоторые выпу- 
ски используются в вузах 
в качестве пособий при 
изучении специальных 
разделов физики и мате- 
матики. В качестве при- 
мера назовем книги 
А. Л. Эфроса «Физнка и 


геометрия беспорядка», 
М. Н. Аршинова и Л. Е. Са- 
довского «Коды и матема- 
тика», М. Е. Левинштей- 
на и Г. С. Симина +Зна- 
комство с полупроводни- 
камие. 

В 1987 году издательст- 
во «Наука» планирует вы- 
пустить в Библиотечке 
*«Кванть девять книг. 

Почему петляют реки и 
как они размывают бере- 
га? Отчего звучит скри- 
пичная струна? Как сверх- 
проводимость помогает 
расшифровать магнитное 
поле мозга и сердца? Как 
распространяется звук в 
океане? Об этом и еще о 
многих других интерес- 
ных физических явлениях 
вы сможете узнать, про- 
читав книгу Л. Г. Аслама- 
зова и А. А. Варламова 
«Удивительная физика». 

Книга М. Б. Балка и 
В. Г. Болтянского «Гео- 
метрия масс» на приме- 
рах трех сотен задач рас- 
сказывает об оригиналь- 
ном способе доказательст- 
ва геометрических теорем. 
Он основан на аналогии 
между некоторыми геомет- 
рическими объектами и 
понятиями физической ме- 
ханики. 

В сборник «Задачи Мос- 
ковских физических олим- 
пиад» (под редакцией кан- 
дидата физико-математи- 
ческих наук С. С. Кротова} 
войдут наиболее интерес- 
ные и оригинальиые зада- 
чи (и их решения) Москов- 
ских городских олимпиад 
за последние пятнадцать 
лет. Сборник будет инте- 
ресен всем, кто любит за- 
дачи +с изюминкойе, ока- 
жется полезным при под- 
готовке к конкурсным эк- 
заменам в вузы. 

Книга М. Е. Левинштей- 
на и Г. С. Симина «Барь- 
еры (от кристалла до ин- 
тегральной схемы)» по- 
пулярно расскажет о полу- 
проводниковых приборах, 
их устройстве и техноло- 
гии изготовления, о совре- 
менной полупроводнико- 
вой электронике. Этот вы- 
пуск будет продолжением 
книги тех же авторов 
«Знакомство с нолупро- 
водниками» (выпуск 33). 


-священа книга Г. 


Проблемам современ- 
ной волновой оптики по- 
Р. Лок- 
шина, С. М. Козела н 
В. Е. Белонучкина «Экс- 
курсия в волновую опти- 
ку». В книге пойдет речь 
с когерентности и об уни- 
кальных свойствах лазер- 
ного излучения, о дифрак- 
ции, о пределах, которые 
ставит волновая природа 
света, о возможностях вол- 
новой оптики. 

Понятие времени — од- 
но из самых фундамен- 
тальных в физике. В про- 
стой и наглядной форме 
расскажет о развитии на- 
ших представлений о вре- 
мени книга А. Д. Черни- 
на «Физика времени». 
В ней излагаются важней- 
шие вопросы, связанные с 
природой времени как фи- 
зического понятия, с про- 
шлым и будущим Вселен- 
ной. : 

Многие книги Библио- 
течки уже стали библио- 
графической редкостью, а 
сегодняшним старше- 
классникам они наверняка 
были бы интересны и 
полезны. Именно поэтому 
в 1987 году планиру- 
ется переиздать книги 
М. Д. Франк-Каменецкого 
«Самая главная молеку- 
ла» и Я. А. ”Смородин- 
ского «Температура». 

Вторым изданием в Биб- 
лиотечке выйдет книга из- 
вестного — американского 
физика-теоретика Р. Фейн- 
мана *Характер физиче- 
скнх законов», в которой 
автор рассказывает о фун- 
даментальных законах 
природы, о том, как их от- 
крывают, каковы их 0со- 
бенности. (А-в самом на- 
чале 1988 года в Библио- 
течке планируется выпуск 
новой Жниги Р. Фейнмана 
*«КЭД (квантовая электро- 
динамика) — странная 
теория света и вещества».) 

`Тем, кто хочет попол- 
нить свою библиотеку но- 
выми выпусками Библио- 
течки «Квант», советуем 
заранее оформить заказы 
на них в книжных ма- 
газинах. 


А. Б. 
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Как делают 
алмазы 


Кандидат физико-математических наук 
Ф. Ф. ВОРОНОВ 


А дмазы.— Кончится тем, что их будут из- 
готовлять! 
— И подумать только, что это не что иное, 
как уголь! 


Г. Флобер. Лексикон прописных истин 


Алмаз с незапамятных времен при- 
влекал внимание людей красотой 
своих прозрачных кристаллов, ярким 
блеском и своей исключительной 
твердостью. Крупные алмазы укра- 
шали священные статуи, скипетры 
царей, оружие вельмож. Им давали 
имена, их покупали за баснословные 
деньги, похищали, пускали в ход для 
разрешения государственных конф- 
ликтов. 

С давних лет человек стремился 
получить алмаз в лаборатории. Ал- 
химики растирали, прокаливали на 
«двойном жару» смеси из серы, ртути 
и других веществ — но безрезуль- 
татно. 
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Лишь после того как в 16—17 ве- 
ках на смену алхимии пришла прак- 
тическая химия с ее количественны- 
ми методами исследований, ученые 
поняли природу алмаза. 

В 1197 году англичанин С. Теннант 
установил, что алмаз, сгорая в кисло- 
роде, полностью переходит в углекис- 
лый газ. Из этого следовало, что ал- 
маз состоит из атомов углерода. Ста- 
ло ясно: чтобы получить алмаз, надо 
исходить из графита или других со- 
держащих углерод веществ. 

Но как заставить атомы углерода 
образовать кристалл алмаза? Какие 
для этого нужны условия? 

Ученые знали, что алмаз, устойчи- 
вый при обычных температурах, при 
нагревании без доступа воздуха пере- 
ходит в графит. Это наводило на 
мысль, что и обратное превращение 
надо искать при высоких температу- 
рах. Но как вызвать это превраще- 
ние, как заставить графит перейти 
в алмаз? 

Из сравнения плотности угля (1,3 Ж 
Хх 10° кг/м3), графита (2,2 . 103 кг/м?) 
и алмаза (3,5 + 10° кг/м?) следовало, 
что для получения алмаза уголь и 
графит надо уплотнить, сжать — при- 
менить высокое давление. 


Итак, высокне давления и высокие 
температуры — вот что может при- 
нести успех! 

К такому же выводу можно было 


прийти, рассматривая условия обра- 


зования алмазов в природе. 

Действительно, изучение алмазных 
месторождений показывает, что об- 
разование алмазов происходило, по- 
видимому, глубоко в недрах Земли, 
в условиях высоких давлений и тем- 
ператур. Подземными взрывами ал- 
мазы вместе с окружающей их поро- 
дой были выброшены по трубчатым 
прорывам на земную поверхность. 

Давно было замечено, что в метео- 
ритах, состоящих из железа, часто 
встречаются вкрапления графита. Но 
совершенно неожиданно в 1882 году 
алмазы были найдены в железном 
метеорите, упавшем в Венгрии, а позд- 
нее, в 1891 году, алмазы обнаружили 
в огромном метеорите, упавшем в 
Аризоне (США). 

Считалось, что метеориты представ- 
ляют собой обломки застывшей ‘маг- 
мы, выброшенной из вулканов пла- 
нет. При остывании давление внутри 
метеоритов повышалось, и возникали 
условия, в которых могли образо- 
ваться алмазы. 


В 1893 году французский химик 
А. Муассан решил повторить в лабо- 
ратории естественный процесс обра- 
зования алмазов в метеоритах 
быстро охладить расплавленное же- 
лезо, содержащее углерод. 

В этот период Муассан изучал хи- 
мические реакции, проходящие при 
очень высоких температурах, кото- 
рые он получал с помощью вольтовой 
дуги в особой электрической печи. 
Устройство печи показано на рисун- 
ке 1. В куске негашеной извести 
А было сделано углубление для 
тигля п; над тиглем находились два 
угольных электрода С и ШО. Все это 
закрывалось крышкой В из куска из- 
вести. Когда угли подключали к ис- 
точнику тока, между ними загоралась 


Рис. 1. Эдектрическая печь Муассана. 
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Рис. 2. Алмазы. полученные Муассаном (за- 


рисовка}. 1—4 — алмазы черного цвета; 
5,6 — желтоватые алмазы; Т — бесцветный, 
чистой воды; 8, 9 — бесцветные с черными 


точками; 10, 11 — бесцветные; 12 — ноздре- 
ватый, похожий на бразильские алмазы: 
13 — алмаз правильной формы. 


вольтова дуга и нагревала тигель и 
помещенные в него вещества до очень 
высокой температуры. 

Муассан решил использовать свою 
высокотемпературную печь для полу- 
чения алмазов. Он проделал в дне 
печи отверстие и под ним поставил 
сосуд с водой. В печи железо расплав- 
лялось, насыщалось углеродом, и ка- 
пельки этого насыщенного углеродом 
расплавленного железа падали в хо- 
лодную воду. Внешние слои капельки 
быстро охлаждались и, сжимаясь, 
оказывали огромное давление на на- 
ходящееся внутри и еще не успевшее 
остыть железо. Получавииеся желез- 
ные шарики растворялись в кислотах. 
Внутри шариков были найдены ма- 
ленькие кристаплики более или менее 
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правильной формы размером до 0,5— 
0,7 мм (рисунок 2). Эти кристаллики 
были очень твердые, и химический 


анализ — сжигание в кислороде — 
показал, что они состоят из чистого 
углерода. 


Четыре кристаллика были черного 
цвета, два желтоватых, остальные 
бесцветные. Три кристаллика с чер- 
ными точками очень напоминали бряа- 
зильские алмазы. Один был исклю- 
чительно правильной формы. Крис- 
талл самой «чистой водыь Муассан 
назвал «регентом». 

Получение алмазов в лаборатории 
вызвало мировую сенсацию. Однако 
многочисленные попытки других уче- 
ных повторить опыты Муассана ока- 
зались безрезультатными. Только не- 
мецкому профессору Руффу удалось 
получить маленький кристаллик раз- 
мером 0,05 мм, который по удельному 
весу, свечению в ультрафиолетовых 
лучах и горению в кислороде был 
признан алмазом. 

Известны имена и других ученых, 
занимавшихся — +алмазотворениемь». 
Н. В. Каразин в России (1823 г.), Ка- 
ньяр-Латур и Ганналем во Франции 
{1829 г.) «жжением угля» получили 
кристаллы, похожие на алмазы, но 
они оказались карбидами — соеди- 
нениями металлов с углеродом. В Рос- 
сии К. Д. Хрущев (1893 г.) пытался 
получить алмазы кристаллизацией 
углерода из расплава серебра при ат- 
мосферном давлении, и также полу- 
чил прозрачные кристаллы карбидов. 

Все это были поиски вслепую. 

Впервые условия образования алма- 
зов были определены в работах со- 
ветского физика О. И. Лейпунского, 
который в 1931 году рассчитал дав- 
ления и температуры, необходимые 
для превращения графит-+алмаз. 

Комментируя свои расчеты, 
О. И. Лейпунский писал: «Во-первых, 
надо нагреть графит не меньше, чем 
до 2000 градусов, чтобы атомы угле- 
рода могли переходить с места на мес- 
то. Во-вторых, его надо при этом 
сжать чудовищным давлением, не 
меньше чем 60 тысяч атмосфер 
[=6 ГПа]. Тогда он обязательно пе-. 
рейдет в алмаз, подобно тому, как 
камень, подброшенный рукой, обяза- 
тельно поднимется с земли в воздух». 

Рассчитанная О. И. Лейпунским. 
кривая равновесия между графитом 
и алмазом изображена на рисунке 3. 
По оси абсцисс отложено давление в 
ГПа, по оси ординат — температура в 


градусах Кельвина. Поле, лежащее 
справа от кривой равновесия и охва- 
тывающее область высоких давлений, 
соответствует условиям стабильности 
алмаза. Поле слева от кривой соответ- 
ствует условиям стабильности гра- 
фита. Это значит, что если процесс 
выделения углерода (например, в ре- 
зультате химической реакции или 
осаждения из раствора) происходит 
при температуре и давлении, соот- 
ветствующих правому полю (напри- 
мер, точке р,, Т,), то углерод будет об- 
разовывать кристаллы алмазов; если 
риТ соответствуют левому полю (на- 
пример, точке р., Т.) — образуются 
кристаллы графита. При давлениях 
и температурах, соответствующих 
точкам кривой равновесия, углерод 
будет выделяться в виде алмаза и гра- 
фита одновременно. Алмаз, находя- 
щийся в условиях стабильности гра- 
фита (левое поле), превращается в 
графит, а графит, помещенный в ус- 
ловиях стабильности алмаза (правое 
поле), переходит в алмаз. Однако эти 
превражения при комнатной темпе- 
ратуре протекают очень медленно. 
Поэтому в обычных условиях алма- 
зы существуют миллионы лет. При 
нагревании скорость превращения 
увеличивается. При температуре 
1800 К и атмосферном давлении ал- 
маз чернеет и быстро превращается 
в графит. Температуру 1800 К назы- 
вают температурой графитизации ал- 
маза. Прямое превращение графита 
в алмаз при комнатной температуре 
осуществить не удалось, даже подвер- 
гая графит чудовищным давлениям 
в 40 ГПа. Причина неудачи — необы- 
чайно малая скорость превращения 
при комнатной температуре. Для по- 
лучения заметных количеств алмаза 
в этих условиях процесс должен про- 
текать миллионы лет. Лишь при тем- 
пературе 3000 К и давлении 12 ГПа 
удалось получить из графита проз- 
рачные бесцветные кристаллики ал- 
маза. 

Обеспечить условия прямого пере- 
хода графит>алмаз необычайно 
трудно, поэтому для производства 
алмазов используют иные процес- 
сы — например, выделение углерода 
из раствора в жидком металле (на- 
пример, железе), требующее не столь 
высоких давлений и температур. Но- 
нятно, что в этом случае рабочая об- 
ласть (значения Т и р) должна одно- 
временно быть областью стабильного 


Рис. 3. Кривая равнозесия графит — алмаз, 
рассчитанная О. И. Лейпунским, и расположе- 
ние атомов углерода в алмазе и графите. 
В кристалле алмаза каждый атом углерода 
соединен прочными ковалентными связями г 
четырьмя соседними отомами, одинаково распо- 
ложеннымь в пространстве. Этим объясняется 
высокая твердость алмаза. 

В кристалле графита каждый атом углерода 
соединен тремя ковалентными связями с тремя 
соседними атомами, лежащими в том же слое. 
Большие расстояния и слабая связь между 
слоями обуславливают «низкие» механические 
свойства графита. 


алмаза и областью существования 
жидкого железа. Чтобы определить 
эту область, проведем на рисунке 3 
кривую зависимости температуры 
плавления железа от давления (си- 
няя линия). Как видно из графика, 
углерод будет выделяться из расплав- 
ленного железа в виде алмазов при 
давлениях р? 6 ГПа. (Если в опытах 
Муассана в остывающей капле желе- 
за возникало давление больше 6 ГПа, 
то он мог получить алмазы! Мы про- 
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Рис. 4. Кубический аппарат высокого давления. 


верим это предположение в конц 
статьи.) | 

Создать столь высокие давления в 
сочетании с высокими температурами 
оказалось трудной задачей. Попытки 
американского ученого П. Бриджме- 
на, основателя физики высоких дав- 
лений, получить алмазы в лаборато- 
рии окончились в 1940 году неуда- 
чей. Лишь в 1955 году в печати появи- 
лось сообщение о том, что группа.аме- 
риканских ученых во главе с Ф. Бан- 
ди получила первые алмазы. 

В Советском Союзе проблема полу- 
чения искусственных алмазов была 
решена в 1960 году коллективом со- 
трудников Института физики высо- 
ких давлений АН СССР, возглавляе- 
мым академиком Л. Ф. Верещагиным. 


В 1961 году были получены 2000 ка-` 


ратов (1 карат==2 . 10`* кг) алмазов, 
а сейчас наша промышленность про- 
изводит сотни тысяч каратов алма- 
зов в год. 

Для промышленного получения ис- 
кусственных алмазов была разрабо- 
тана специальная аппаратура. Преж- 
де чем познакомиться с принципами 
се работы, поговорим о способах со- 
здания высоких давлений. 

Давайте мысленно проделаем сле- 
дующий эксперимент. В толстостен- 
ный стальной стакан с внутренним 
диаметром 10 см нальем воду и вста- 
вим поршень с уплотнением. Вдвигая 
поршень в стакан, будем сжимать во- 
ду. Чтобы уменьшить ее объем на 
18 %, нам придется приложить к 
поршню огромную силу — 7,8 МН! 
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При этом в воде давление будет равно 
1 ГПа, что в 10 000 раз больше атмо- 
сферного. При таком давлении и ком- 
натной температуре вода затвердеет. 
В интервале давлений 1—2 ГПа твер- 
деют практически все жидкости и на- 
чинают разрушаться стальные порш- 
ни, так как механические напряже- 
ния в них превосходят предел проч- 
ности стали. 

Более высокие давления можно 
получить, сжимая твердые тела. 

Приложим к двум противополож- 
ным граням кубика из твердого ве- 
щества сжимающие силы. Тогда внут- 
ри кубика, в сечении, перпендикуляр- 
ном приложенным силам, разовъется 
механическое напряжение с=Р/5, 
где Р — величина силы, $ — площадь 
сечения кубика. Когда это напряже- 
ние превысит предел прочности на 
сжатие материала кубика — он раз-. 
рушается. Но если на каждую пару 
противоположных граней кубика дей- 
ствовать одновременно строго одина- 
ковыми сжимающими силами, то 
в кубике в трех взаимно перпенди- 
кулярных сечениях будут возникать 
одинаковые напряжения о,, о,, с., 
и даже при самых высоких сжимаю- 
щих усилиях кубик не разрушится. 
Такое равномерное сжатие создает во 
внутренних областях кубика всесто- 
роннее давление р=о, —=06.2=0.. 

На этом принципе работает куби- 
ческий аппарат высоких давлений, 
изображенный на рисунке 4. Шесть 
особой формы деталей, называемых 
пуансонами, сводятся одновременно 
к центру по трем взаимно перпенди- 
кулярным направлениям. Пуансоны 
сжимают контейнер — кубик из пла- 
стического материала, помещенный 
в центре аппарата. Сведение пуан- 
сонов производится с помощью шести 
поршней гидравлического пресса. 
Пресс отрегулирован таким образом, 
что силы, действующие на разные гра- 
ни кубика, всегда равны, и в кубике 
создается всестороннее давление. 

Часто применяют более простые ап- 
параты, состоящие из двух пуансонов 
с лунками, которые сжимают контей- 
нер, имеющий форму чечевицы (рису- 
нок 5). 

Самый мощный гидравлический 
пресс для научных исследований, раз- 


‘вивающий усилие до 500 МН, имеет 


высоту многоэтажного дома. Он ис- 
пользустся для создания высоких 
давлений в аппаратах большого объ- 


ема. Большая часть пресса располо- 
жена под землей, а над уровнем пола 
возвышается лишь верхняя часть 
пресса с рабочим пространством, в ко 
торое помещают аппараты высоко 
давления. В этом пространстве мож 
свободно разгуливать человек. 

Материалом для пуансонов, кото- 
рые должны выдерживать огромные 
сжимающие напряжения, служит 
карбид вольфрама, `сцементирован- 
ный кобальтом. Этот сверхтвердый 
сплав много прочнее стали. 

Контейнеры изготавливают из гли- 
нистого минерала пирофиллита или 
других подобных ему материалов. 
Пирофиллит — плохой проводник 
тепла и электричества. Это позволяет 
получать в контейнере высокие тем- 
пературы, используя для нагрева 
электрический ток. 

В контейнер помещают графит и 
металл-катализатор (железо, никель 
или их сплавы) и сжимают его между 
пуансонами. Когда достигнуто необ- 
ходимое давление (р»б6 ГПа), через 
пуансоны пропускают электрический 
ток, который нагревает содержимое 
контейнера до высокой температуры. 
Таким образом создаются условия, 
соответствующие р — Т-области об- 
разования алмаза. 

За процессом следят по силе тока, 
протекающего через аппарат. Алмаз 
не электропроводен, и его образова- 
ние вызывает увеличение электросо- 
противления содержимого контейне- 
ра и, соответственно, уменьшение то- 
ка через аппарат. После окончания 
процесса выключают нагрев, дают 
контейнеру охладиться, снимают дав- 
ление и извлекают контейнер из ап- 
парата. 

Полученные алмазы — кристалли- 
ки размером от долей миллиметра до 
1—2 миллиметров — отмывают в кис- 
лотах от частичек металла и графита, 
сортируют и отправляют на изготов- 
ление алмазного инструмента. 

Ученые разработали и другие спо- 
собы получения алмазов и изделий 
из них. Если процесс вести в присут- 
ствии катализатора (ускорителя) при 
более высоких давлениях, то обра- 
зуется огромное количество мельчай- 
ших кристаллов алмаза одновремен- 
но, которые срастаются в прочный 
поликристаллический блок больших 
размеров черного цвета — карбона- 
до. Карбонадо обладают большей 
прочностью и более стойки к ударам, 


чем обычные алмазы. 
2 Квант № 10 


Рис. 5. Аппарат типа «чечевица». 


Поликристаллические алмазы мож- 
но получать любой желаемой формы 
и таким образом избежать трудоем- 
ких операций обработки алмазных 
блоков. Для этого заготовке из угле- 
родсодержащего материала придают 
с учетом усадки необходимую форму, 
помещают в трубочку-нагреватель, 
засыпают порошкообразным катали- 
затором ни помещают сборку в контей- 
нер. После образования поликристал- 
лических алмазов из контейнера вы- 
нимают готовое алмазное изделие 
заданной формы — например, в виде 
резца. Осталось заточить у него ре- 
жущую кромку, закрепить в держате- 
ле и поставить на станок. Алмазные 
резцы в сотни раз более стойки, чем 
обычные. Ими обрабатывают твердые 
сплавы, металлы, пластмассы. Ал- 
мазные резцы работают на огромных 
скоростях и дают высокую чистоту 
обрабатываемой поверхности. 

Из кристаллов алмаза, спеченных 
с металлической связкой, делают пи- 
лы и шлифовальные круги для резки 
и обработки твердых металлов, гра- 
фита, камней. 

Алмазные коронки и долота приме- 
няются при бурении скважин в гор- 
ных породах. При этом скорость бу- 
рения возрастает больше чем в два 
раза, а стоимость работ снижается 
на 40—60 %. 

Невозможно перечислить все про- 
фессии алмаза, ведь сейчас выпуска- 
ется более 5000 видов алмазного ин- 
струмента. Подсчитано, что каждый 
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карат алмаза сберегает народному 
хозяйству около 100 рублей, а вся эко- 
номия по стране составляет многие 
миллионы рублей в год. 

Алмаз оказался помощником уче- 
ных в исследованиях при высоких 
давлениях. В миниатюрных аппара- 
тах-наковальнях из алмазов полу- 
чают огромные давления в миллионы 
атмосфер (100 ГПа), и так как алмазы 
прозрачны для света, рентгеновских 
лучей и других видов излучения, то 
ученые могут видеть, что происходит 
при этих давлениях с веществом, ис- 
следовать его с помощью рентгенов- 
ских лучей. 

Недавно в Институте физики вы- 
соких давлений имени Л. Ф. Вереща- 
гина АН СССР были получены полу- 
проводниковые алмазы и был создан 
на их основе электронный прибор тер- 
мистор — высокочувствительный теп- 
ловой датчик. 

Так перед алмазом, сделанным ру- 
ками человека, открылось новое поле 
деятельности — мир электроники. 


Получил ли Муассан алмазы? 


Оценим, какие давления могли создаваться 
внутри остывающих капелек железа в опытах 
Муассана. Представим такую остывающую 
капельку в виде жесткой сферической обо- 
лочки — корки из твердого железа, внутри 
которой находится жидкое железо, насыщен- 
ное углеродом. 

При изменении температуры от Т, до Т. = 
=Т,-+ \Т объем оболочки изменится от У, до 


У, =У 1 - чАТь 
где = — коэффициент объемного термического 


расширения. Относительное изменение объема 
составит 


ии -= (1) 


При охлажденни (АТ<_ 0) корка-оболочка 
уменьшится в объеме и сожмет жидкую се- 
редину капли. Относительное изменение объ- 
ема жидкой капли будет АИ/У,. Определим, 
какое давление возникнет внутри жидкого 
железа при таком сжатии. 

Вспомним, что механическое напряжение, 
возникающее при растяжении образца, прямо 
пропорционально относительному удлинению: 


где коэффициент пропорциональности Е — мо- 
дуль Юнга. 
Аналогичной зависимостью связаны давле- 


ние, возникающее при всестороннем сжатии 

образца, и относительное изменение объема: 
АИ 

в = В -— 2 

р И (2) 


где коэффициент пропорциональности В на- 
зывают модулем объемной упругости. Он, так 
же как и о. имеет размерность давления. Знак 
минус показывает, что уменьшение объема 
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приёодит к увеличению давления внутри 
капли. 
Подставив (1} в (2). получим выражение 
для давления внутри остывающей капли: 
р= — ВАТ. (3) 
Проведем численную оценку этой величины. 
Корка-оболочка твердого железа, которая 
образовалась при попадании капельки в воду, 
охлаждается от температуры плавления (за- 
твердевания) железа 1811 К до температуры 
воды, которую примем равной 293 К (20 -С), 
то есть 
АТ= —1518 К=— 1,5. 10° К. 


Значение коэффициента объемного терми- 
ческого расширения примем равным 


&=35 . 10-8 К-'. 

Модуль объемиой упругости жидкого же- 
леза положим равным модулю объемной ул- 
ругости твердого железа: 

В—=168 ГПа. 
Подставив эти данные и формулу (3), по- 


лучим величину давления внутри остывающей 
капли: 


р=— ВаАТ = . 
=-(168. 35 .10-6(-—-1,5 - 10?))ГПа =-8.9  ГПа. 


Это давление в 1,5 раза больше иеобходимого 
для осаждения углерода из расилавленного 
железа п виде алмазов. 

Наша оценка, комечно, носит приблизи- 
тельный характер. Мы не учитывали, напри- 
мер, разннцы п температурах внутренних и 
внешних своев оболочки, различия в свойствах 
чистого железа и насыщенного раствора уг- 
лерода в железе; мы не учитывали уменьше- 
ния объема при затвердевании железа, а также 
прочностн н упругости оболочки, которая ие- 
сколько увеличивает свой объем под действием 
создаваемого давления, и т. п. 

Эти факторы по-разному влияют на вели- 
чину расчетного давления. Можно ожндать, 
одиако, что в сумме их учет существенно не из- 
менит результат. 

Итак, наша оценка показывает, что в опы- 
тах Муассана могли образоваться алмазы. 


Лаборатория «Кванта» 


Еще раз о ложке 
в струе воды 


Кандидат физико-математических наук 
А.Н. ЛУЗИН 


Возьмем обыкновенную глубокую тарел- 
ку, нальем в нее воду и поставим в кухон- 
ную раковину. На край тарелки положим 
легкую алюминиевую ложку, так, чтобы 
пустая она плавала, а наполненная во- 
дой — тонула. 

Придержим плавающую ложку за чере- 
нок и направим на нее струю воды. Струя 
должна быть такой, чтобы в ложке остал- 
ся только тонкий слой воды. Перестанем 
поддерживать ложку — а она не тонет, 
хотя на нее сильно давит вертикальная 
струя воды. Опыт легко удается, если 
струя ровная, гладкая, без видимых за- 
вихрений. (Именно такая струя и течет 
обычно из кухонного смесителя.) 

Опыт выглядит более эффектно, если 
вместо ложки взять плоский диск, напри- 
мер металлическую крышку от консерв- 
ной банкн. Крышка с герметизирующей 
резиной плавает еще более устойчиво. 
В качестве диска можно использовать 
также аккуратно вырезанное дно жестя- 
ной консервной банки. 

Нлавающий диск не будет зубегать» 
в сторону из-под струи воды, если в центре 
его имеется небольшое по «высоте» 
(1—2 мм) и диаметру (10—20 мы) углуб- 
ление. Такие углубления почти всегда есть 
на крышках и донышках консервных 
банок. Если же углубления нет, его легко 
сделать, положив диск на хоккейную шай- 
бу и постучав по его центру молотком. 

Почему же диск (и ложка) не тонет? 


2% 


Понаблюдайте некоторое время, и вы 
увидите, что на поверхности диска воз- 
никает водяной валик, который растекаю- 
щаяся тонким слоем вода отгоняет все 
дальше и дальше к краям диска. В ре- 
зультате образуется нечто похожее на 
пустой сосуд, дном которого является 
диск, а стенками — водяной валик. По- 
нятно, что чем больше объем такого *со- 
суда», тем более устойчиво он будет пла- 
вать. Как показывает опыт, диск особенно 
устойчив в струе теплой воды. (Практи- 
ческий совет — если в наполняемую во- 
дой ванну опустить указанный диск, вода 
будет шуметь гораздо меньше.) 

Теперь предлагаем вам превратить жес- 
тяной диск в плавающую и одновременно 
вращаюцтуюся турбинку. Для этого край 
диска разрежьте на одинаковые «лепест- 
ки» и.каждый из них с одной стороны 
загните. Можно ли сказать заранее — 
по часовой стрелке или против будет вра- 
цаться ваша турбинка? Попытайтесь так- 
же сделать игрушечный кораблик с водя- 
ными бортами, схематически изображен- 
ный на рисунке. С помощью насоса 


и наклонных труб-стоек вода засасывает- 
ся из сосуда, в котором плавает кораб- 
лик, под напором подается в центр диска 
и растекается по нему тонким слоем. 
А дальше все происходит точно так же, 
как и с обычным диском. 
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Школа в «Квантее 


© 


а 


Математика 8—10 


Заметка «Формула Героназ адресована вось- 
микдассникам. 

Заметка «Где ошибка?» — девятиклассникам 
и десятиклассникам. 


Формула Герона 


В учебном пособии А. В. Погорелова 
«Геометрия 6—8» ка с. 166 разбира- 
ется задача 26, в которой предлага- 
ется вывести следующую формулу 
для площади треугольника: 
5 = ур р-ар-вр—с); 

а, 6, с — длины сторон треугольника, 
р — его полупериметр. 

Эта формула в честь древнегрече- 
ского ученого Герона Александрий- 
ского (около Г в. н. э.) называется 
формулой Герона (она содержится, 
в частности, в геометрическом разделе 
математического трактата < Метрика ®, 
написанного Героном Александрий- 
ским). 

В этой заметке мы дадим еще три 
доказательства формулы Герона, от- 
личные от приведенного в решении 
задачи 26 из «Геометрии 6— 10». На- 
ши доказательства используют неко- 
торые весьма полезные соотношения, 
с которых мы и начнем. 

Пусть в треугольник АВС со сторо- 
нами ВС=а, АС=Ф, АВ=с вписана 
окружность (рис. 1). Отрезки . каса- 
тельных, проведенных к этой окруж- 
ности из точек А, В, С, равны (для 
каждой из этих точек); их длины обо- 
значены на рисунке буквами х, и, = 
соответственно. Очевидно, что 
ху=с, х{ф2=6, уф2=а, ху 
+=2=р, где р — полупериметр тре- 
угольника АВС, поэтому 


х=рр—а, у=р— В, 2=р-—с. (1) 
Рассмотрим теперь окружность, ка- 
сающуюся стороны ВС и продолже- 
ний сторон АВ и АС (рис. 2). (Дока- 
жите сами, что такая окружность су- 
ществует для любого треугольника и 
что ее центр — точка пересечения бис- 
сектрисы внутреннего угла ВАС и 
внешних углов РВС и КСВ треуголь- 
ника АВС.) По свойству касательных, 
проведенных из одной точки к окруж- 
ности, АР=—= АК, ВР=В@, СК=00. 
ИЕ того АР АК=—=(АВ-+ВО)+ 

- АС--СО)=2р. Следовательно, 
АКВ ВО-=р—с, С=р-. 
(2) 
Формулы (1) и (2) часто применяют- 
ся при решении планиметрических за- 
дач, поэтому их полезно запомнить 
(или, во всяком случае, знать об их 

существовании и уметь вывести). 
Первое доказательство. 
Проведем в треугольнике. АВС каса- 
тельную ММ к вписанной окружности, 
параллельную стороне АВ (рис. 3). 
Треугольник 4 АОМ праыЕНЕ- по- 


скольку ОАМ + ОМА == 1 (ВАМ + 


4+ ММА) = 90°, при этом Кг — 
высота, опущенная из вершины пря- 
мого угла (буквой г обозначен радиус 
вписанной ‚окружности). Следователь- 
но, А№М=г”/х. Аналогично из прямо- 
угольного треугольника ВОМ полу- 
чаем, что ЕМ = г’/у. Далее, ММ№М= 


28 и (хи) 
КМ-ЕМЕАИТИ. 


Из формул (2) следует, что 2 — по-. 
лупериметр треугольника ММС. В по- 
добных треугольниках ММС и ВАС 
полупериметры относятся как сход- 
ственные стороны, поэтому р:2= 
—=АВ:ММ№, то есть р:2=(х у): 


и, откуда р:2=ху:г? и 


(3) 


Легко видеть, что формула (3) экви- 
валентна формуле Герона: так как 
5 =рг, то с учетом (1) и (3) получаем 
$2 = р?г? == рхуг=р(р—ахр—в}р— с). 


Второе доказательство. 
Пусть О, иг, — центр и радиус окруж- 
ности, касающейся стороны ВС и про- 
должений сторон АСи АВ, Е — точка 
касания этой окружности с прямой 
АВ (рис. 4). Тогда (см. формулы (2)) 
ВР=рр—с=г. Треугольники ОБВ и 
О,ВЕ подобны (ОДВ= ВРО, —= 90°, 
РВО,=1 СВЕ = 5 (180°—СВЬ) = 

—90° — ОВр= РОВ). Следовательно, 
ОР:ВЕ =ОВ:О,Ё, то есть г:2=у:гь 
откуда г, =у2/г. Прямоугольные тре- 


угольники АО,Р и АОР также подоб- 
ны, откуда АР: АД=О,ЕР:ОРО, поэтому 


р:х=г,:г. Подставляя в это равенство. 


г, —=у2/г, получим р:х==у2/т?, то есть 
рг?=хуг, что, как было показано в 
конце первого доказательства, экви- 
валентно формуле Герона. 

Третье доказательство. До- 
хажем сначала, что в любом треуголь- 
нике - 


св (А/2)- свв (В/2) её (С/2)= 
= (А/2) свв (В/2) с (С/?2). (4) 
Действительно, 
сёё ((/2)= с ((180° — А— В)/2)= 
_ «(Ав (В/2) 
1 Аж)’ 
поэтому 
св (А/2) {сш (В/2) {св (6/2) = 
— 4/4 (В/2), ша (В/2) 
18 (А/2) {В/2) — 1-щ(А/2) 4 (В/2) 
— с (А/2) с (В/2) . 
, й _ 1—4 (4/2) 4(В/2! ° 
са (4/2) «4 (В/2) с (С /2) = 
==св (А/2) сш (В/2) ж 
х_ (А/В?) 
1—4 (А/2) щ (В/2) 
— © & (Я,/2)+ с ‹В/2) 
1-ю (4/2) ш(В/2) ` 


Из прямоугольного треугольника 
АОК (см. рис. 3) находим сё (А/2)== 
=х/г, аналогично с (В/2)=у/г, 
сёЕ (С/2)=2/г. Подставляя эти значе- 
ния в (4), получаем х/г--у/г-|-2/г-== 
—ху2/Г*, откуда рг’=ху2, что экви- 
валентно формуле Герона. 

Отметим, что все наши рассужде- 
ния можно провести в обратном по- 
рядке и вывести из формулы Герона 
равенство (4). Проделайте это само- 


стоятельно. 


Где ошибка? 


Пользуясь стандартными методами 
решения школьных задач, следует 
помнить, что каждый из этих методов 
имеет определенные границы приме- 
нимости, забвение которых может 
привести к озибкам. Особенно поучи- 
тельны случаи, когда такую ошибку 
допускают сами авторы задачи. Ниже 
приводятся три задачи, взятые из раз- 
личных учебных пособий, вместе с 
приведенными там неправильными 
ответами или решениями. Попытай- 
тесь исправить ошибки (правильные 
ответы и указания приведены на с. 57). 

1. При каких значениях а уравне- 
ние х’—4х-{а`—1=0 имеет два кор- 
ня, больших 1? 

Решение. Условие задачи равно- 
сильно системе неравенств 


хх >, хж—>, 
р=16—4 (а?—1) >0 


(х., х› — корни). Эта система равно- 
сильна системе 


4>2, а? —1>—, а*<5, 
решая которую, получаем 
Ответ: \у2<а<\б или —\5< 


<а< —-\/2. 
2. АВСР — правильный тетраэдр. 
Точка Х такова, что ХА-=ХС, 


ХВ=ХрО, ХА =_3 ХО. Установите по- 
ложение точки Х относительно тет- 
раэдра. й 

Ответ: граничная. 

3. В каждый из трехгранных углов 
прямой призмы АВСРАВ,С.О., в ос- 
новании которой АВС — ромб, 
АС=8, ВП—=6, АА =\, вписан шар, 
касающийся конуса с вершиной в точ- 
ке О=(А,С,)((В,О,) и основанием, 
вписанным в ромб АВСО. Найдите 
радиусы шаров. 
ие |9 2 $ 
29? т › 55° =. 

ПИ. ПН. Горнуша 
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Ответ: 


Избранные школьные 
задачи 


Восьмой класс 

1. Докажите, что ни при каком натураль- 
ном п число п*-4+- 214214 2л--1 не может 
быть точным квадратом. 

2. Постройте отрезок с середимой п даиной 
точке так, чтобы его концы лежали на даиной 
прямой и данной окружности. 

3. Найдите все натуральные числа л, для 
которых число л"--8 делится на л-+ 3. 

‚ Существует ли треугольник в высотами 

2, 8, 2+ 13? 

в Автомобнлист собирается пересечь пусты- 
ню. Его машина тратит 1 л бензина на 10 км 
путн. Автомобилист имеет 450 л бензина, но 
может взять с собой не более 150 л. Однако 
он может преодолеть более 1500 км, оставляя 
по пути следования часть бензина ин возвра- 
щаясь обратно для пополнения бензобака. Пус- 
тыню какой нанболышей ширины может пере: 
сечь автомобилист? 


Девятый класс 

6. Что больше: 75 или 5\7'? 

7. Двумя отрезкамн длииы { отсеките от 
данного угла четырехугольник нанбольшей 
площади. 


Наша обложка 


8. В последовательности (и„} 
ии = и Ионы аи (п 1). 
Делится ли число цз на 1? 
9. На сторонах АВи АС треугольника АВС 
берутся точки М в М соответственно так, что 


1 ыы 1 
АМ=-— АВ АМ =— . ь 
У Е: АВ, 41 а АС. Докажите, что при 


всех натуральных п прямые ММ проходят через 
одну н ту же точку, и найдите ее. 
10. Решите уравиение 
ее 


Ларе х=х. 
Десятый класс 
11. х, Хх»... Х, — неотринательные числа, 


сумма которых равна 1. Чему равно чаиболь- 
шее значение величины хх. 5 хх... ха ах.? 

12. Докажите, что еслн в тетраэдре все грани 
равновелики, то онн все равны. 

13. п — натуральное число. Докажите, что 

= п ул< \/14 525+... Мп ая мл. 

14. Одна треугольная пирамида целнком 
помещаетея внутри другой. Может лия сумма 
длии ребер у внутренней пирамиды быть боль- 
ше, чем у виешией? 

15. Найдите сумму коэффициентов т не- 
четных степенях х у миогочлена (х° -+- х— 1) 185. 

Публикацию подготовил Л. Д- Курляндчик 


Тринадцать 
шаров 
в одной. клетке 


Хорошо известно, что на плос- 
кости к одному кругу радиуса 
] можно приложить В кругов 
того же радиуса так, чтобы 
они его касались и друг друга 
не пересекали (рис. 1). При 
этом центры шести кругов ле- 
жат в вершинах празильиого 
. шестиугольника, а цеитр пер- 
вого круга является цеитром 
этого шестнугольника. 
Не очень трудно строго до- 
казать, что больше 6 кругов 
приложить нельзя- 
А в пространстве? Сколь- 
ко одинаковых материальных 


Рис. 1. 


шаров можно приложить к та- 
кому же шару? Многие знают, 
что ответ — 12. Но можно ли 
столь же наглядно и четко, 
как с кругами, представить 
себе картипу раеположения 
12 шаров, ‘приложенных к 
одному шару? Оказывается — 
можно (см. 4-ю с. обложки). 


Для начала представим се- 
бе шар, который касается 
всех 12 ребер некотсрого ку- 
ба (рис. 2). Такой шар на- 
зывается полувлисанным в 
куб. Теперь изготовим зклет- 
ку® для 13 шаров. Для этого 
разобьем большой куб на 
27 одинаковых кубиков. Остов 
этого разбиения, то есть ребра 
всех составляющих кубиков, и 
образует искомую *клеткуе. 
Мысленио закрасим это 
разбиенне п «шахматном по- 
рядке» так, чтобы черными 
были центральный кубик и те 


12 кубиков, которые имеют с 
ним ровно одно общее ребро, 
в белыми — остальные 14. 
В каждый зчерныйь кубик 
полувписываем шар (рнс. 3). 
Шары касаются ребер клеток 
н через них касаются друг 
друга. Двенадцать внешних 
швров касаются центрального 
шара. 

12 шаров можно прило- 
жить к такому же шару и 
другими епособами. В связи 
с этим возникает вопрос: я 
нельзя ли приложить 13? 
По этому вопросу возник зна- 
менитый спор еще у Исаака 
Ньютона и английского мо- 
наха и математика Грегори. 
Но этот спор был решен в 
пользу Ньютона (нельзя!) 
лишьв 1953 году в совместной 
статье Шютте и Ваи-дер-Вар- 
деина. 

В. В. Произволов 


Ба 
АЛЯ младших ШКОЛЬНИКОВ 


Задачи 


1. Как в треугольнике АВС провести 
ломаную ВРЕЕС (см. рисунок), чтобы 
все пять полученных треугольников 
имели одинаковые площади? 

2. Произведение миллиарда нату- 
ральных чисел равно миллиарду. 


Какое наибольшее значение может 
принять сумма всех этих чисел? 


3. Можно ли к числу 9999 припи- 


сать справа еще четыре цифры так. 


чтобы полученное восьмизначное чис- 
ло стало квадратом целого числа? 


4. Два одинаковых чайника с водой 
одинаковой температуры поставили 
на одинаковые источники тепла. Че- 
рез некоторое время вода в обоих 
‘чайниках закипела (см. рисунок). 


В каком чайнике вода закипела рань- 


ше? 


5. Винни-Пух и Пятачок одновремен- 
но отправились в гости друг к другу. 
Но поскольку Винни-Пух всю дорогу 
сочинял очередную «шумелкуз, а Пя- 
тачок считал пролетавших галок, они 
не заметили друг друга при встрече. 
После встречи Пятачок подошел к 
дому Винни-Пуха через четыре ми- 
нуты, а Винни-Пух подошел к дому 
Пятачка через одну минуту. Сколько 
минут был в пути каждый из них? 


Эти задачи нам предложили А. П. Савин. 
Г. А. Гальперин. Л. Д. Курляндчик, В. Д- Выюн, 
С. Р. Сефибеков. 
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это- месье 
Паск аию! 


Числа 
Мерсенна 


Математика, как и большинство совре- 
менных наук, в настоящее время 
развивается со все возрастающей ско- 
ростью. В мире выходят сотни мате- 
матических журналов, в которых 
публикуются ежегодно десятки тысяч 
научных работ. А 350 лет назад ни- 
каких математических журналов еще 
не было, и ученые обменивались 
результатами своих исследований в 
личных письмах. Правда, был один 
человек — французский монах Марен 
Мерсенн (1588—1648), который полу- 
чал таких писем больше других. На- 
писать об открытии новой теоремы 
Мерсенну означало установить свой 
приоритет, поскольку Мерсенн, как 
правило, сообщал об этом остальным 
своим корреспондентам, в числе кото- 
рых были’ Р. Декарт, Б. Паскаль, 
П. Ферма, Х. Гюйгенс и многие другие 
ученые того времени. 

Эта деятельность Марена Мерсенна 
способствовала созданию в Париже 
Академии наук. 
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Из собственных математических до- 
стижений Мерсенна наибольщей из- 
вестностью пользуются изученные им 
числа вида М, —=2"—1. 


Тот, кто знает, что такое геометрическая 
прогрессня, сразу заметит, что М, равняется 
сумме первых п членов геометрической про- 
грессии с начальным членом 2`—1 и раз- 
ностью 2: 


М. ==2942' 4-22... 27-1, 

Мерсенна интересовало, какие из 
чисел М, =2^—1 являются простыми. 
Вопрос этот возник в задаче, постав- 
ленной древними греками (к ней мы 
еще вернемся). 

Простые числа, получающиеся по 
формуле 2”—1, и называются числа- 
ми Мерсенна. 

Попробуем и мы немного коснуть- 
ся проблемы поиска чисел Мерсенна. 

Вычислим несколько первых чисел 
М,=2”—1 и запишем их по порядку 
в таблицу из четырех столбцов. 
Первое наблюдение: числа, по- 
падающие в один и тот же столбец, 
оканчиваются на одну и ту же цифру. 
А именно, числа, попадающие в пер- 
вый столбец, оканчиваются на 1, во 
второй — на 3, в третий — наТив 
четвертый — на 5 (попробуйте строго 


262.143 

4.194.30 3 
67.108.86 3 

Мо= 1.073.741.828 


М.:= 33.554.431 
М.-= 536.870.91 1 


Маи—3 


Мои —п) 


обосновать это наблюдение). Значит, 
числа М, попадающие в четвертый 
столбец, делятся на 5, и среди них 
не может быть чисел Мерсенна. 

Несложно доказать и второе на- 
блюдение: числа, попадающие во 
второй и четвертый столбцы, делятся 
на 3. В самом деле, разность двух 
последовательных чисел М,, и М,,,. 
с четными номерами равна 


(21% 2—1) —(2%_1)—228 +2 023.2, 


Поэтому, если число М,‚, делится на 3, 
тои М, ‚› тоже делится на 3. А число 
М. равно трем. 

Поэтому числа Мерсенна (за исклю- 
чением М.—3) имеет смысл искать 
только в первом и третьем столбцах. 


Волее пристальное изучение чисел М, при- 
водит к третьему наблюдению: если 
" — составное число, л=р ЁЪЬ |>Ь то 
М‚ делится на М, и на М,. (Это следует из 
того, что 21 —1=(2*)!'-—1—(2')*—1, а (х”— 1) = 
= (х—1)(х" 11х24 хр). Кстати, из 
‚ третьего наблюдения вытекают и первые два, 
поскольку все числа во втором столбце делятся 
на М.=3, а все числа н четвертом столбце де- 
лятся на М.—=15. 

Итак, число 2"—1 будет простым только 
при условии, что п — простое. 


Но для любого ли простого р чис- 
ло М, будет простым? „Надежда на 
положительный ответ рушится очень 
быстро: уже число М, =2047=23 + 89 
является составным. 


Сам Мерсенн указал все простые 
значения п, не превосходящие 257, 
для которых, по его мнению, числа 
М, ==2"—1 будут простыми. Однако 
Мерсенн не дал доказательства; впо- 
следствии выяснилось, что его пред- 
сказание было частично ошибочным. 

Поисками чисел Мерсенна занимал- 
ся и Леонард Эйлер, член Петербург- 
ской Академии наук, один из величай- 
ших математиков Нового времени. 
В 1150 году он обнаружил десятое по 
счету число Мерсенна; это М. = 
—2 147 483 641. 


Таблица 


т } 15 
121 255 
2.047 4.095 
32.767 65-535 
524.281 1.048.575 
8.388.607 16.171.215 
134.217.121 2 268.435.455 
‚= 2.147.483.647 М..= 4.294.961.295 


М4 


Если раньше поиск чисел Мерсенна 
велся «кустарными» методами, то в 
20-м веке в работу включились ЭВМ, 
считающие с огромной скоростью. 
В 1952 году было найдено сразу пять 
новых чисел Мерсенна: М;2, Мы» 
М2» М». и М.» они являются 
соответственно тринадцатым — сем- 
надцатым числами Мерсенна. Сле- 
дующие шесть чисел Мерсенна были 
найдены в период с 1958 года по 
1963 год. Наконец, в 1971 году было 
найдено 24-е число Мерсенна Муозз:, 
в 1978 году — 25-е число Мерсенна 
Молот, В 1979 году — 26-е и 27-е числа 
Мерсенна М.з5 и М...зт. Последнее 
известное нам число Мерсенна найде- 
но в 1983 году: это М»..з; но пока 
неизвестно, является ли оно 28-м по 
счету числом Мерсенна. 

И в заключение объясним интерес 
к числам Мерсенна. Дело в том, что 
они связаны с так называемыми со- 
вершенными числами (которыми и 
занимались древние греки) — числа- 
ми, равными сумме всех своих делите- 
лей, отличных, конечно, от самого 
числа (например, 6—1-2--3, 28—= 
—1-24+4-+7- 14, 496=1-2--4-8-- 
+16 31--62--124--248 первые 
три совершенных числа). Еще Евклид 
доказал ‘(докажите и вы!), что если 
число 2"—1 простое, то число 
2"—{(2"—1) — совершенное. Леонард 
Эйлер доказал, что все четные со- 
вершенные числа имеют вид 
2"—Ц2"— 1), где 2”—1 — число Мер- 
сенна. А нечетные совершенные 
числа? А нечетных совершенных чи- 
сел пока никто не нашел, и никто еще 
пока не доказал, что таких чисел нет. 


По материалам Ю. В. Королева и 
О. М. Мамедова 
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Наш календарь 


Д. Фаренгейт 
и его 
термометры 


В этом году исполнилось 
300 лет со дня рождения 
Даниеля Габриеля Фаренгей- 
та (1686—1736) — создателя 
первых термометров, которы- 
ми можно было пользоваться 
как стандартными и ивдеж- 
ными лабораторными при- 
борами. ° 

Считается, что идея ис- 
пользования для температур- 
ных измерений известного еще 
ю античных времен свойства 
теплового расширения воз- 
духа и жидкостей приинад- 
лежит Г. Галилею. В конце 
ХУТ века он изобрел осно- 
ваниый на этом принципе 
простой прибор — термоскоп, 
впервые позволивший в кА- 
кой-то мере объективио судить 
об изменениях температуры. 
Термоскоп Галилея представ- 
ляет собой небольшую стек- 
лянную колбу, наполненную 
воздухом, с очень узким и 
длинным горлышком, опу- 
щеиным в сосуд п водой. По 
мере нагревания или остыва- 
иия колбы воздух в ней рас- 
ширялся или сжимался и 
уровень воды соответственно 
понижался или повышался. 


В течение следующего, 
ХУП столетия многие ученые 
занимались усовершенствова- 
ннем этого прибора. Так, в 
1615 году его снабдилн из. 
мерительной шкалой и с 
1628 года все чаще стали на- 
зывать уже не термоскопом, 
а термометром. В 1630 году 
на смену воздушным пришли 
более удобные жидкостные, 
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прежде всего водяные. термо- 
метры. Десятилетием ‚спустя 
их начали запаивать, чтобы 
на показания не влияли коле- 
бания атмосферного давле- 
ния. С конца 50-х годов вслед 
за учеными из флорентийской 
«Академии опыта» в качестве 
термометрической жидкости 
стали чаще всего использовать 
винный спирт, не замерзаю- 
щий при самых сильных моро- 
зах и обладающий иеболь- 
шой вязкостью и еравинтель- 
ио высоким коэффициентом 
теплового расширения. 

Но, несмотря на то, что 
конструктивные принципы в 
основиом определились, тер- 
мометры, изготовляашиеся в 
то время, были совершенно 
непригодны для точиых и 
систематических температур- 
ных измерений. И прежде все- 
го потому, что не существо- 
вало никакого соответствия 


между их показаниями — 
каждый из них, по существу. 
показывал «свою» температу- 
ру. Да и могло ли быть ина- 
че, если градуировка термо- 
метров производилась факти- 
чески ‘проиэвольным  обра- 
зом — в разметке измери- 
тельных шкал царил полный 
разнобой, а за начало отсче- 
та принимались, например, 
самые низкие зимние темпе- 
ратуры во Флоренции или 
Магдебурге, температура раз- 
мягчения сливочного масла 
нли температурный уровень 
глубоких пещер. 

Как избавиться от произ- 
вола в температурных изме- 
рениях, как сделать так. что- 
бы различные термометры да- 
вали зсогласиые» показаиия? 
По мере накопления опыта 
работы с термометрами ста- 
новилось все более очевид- 
ным, что за начало темпера- 
турной шкалы следует при- 


нимать какую-то зпостоян- 
ную» (и легко воспронзводи- 
мую) температуру, например 
температуру тела здорового 
человека, точку замерзания 
илн кипения воды. Эту идею 
выдвигали и п большим или 
меньшим успехом реализовы- 
вали в своих термометрах 
Х. Гюйгене, Р. Гук, И. Ньютон 
и другие ученые. Начииая 


и 80-х годов ХУН века все 
большую прнвлекательность 
приобретала идея построения 
температурной шкалы на ос- 
нове двух +Постоянныхь ТО- 
чек (при таком способе отпа- 
дала необходнмость в очень 
затруднительной операции оп- 
ределения объемов резервуара 
н капилляра у каждого эк- 
эемпляра термометра). 

Так, в 1701 году И. Ньютон 
построил термометр (с льня- 
ным маслом в качестве ра- 
бочей жидкости), на шкалу 
которого нанес 12 равноот- 
стоящих делений, причем тем- 
пературе замерзания воды со- 
ответствовало нулевое деле- 
ние, а нормальной темпера- 
туре человеческого тела — 
деление «12». В это же время 
начал изготовлять свои спир- 
товые термометры датский 
астроном О. Рбмер. За +по- 
стоянные» точки температур- 
ной шкалы он принимал 
температуры замерзання и 
кипения воды. В 1708 году 
Рёмера посетил Фаренгейт, 
которого датчанин во всех 
деталях ознакомил со своим 
способом градуировки термо- 
метров. По-видимому, Фарен- 
тейт сразу же осознал, что 
этот способ содержит в себе 
решение давно назревшей за- 
дачи создания стандартных 
термометров, дававших *со- 
гласные» показания (в однна- 
ковых уеловиях они показы- 
вали одинаковую температу- 
ру). Уже через пару лет он 


сумел иаладить производство 
таких приборов, и онн быст- 
ро завоевали признание в ев- 
ропейских лабораториях. Уче- 


ными, свыкшимися с разно- 
боем в показаниях старых 
термометров, термометры Фа- 
ренгейта воспринималнсь как 
своего рода чудо. При этом 
нужно сказать, что Фаренгейт 
отнюдь не копировал рёме- 
ровекие термометры — он 
много работвл над усовершен- 
ствованием их конструкций, 
изыскивал наиболее подходя- 
щие еорта стекла и, наконец, 
модифицировал шкалу, сде- 
лав ее значительно более 
удобной. Температурная шкз- 
ла Фаренгейта до настоящего 
времени применяется Е аигло- 
язычных странах. Она устрое- 
на так: интервал между точ- 
ками таяния льда и кипения 
воды делится на 180 частей, 
причем первой точке присваи- 
вается значение 32, а второй 
212 `Г (градусов по шкале 
Фаренгейта). 

Важнейшей заслугой Фа- 
ренгейта является также то, 
что он первый (в 1717 году) 
начал изготовлять ртутиые 
термометры. Нужно сказать, 
что эту идею еще за полвека 
до него рассматривали фло- 
рентийскне академики. Но 
тогда ртуть, нз-за ее низкого 
коэффициента теплового рас- 
ширения (раз в шесть мень- 
ше, чем у спирта), сочли ма- 
лоперспектнвной. Фаренгейт 
пришел к заключению, что 
этот недостаток ртути г избыт- 
ком компенсируется лег- 
костью ее получения ин сохра- 
нения в чистом виде, благо- 
даря чему без затруднений 
выполняется требование тож- 
дественности рабочей жидко- 
сти, заполняющей различные 
экземпляры термометра. 


(Спирт в этом отношении ме- 
нее удобен, так как, интеисив- 
но поглощая воду, существен- 
но изменяет коэффициент теп- 
лового расширения.) 

О жизни Фаренгейта из- 
вестно немного, его портрет 
до нас не дошел. Родился 
он в Даициге (ныне Гданьск) 
в купеческой семье, получил 
неплохое начальное образова- 
ние. В 15-летнем возрасте ои 
неожиданно лнинлся обоих 
родителей. «Отцы» города ре- 
шили, что мальчик должен 
пойти по стопам отца, и в 
1702 году послалн его в Амс- 
тердам обучаться купеческо- 
му делу. Профессию он успеш- 
но освоил, но интересы его 
все более склонялись н естест- 
венным наукам и особенно 


к конструированию точных 
научных приборов. По делам 
службы Фаренгейт часто вы- 
езжал нз Амстердама в дру- 
гие города Голландии и за гра- 
ницу, п том числе н п Россию, 
и всякий раз ои старался не 
упустить возможности попол- 
нить свон познания в технике 
и науке у ведущих масте- 
ров — приборостроителей и 
ученых Европы. Так произоц!- 
ла упоминавшаяся вые 
встреча Фаренгейта с Рёме- 
ром, так же установились 
научные контакты со знаме- 
нитыми в те времена гол- 
ландскимн учеными — меди- 
ком Г. Бургаве и физиками 
В. Сгравесандом и П. ван 
Мусхенбруком, г будущим ве- 
ликим шведским естествоис- 
пытателем К. Линнеем. 

Как мастер-профессионал 
Фаренгейт в 1710—1712 го- 
дах начал изготовлять преци- 
зионную (очень точную} ап- 
паратуру для физических, хи- 
мических и астрономических 
исследований — термометры. 


барометры, ареометры, опти- 
ческие инструменты, устрой- 
ства точной механики. Спрос 
ка изделия Фаренгейта воз- 
растал, н в 171717 году он 0с- 
новал в Амстердаме специ- 
альную фирыу по проиэводст- 
ву точных научных приборов, 
и н частности ртутных термо- 
метров различного назначе- 
ння, которые были вне конку- 
ренцин. Небезынтересно, что 
в 1721 году комплект фа- 
ренгейтовских — термометров 
заказал Петр Г. В 1124 году 
Фаренгейт был избран членом 
Лондонского Королевского об- 
щества, президентом которого 
ши это время был И. Ньютон. 

Помимо нзготовления при- 
боров. Фаренгейт много рабо- 
тал и как физик-эксперимеи- 
татор. Он обнаружил зави- 
симость температуры кипения 
жидкостей от давления, от- 
крыл явление переохлажде- 
ния воды, исследовал темпе- 
ратурные зависимости плот- 
ности и коэффициента линей- 
ного теплового расширения 
различных материалов. В те- 
чение ряда лет он читал ам- 
стердамским студеитам лек- 
ции по экспернментальной 
физике. 

Конечио, Фаренгейта иель- 
зя считать изобретателем тер- 
ыометра, да и ои свы никог- 
да не скрывал. сколь многим 


он обязан Реёмеру и другим 
своим предшественинкам. Но 
неоспоримой заслугой Фарен- 
гейта является введение в ши- 
рокое употребление стандарт- 
ного термометра, чем было по- 
ложено начало иаучной тер- 
мометрин, впервые позволив- 
шей осознать важнейшее раз- 
личие между понятиями теп- 
лоты и температуры (в отно- 
шении которых ранее царила 
полная неразбериха). 

Б. Е. Явелов 
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Этот раздел ведется у нас 
из иомера в номер с момента 
основания журнала. Публи- 
куемые в ием задачи не 
ствидартны, но для нх реше- 
ния не требуется знаннй, вы- 
ходящих за рамки школьной 
программы. Наиболее труд- 
ные задачи отмечаются звез- 
дочкой. Посяе формулировки 
задачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Разу- 
меется, не все эти задачи пуб- 
ликуются впервые. Решения 
задач из этого номера мож- 
но отправлять не позднее 
$5 декабря 1986 года по ад- 
ресу: 103006 Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Квант». 
В графе «Кому» напишите: 
«Задачник «Кваита» № 10— 
86»м номера задач, решения 
которых вы посылаете, иапри- 
мер ‹«М1006, М1001%» нли 
*«Ф1018». Решеиня задач из 
разных номеров журиала или 
по разным предметам (мате- 
матнке и физике) присылайте 
в разиых конвертах. В письмо 
вложите конверт с иаписан- 
ным на нем вашим адресом 
(в этом конверте вы получите 
результаты проверки реше- 
мий). Условие каждой орнгн- 
нальной задачи, предлагае- 
мой для публикации, присы- 
ланте в отдельном коиверте 
в двух экземплярах вместе 
с вазиим решением этой зада- 
чя (на коиверте пометьте: 
«Задачиик «Кваита», иовая 
задача по физяке» или ®...но- 
вая задача по  математи- 
ке»). 

В начале каждого письма 
просим указывать иомер шко- 
лы ш класс, в котором вы 
учитесь. Фамилию, имя н 
домашний адрес просим пи- 
сать печатными буквами. 
Задачи Ф1018—Ф1022 пред- 
лагались иа заключительном 
этапе ХХ Всесоюзной олимпи- 
ады по физнке. 


задачние 
вбанта 


Задачи 


мМ1006—М1010; Ф1018—Ф1022 


№М1006. Через две вершины треугольника прове- 
дены две прямые, разбивающие его на три тре- 
угольника и четырехугольник. 
а) Могут ли площади всех четырех частей быть 
равными? 
6) Какие три из этих частей могут иметь равные 
площади? Во сколько раз отличается от них пло- 
щадь четвертой части? 

Г. А. Гальперин, А. П. Савин 


М1007. Докажите, что треугольники с длинами 
сторон а, $, сиа, 6, с, подобны, если и только если 
—/аа, + 655, + \Сс, —-\а, +, + Ха-ь +). 

В. П. Чичин 
№М1008. Лестница состоит из 2п-- 1 ступеней. На п 
нижних ступенях лежит по одному камню. Двое 
по очереди таскают камни. Первый может перело- 
жить любой камень вверх на первую свободную 
ступеньку, а второй — переложить камень на одну 
ступеньку вниз, если она свободна. Цель перво- 
го — положить камень на верхнюю ступеньку. 
Может ли второй ему помешать? 


С. Л. Елисеев 


м1009. Биссектриса угла А параллелограмма 
АВСР пересекает прямые ВС и СР в точках К и Г, 
соответственно. Докажите, что центр окружности, 
проведенной через точки С, К и Ё, лежит на 
окружности, проведенной через точки В, С и 2. 

И. Ф. Шарыгин 


М1010. Последовательность Г» Го, Г., ... определя- 
ется условиями 
Г: =, Гая Г, Го...Ги 1, 
так что г›=$3, г. =Т, г. =4$3, ... 
а) Докажите, что при любом п 


Е 1 
е Е ТЕ < 1. 


6)* Пусть п натуральных чисел таковы, что сумма 
их обратных величин меньше 1. Докажите, что 
эта сумма не больше 


1 И 1 Е р 1 
г т р. 
Известные нам доказательства опираются на такую лемму, 
которую мы предлагаем доказать читателям. 
я)* Среди всех иаборов (сл, а›,... а} из п веществеиных 
чисел, удовлетворяющих условиям: 
9, 2а.2..20.20, м -а.+... аня 1, 
С о- о а рава... На (Е ==1, 2,...п—1)}, 


выбрац тот, для котарого зкачение чи, пэнменьшее. Тогда : 
=) для Й=-1. 2, ..., в 1 ит {Г 1). 
<). Г. Иждболдинк. Я. Д. Кирляпдчак: 


Ф1018. Катер, привязанный у берега большого. 
озера (береговая линия — прямая), неожиданно‘ 
отвязался, и ветер погнал его с постоянной ско-: 
ростью и,=2,5 км/ч под углом и==15” к берегу. : 
Сможете ли вы догнать катер, если ваша скорость’ 
на берегу и‚-=4 км/ч, в воде — в›==2 км/ч? При; 
какой скорости катера это вообще возможно? 

С. С. Кротов 
*р1019. В большой сосуд с жидкостью, плотность 
которой п, опущси маленький цилиндрический со-. 
суд с площадью основания 5$, и дно которого’ 
вставлена трубочка длиной { (рис. 1); стенки сосу-. 
дов жестко скреплены между собой. В маленький 
сосуд наливают подкрашенную жидкость плот- 
ностью р.(р2>>р) до высоты Н так, что уровни. 
жидкостей в большом и малом сосудах совпадают. 
В некоторый момент времени отверстие н трубоч- 
ке открывают. Тяжелая жидкость начинает выте- 
кать в большой сосуд, через некоторое время лег-. 
кая жидкость из больишюго сосуда втекает н малень-. 
кий сосуд; затем процесс повторяется. Какая, 
масса тяжелой жидкости вытечет из маленького 
сосуда п первый раз? Какая масса тяжелой жид- 
кости будет вытекать каждый раз в дальнейшем? 
Какая масса легкой жидкости будет втекать каж-. 
дый раз в маленький сосуд? Считать, что жидкости 
не смешиваются; поверхностным натяжением 
пренебречь. - 


. 


В. Е. Скороваров 
Ф1!020. Подвижный поршень делит цилиндр на 
Таблица две одинаковые части объемом У.= 1 ° м*. 
В одной части находится сухой воздух, в другой — 
водяной пар и 27: —=4 г воды. При медленном нагре- 
вании цилиндра поршень приходит в движение. 
После смещения поршня на 1/4 длины цилиндра 
движение прекратилось. Какая масса водяных 
паров находилась п сосуде до нагревания? Какова 
масса воздуха, находящегося в сосуде, и его на- 
чальная температура? При какой температуре пор- 
шень перестал двигаться? 
Зависимость давления насыщенных паров воды 
от температуры приведена и таблицс. 
А. М. Буздын 


Ф1021. В цепи, показанной на рисунке 2, В= 

=100 Ом, С=10 мкФ, И, =1®В, внутреннее со- 
В С  противление батареи и сопротивление амнерметра 
пренебрежимо малы. Ключ К периодически за- 
мыкают на время г, =1-10 “си размыкают на 
время т, = 20.10 `“ с. При таком режиме переклю- 
чений стрелка амперметра практически не дро- 
жит. Какой ток показывает амперметр? 


Л.Р, Зильберман 


Рис. 2. Ф1022. «Черный ящик» содержит катушку, рези- 
стор и конденсатор ин имеет три вывода. При его 
исследовании были получены следующие резуль- 


| таты. 


Рис. 4. 


\е Бауе 6ееп руб ШзЬшя 
Куапез сошевё ргоЫеша еуегу 
пов Ггом (Ве уегу И 
13316 0 ошг шаразяще. ТЪе 
ргоетз аге попзйапдаг@ опез, 
Быё 1Вешг вошНоо годигев по 
уоТоглаНов оп е (Бе всоре 
0 ве $58 зесовдагу всНоой 
зуПаЪив. ТЬе шоге Исай 
ргоБетз ае тагкеё ®НЪЬ а 
вфаг (=). АНег 1е эметео 
о? {Ве ргоШеш, те азпаПу 
зад са фе уЪо ргоровей № {0 из. 
1& 50е8 УИЪоц заулу 24 
00% аШ Ч№езе ргоШеглв аге 
г руБбИсаНоря. Тые зо№- 
Нова 0 реоекта- (сом Ча 
18зие (2 Вчваю ог за Евб- 
Из») пау Бе рожед -во шШег 
{Вав ПесегтЬег 15%, 1986, © 
{Ве ГоПоуйпЯ аЯ@гезз: 0558, 
Мозсот, 103008. Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кванте. 
Р!еаве 5еп@ Ше воаНопв оЁ 
рВуз:с3 ап ша{Веа св рго®- 
1етз, а8 у/е]] аз ргоетз гот 
а Тегепе 136166, побег зерага4е 
соуег; оп \Ве впуеоре этИе 
Бе ч0гёз: «КУАМТ’$ РКВОВ- 
ТЕМ$» ап@ 4е полафега ой 
а 4Ъ№е зо]уей ргоШешз; 16 
уоцг 1еЦег епфове зп опябат- 
рей веНаЧдгеззе епуеоре — 
же вБа! изе Ш 0 вео4 уоц 
Ве соггесНоп гези1 3. АЁ 4Ъе 
епЯ оЁ Фе асадепис уеаг зе 
зо ор Ще геза!8 о Фе 
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В схеме, показанной на рисунке 3, амперметр по- 
казал Г—0,1 А при частоте генератора %, = 
— 1000 Гц; ток через амперметр отставал по фазе 
от входного напряжения на Аф, =л/6. Когда час- 
тоту генератора уменьшили в 100 /раз, ток возрос 
менее чем в 2 раза. Частоту генератора вернули 
к прежнему значению и вместо амперметра в цепь 
включили вольтметр (рис. 4). Вольтметр показал 
И, =20В, а сдвиг фаз между напряжением на 
вольтметре (и,) и входным напряжением (и,,) 
опять составил Аф, = 1/6. 
Найдите по этим данным параметры элементов 
«черного ящика». Во сколько раз нужно изменить 
частоту генератора, чтобы в схеме с вольтметром 
(см. рис. 4) сдвиг фаз между и, и и,, составил 
А$2=1/2? 
Измерительные приборы считать идеальными. 
Внутреннее сопротивление генератора пренебре- 
жимо мало. 

А.Р. Зильберман 


РгоЫетз 


№М1006—мМ1010; Р1018—Р1022 


М1006. То Цпез, дгамил ПгоциН фто уегЫсез оЁа и1ап]е, @1\4е 
М имо +0 в1апез апй а чиайгафега]. 
а) Сап {Ме атгеаз ой 41е Гог райз а! Ъе едуа]? 
Ъ) Вай (хее о{ 4Тезе ратёз сап Бауе едца] агеаз? Ном тис 
У3Н Те агеа ой %1е Гомт М раг® ЗТег гота Нет? 

С. А. Сырегт, А.Р. Зал 
№1007. Ргоуе Наф {мо Папиез мИЫ =14е3 а, Ь, с ап а, Ь,. с, 
аге випПаг И ап оту И 
уаае + УЪБ; + У = УВ ЕО ЕО. 

У. Р. Сысвапт 
№1008. Тнеге аге 2п-{-1 зверя {п а з(агсаяе. ТНеге 13 опе госК оп 
еасН о{ Пе пл \о\ме3 в%ерз. Тмо регвопв $аКе шгпз сатгуше 
госкз. ТЬе Ётаф шау р! асе апу госК оп {Те 1о\ез &гее $фер, 
{Не зесоп4 шау тоуе а госК опе вер доз оп а #гее %ер. ТНе апп 
о# те Пгзё 11 Ю риё а госК ор_ Ме фюр #ер. Сап Ве весоп@ #юр 
Н1щ? 

$. 6. Ейзеео 
№1009. Тье Ыззестог оЁ апе А 0 рагаНе]овтат АВСО пиег- 
вес Цпев ВС ап@ СО а роз К ап@ Г гевресНуе]у. Ргоуе а 
{Ве селфге о? Не сдгое разате 'гоцёВ рониз С, К апа Г, Цез 
оп {Ве сше раззтя гоцив ройив В, С апа О. 

1. Е. Звагуяат 
№1010. ТЬе зедиепсе г.,Г..Г-,.. #3 деегпипед Бу \№е сопда\Иопз 
Ка, го а=Раг2.-т,-Е1, 

зо {Ваф г.==3, г. =, г, =43,,... 
а) Ргоуе &а% {ог апу п 
Тип +1 г.-Ё...-Н1 г, < А. 

Ь) Зиррове Вай {Те зи оЁ Ще 1пуегзез оЁ п пафита|1 пиифегз 
13 1евз ФНап 1. Рхоуе $Наф 8 зил 18 (Тел по итев4ег ап 
1/г, +1 /г. +. Ига. 

Те ргооёз {па ме Вауе аге а] Ьазе оп Ше ГоПоуйтЕ 1епита, 


эНЫсВ ме ргорозе &0 сиг геадегз Ёог ргоой. 
с)* Ашопв аЙ (Те зедцепсез (&, 9.» ..., @„) ой п геа! питЪЬегз 


Куапё ргоШеш сопёез. И уоц 
Вауе ап омеша! ргоШет 
ргорозе Гог рибИисаНоп, р!еазе 
зеп4 # ® чз цодег зерагае 
соуег, за 1м\0 сорлен (ш Виз- 
ап ог ш Еляв$В), поа@аЕ 
Фе зошНоп. Оп {Ве епуе1оре 
гие МЕМ  РВОВЕЕМ (М 
РНУ$1С$ (ог МАТНЕМА- 
1Т1С$). Р1еазе рлё уоцг пахае 
80 а4гезз шт ВГОСК ТЕТ- 
ТЕЕ$. 


зайзРутя Ме сопдИ/юпз 


|-> В. 
она +... + хх. =1, 
О-о О ме: НЕ беь2-Р... На. (Е = 1,2,...п— 1), 
сНоозе 4Не опе ог \ЫсН Не уаше ой ©. 13 штипа! ТЬеп 
ек==1 гк ог К 12,..„п—1, ч.1 Иг,-- 1). 
О. Т. Пъаат, 1.. О. Кийуапс Е 


Р1018. А тоюгроа%, Цед 10 \Ше вБоге оЁ а 1агце ЗаКе (\Нозе 
зНогезпе 13 з4га18 1), зид4еп)у сотев 1008е, ап@ 13 спазе@ Бу Ше 
чата “ИН сопзвап уеосКу у—=2,5 Кт/В. Фогипя ап апе о? 
и—15° мн (те зВохе. \УШ уоц Ъе аЫе № саН те Ъоаё  уоиг 
уе ос{у оп вНоге 18 4 Кш/№} ап4 2 Км/В {п 1Не чает? Ког Каф 
уе]осИИез оЁ {Не тофогЬоа+ 18 $ розмЫе? 


5. 5. Кгоог 


21019. А эта! суйпатса! уеззе] о? Базе агев 5$ мНИ а п шБе 
о }епЕй { ш Из Бомот 18 расе 1т а 1агке уевае! Шей Уи 
а 11911 оё ЗепзНу ©, (вее киге Рис. 1); {Ве маНв ой {Не уеззез 
аге ги Оу Ё2хед 1одеф ег. ТВе Ше усззе] 13 {ед уЁН а Зайца 
119419 оЁ депзЙу > (02201) 30 41е 1еу@ Я. во 41аф Те 1еуе] 
ог Паша п Ве имо уеззе]в 13 {Не заше. Аё зоше шотепё 
{Ве 1щБе 13 орепед. Тпе Веауу Наш Ъейтз ю Йом ошё шю 
{Ве Ык уеззе], аЙег а уЁЬИе &е ПЕВ Заща зав ПЙоутЕ 
(т те зтаЙ уеззе! {гот Те Ы$ опе; 4Ъе ргосезз гереаз 
321. УУБаё тазз ой Беауу Паша *Ш! Йо оц оЁ Че ШИе 
уеззе! 3Не Йг5 ите? \У/Ваф тазя ой Неауу Паша уз! Йом 
ош еасН оЁ Те зибзедиепть Итез? \УВаф тазз о ЦЕН Паша 
\Ш Йом имо Фе эта! уеязе] сасНБ Ише? Ц шау Ъе аззитед 
{Ваф Ме 14ш@з 4оп пих ап зиПасе 4епз1оп 18 пеЦЫе. 

У. Е. ЗКогорвгой 


Р1020. А тобе рзуюп Чу ез \Те суЦлдег 1п10 Имо 1Чепбса] 
раг\з ог уошше У. =10-3 п?. Опе рагё сотлатз 4ту ат, Ве 
ОЁНег уайег уарогя ап т=—4 & ой мафег. \УНеп Зе суппадег 13 
Веазе4 озу \Ше разюп Бектя 30 тоуе. АМег 41е разюп Ва4 
поуед Бу опе Гоц оЁ &е еп 1 оЁ Ве супааег, И зфорред. 
\У/УВа{ уаз Фе тазз оЁ ат сомашей шт \е субп4ег апа Из 
в! фетрегафите? Аё \Наф 1етрега@те 414 Те рузтоп ор 
тоутЯя? Тре дерепйепсе оЁ {те ртеззиге ой зафагае уарогв 
оп 1етрега\фиге 13 уст ш 4Ве 1аЫе оп р. 29. 

А: Г. Вихат 


Р1021. [п 4Ве стсий змомп ой Ё_киге Рис. 2, А=100 ОНтз, 
С==1ОтКЕ, О. =1ЮУ, Ме 1плег гезлбапсе оё (те воигсе апа Те 
гезз1апсе ой фе аштлеег ате пез би е. ТНе зи ЦесВ К 1$ репо - 
саЙу битпед оп бог т, =1 + 10-3 з апа зыИсВе@ оЁГ Гог т,= 
—20 - 10-3 8. п Из зогЮшЕ гИнт 4Ве аттаеег засаюг 18 
ргасисв Шу тоНотезз. У/Нае 19 {Не сиггелф {п {Ме аштеег? 

А. В. З4фегтапт 


Р1022. А `Шаск Ъох” сопфз4птз а со, а гезёзлог ап@ в сарасИог, 
апа Ваз ФН тее оцфрше. ТВе ГоПоч4пв гези{з уеге оБбатей т 
Из заду. Еог Фе зсМете вНо\п ол Нвиге Рис. 3, Ше аштеег 
теадшае маз 1,—=0.1 А \И\М цепегафог озсШаНоп {хедцепсу 
»,—1000 Н2; 3е сигтепе 1аккед т Из рНазе {тот {Не {три 
уоЦаве Бу Афр, —=л/6. УТеп 11е кепегаюг`з (гедиепсу зав десге- 
азед 100-#014, 1те сиггепф 1истеазе \аз 1езз \ап 2-{018. 
ТВЬе #гедиепсу о? {Те депега{ог маз ФНеп гешгпе4 {0 {1е ргемюиз 
уа]ие ап п Уотеег руф шт р}асе ой (Ме амшеег пцо те 
с1гси (Рис. 4)- ТЬе уо\{теег зНомеа И, =20 У, ап4 {Пе рКаве 
ЗВ Бефмуееп “Ме уоНайе оп {Ме уо_теег и, ап Ше три 
уоНаве и‚ ават ма А, =п/6. Озе Из даа © Йпа 1е рага- 
теега оЁ Ме “ЫасКк Бох``. Ном и1и3ё е зепега\фюог Ёхгедцепсу 
Ъе снапкев т огдег 40 обат а рразе 514 оЁ А. —л/2 Бебмееп 
и, апа ии т Те уоНтеег сиси? ТЬе теазипия де\Ёсез аге 
аззите {:еа1, {Ме 2ппег теззапсе ой \\е вепегаюг — пейП- 
1Ые. 

Л. В. Фиьегтап 
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пи 
-говпаао[ похно4 иквяезн 
и Кяьох Ак ‘эявог ионио 
з вомовяоэа@эи иикэьиа 
-аор нзоонжААхо ‘5олевамче 
-вз0О ‘(пихэвтаао] 01алоон 
-жПахно волэзамчези вно) 


чроонжАано вохэвачоино 
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№986. Докажите, что для лю- 
бых положительных чисел а в 
Ь выполняется неравенство 


2 е-+3 555 Уаь. 


№987. В турнире участвуют 
2т команд. В первом туре 
встретились некоторые т пар 
команд, во втором — другие т 
пар команд. Докажите, что 
после этого можно выбрать т 
команд, никакие две из кото- 
рых еще не играли между со- 
бой. 


№М988. Из точки О плоскости 
проведено п векторов единич- 
ной длины. Докажите, что ес- 
ли для некоторого #< п/а по 
обе стороны от каждой пря- 
мой. проходящей через О, ле- 
жит не менее К векторов, то 
длина суммы всех п векторов 
не больше п ВК. 


Решения задач 


м986—мМ990; Ф998—Ф1002 


Положим а=х", Б=у° и рассмотрим функцию 
1(х)=2х° + Зу° —5х?уз, х>0 
(при фиксированном у>>0). Надо доказать, что 
1(х)>0. Производная 
Ё' (х)= 10х' — 10ху? = 10х (х3 — уз) 
обращается в 0 при х=у, отрицательна при 
0<х<у и положительна при х > у. Таким обра- 
зом (см. рисунок), при х==у функция { (х) прини- 
мает минимальное значение, и при всех х>0 
{(х) > 1 (у)=2у’-- 3? —5у=0. 


Другие доказательства, не использующие математического 
анализа, можно получить, разложив [/(х) на множители: 


1(х)=(х— у) (2х + 4х‘у + бху? + у") 
или воспользовавшись неравенством между средним арифме- 
тическим и средним геометрическим для пяти чисел 
5 > ь з 5. 
хо яне: 


$ $ 
ие. > А -2 95-3 х2уз. 


{Подробное обсуждение этой задачи содержитоя в новом изда- 
нии книги «Звочиые математические олимпиады», М. 
«Наука», 1986, задача 4-16.) 


Н. Б. Васильев 


Ф 


Изобразим наши 2т команд точками на плоскости. 
Пары команд, встречавшихся в первом туре, сое- 
диним красными отрезками, во втором — голу- 
быми. Тогда из каждой точки будет выходить 
один красный и один голубой отрезок. Любая 
команда принадлежит некоторому «циклу» — зам- 
кнутой ломаной, состоящей из чередующихся го- 
лубых и красных отрезков, так что все 2т точек 
и 2т соединяющих их отрезков образуют один 
или несколько таких циклов (см. рисунок). По- 
скольку цвета чередуются, число команд в каж- 
дом цикле четно. Выбрав в каждом цикле половину 
команд, стоящих через одну, получим набор т 
команд, которые еше не играли друг с другом. 
Из решения видно, что такой набор можно выбрать 
2‘ разными способами, где с — число циклов, и что 
более чем т команд, не игравших друг с другом, 
выбрать нельзя*). 

' М. Бона 


Ф 


Пусть $ — сумма данных векторов; можно счи- 


тать 5520, иначе все очевидно. Направим положи- 
тельную полуось Ох системы координат Оху 
вдоль вектора 5. Двигаясь по часовой стрелке от 


*) Вот сще одна задача с похожей идеей решения: доказать, 
что если каждый из м участников кружка решил две из 7? предло- 
женных задач, то можно органнзовать разбор задач так, чтобы 
каждый рассказал одну решениую им задачу (см. задачу 5-42 
в книге, упомянутой в решенни М988). 


№989. Нсёдите все такие нату- 
ральные числа а, для которых 
число а—1{ является суммой 
а) двух; 6)* трех делителей 
числа а (необязательно раз- 
личных; в число делителей а 
включается 1); в* докажите, 
что для ‘любого п существует 
лишь конечное число нату- 
ральных а таких, что в—1 я6- 
ляется суммой п делителей 
числа а- 


отрицательной полуоси Ох, занумеруем данные 
векторы, лежащие в верхней полуплоскости у > 0: 
4, а.,...; аналогично, двигаясь против часовой 
стрелки, занумеруем остальные векторы (в нижней 
полуплоскости): 6,, В, ... (см. рисунок). По условию 
по крайней мере # векторов лежат в левой полу- 
плоскости х< 0; пусть это будут @, &.,... аи В, 
$., ..., ь_ь... Условие «по обе стороны от каждой 
прямой лежит не менее Ё векторов» эквивалентно 
тому, что каждый из п векторов вместе с Ё сле- 
дующими за ним против часовой стрелки (или по 
часовой стрелке) лежат в одной полуплоскости. 
Отсюда следует, что # поларных сумм векторов: 
а: ВБ, 1+, (то есть сумма вектора а, и Ё-го от него 
против часовой стрелки, а, В+, ...@, + В», 
а также Вы аа 1 _--@ +, 65 В + @ь — все 
дают отрицательные лроекции на ось Ох. (Дей- 
ствительно, например, сумма о —а, -|- 6, направле- 
за по биссектрисе угла, образованного векторами 
а, и В», а отрицательная полуось Ох лежит внутри 
этого угла н потому составляет острый угол с 2.) 
Проекции каждого из остальных п — 24 векторов не | 
больше 1. Поэтому проекция суммы всех векторов, 
а она равна длине 5, не больше п— 24. 


Заметим, что в условии задачи вектор, лежащий на прямой, 
можно считать расположениым ло любую сторону от нее. 
Интересно было бы получить утверждение, аналогичное 

нашей задаче, длн векторов п пространстве. 
П. А. Калугин, В. В® Прасолов 


Пусть 41, 4, ..., 4, — такие делители чнсла 4, что 


Тогда 
= 1 
Идея решения задачи заключается в том, чтобы 
для каждого п=@, 3,... в множестве Х,„ чисел, 
представимых суммой п чисел, обратных натураль- 
ным, указать наибольшее число и„., Строго мень- 
шее 1. 'Тогда из (1) будет следовать оценка для а: 
1 

у (2) 


1—в. 


1—_. Зи = а< 


Заметим, что поскольку множество Х, бееконечио, даже 
существование такого и, для каждого п нуждается в доказа- 
тельстве: наглядное объяснение этого доказательства, которое 
мы приведем в пункте в), состоит в том, что Х. получается 
прибавлением к каждому числу из Х..: всех чисел вида 
1/К (Е=А, 2,...) и потому точки из Х., в бесконечном количе- 
стве накапливаются лишь справа от каждой точки из Х„ ги не 
могут скопиться слева от какой-либо точки (в частностн, 
от точки 1), ` . 


а) Ответ: а=3, 4, 6. Если 
зв 1 
в мы <1, А < ь, 


то №, >24, &. >23 (иначе х> 1/2--1/2=1), поэтому 
х<и.=1/2-+1/3—=5/6 и из (2) следует, что п < 6. 
Перебирая все такие а, видим, что число а—\ 
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1/3+18- и 


Зе Иа 


4 =И3—1/2 


можно представить в виде суммы двух делителей а 
лишь при а= 3, 4 и 6 (в этих случаях а—1 равно 
2—=1-1,3=2-1, 5=3--2; представить 4 в виде 
суммы двух делителей а—=5 нельзя). 

6) Пусть 


р а ЗВ, 
РА т п 


Если А, >3, то хх 1/3-|-1/3-+-1/4 =11/12; если 
Е =2, №24, то х<1/2+1/4-{1/5 =19/20; 
если #, =2, К. =3, то Ё, 21 и 
х<1/2-4 1/3 1/7=41/42. 

Таким образом, из—=41/42 и из (2) следует, что 
а<42. Перебирая эти а. можно выбрать те, для 
которых а—1 представлябтся в виде суммы трех 
делителей а—1. Ответ: а=4, 6, 8, 10, 12, 18, 
20, 24 и 42. 

в) Докажем, что для любого с>>0 в множестве 
чисел, принадлежащих Х, и меньших с, есть наи- 
большее число р.(с). (Для решения задачи доста- 
точно доказать это для с == 1, но более общее утвер- 
ждение легче доказать индукцией по п.) Напом- 
ним, что Х, — бесконечное множество чисел 
вида и. . 


1 1 1 ‹ 


где К, К., ...Ё,„ — натуральные числа. 

Для п=1 наше утверждение очевидно: р„(с) — 
это наибольшее число вида 1/Ё, меньшее с, то есть 
1/[с-+ 1] (квадратные скобки означают целую часть 
числа). Пусть наше утверждение доказано для 
Х,_,; докажем его для Х„. 

Выберем натуральное А такое, что п/й < с (мож- 
но взять Ё==[л/с]-- 1). Тогда среди чисел х из Хи, 
меныших с, имеется число п/Ё (сумма п дробей 
1/Е), а в представлении (3) любого числа х, такого, 
что п/р < х<<с, хоть одна из дробей 1/№; больше 
1/Ё, то есть < Е—1. При этом х —1/Ё; принад- 
лежит Х._г и наибольшее из таких х — а это и есть 
ц,(с} — будет равно наибольшему из конечиого 
набора чисел 


п 1 ) 1 
в’ |695 (с т яЕ |? 


п, (е,)+ 5, ..» На (с— т) 


(гдс [-— наименьшее натуральное число, для кото- 
рого с— 1/1>>0, то есть {=[1/с] + 1). 

Оказывается, можно для каждого п=3, 4... 
указать наибольшее число а,, для которого а, — 1 
представляется в виде суммы п делителей а.: 
довольно давно была сформулирована гипотеза о 
том, что и, (1) — ближайшее слева к 1 число вида 
(3) — ва. - рт п дробей ряда 


5+5 ++ о ых 2 


в котором ак каждой р на 1 больше 
произведения знаменателей всех предыдущих; из 
нее вытекает, что а, — это произведение знамена- 
телей первых п дробей (то есть а,.:=а,—а,). 

Н. Б. Васильев 


№990. В пространстве заданы 
три попарно скрещивающиеся 
прямые, не параллельные о0д- 
ной плоскости. Сколько суще- 
ствует различных параллеле- 
пипедов. у которых эти три 
прямые: 

а) проходят по ребрам, 

6) проходят по ребрам или 
диагоналям граней. 


в) содержат 6 вершин парал- 


лелепипеда? 


Рис. 1. 


Заметим сначала, что для любых. трех попарно 
скрещивающихся прямых а, Би с, не параллель- 
ных одной плоскости, существует единственный 
отрезок с концами на а и 6, параллельный с. 

Действительно, искомый отрезок должен лежать в плоско- 
сти и, содержащей а и параллельной с. Очевидно, такая плос- 
кость существует (ее можио провести через а м любую прямую, 
перссекающую а и параллельную с). единственна и не парал- 
лсльна 6. Точка пересечения.а и В — одии из концов 
нашего отрезка. Проведя через него прямую, параллельную 
с, до пересечения с а, получим второй конец. 


Такого рода отрезок нам придется проводить 
много раз; для краткости будем называть его 
с-мостиком между а и 6 или просто с-мостиком. 
На рисунках 1—9 данные прямые обозначены си- 
ним цветом, мостики — красным. 

а) Ответ: 1. Ясно, что $ мостика, онпределяе- 
мые данными прямыми, являются ребрами иско- 
мого параллелепипеда (рис. 1). Построив их, мы 
получим 6 вершин; после чего однозначно восста- 
навливаются и 2 последние вершины. 

0) Ответ: 19. Перечислим сначала всевозмож- 
ные наборы из трех попарно скрещивающихся 
ребер ияи диагоналей граней параллелепипеда. 
Они могут содержать: 

1) 3 ребра (см. задачу а}}; 

2) диагональ грани а, ребро 65, параллельное 
этой грани, и ребро с, ее пересекающее (рис. 2); 

3) ребро а, диагональ Ь грани, параллельной а, 
и диагональ с грани, пересекающей а (рис. 3); 

8) ребро а и диагонали В и с двух граней, парал- 
лельных а (рис. 4); 

5) 3 диагонали а, 6 и с граней, из которых 2 
(скажем, 6 и с) лежат в параллельных гранях 
(рис. 5). 

В каждом из этих случаев параллелепипед мож- 
но однозначно восстановить, если заданы прямые, 
содержащие отрезки а, $ и с, и указано, какой 
именно прямой принадлежит каждый из этих 
отрезков; при этом в качестве таких прямых можно 
брать любые 3 прямые, удовлетворяющие условию 
задачи. 


| Как построить параллелепипед с помощью наших +мости- 
ков», объясняют рисунки 2.--5. Разберем подробнее только один 
случай, скажем 2). Построив с-мостик АВ между аивБи Ь-мос- 
тик СБ между си а, Получим 4 вершины параллелепипеда — 
концы А и Р диагонали грани а ин по одному концу — Ви 
С — ребер В ис. Для 1 построения остальных вершин достаточно 
отложить вектор АВ от точек С и. и вектор СР от точек 
А иВ. Построения н случаях 3) и 4} знапогичиы, а в случае 5) 
концы наших мостиков дают 4 вершины и центры двух проти- 
воположных граней параллелепипеда, что позволяет легко 
найти остальный вершины. . 


В каждом из случаев 2)—5) надо еще указать, 
какой из отрезков а, 6, с будет лежать на каждой 


`из трех данных прямых. Такое ‹распределение 


ролей» можно осуществить 6 разными способами, 
причем, как видно из построения, в случаях 2) и: 3) 
это дает по 6 разных параллелепипедов, а в слу- 
чаях 4) и 5) — по 3 (поскольку построения не меня- 
ются при перестановке ЁЬ и с). Суммируя число 
параллелецицедов имо всем случаям, получим 


1+6 -+6-3+3=19. 


Рис. 6. 


$998. Горнолыжник спуска- 
ется с высокой горы с уста- 
новившейся скоростью и. Гора 
образует игол п 2 горизонтом 
и плавно переходит в горизон- 
тальный участок. Как должен 
наклоняться лыжник. чтобы 
не упасть в момент перехода? 
Считать, что переход происхо- 
дит очень быстро. Масса лыж- 
ника равна М. Сопротивление 
воздуха не учитывать. 
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Рис. 7. Рис. 8. 


в} Ответ: 31. К вариантам, рассмотренным 
при решении задачи 6), добавляются те, при ко- 
торых 

одна из прямых содержит диагональ а паралле- 
лепипеда, а 2 другие — 

6) 2 ребра В ис (рис. 6), 

7) ребро В и диагональ грани с (рис. 7), 

8) 2 диагонали граней В ис (рис. 8). 


Построим В- и с-мостики. В случае 6) их кондбы являются 
вершинами параллеженипеда, и дальнейшее построение ясио 
из рисунка 6. В случае 7) 5-мостик ЛС между а и г язляетоя 


ребром параллелепипеда; если В. — это с-мостик между 
Ь ина, то точка р (как и точки А, С) — вершина параллеле- 
пипеда, еще 2 вершины — это концы векторов, равных СА, 


отложенных от Ди В, остальные 3 вершины строятся очевид- 
ным образом (рис. 7). Несколько сложнее построение в послед- 
нем случае 8). Пусть АВи А,С — с- и 6-мостнки между 
сяфб, или соответственно @ и с (рис. 8). Тогда точки А, и А, 
делят диагональ а параллелепипеда на 3 равные части, а точки 
Вя С делят отрезки Ь и с в отношении 2:1, причем отрезки 
А Ви А.С в 3 раза короче диагоналей с и Ь соответствеино- 
(Эти утверждения становятся очевидными, если взглянуть иа 
проекцию параллелепипеда вдоль диагонали Ь — рис. 9 — 
и учесть, что прн параллельной проекции отношения длин 
параллельных отрезков сохраняются.) Теперь, отложив от А, 
векторы А, т и 2А. Иа мы найдем концы отрезка а; отложив 


от С векторы ВА, н 2А, В, найдем концы отрезка с и, аналогично, 
концы 6, после чего остается построить по 6 вершинам 2 осталь- 
мые. 

Носкольку и случае 7) имеется 6 способов «распределить 
роли» между данными прямыми, а в случаях 6) и 8) — 3, общее 
число параллелепипедов равно 19 -3--6-{3-=- 

В. Н. Дубровский 


$Ф* 


Так как переход плавный, кинетическая энергия 
лыжника постоянна и его скорость и, сразу после 
перехода на горизонтальный участок равна 
(по модулю) и. Изменение импульса лыжника за 
время т перехода равно Ар=М (5, —5) и направ- 
лено по биссектрисе угла АВС (см. рисунок). 

Из закона изменения импульса, учитывая малое 
значение т, имеем: Ар=И, где } — сила, дей- 
ствующая на тело лыжника со стороны лыж (она 
также направлена по биссектрисе). Для равновесия 
лыжника необходимо, чтобы вектор этой силы 
проходил через центр масс лыжника. Из этого 
условия находим, что в момент перехода на гори- 
зонтальный участок лыжник должен наклониться 
вперед на угол «/2 от того положения, которое он 
занимал при движении по склону. 

А. Н. Семенов 


Ф999. По гладкой горизон- 
тальной поверхности стола 
скользит мешок массой т\. 
связанный жестной невесомой 
веревкой с мешком массой то. 
Веревка. соединяющая меш- 
ки. проходит через небольшое 
отверстие в столе (см. рису- 
нок). Длина веревки Г, высота 
стола Н. причем НБ. На ка- 
ную высоту поднимется ме- 
щок т. после удара об пол. 
если в начальный момент вся 
веревка лежала на столе п 
мещки не двигались? 


и 
ых 


мкл 


Ф1000. Гох Г, текущий по кон- 
туру. образованному четырь- 
мя ребрами куба (рих. Г}. соз- 
дает в центре куба магнитное 
поле г индукцией В.. Найти 
величину ци направление век- 
тора индукции магнитного по- 
ля. создаваемого в центре ку- 
ба током Т. текущим по кон- 
тури из шести ребер (см. рису- 
нок 8 на с. 40}. 


Скорости в мешков к моменту удара одного из 
них 06 пол определяются законом сохранения 
энергии: 


т (т, кт.) 5? =тьвН. 


(1) 
После удара мешок массой т, будет двигаться 
по столу, пока не натянет веревку. В этот момент 
мешок т., лежавший на полу, рывком ускоряется 
так, что скорости мешков становятся одинако- 
выми по величине. 

Изменение скоростей мешков по абсолютной ве- 
личине при этом рывке такое же, как если бы 
мешок массой т. лежал не на полу, а на столе. 
Действительно, взаимодействие мешков осущест- 
вляется через веревку, и сила, прилагаемая к 
мешку, лежащему на полу, лишь по направле- 
нию отличается от той, которая была бы, если бы 
он лежал на столе. 

Таким образом, скорости мешков ‘и после рывка 
можно найти с помощью закона сохранения 
импульса: 

по ==(т + то) и. (2) 

Дальнейшее движение мешков вновь *контроли- 
руется» законом сохранения энергии, и макси- 
мальная высота # подъема мешка т. определяется 
соотношением 


т.вВ = {т т.) и. {3) 
Исключая и, и из (1), (2), (3), получаем: 
в= ее т) Н. 
| Г. Л. Коткин 


+ 


Из соображений симметрии следует, что индукция 


В. поля, создаваемого в центре куба (в точке О) 
током Г, текущим по контуру АВСПА (см. рис. 1). 
параллельна оси ОУ. Действительно, при повороте 
на 90° вокруг ОУ контур АВСПА переходит сам 
н себя, следовательно, вектор В. тоже должен 
перейти сам в себя. По правилу буравчика вектор 
Ву направлен вдоль ОУ. Таким образом, в проек- 
ции на оси ОХ, ОУ, 07 
`Вь—(В., В,, В,) =(0, Въ, 0). 


Чтобы найти поле В, создаваемое током, теку- 
щим по контуру АВССНЕА (см. рис. 2), восполь- 
зуемся принципом суперпозиции. Заметим, что 
точно такое же распределение тока по ребрам 
куба получится, если взять три контура: АВСБА, 
ОССНО и АПНЕА, по каждому из которых течет 
ток Г. Значит, совокупность этих трех контуров 


создает в центре куба искомое поле В. В соответ- 


ствии с принципом суперпозиции, В равно вектор- 
ной сумме трех полей, создаваемых каждым из 
конту ров: 


В= Вы Гра { Воень, Е `ВирнЕл — 
={0, В+, 0 )+(—В (4% 0, 0)-+( 0, 0, В,}={— Вь, Во, Вс). 


око ен о 


Ф1001. В однородном злек- 
трическом поле каходится не- 
заряженный металлический 
шар. При выключении поля 
в шаре выделилось количество 
тепла ©. Какое количество 
тепла выделилось бы в шаре 
втрое большего радиуса? 
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= 
Таким образом, вектор В направлен вдоль главной 
диагонали куба (ОЕ), а его. величина равна В. —/3. 


Заметим, что индукцию В можно найти, просто 
сложив поля всех шести ребер контура, но это 
потребовало бы более громоздких вычислений. 

М. М. Цыпин 


Ф* 


Очевидно, при помещении незаряженного метал- 
лического шара в однородное электрическое поле 
на поверхности шара появятся наведенные элек- 
трические заряды. Они расположатся по его по- 
верхности так, чтобы напряженность результирую- 
щего электрического поля внутри шара была рав- 
ной нулю. Ясно, что поверхностная плотность за- 
ряда с определяется величиной напряженности 
внешнего электрического поля и геометрией про- 
водника. При заданной геометрии чем больше 
внешнее электрическое поле, тем больше величина 
а в каждой точке поверхности проводника. 

При выключении внешнего электрического поля 
в шаре выделится тепло за счет потенциальной 
энергии поля, созданного наведенными на шаре 
зарядами. Эту энергию можно найти как сумму 
потенциальных энергий всевозможных пар заря- 
женных точек поверхности шара. Разобъем поверх- 
ности шаров на подобные малые участки. Энергия 
взаимодействия пары участков поверхности мень- 
шего шара, находящихся на расстоянии ВА,. друг 
от друга, равна 

А\’=Ес1 0. ЗЕЯ 
Вь 

где с, и о — соответствующие плотности заряда, 
А, и А5. — площади соответствующих участков. 
Поверхностные плотности заряда на подобных уча- 
стках большого шара также равны о, и ос.. (Пока- 
жите это самостоятельно, воспользовавшись прин- 
ципом суперпозиции и условием равенства нулю 
напряженности поля внутри проводника.) Если 
радиус этого шара больше в л раз, чем радиус 
меньшего шара, то энергия пары подобных участ- 
ков большого шара равна 


п?. \$,.п?. 15, 
пВ,> 
где А; и 45$; площади соответствующих уве- 
личенных участков, А\› — расстояние между ними. 

Таким образом, при увеличении размеров шара 
в три раза (п=3) потенциальная энергия поля 
наведенных зарядов увеличится в 3*=27 раз, и 
следовательно, во столько же раз возрастет коли- 
чество тепла, которое выделится при выключении 
внешнего поля. 


=#о,0. —=3. АУ”, 


С. С. Крогов 


Ф1002. Точечный источник 
света находится на расстоя- 
ниц Г, от экрана. Собирающую 
линзу с фокусным расстоя- 
нием Е > (1,/4!, параллельную 
экрану. перемещают между 


источником и экраном. При 
каком положении линзы диа- 
метр пятна, видимого на экра- 
не. будет минимальным? 


Экран 


Пусть линза сдвигается в сторону так, что расстоя- 
ние между ней и экраном не изменяется. Тогда 
остаются неизменными и размеры пятна на экране, 
ведь нучок лучей за линзой представляет. собой 
конус с вершиной в действительном или мнимом 
изображении источника и образующими, проходя- 
щими через периметр линзы. Так как точки пересе- 
чения плоскостей линзы и экрана с высотой конуса 
при таком сдвиге не изменяются, то (из подобия) 
не изменяется и размер пятна. 

Поэтому мы можем сдвинуть линзу так, чтобы 
источник находился на ее главной оптической 
оси. Пусть х — расстояние от источника до линзы. 
Нетрудно показать, что при условии ЕР>([./4) 
получить резкое изображение источника (точку) 
на экране невозможно — лри любом положении 
линзы на экране будет видно пятно, диаметр 4 
которого зависит от х и минимален при х==х.. 
В самом деле, изображение источника попадает 
на экран, если 

1 1 

ОЕ: м 
но данное уравнение не имеет решений — его 
дискриминант [7 —4ЁГ.—=4[, ((Г/4)—Е) по условию 
отрицателен. 
- Если х<Р, то пучок лучей за линзой расходит- 
ся, и пятно тем болыше, чем дальше линза от 
экрана. При Ё >> Г имеем х<— Р для всех возможных 
х, и в этом случае @ минимально при х.=Ь, 
то есть когда линза установлена вплотную к экра- 
ну. Если же (2/4) Р< Г, то очевидно, что х,> Е 
(пучок должен сходиться). В этом случае изобра- 
жение источника находится за экраном на расстоя- 
нии у от линзы таком, что 


Е, или х?— [Хх РЁ. =0, 


1 1 1 хЕ 
| р 
к к’ Т© есть у= " 


Из соображений подобия получаем {см. рисунок): 
а у Ех) 


р у 
бы о о Зы 
_ у (1 хР ) ` 
® Г 
рее) 
Это выражение имеет минимальное значение пря 
Х = Хо =Н.Р, и 


‚ откуда 


{ 
Чи = В м (2— о) 
Таким образом, размер пятна минимален 
при х=ф, если РЁ, 
при х=,ЁР, если < [. 
Д. Ю. Григорьев 


Поправка 


На четвертой странице обложки в «Квоаитеь № 6 
неправильно указана фамилия автора про- 
граммы, Автором этой программы является 
А. А. Левин. 
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Практикум абитуриента 


Оптические 
приборы 


Л. П. БАКАНИНА 


Существует много различных опти- 
ческих приборов, и каждый из них 
призван так или иначе «помогать» 
нашему глазу. Например, телескоп и 
бинокль позволяют рассматривать 
весьма удаленные предметы, а лупа 
и микроской служат для рассматри- 
вания очень мелких предметов. Фото- 
аппарат дает возможность запе- 
чатлеть изображение на пленке, а про- 
екционный аппарат позволяет полу- 
чить увеличенное изображение этой 
пленки на экране, которое может 
видеть сразу большое число людей. 
Очки восполняют различные недо- 
статки зрения у людей. О некоторых 
из перечисленных приборов и пойдет 
речь в данной статье. 
Принципиальное устройство этих 
приборов очень простое — их опти- 
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ческая система состоит из одной или 
двух линз. Сколько и какие именно 
линзы при этом используются — за- 
висит от назначения конкретного 
прибора. 


Очки 
Наш глаз обладает способностью 
аккомодировать, то есть +настраи- 


ваться» на рассматривание различно 
удаленных предметов. Для нормаль- 
ного глаза область аккомодации ле- 
жит в пределах от бесконечно боль- 
ших расстояний до расстояний по- 
рядка 10 см (с возрастом это расстоя- 
ние увеличивается). При этом в пер- 
вом случае глазу удается получить 
на сетчатке отчетливое изображение 
без каких-либо мышечных усилий. 

Человек, страдающий —близору- 
костью, не может сфокусировать на 
сетчатке изображение удаленных 
предметов, а человек, страдающий 
дальнозоркостью, не имеет возмож- 
ности отчетливо видеть близкие к гла- 
зу предметы. Простые очки со сфери- 
ческими линзами позволяют скоррек- 


тировать близорукость или дально- 
зоркость глаза, +приближая» или 
«удаляя» предметы относительно гла- 


за. Очевидно, что в первом случае 


используются рассеивающие лиизы, & 
во втором — собирающие. 

Принято различать очки «для да- 
ЛИ» И ОЧКИ «для чтения». Первые 
«переносят» предметы, находящиеся 
на бесконечно большом расстоянии, 
на дальнюю границу области акко- 
модации данного глаза. Вторые зпере- 
носят» предметы со стандартного для 
нормального глаза расстояния наи- 
лучшего зрения 4,=25 см на расстоя- 
ние наилучшего зрения близорукого 
или дальнозоркого глаза. 

Задача 1. Близорукий человек 
лучше всего различает мелкий 
шрифт, расположенный на расстоя- 
нии 4—15 см от глаза. Какие очки 
для чтения нужны этому человеку? 

Считаем, что очки расположены 
вплотную к глазу, а книгу человек 
держит на расстоянии наилучшего 
зрения 4.—=25 см от глаза (рис. 1). 
По формуле линзы 


рами. 
накодим озбтическую силу очков: 
1 а—45 
р== в = —а ^ —2,„4 дптр. 

Задача 2. Какие очки нужны че- 
ловеку, у которого расстояние наи- 
лучшего зрения оказалось равным 
4=75 см? 

Так же, как и в предыдущей задаче, 
предполагаем, что человеку удобно 
держать книгу ‘на расстоянии &,— 
—25 см, а изображение в очках долж- 
но получиться на расстоянии 4=175 см 
(рис. 2). По формуле линзы получаем, 
что оптическая сила очков 


И ВА 
р а а —аа = 1 дптр. 


Фотоаппарат 


В фотоаппарате с помощью линзы- 
объектива получают на пленке изо- 


Рино. 


бражение фотографируемых лредме- 
тов. Перемещая объектив относитель- 
но пленки, добиваются четкого изо- 
бражения предметов, находящихся на 
разных расстояниях от фотоапларата. 
Качество изображения зависит также - 
от времени экспозиции, в течение 
которого открыт объектив фотоаппа- 
рата, и диаметра диафрагмы, стоя- 
щей перед объективом. Величина этих 
параметров определяется яркостью 
предмета и чувствительностью плен- 
ки. Если снимаются движущиеся пред- 
меты, время экспозиции должно быть 
достаточно малым, иначе изображе- 
ние на пленке будет размытым. 
Диаметр диафрагмы определяет не 
только освещенность пленки, но и глу- 
бину резкости. 

Задача 3. На спутнике, летящем 
по круговой орбите на высоте Н—= 
—200 км от Земли, расположен 
фотоаппарат, объектив которого имеет 
фокусное расстояние Р-=40 см. Разре- 
шающая способность пленки (опреде- 
ляемая зернистой структурой фото- 
эмульсии), то есть минимальный раз- 
мер различимых деталей изображе- 
ния, равна а=10 мкм. Каков мини- 
мальный размер предметов на Земле, 
которые можно различить на пленке? 
Каково допустимое время экспо- 
зиции? 

Так как НР, можно считать, что 
фотографируются предметы, находя- 
щиеся в бесконечности, и их изобра- 
жения получаются четкими в фо- 
кальной плоскости объектива. По 


условию задачи можно различить 


Рис. 4. 


предметы, размер изображения кото- 
рых больше а, поэтому (рис. 3) 


[>а5 = 5 м. 


За время экспозиции Ё спутник и, 
следовательно, оптическая ось объек- 
‚тива поворачиваются на угол‘ 
а—=2л/Т, где Т=2л^/Е/]& — период 
обращения спутника, В == В, = 6400 км. 
Изображение при этом «размоетсяь» 
на величину аР. Это размытие должно 
быть не больше а. Отсюда 


__=@7Г а Вы 
ЕТ < А] — 0,02 с. 


Задача 4. Из-за конечной разре- 
шающей способности фотопленки на 
ней четко изображаются предметы, 
находящиеся от фотоаппарата на рас- 
стояниях от 4, —=15 м д0 4.=30 м. 
Не меняя наводки на резкость, объек- 
тив задиафрагмировали (то есть 
уменьшили диаметр открытой части 
объектива). При этом ближняя гра- 
ница глубины резкости стала рав- 
ной 4,—=10 м. Найдите дальнюю 
границу глубины резкости. 

Пусть размер зернистой структуры 
фотоэмульсии а, диаметр объектива 
фотоаппарата 6, а его фокусное рас- 
стояние Р. Если аппарат навели на 
предмет, расположенный на расстоя- 
нии 4 от фотоаппарата, пленка рас- 
положена от объектива на расстоянии 
К, определяемом по формуле линзы 
(рис. 4): 


Предмет, находящийся на расстоянии 
а,<4, будет четко изображаться’ на 
расстоянии }—=4Р/(4,—Р). При этом 
каждая точка этого предмета будет 
засвечивать на пленке кружок. Если 
диаметр этого кружка не превышает 
размера зерен фотоэмульсии, мы не 
заметим расфокусировки. То же будет 
для предметов, расположенных на 
расстоянии 4.>4. Каждая точка та- 
ких предметов будет изображаться 
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точкой на расстоянии ›==4.Р/(4.—Е) 
от объектива, а на пленке будет обра- 
зовываться кружок, диаметр которо- 
го не должен превышать а. 

Из подобия треугольников на рисун- 
ке 4 имеем 


з А 1— 
ь Ь р : 
откуда получаем 
2 1 1 
= =— +. (1) 
/ Г Ь 


Если диаметр объектива стал 65’, то 


а г й _И- 


РА Л ' 
или 
2 1 1 
р 2 
тт +. (2) 
где 
‚ _ РЕ ‚ _ @Р 
Г: а—Е ги  а—в` 
Из (1) и (2) находим 
1 1 1 1 
Е 1% 
откуда, выражая { через 4, получаем 
ыы 1 и 
Бо 
а 4 а 
Итак, дальняя граница глубины 


резкости лежит в бесконечности, и, 
следовательно, на пленке четко изо- 
бражаются все предметы, располо- 
женные дальше 10 м от объектива. 


Микроскоп . 


Задача, которая ставится при конст- 
руировании этого прибора,— полу- 
чить как можно большее увеличение 
изображения мелких предметов. 
Микроскоп состоит из двух соби- 
рающих линз — объектива и окуляра. 
Объектив, обращенный к предмету, 
дает действительное увеличенное изо- 
бражение предмета, а окуляр, распо- 
ложенный непосредственно перед гла- 
зом наблюдателя, используется как 


Окуляр 
Объектив 


Рис. 5. 


лупа, дающая мнимое увеличенное 
изображение. При этом глаз обычно 
аккомодирован на бесконечность. 
Как видно из рисунка 5, изобра- 
жение в микроскопе получается уве- 
личенным и перевернутым. Найдем 
его угловое увеличение } — отнощше- 
ние угла зрения ф на предмет через 
микроскоп к углу зрения Фо при 
наблюдении невооруженным глазом: 
)—=Ф/Фо. Если размер предмета Й и он 
рассматривается глазом с расстояния 
наилучшего зрения 4х, то 


__ № 
Фо мая 
Тенерь найдем $. 

Увеличение системы линз всегда 
равно произведению увеличений каж- 
дой из линз, входящих в эту систему. 
Чтобы увеличение объектива было по 
возможности ббльшим, предмет дол- 
жен находиться близко к фокусу, 
поэтому можно принять, что 4,=Р.. 
Изображение, даваемое объективом, 
является предметом для окуляра. 
Если глаз аккомодирован на беско- 
нечность, то «предмет» должен нахо- 
диться в фокальной плоскости оку- 
ляра, то есть 42=Р.о. Из рисунка 5 по- 
лучаем 

.Н ВЕРЕ 
а 
Очевидно, что в качестве и объектива, 
и окуляра разумно использовать ко- 
роткофокусные линзы. Тогда 


__ ВЬ 
Ф=рр, 


и увеличение микроскопа в этих 
приближениях можно считать рав- 

ным 

4. Ри 

Те РЕ 
На основании этой формулы мож- 
но подумать, что, увеличивая рас- 
стояние между линзами Ё и прибли- 
жая предмет к фокусу ` объектива, 
мы можем получить любые, сколь 
угодно большие увеличения микро- 
скопа. Однако это не так. При до- 
статочно больших расстояниях между 
линзой и изображением уже нельзя 
пользоваться приближенными по- 
строениями геометрической оптики, 
необходимо учитывать волновые свой- 
ства света и, в частности, явление 
дифракции, которое приводит к иска- 
жению изображения и даже к тому, 
что изображения не получается вооб- 
хе. Из рассмотрения дифракционных 
явлений можно получить, что мияи- 


мальный размер предмета, который 
можно рассмотреть в микроскоп без 
искажений, должен быть порядка 
длины световой волны. Для видимого 
света величина 1, —0,5 мкм, а мак- 
симально возможное увеличение ми- 
кроскопа — 10°. 

Задача 5. Микроскоп имеет объ- 
ентив с фокусным расстоянием Р,—= 
=1 см пи окуляр с фокусным рас- 
стоянием Р.—=3 см, расстояние между 
ними 1[—=20 см. На каком расстоя- 
нии от фокуса объектива должен на- 
ходиться объект, чтобы его изобра- 
жение получилось на расстоянии 
наилучшего зрения 44—25 см от 
окуляра? Чему равно при этом уве- 
личение микроскопа? 

Будем считать, что изображение, 
даваемое объективом, находится при- 
близительно в фокусе окуляра. Тогда 
расстояние от объектива до изобра- 
жения [—=Г—Р.—=11 см, а искомое 
расстояние 


о о Иа 
х=а—Р, Е Р, ЕЕ 
— 0,06 см. 


Увеличение микроскопа равно при- 
ближенно 


Зрятельные трубы. Телескоп 


Зрительные трубы, предназначенные 
для наблюдений удаленных предме- 
тов, делятся на две группы: 1) со- 
стоящие из двух собирающих линз — 
«астрономическая труба», или труба 
Кеплера; 2) состоящие из собирающей 
и рассеивающей линз — зземная тру- 
ба», или труба Галилея. И та, и дру- 
гая трубы могут быть использованы 
в качестве телескопа. Систему линз 
называют телескопической, если вхо- 
дящий в нее параллельный пучок 
лучей выходит тоже параллельным, 
но под другим углом к онтической 
оси. Угловым увеличением зритель- 
ной трубы называют отношение углов, 
под которыми распространяются вы- 
ходящий и входящий параллельные 
пучки света: ?—ф./ф,. 

Как правило, при рассматривании 
удаленных предметов с помощью зри- 
тельной трубы глаз наблюдателя ак- 
комодирован на бесконечность, но бы- 
вают и исключения. 
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Объектие 


Рис. 6. 


Труба Кеплера. Рассмотрим 
трубу Кеплера как телескопическую 
систему, настроенную на бесконеч- 
ность. Из рисунка 6 видно, что 

Е, 18 ф.—=Р, 8 >. 
Если углы малы, то 


4: 49 == 1 
| 
и Ф Е. 


то есть увеличение трубы равно от- 
ношению фокусных расстояний объ- 
ектива и окуляра. Длина трубы в 
этом случае равна 2—=Р, | Р.; изобра- 
жение в трубе перевернутое. 

Задача 6. Наблюдатель рассмат- 
ривает удаленный предмет с по- 
мощью зрительной трубы Кеплера. 
Фокусные расстояния объектива и 
окуляра равны соответственно Р,== 
—=30 см и Е.=5 см. Наблюдатель 
видит четкое изображение предмета, 
если расстояние между объективом 
и окуляром трубы находится в пре- 
делах от Г/=33 см до [/’=34,5 см. 
На каких расстояних наблюдатель 
отчетливо видит предмет невооружен- 
ным глазом? 

Изображение удаленных предметов 
в объективе трубы получается в его 
фокальной плоскости, то есть на рас- 
стоянии 4.—=—Р, от окуляра. Изо- 
бражение в окуляре всегда мнимое, 
и его расстояние до глаза (считаем, 
что глаз приложен вплотную к оку- 
ляру) меняется в пределах, вычисляе- 


Объектив 


Рис. 7. 


мых по формуле линзы: 
к 4.2. 
Ь 5 э 


4—3 см р2=1,5 см, 
45 —=4,5 см Е —=45 см. 


Как видно, наблюдатель страдает бли- 
зорукостью — он не может видеть 
предметы, удаленные более чем на 
45 см от глаза. 

Труба Галилея. Рассмотрим 
настроенную на бесконечность трубу 
Галилея (рис. 7). В этом случае дли- 
на трубы Ё=Е, —Р.; увеличение тру- 
бы 


при 


то есть тоже равно отношению фо- 
кусных расстояний (как и в трубе 
Кеплера). Изображение в трубе Гали- 
лея не перевернутое, а прямое, поэто- 
му она удобнее для наблюдения уда- 
ленных предметов на Земле (почему 
ее иногда и называют «земной тру- 
бой»). В частности, театральный би- 
нокль представляет собой не что иное, 
как трубу Галилея. 

Задача Т. Объзективом театраль- 
ного бинокля служит собирающая 
линза с фокусным расстоянием Р,= 
— 8 см. а окуляром — рассеивающая 
линза с фокусным расстоянием Е. == 
—=4 см. Чему равно расстояние меж- 
ду объективом и окуляром, если изо- 
бражение рассматривается глазом 
с расстояния наилучшего зрения? 
На сколько нужно переместить оку- 
ляр, если глаз аккомодирован на бес- 
конечность? 

Так как расстояние до сцены, без- 
условно, много больше Р,, то изобра- 
жение. даваемое объективом, будет 
расположено в его фокальной плоско- 
сти. Если расстояние между линзами 
Ги, то это изображение находится от 
окуляра на расстоянии 4.=Р, — Г, 
справа от линзы но ходу лучей. 
Изображение в окуляре (мнимое) 
должно быть расположено на рас- 
стоянии [,=4.. Применяя формулу 
линзы 


—_ > 5 > 
г. — 4 „- Е. у 
находим 
ы 5 в.а 
?., о — 3,2 см. 


{Окончание см. на с. 5#} 


искусство программирования 


Решение задач 


и построение 
алгоритмов 


Кандидат технических наук - 
В. А. КАИМИН 


Задачи, задачи, задачи... Наша учеба, ра- 
бота и личная жизнь — это каждоднев- 
ное, ежечасное решение задач — учебных 
и производственных, инженерных и науч- 
ных, организационных и личных. Квали- 
фикация и компетентность рабочего, ин- 
женера и специалиста определяются его 
знаниями и умением решать возникаю- 
щие в работе задачи. Первым этапом 
в решении задачи является ее постановка. 


й 
} 


маем 


акт 


Второй этап решения задачи заключается 
в лодборе средств и `способов решения. 
Для решения сложных задач мы состав- 
ляем планы, в которых выделяются вспо- 
могательные подзадачи, а затем подбира- 
ются способы и средства для решения вы- 
деленных подзадач. Последний этап — это 
реализация выбранных планов и способов 
решевия, завершающихся получением 
требуемых результатов. 

Когда речь идет о решении задач с по- 
мощью компьютера, центральное место 
занимает подбор алгоритмов для решения 
задачи. В этой и в следующей заметке мы 
расскажем о систематическом конструи- 
ровании алгоритмов применительно к тем 
задачам, которые решаются в курсе «Ос- 
нов информатики и вычислительной тех- 
никих в 9-м и 10-м классах. 

Ключевые этапы систематичского конст- 
руирования алгоритмов можно проил- 
люстрировать следующей диаграммой 
(рис. 1). Посмотрим, как эта поэтапная 
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Рис, 1. Систематическое конструирование алго- 
рутмов. Контуры около слов задача и способ 
расплывчаты: в начале задача и ве решение 
понимаются расплывчато, в общих чертах. 
Затем возникает уточненная постановка задачи. 
после которой общий способ превращается в 
четкий математический метод решения. в тот 
в свою очередь — в алгоритм. (Что имеется 
в виду под словом сценарий, вы узнаете 
в следующем номере «Кванта»; п программах 
речь пойдег лишь в конце 10-г0 класса.) 


схема реализуется на нескольких про- 
стейших задачах. 
Задача о площади кольца. В общих чер- 
.тах ставится задача вычисления площади 
кругового кольца (рис. 2). В принципе 
понятно, как ее решать: из площади боль- 
шего круга нужно вычесть площадь мень- 
шего. Точную постановку задачи мож- 
но записать так: . 
Задача: нойти площадь кольца. 
Дано: г — внутренний радиус, 
В — внешний радиус. 
Треб: 5 — площадь кольца. 
Связь: 


5—5 —5. — площадь кольца, 
$=л- В — площадь большего круга, 
5—1: г’ — площадь меньшего круга. 


При:0<г< В. 

Обратите внимание на запись после 
слова связь: она, в сущности, дает нам 
метод решения в виде системы уравне- 
ний. Важна также и запись после слова 
при: в ней указываются ограничения на 
переменные, входящие в задачу. 

Теперь из метода легко получить алго- 
ритм: в данном случае остается только 
в нужном порядке присвоить значения 
параметрам к учетом ограничений. Полу- 
чим такой алгоритм: 
алг площадь (вещ г1 72, $) 

арг г 

рез 5 
нач вещ 51, 52 

если 0% г1 и г1 < га 

то л: —=3,14159 

ЭЗ1:= д. г!" 
$2: —л . г2? 


кон 


Задача о расстоянии между пешехо- 
дами. В общих чертах речь идет о вычис- 
лении расстояния между двумя пешехода- 
ми, идущими навстречу друг друту, в дан- 
ный момент времени (рис. 3). Точная 
постановка — следующая: 

Задача: Найти расстояние между пеше- 
ходами, идущими навстречу друг другу. 
Даио: 
& — начальное расстодние, 
т — время движения, 
2, — скорость первого пешехода, 
0. — скорость второго пешехода. 
Треб: {1 — текущее расстояние. 
Связь: 
з, +, +з.=& — общее расстояние. 
3, =0,°т — путь первого нешехода, 
32=0.-1 — путь второго пешехода. 
При: т20 ив > 0. 

Из уравнений, описывающих условие 
задачи (они следуют за словом связь), 
сразу извлекается метод решения: 


фто 


32—01, 
1—5 — (8, | 8.). 
А лгоритм теперь выписывается сразу: 
алг расстояние (вещ /0, 01, 2, &, #) 
арг {0, 01. 2, # 


рез Ё 
нач 
если Ю>0и :>0 
ТО $1: =01.1 
32: 02.1 
1: =Ю-—{,-$>) 
все 
кон 


Важным моментом в конструировании 
алгоритмов является нахождение урав- 
нений связи, дающих точное математиче- 
ское описание поставленной задачи. Иног- 
да говорят, что этот выбор дает матема- 
тическую модель рассмотренной задачи. 
В двух рассмотренных задачах выбор мо- 
дели (уравнений связи) осуществляется 
однозначно, а вот в задачах по физике 
можно выбирать разные модели. Рассмот- 
рим такой пример. 

Задача о полехе камня. В этой задаче, 
рассматриваемой в школьном учебнике по 
информатике, речь идет о полете камня, 
брошенного под некоторым углом к гори- 
зонту (рис. 4). В ней можно учитывать 
1) кривизну поверхности Земли, 2) сопро- 
тивление воздуха, 3) изменение ускорения 
свободного падения, 4) притяжение Луны 
и другие тонкие физические явления и 
эффекты. Если в этой задаче движение 
по вертикали рассматривать как равно- 
замедленное, а движение по горизонта- 
ли — как равномерное, то мы получим 
следующие постановку, метод иал- 
горитм решения задачи. 

Задача: Найти дальность полета камня, 
брошенного под углом п к горизонту Е на- 
чальной скоростью цз. 


Дано: а — начальный угол [рад], 

6, — мачальная скорость [м/с]. 
Треб: { — дальность полета [м]. 
Связь: 
1—=0;.0Ё — Дальность полета, 


—##/2--0=0 — уравнение полета, 
2.0 = 00 ©03 а — горизонтальная скорость, 
ти=Ро зп а — вертикальная скорость, 


= —=9,81 — ускорение свободного падения. 
При: о>0и 0<а< > 


Метод 
=0х0 - &. 
1—2 0и0/н. 
их0=—00 . соб и, 
20—00 - зпа, й 
&—9,81. 
Алгоритм 
алг дальность (вещ а, [, 60) 
арг 00, а 
рез 1 
нач вещ &, 0х0, губ, 1 
&: =9,81 
рхО: =50-со$ а 
2у0: —=60-эзт а 
1: ==20у0/я 
{:=0х0 - Е 
кон 


%хжх 


Для элементарных задач методы реше- 
ния удается получать в точной аналити- 
ческой форме. Для сложных задач, когда 
явная система расчетных формул ие мо- 
жет быть получена, используются мето- 
ды приближенных решений, требующие 
большого объема вычислений. Для при- 
ближенного вычисления некоторой вели- 
чины у определяется некоторая последо- 
вательность приближений: усуьУ....., ко- 
торые в пределе стремятся к искомой ве- 
личине у = Иту,.  Последовательность 


П- + 
приближений у, (&—=0,1,2) обычно подби- 
рается таким образом, чтобы очередное 
зиачение у, зависело от предыдущего 


то 


члена определяемой последовательности 
Ук_1- Иростейшей иллюстрацией служит 
метод Герона для извлечения квадратных. 
корней. 

Извлечение квадратного корня. Здесь 
постановка, метод и алгоритм следующие. 
Задача: Приближенно извлечь квадрат- 
ный корень. 

Дано: х — исходное число, 
е — точность вычисления. 
Треб: 2: [ух х—2| <е. 
При: х20, е> 0. 
Метод 
Ус =х, 
ук ==1/2(уь 1 х/Ук-1) 
КА == (1,2,...)) до [Ув — уь [<] 

алг квадр. кор (вещ х,г) 

арг х 

рез 2 
нач вещ е, и, у 

е: = 0,0001 

0386 

у: =1/2(0- х/ь) 
пока |у—и|2е 

ик 


0: =У 


о х/ь) 


и 
кон 

Этот алгоритм практически полезен 
лишь в ситуации, когда у исполнителя 
есть карманный калькулятор без клавиши 
М. А вот следующий алгоритм часто 
используется и на калькуляторе, и на 
ЭВМ; он позволяет решить практиче- 
ски любое уравнение. . 

Решение уравненнй методом половин- 
ного деления. Для приближенного реше- 
ния уравнений вида /(х)—=0, где (х) — 
непрерывная функция на отрезке [а; 6], 
может быть применен метод половинного 
деления, если значения функции в концах 
отрезка имеют разные знаки = 
Ка): Кь)< 0. Суть метода состоит в ана- 
лизе значения функции в середине отрезка 
ее . Если Кс)=0, то корень найден, 
в противном случае корень нужно искать 
на левом [а: с] или на правом [©;6] 
полуотрезке в зависимости от того, на 


.— 


Пр аки тианые 


х 


Рис. 3. Расстояние между пе- 


Рис. 8. Вычисление площади 
кольца. 


шеходами: а) начальный мо- 
мент, 6) текущий момент. 


Рис. 4. М полета бро- 
шенного камня. 
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Рис. 5. Метод половинного деления. 


концах какого из полуотрезков функция 
имеет противоположные знаки (рис. 5). 
Деление отрезков пополам продолжается 
до получения такого отрезка, что его дли- 
на [а,; | станет меньше заданного „к. Этот 
метод можно записать так: 


[а0; 6] -=[а; 6}, 
— Ве-1 +Ь: -' 
р ’ 


Сь 


[@ь—„; с»] при 
Ра Р(с) < 0, 
[с; № при 
В (ск - Р-р 0; 


#—1,2,... до |6. — а, | < Е 


[ав; 6] = 


Его реализация на алгоритмическом 
языке, тоесть искомый алгоритм, мож- 
но записать следующим образом: 
алг прибл. реш (вещ а, Ь, е, х0) 
арг а, 6, е 
рез х0 
нач вещ с 

с: =(а- 5}/2 

пока {(с)=0и 

(6 —а)>е 

нц 
если {:а)-/{с) < 0 
то $: —=с 
иначе 
а: =с 
все 
с: ={а- 5)/2 

кц 

х0:=с 
кон 


И. В. Курчатов: 
первые шаги 
в ЛФТИ 


(Начало см. на с. 3} 


(Курчатов и Синельников 
не указывают, в какую жидкость по- 
мещцалась трубка с поршнем; они пи- 
шут, что опускали «...конец трубки с 
закрепленной фольгой в сосуд с жид- 
костью и осторожно вдували воздух».) 
При обычных температурных усло- 
виях о для целого ряда жидкостей 
(этиловый эфир, диэтиламин и др.) ле- 
жит в пределах 0,015—0,020 Дж/м°. 
Положим с = 0,015 Дж/м". Тогда, под- 
ставляя в (*) это значение пи а= 
—0,5 мкм, находим искомую величи- 
ну Ар: Ар-=1,2.10` Па (-1 атм) — 
достаточно большое давление! Неда- 
ром авторы писали о том, что сжимали 
воздух в цилиндрической трубке *с ос- 
торожностью». Нужно было, чтобы 
фольга не отклеилась от торца трубки, 
а главное, не разорвалась. Применен- 
ные Курчатовым и Синельниковым 
фольги были достаточно прочны, что- 
бы выдержать приложенное давление. 
Это же следует и из расчетов (по изве- 
стным формулам сопротивления мате- 
риалов для мембран), согласно кото- 
рым напряжение, развивающееся при 
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рассмотренном нами значении Ар, 
меньше предела прочности алюминия. 

(Заметим, что формулу Лапласа для 
сходных целей в 1923 году использо- 
вал не кто иной, как А. Эйнштейн в 
совместной со своим другом, врачом 
Г. Мюзамом экспериментальной рабо- 
те. В этой работе была предложена 
методика +чэкспериментального опре- 
деления размера каналов в фильтрах» 
(так называлась соответствующая 
статья, в которой изучались пористые 
фильтры, применяемые для бактерио- 
логических и медицинских целей). По 
минимальному значению Ар, начиная 
с которого воздух продувался через 
фильтр и образовывал пузырьки в 
сосуде с жидкостью, куда этот фильтр 
помещался, определялся максималь- 
ный диаметр пор (каналов) в фильтре.) 

Как видно из проведенных оценок, 
отверстия диаметром меньше 90,5 мкм 
вполне могли остаться не замеченны- 
ми Гартигом. Между тем, поток элек- 
тронов сквозь такие отверстия в фоль- 
ге более чем достаточен, чтобы быть 
зафиксированным в опытах. Цель ра- 
боты Курчатова и Синельникова, до- 
стигнутая в результате их простых и 
красивых контрольных эксперимен- 
тов, и состояла в том, чтобы показать 
ошибочность сделанных Гартигом вы- 
водов о проницаемости сплошных 
{бездефектных) тонких фольг для мед- 
ленных электронов. 


Информация 


Встреча с 
читателями 


Нынешним летом, каки в 
прошлые годы, при Москов- 
ском государственном унн- 
верситете им. М. В. Ломоно- 
сова проводились курсы повы- 
шения квалификации учите- 
лей средних школ страны. 
Программа математического 
отделения курсов предусмвт- 
ривала, в частности, тради- 
ционную встречу с членамн 
редакционной коллегии жур- 
нала «Квант». Эта встреча со- 
стоялась 30 июия иа механи- 
ко-математическом факульте- 
те МГУ. В гости к слушателям 
курсов — учителям матема- 
тнки — пришли заместитель 
главного редактора журнала 
Ю. П. Соловьёв, члены редкол- 
легии В. В. Вавилов, Н. Б. Ва- 
сильев, Н. Х. Розов, А. П. Са- 
вин, А. Б. Сосинский. 
Открывая встречу, Ю, П. 
Соловьев подробно остановил- 
ся на задачах, которые стоят 


сегодня перед журналом, на 
ближайших н перспективных 
планах работы редакции. Вы- 
ступившне на встрече члены 
редколлегин рассказали о раз- 
личных разделах журивла, 
поделились свонми соображе- 
ниями ю возможных формах 
использовання журнала в 
практической деятельности 
школьного учителя. Большое 
вниманне было уделено роли 
журнала в повышении уровня 
преподавання математики в 
школе, углублении математи- 
ческих знаний, учащихся, в 
решении актуальной сейчас 
проблемы их профессиональ- 
ной ориентации. Особый инте- 
рес слушателн проявили к ма- 
териалам журнала, которые 
призваны помочь ученикам и 
учителям в изучении иового 
школьиого предмета «Основы 
информатики н вычислитель- 
ной техники». Члены редак- 
ционной коллегии журнала 
ответнли также на многочнс- 
ленные вопросы участников 
встречи. 

Подчеркивая важную роль 
журнала а развитии интереса 
школьников в математике, вы- 
соко оценивая его помощь учи- 
телям в классной и особенно 
во виеклассной работе, многие 
выступавшие на встрече учи- 


теля высказали в то же время 
критнческие замечания, внес- 
лн конкретные конструктив- 
ные предложения по дальней- 
шему улучшению журнала. 
В частности отмечалась явно 
недостаточная связь редак- 
цин, авторов с учительской 
общественностью страны, го- 
ворнлось а том, что статьи 
журнала не всегда полностью 
увязаны Е действующей 
школьной программой и иног- 
да чрезмерно трудны для мас- 
сового  читателя-школьника. 
Состоявшееся обсуждение 
журнала «Квант» показало, 
что у журнала нмеется немз- 
ло резервов для того, чтобы 
лучше и полнее удовлетворить 
запросы своих основных чита- 
телей — учащихся и учите- 
лей, чтобы стать более доступ- 
ным и лопулярным для много- 
численных любителей мате- 
матики. Несомненно, что ис- 
пользование этнх резервов по- 
может журналу еще активнее 
способствовать реализации 
тех задач, которые намечены 
документами © реформе об- 
еобразовательмой и профес- 

сиональной школы. 
Н. Р. 


Оптические 
приборы 


{Начало см. на с. 42} 


Если глаз аккомодирован на беско- 
нечность, из бинокля должны выхо- 
дить параллельные лучи, поэтому 


2=Е,—Е.=4 см. 
Значит, окуляр нужно переместить 
на Ар =, — Ё,-0,8 см. 


Упражнения 

$. Человек видит мелкне детали предмета, 
если он расположен не далее 20 см от глаз. 
Какие очки ему необходимы? 

2. При аэрофотосъемках местности ис- 
пользуется фотоаппарат, объектив которого 
имеет фокусное расстояние Р--15 см. Мини- 


мальный размер различимых деталей изобра- 
жения на фотопленке а=10 мкм. На какой 
высоте должен лететь самолет, чтобы на фо 
тографии можно было различить предыеты 
размером до {=10 см? При какой скоростн 
самолета изображение «не испортится», если 
время экспоэнцин #=10 ‘с? 

3. Фотоаппарат сфокусирован на предмет, 
находящийся на расстоянин 4=5 м от него. 
До какого размера 6$ нужно задиафрагмиро- 
вать объектив с фокусным расстоянием Р= 
—20 см, чтобы четко изображались предметы, 
расположенные на \4—0,5 м ближе снимае- 
мого? Допустимая размытость деталей на 
пленке а =0.1 мм. 

4. Увеличение микроскопа #Ё:= 600, длина 
тубуса [= 24 см, фокусное расстоянне окуляра 
Е,=4 см. Чему равна оптнческая сила объ- 
ектива? 

5. Две трубы — Галилея и Кеплера — 
имеют одииаковую длину Ё=40 см и одина- 
ковое увеличение у=9. Определите фокусиые 
расстояния линз, из которых собраны эти 
трубы. 
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Т Всесоюзная 
олимпиада по физике 


учащихся средних 
профессионально- 
технических училищ 


На олимнийской «карте» появилась еще одна 
«координатаг — олимпиада по физике уча- 
щихся СПТУ. По форме проведения эта новая 
олиминада ничем не отличалась от традицион- 
ной школьной. Однако при подборе задач было 
учтено, что учащиеся профессионально-техни- 
ческих училищ теснее связаны с практикой, 
чем школьники, и поэтому их болыше должны 
интересовать конкретные, ‘можно сказать, «при- 
кладные» задачи. 


20 мая. Открытие олимпиады 


Участники и организаторы олимпиады собра- 
лись в живописном комсомольском городке 
«Борис Дзиеладзе» недалеко от Тбилиси. 

Председатель Госкомитета по профтехобра- 
зованию Грузинской ССР Н. В. Гургеиидзе 
объявляет олимпиаду открытой. Все выступаю- 
кие (среди них крупные ученые, учителя и 
сами участники олимпиады) пришли к едино- 
душному мнению: глааное — это участие, и все 
собравшиеся уже добились большой победы, 
завоевав право представлять свои республики 
на Всесоюзной олимпиаде. 

Вечером проводилась викторина, во время 
которой в игровой форме олимпийцы должны 
были ответить на довольно сложные вопросы 
по физике, продемонстрировать свое логиче- 
ское мышление и смекалку. Ответы ребят по- 
казали, что уровень подготовки собравиихся 
в Тбнлиси довольно высок, а сама зикторина 
послужила хорошей размиикой перед главиы- 
ми испытаниями. 


21 мая. Теоретический тур 


В течеиие пяти часов ребята упорно и настой- 
чиво решали предложенные им шесть задач. 
Вот условия этнх задач: 

1 курс 

1. На невесомой иити жесткостью № виснт 
тело массой т. Нить выдерживает натяжение Т. 
Тело приподнимают на высоту х (х отсчитыва- 
ется ОТ положения равновесия) и отпускают. 
При каком минимальном х нить оборвется? 


2. Поршень в цилиндрническом сосуде при- 
креплен к правой стенке пружиной (рис. 1). 
Слева от поршня в цилиндре находится азот, 
справа — вакуум. При температуре Т, = 300 К 
расстояние х,-40 см, при Т,=500К — 
Хх) =50 см. Чему равна длина пружины в неде- 
формированном состоянии? Каково будет рас- 
стояние х лри температуре жидкого гелия? 
Длина сосудя Ё=80 см. Трением поршня о 
стенки цилиндра пренебречь. 

3. В сосуд, где должна поддерживаться по- 
стоянная температура (термостат), поместили 
т=1 кг нафталина, причем #-я часть его рас- 
плавлена. В термостат наливают М = 2 кг воды. 
На сколько может отличаться начальная тем- 
пература воды от тсмпературы плааления наф- 
талина, чтобы температура в термостате не 
нзменилась? Температура плавлення нафта- 
лина 11180 °С, удельная теплоемкость воды 
с —=4,2 кДж/(кг-К), удельная теплота плаале- 
ния нафталина 7. == 151 кДж/кг, считать Ё = 1/2. 

4. Какое сопротивление И, должен иметь 
вольтметр, чтобы п точностью до 1 % измерить 
падение напряжения иа резисторе с сопротив- 
лением А =1 кОм (рис. 2)? В цепи между точ- 
ками А и В источник обеспечивает постоян- 
ный ток. 

5. Вычислите сопротивление между точками 
А и В проволочной фигуры, изображенной 
на рисуике 3, если сопротивление одного звена 
равио В (звеиом называется отрезок между 
двумя точками). 

6. Гидрофон, установлениый около дна боль- 
шого водоема, зарегистрировал несколько по- 
следовательных сигналов, обусловленных взры- 
вом на дне. Промежуток времени между пер- 
вым и вторым сигналами оказался равным 
Т, =>1 с, между первым и третьим сигналами — 
Т,:=3 с. На каком расстоянии от гидрофона 
произошел взрыв? Скорость распространения 
звука в воде г—1500 м/, дно водоема 
плоское. 


ПиПТ курсы 

1. Через неподвижное горизонтально закреп- 
ленное бревно переброшена веревка (рис. 4). 
Для того чтобы удерживать груз массой 
т = 6 кг. подвешенный на этой веревке, необ- 
ходимо тянуть второй‘ конец веревки с мини- 
мальной силой РЕ, =.40 Н. С какой миннмаль- 
ной силой Ё, иадо тянуть веревку, чтобы груз 
начал подниматься? 

2. Для создания искусственной тяжести две 
части космического корабля (отиошеиие масс 
т: туз 1:4\ разводятся на расстояние Ри при- 
водятся во вращение вокруг их общего центра 
масс. Определите период вращения Т, если 
маятниковые часы в кабине космонавта, рас- 
положенной в более массианой частн корабля, 
идут вдвое медленнее, чем на Земле. 

3. При изготовлении льда в холодильнике 
потребовалось т, =6 мин, чтобы охладить воду 
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Рис. 3. 
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Рис. 3. Рис. 5. 
от 1=-4 °С до 1,==0 °С, и еще т2=2 ч, чтобы 


превратить ее в лед. Чему равна удельная 
теплота плавления льда? Удельная теплоем- 
кость воды с= 4,2 кДж/(кг-К). 

4. Шкала прибора с ценой деления 5=56 мкА 
нмеет п=100 делений. Внутреннее сопро- 
тивление прибора г-=50 Ом. Как из этого 
прибора сделать вольтметр для измерення на- 
пряженнй до /=200 В иля миллиамперметр 
для измерения токов до Г-—800 мА? 

5. Проволочный каркас в виде тетраэдра 
подключен к источнику постоянного иапряже- 
ния О (рис. 5). Сопротивление каждого ребра 
равно В. Исключение какого нз ребер каркаса 
приведет к наибольшему изменению тока [ 
в цепи? Чему равно это максимальное изме- 
нение тока АГ. х? Сопротивлением подводящих 
проводов пренебречь. 

6. На дне озера глубнной # находится точеч- 
ный источник света. На поверхностн воды пла- 
вает круглый плот, причем центр плота нахо- 
дится как раз над источником. С вертолета, 
летающего над озером, обнаружить источник 
не удается. Коэффициент преломления воды 
равен п. Каков радиус плота? 

Результаты оказались отличными: было 
довольно много работ со 100-процентным ре- 
зультатом, не нашлось ни одного человека, кто 
не смог решить хотя бы одну задачу. 

Вечером того же дня был проведен разбор 
решений теоретических задач. 


22 мая. Деиь отдыха 


В этот день с утра ребят ждала экскурсия по 
городу. После обеда те, кто был не согласен 
с оценкой своей работы, могли обратиться в 
жюри в апелляцией. Оказалось, что, ознако- 
мившись накануне с решениями задач, ребята 
достаточно объективио оценили свои резуль- 
таты и несогласных почтн не было. А те не- 
многне, кто обратнлся в апелляционную ко- 
миссию, в основном отетаивали свои в целом 
верные, но неумело сформулированные иден. 
Особенно рьяно боролся за интересы ребят из 
своей команды заместитель капитана сборной 
Украины А. Новосельский (Киев, СПТУ № 16), 
за что и был впоследствии отмечен специаль- 
ным призом «За настойчивость в спорах с 
жюри». 

Вечером состоялась встреча с молодыми 
учеными Грузии и дискотека. 


23 мая. Экспериментальный тур 


За четыре часа каждый участник должен был 
выподлиить два эксперимеита (два часа на каж- 
дое задание). Работы были подобраны так, что- 
бы путь получения результата и оценка его 
точностн и достоверности оказались не менее 
важными, чем сам результат. По ходу дела 
выяснилось, что большинство «думают рука- 
ми»: сначала что-то сделают, а лишь потом 
понимают, что получилось. К сожалению, 
вопрос о точности полученных величин многие 


посчитали второстепенным, и некоторые вообще 
не обратили на него внимания. 

В целом оценки за эксперимент хорошо кор- 
релировалн с оценками за теоретический тур. 
Правда, некоторые ребята лучше еправилнсь 
с экспериментом, чем г теоретическимн зада- 
чами, что вполне естественно: в Тбилнси при- 
ехали ребята, знакомые с практикой не только 
по книгам. 


24 мая. Закрытие олимпиады 


Закрытие — это прежде всего подведение ито- 
гов и награждение победителей. 
Дипломы Г степени получили 


по Т курсу: Д. Вялков (Челябинск, 
СПТУ № 44), И. Екимов (Барановичи, 
СПТУ № 118) С. Михайлуца (Дубна, 
СПТУ № 67), А. Печенкин (Павлодар, 


СПТУ № 7). В. Уторин (Стрый, СПТУ № 34); 
по 1! и 11: курсам: О. Влашин 
(Ивано-Франковск, СПТУ № 4), В. Дерюгин 
(Красноярск, СПТУ № 10), И. Петрухин (Севе- 
родонецк, СПТУ № 99), .Ю. Прудкой (Комсо- 
мольский Харьковской обл СПТУ № 31), 
В. Трофимюк (Здолбунов, СПТУ № 2). 
Больше других дипломы 1, ИП и И! степени 
получили команды Украины. РСФСР, Казах- 
стана и Белоруссии. На Укранну уехало и 
несколько специальных прнзов, в том числе — 
за абсолютно лучший результат (В. Трофимюк). 
Специальный приз журнала «Квант» — годо- 
вая подшнвка журнала за 1985 год с автогра- 
фами членов редколлегии — был вручен А. Ша- 
мову, прнехавшему в Тбилиси со Камчаткн. 


А. Э Аринштейн, Б. И. Геллер 


ХИ Всероссийская 
олимпиада школьников 


По сложившейся традиции, в днн весенних 
школьных каникул проходил заключительный, 
зональный этап Всероссийской физико-мате- 
матнческой и химической олимпиады школьни- 
ков 8—10 классов. Ниже приводятся условия 
задач по математнке и физике, предлагавших- 
ся на заключительном этапе, и фамилии побе- 
дителей ХИ Всероссийской олимпиады школь- 
ников. 


Математика 

8 класс 

1. Через точку О внутри выпуклого четырех- 
угольника А ВСР проведены четыре окружности 
одинакового радиуса, каждая из которых каса- 
ется двух смежных сторон четырехугольника. 
Докажите, что около четырехугольника АВСР 
можно описать окружность. 

2. Длина стороны правильного пятиуголь- 
ника равна а. Вычнслите длину диагонали 
пятиугольиика: а) используя формулы триго- 
нометрии; 6) не нспользуя формулы тригоно- 
метрин. 

3. Целые числа а, 6, с в указанном порядке 
образуют геометрическую прогрессию. Может 
ли последняя цифра в десятичной записи числа 
№=а’ + 61 с’ —Забс быть равной 0, а пред- 
последняя цифра при этом быть равиой 27? 

4. По дороге едут четверо: первый — на 
автомобиле, второй — на мотоцикле, третий — 
на мопеде. четвертый — на велосипеде, каж- 
дый — со своей постоянной скоростью. Еду- 
щий на автомобиле догнал мопед в 12 часов, 
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встретился с велосипедистом в 14 часов, ап 
мотоциклистом — в 16 часов. Мотоциклист 
встретил мопед в 17 часов и догмал велосипе- 
диста в 18 часов. Когда велосипеднст встретил 
мопед? 

5. На прямоугольном столе без наложенный 
лежат 25 моиет так, что нельзя положить еще 
одну монету, не накладывая ее на лежащие 
монеты. Докажите, что, допуская наложения 
может, весь стол можио покрыть 100 такими 
монетами. (Монеты — это кружочки одинако- 
вого радиуса. Монета может высовываться за 
край стола, но так, чтобы ее центр оставался 
на столе. Покрыть стол монетами — значит 
расположить монеты иа столе так, чтобы каж- 
дая точка стола находилась под какой-нибудь 
монетой.) 


9 класс 

1. По окружности в некотором порядке рас- 
положены 15 черных и 15 белых фишек. За 
однн ход разрешается поменять местами любые 
две фишки. За какое наименышее чнело ходов 
из произвольного исходного расположения фи- 
шек можно перейти и расположению, в котором 
каждые две соседние фишкн имеют разный 
цвет? 

2. Числа а,, а., аз, а, а., а, а; неотрица- 
тельные, причем а, =а,-==0. Докажите, что для 
некоторого номера 16 [2, 3, 4, 5, 6} выполняется 
неравенство а, На, _, а, \3. 

3. Равные прямоугольные треугольники 
АВС и А.В,С, (вершины перечислены против 
часовой стрелки) наложены друг на друга так, 
что середины М их гипотенуз АВи АВ, совпа- 
дают. Пусть р — точка пересечения прямых 
ВС и В.С,, Е — точка пересечения прямых АС 
и А.С,. Докажите, что точки С, О, Ми Е лежат 
на одной окружности. 

4. На доске нарисовали треугольник АВС. 
На сторонах АВ и ВС вке треугольника по- 
строили квадраты с центрами Р и ©, а на сто- 
роне ЛС отметили точку В, такую. что 
АВ:ВС = 1:2. После этого с доски стерли все, 
кроме точек Р, @, В. Как с помощью циркуля 
и лииейки восстаиовить треугольник АВС? 

5. Натуральные числа 1, 2, ..., Зп произволь- 
но разделилн на три группы по п чисел в каж- 
дой. Докажите, что из каждой группы можно 
выбрать по одному числу так, что одно из 
выбранных чисел будет равно сумме двух 
других. 


10 класс 

1. Даны окружность и точка М внутри нее. 
Докажите, что сумма квадратов длин взаимно 
перпендикулярных хорд данной окружности, 
пересекающихся в точке М, есть постоянная 
величина. 

2. Пустьа и Б — различные положнтельные 
числа. Докажите, что справедливы неравеиства: 


Рис. 1. Рис. 2. 
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3. Найдите объем параллелепипеда 


АВСРА_В,С,О,, если диагонали АВ, В,С, ВБ, 
попарно перпендикулярны н их длины равны 
соответстаенно а, 6, с. 

4. Имеются гири массой 1? г, 22 г, 3? г, ... 
... 1000? г. Докажите, что их можно разделить 
на две группы одинаковой массы по 500 гирь 
в каждой. 

5. Каждая точка плоскости окрашена в один 
из двух цветов. Известно, что у любого пра- 
вильного треугольника со стороной 1 имеются 
вершины обоих цветов. а} Докажите, что най- 
дется правильный треугольник со стороной \/3, 
все веригины которого одного цвета. 6) Приве- 
днте пример раскраски плоскости. удовлетво- 
ряюшей условню задачи. 


Физика 

Задание по фивике состояло из четырех теоре- 
тических и двух экспериментальных задач. 
Каждая задача оценивалась по десятибалль- 
ной системе и считалась решениой, еслн за ее 
решение давалось шесть и более баллов. Ре- 
зультаты оказалнсь следующими: 


Теоретический тур 
Класс 
8 


Задачи: 1 2 3 4 
48% 14% 37% 2% 
9 49 % 23% 9% 23% 
10 14% 23% 51% 5% 
Экспериментальный тур 
Класс Задачи: 2 
8 13% 
51% 
25 % 


1 
25 % 
| 55 % 
10 24% 


Как видно, наибольшие затруднения вызвала 
задача 4 для учащихся 8 н 10 классов и за- 
дача 3 для учащихся 9 классов. 


Теоретический тур 


8 класс 

1. В сосуде с водой плавает кусочек льда, 
удерживаемый нитью (рис. 1). Натяжение иити 
Р.-—10Н. На сколько изменится уровень воды 
в сосуде, если лед растает? Площадь сечения 
сосуда 5$-=100 см?. 

2. На иаклонной плоскости с углом наклона 
0 =:465° находится доска массой М = 1 кг и дли- 
ной {-==1,4 м, на конце которой лежит кубик 
массой т — 0,56 кг {рис. 2}. В начальный момент 
доска и кубик покоятся. Определите время 
соскальзывания кубика к доски. Коэффициеят 
трения доски о плоскость р —=0,7, трением кубн- 
ка о доску пренебречь. 


м 


Рис. 5. 


Рис. 4. 


3. Нагреватель подключен к сети через рео- 
стат (рис. 3). Сопротивление реостата К == 30 Ом. 
Если сопротивление нагревателя г--90 Ом, то 
при полностью введенном реостате вода заки- 
пает через время {-=8 мин. При каком сопро- 
тнвлении нагревателя вода закипит через время 
{’—=4 мин, если реостат введен наполовину? 
Тепловыми потерями пренебречь. 

4. Тело бросили вертикально вверх со ско 
ростью г, = 40 м/с. В момент падения на землю 
оно имело скорость и„=9 м/с. Определите вре- 
мя движения тела, если сила сопротивления 
пропорциояальна скорости тела. 


Я класс 

1. Утюг с терморегулятором при номиналь- 
ном напряжении сети периодически включа- 
ется на 1! минуту, поддерживая почти неизмен- 
ную температуру. При пониженном на 10% 
напряжении сетн это время увеличивается до 
2 минут. Прн каком напряжении в сети термо- 
регулятор еще может поддерживать эту темпе- 
ратуру? 

2. На берегу реки на некотором расстоянии 
друг от друга находятся два пункта А и В. 
Ваша задача приплыть на катере из пункта А, 
стоящего ннже по течению реки, в пункт В, за- 
тратив при зтом минимальное количество горю- 
чего. Будем считать, что сила сопротивления 
пропорциональна екорости катера относительно 
воды, а расход горючего пропорционален мощ- 
ностн, развиваемой двигателем. Эти предполо- 
жения являются несколько упрощенными, но 
они правильно отражают действительность. 
На скорость течения реки здоль пути следова- 
ния ограничений не накладывается, то есть 
она может меняться достаточно произвольно. 
Конечно, имеется в виду, что мощность двига- 
теля достаточиа, чтобы плыть против течення. 
Как найтн необходимое время, еслн известна 
скорость реки в каждой точке пути? 

3. Тело массой т == 1 кг бросили вертикально 
вверх. Разность между начальной скоростью и 
скоростью в момент падения тела на землю 
Ау=Т м/с. Определите среднюю мощность, 
развиваемую силой сопротнвления за все время 
движения, если сила сопротивления пропорцио- 
нальна скорости тела. 

4. Две плоскопаряллельные пластины пло- 
щадью 5$ каждая соедииены проводящей про- 
волокой и находятся во внешнем однородиом 
электростатическом поле в напряжеиностью Е 
на расстоянии 4 друг от друга {рис. 4). Какую 
работу надо совершить для сближения пластин 
на расстояние 4/2? Вектор напряженностн 
перпендикулярен плоскости пластин. Размеры 
пластин много больше расстояния между ними. 


Рис. 6. 


10 класс 

1. Для измерения обратного тока полупро- 
водиикового диода была собрана схема, приве- 
денная на рисунке 5. Перед подключением 
конденсатор зарядили до полного напряжения 
батареи, а затем включили в схему «плюсом» 
к «минусу» батареи. Выдержав ключ в поло- 
жении / время т, —=1 мин, его перебросили в 
положенне 2. При этом стрелка гальванометра 
отклонилась на п, ®5 делений. Опыт повторн- 
лн, время выдержки выбрали т.—=2 мин, при 
этом стрелка гальванометра отклонилась в дру- 
гую сторону на п.-—=20 делений. Определите 
по этим данным обратный ток диода, считая, 
что он практически не зависит от приложен- 
ного к дноду обратиого напряжения. 

2. На гладкой горизонтальной поверхностн 
льда покоится доска массой М н длиной [, на 
одном из концов которой сидит котенок мас- 
сой т. С какой наименьшей скоростью относи- 
тельно льда он дблжеи прыгнуть, чтобы по- 
пасть на другой конец доски? Какой угол и; 
= горизонтом должна составлять эта скорость, 
чтобы котенок затратил на прыжок к другому 
концу доски минимум знергни? 

3. Два одинаковых маленьких шарика под- 
вешены на одинаковых длинных нитях к одно- 
му крючку. Один из шариков отводят влево 
на некоторый малый угол, а второй — вправо 
(в той же плоскости) на угол вдвое меньший и 
одновременно отпускают. Через время т после 
этого происходит упругое центральиое соударе- 
ние шариков. Через сколько времени после 
соудареиня нить второго шарика отклонится 
на свой первоначальный угол? 

4. На рисунке 6 дан ход луча АВС через 
тоикую собирающую линзу и точка Р — ве зад- 
ний фокус. Найднте построением г помощью 
циркуля и линейки с делениями положение 
линзы и ее главную оптическую ось. 


Экспериментальный тур 


8 класс 

1. Исследуйте зависимость КПД генератора 
перемеиного тока от величниы нагрузочного 
сопротивления. 

Оборудование: электрический геиера- 
тор переменного тока, штатив с муфтой и лап- 
кой, ннть, соединительные провода, вольтметр 
переменного тока, магазин сопротивлений, ми- 
нейка, секундомер, набор грузов для работ 
по механике. 

2. Оцените свою максимальную мощность 
при прыжке в высоту без разбега. 

Оборудование: измерительная лента. 


{Окончание см. на с. 57} 
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Призеры ХИ Всероссийской 
олимпиады школьников 


Математика 


Дияцломы | степени 
по 8 классам получили 


Безрукавников Р. (Калуга, с. ш. № 24), 
Блинова Т. (Йошкар-Ола, с. ш. № 4), 
Калинин А. (Саратов, с. ш. № 13), 
Румынин Д. (Красноярск, с. ш. № 10); 


по 9 классам — 

Васильев К. (Тула, с. ш. № 36), 

Дынников И. (Жуковский, с. ш. № 1), 
Каринский А. (Невинномысск, с. ш. № 6), 
Лещенко А. (Новокузнецк, с. ш. № 11), 
Стыркас К. (п. Черноголовка Московской обл., 
с. ш. № 82), 

Чувелев М. (Горький, с. ш. № 4): 


по 10 классам — 

Дынников А. (Жуковский, с. ш. М 1), 
Игнатьев М. (Саратов, с. м. № 13), 
Капович В. (Хабароаск, с. ш. № 2). 
Шеремет С. (Воркута, с. ш. № 14). 


Дипломы П степени 

по 8 классам получили 

Гравит В. (Северодвинск, с. ш. № 271), 
Либанов М. (Ангарск, с. ш. № 10), 
Шамов 3. (Махачкала, с. ш. № 39), 
Щербаков К. (Арзамас, с. ш. № 2); 


по В классам — 

Гусманов Р. (п. Дюртюли Башкирской АССР, 
с. ш. № 3), 

Малыгин С. (Липецк, с. ш. № 52), 

Рогонов А. (Касимов, с. ш. № 1), 

Черных А. (Краснодар, с. ш. № 4), 

Шанько Ю. (Красноярск. с. ш. № 10); 


по 10 классам — 

Аралов А. (Воронеж, с. ш. № 58), 
Вайсбуро М. (Томск, с. ш. № 6), 
Рябочкин М. (Кзлуга, с. ш. № №0), 


Филимоненков В. (Свердловск, с. м. № 130). 


Дипломы ПТ стеоени 


по 8 классам получили 
Вологодский В. (Омск, с. ш. № 91), 
Иссханов А. (Сочи, с. ш. № 22), 
Пелевин О. (Кострома, с. ш. № 32), 
Петрова Н. (Пермь, с. ш. № 22); 


по 9 классам — 

Меркулов Б. (Куйбышев, с. ш. № 11), 
Осолоткин А. (Петрозаводск, с. ш. № 29), 
Плотников А. (Новочеркасск, с. ш. № 7). 
Поляков К. (Хабаровск, с. ш. № 2), 
Руденко К. (Андропов, с. ш. № 27); 


по 10 классам — 

Асташкевич А. (Томск, с. ш. № 24), 
Клеонский В. (Киришн, с. ш М 4). 
Муштари А. (Казань, с. ш. № 18), 
Рощин А. (Тамбов, с. ш. № 29). 
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Физика 

Дапломы ТГ степени 

по 8 классам получили 
Григорян Г. (Краснодар, с. ш. № 34), 
Жуков В. (Магадан, с. ш. № 1), 
Медведев М. (Горький, с. ш. № 40), 
Мороз В. (Калининград, с. ш. № 32): 


по 9 классам — 

Будько Д. (Белгород, с. ш. № 3), 
Васильев Ю. (Вигарск, с. 1. № 10), 
Карасев Д. (п. Тучково Московской обл., 
Тучковская с. ш.), 

Мельников Д. (Тула, с. ш. № 36), 
Наянов Ю. (Саратов, с. ш. № 13), 
Пигарев А. (Улан-Удэ, с. ш. № 9), 
Щербаков А. (Обнниск, с. ш, № 10), 
„Янович А. (Челябинск, с. ш. № 31); 


по 10 классам — 

Бедов К. (Челябинск, с. ш. № 138), 
Булатов О. (Ставрополь, с. ш. № 1), 
Волков О. (Горький, с. ш. № 23), 
Иртегов Д. (Иркутск, с. щ. № 19), 
Кларк П. (Тула, и. № 36), 
Мингалев И. (Апититы, с. ш. № 2). 


Дипломы П степени 

но 8 классам получили 

Билибин А. (Боровичи, с. ш. № 1). 

Мамаев А. (Заволжье, с. ш. № 11), 
Михайловский Н. (Красноярск, с. 1. № 20), 
Шандыбин С. (Брянск, с. ш. № 7); 


по 9 классам— 

Бобылев С. (Березники, с. ш. № 3), 
Бознев А. (Нальчик, с. ш. № 2}, 
Ивашкович Е. (Проконьевск, с. ш. № 12), 
Розенберг А. (Уфа, с. ш. № 91), 
Слесарев В. (Тула, с. ш. № 36); 


по 10 классам — 

Зайденварг 4. (Кемерово, с. ш. № 1), 
Иванов С. (Уфа, с. ш. № 12), 

Мячин А. (Кострома, с. ш. № 34), 
Патрушев К. (Элиста, с. ш. № 3). 


Дипломы ПТ степени 

по В классам получилн 

Волынский К. (п. Протва Калужской обл., 
с. ш. № 1), 


Головин Д. (Тамбов, с. ш. № 29), 
Сибиряков А. (Томск, с. ш. № 30), 
Тодощенко И. (Пермь, с. ш. № 16); 
по 9 классам — 

Бабанов М. (Полевской, с. ш. № 18), 
Вихлин А. (Рязань, с. ш. № 20), 
Курзенков А. (Ковров, с, ш. № 1), 
Логвиненко С. (Орел, с. ш. № 19), 
Тернугов В. (Томск, с. ш. № 50); 


по 10 классам — 

Абанов А. (Красноярск, с. ш. № 170), 
Ларкин А. (Армавир, с. ш. № 6), 
Нецветвее Д. (Челябинск, с. ш. № 127), 
Орехов Д. (Новгород, с. ш. № 10). 


{Начало см. на с. 53} 


9 клабс 

1. Определите влажность воздуха в комнате. 

Оборудование: водяной манометр, шар 
для взвешивания воздуха. резиновая трубка, 
термометр, пипетка, справочник по физике. 

2. Одним из способов получения холода 
является смешивание сиега (или льда) с пова- 
ренной солью. Определите, какую максималь- 
ную концеитрацию соли имеет смысл созда- 
звать в таком холодильнике. 

Оборудование: снег (или мелко колотый 
лед}, калориметр, термометр, весы п разновеса- 
ми, ложечка. 


Ответы, указания, решения 


10 класс 

1. Определите оптическую снстему «черного 
ящика». 

Оборудование: «черный ящикь, милли- 
метровая бумага, лист картона, булавкн, ли- 
нейка. 

2. Исследуйте зависимость жесткости пру- 
жины от ее диаметра. Полученные результаты 
объясните. 

Оборудованне: штатнв с лапкой, набор 
пружин, линейка, набор грузов, нить. 

Публикацню подготовили 


Б. Б. Буховцев, Б. Н. Кукушкин, 
Л. П. Купцов, О. Ю. Овчинников, 
С. В. Резниченко 


Где ошнбка? 
(см. с. 21) 
1. Напнсанная система неравенств выражает 
необходимое, но не достаточное условие 
того, что оба кория больше 1. Чтобы кайти 
правильное решение, вычислим корни: 
х2=2- 5 —а°. Условие задачи равносильно 
системе неравенств 

2-5 —а:>1, 

2— \5—а?>1, 

а'<5 
(первое из которых, конечно, можно отбросить, 
поскольку оно является следствием второго). 
Ответ: 2<а<\5 или —\5<а<— 2. 
2. Условиям задачи удовлетворяет середина 
О. ребра ВО, которая, конечно, действительно 
является граничной точкой тетраэдра. Но на 
самом деле таких точек две, Чтобы получить 
вторую точку, необходимо провести прямую 
через точку О, и середину О, ребра АС и взять 
на ней такую точку Х, что О, есть середина 
отрезка ХО, (рис. 1). Чтобы обосновать это, 
удобно воспользоваться прямоугольной систе- 
мой координат с началом в точке О,, у которой 
ось х направлена по ребру ВО, а ось 2 — по пря- 
мой ОО. 
Ответ: граничная или внешняя. 
3. В кеждый из трехгранных углов призмы 
можно вписать шар, касающийся конуса или 
его продолжения. Восемь получающихся шаров 
разбиваются иа четыре пары одинаковых. Ра- 
диусы четырех различных шаров найдены пра- 
вильно. Однако однн из этих шаров условиям 
задачи не удовлетворяет: шары радиуса 3/5, 


О 
< 


Рис. 1. Рис. 2 


А 


влисанные в трехгранные углы с вершинами 
Аи С', касаются не конуса, а его продол- 
жения. Остальные шары действнтельно ка- 


саются конуса. 
Ответ: 12. 8 12 
твет: 26° я’ 55° 


Избранные школьные задачи 

1. (п + п)? = п* + 2134 п? < п*-4- 21° -- 214-214 
41 < п 4- 211 +- 314 214 1=(п? +1 1)". 

2. Указание. Один из концов отрезка ле- 
жит на пересечении данной окружности и пря- 
мой, центрально-симметричной данной прямой 
относнтельно даниой точки. Задача может 
иметь 0, 1 или 2 решения. 

3. {1; 3; 5; 9; 21}. Указаиие. Из равенства 


п°+3=(п?-- 21) 24 ={п-+4+ Зул? —Зп-- 9) — 24 
следует, что число п--3 является делителем 
числа 24. 


4. Существует. Указание. Воспользуйтесь 
тем, что а == ы ‚и докажите неравенство 
[= 
1 1 1 


а 

3 у 
5. 2300 км. Решение. Рассмотрим произ- 
вольный путь автомобилиста. Отмерив от коица 
1500 км, заметим, что в этой точке у автомоби- 
листа было не менее 150 л бензина. Значит, 
до этого места он проехал каждую точку пути 
не менее трех раз. Отложим от этого места 
еще 500 км иазад и увидим, что здесь у авто- 
мобилиста должно быть не менее 300 л бензииа. 
Поэтому любую предыдушую точку пути он 
проехал не менее пяти раз. Отложим назад 
еще 300 км. На эти 300 км потрачено не менее 
150 л бензина. Значит, более 2300 км автомо- 
билист проехать не может. Покажем, что авто- 
мобилист может проехать 2300 км. 


Автомобилист берет 150 л бензина и проезжает 
300 км. Оставляет 90 л, возвращается назад, 
снова берет 150 л бензина и снова просзжает 
300 км. Оставляет еще 90 л, опять возвращается 
назад. забирает последние 150 л ш снова 
проезжает расстояние 300 км. Тем самым на 
отметке в 300 км он имоет 300 п бензина. 
Автомобилист наполняет бак ин проезжает 
500 км. Оставляет 50 л, возврахдается к бен- 
зину и забирает его весь. Доехав до отметки 
800 км, забирает оставленные 50 л, после чего 
проезжает еще 1500 км. к. 
6. (7`5)у5 75 =16 807 >> 15 625= 5 >(5*1)%5, 
так что 

Вы 
т. Нужно выбрать такую коифисурацию, для 
которой ОА =ОВ=ОС (рис. 2). Указание. 
Докажите, что из треугольников се данным 
углом и данной противолежащей стороной 
наибольшую площадь имеет равнобедренный. 
Применнв это утверждение к треугольнику ОА В 
(считая пока треугольник АВС неизменным), 
получаем, что для четырехугольника ОАВС 
наибольшей площади должно быть ОА -— ОВ, 
то есть точка С должна лежать на ‘биссектрисе 
угла АОВ. Остается применить то же утвержде- 
нне к треугольникам ОЛС и ОВС. 
8. Не делится. Решение. Пусть и. — остаток 
от деления на 7 числа и, Легко посчитать 
несколько первых членов последовательно- 
сти и: 


а) 


2 8 п 


1-1, 92=1, из, 94—56, и5=1, 06=6, и2=5. 
Ов=1. 

Так как пара (и,, и.) совпадает с парой (и, 5), 
последовательность и., начиная с четвертого 
члена, периодическая с периодом 3, то есть 
2и+3=0, при п>4. Зиачит, среди членов по- 
следовательности и» нет нуля. 

9. Выберем произвольную точку О плоскости. 
Обозначим 


Ол а. ОВ-—Б. Оё—с, ОМ--й, ОМ— И. 
Тогда 


но [а т 
о я 
зе * а ов 

п 


Пусть 6-=ха+ уё. Тогда 
ве) 
Пе а-|- г г 
К Е. ) - бе 
№ (1-1+= а : с. 
Если прямая ММ проходит через точку О, то 


Е 1 
векторы Й и м колликеарны. то есть 1— г 


х 1 
+а у, откуда у—1=1—х). ‚.. Так как это 
равенство должно выполняться при любом 
натуральном п, получаем, что х-=1, у- 1. 


Поэтому в-&--& Значит, точка О такова, что 
чегырехугольник АВСО — паралзелограмм. 


10. Приа< — у ‚решений нет. 

1 4а+1 
— 2% 
11. 4. Пусть хфж-х.-...== 


=. хх -+..=. Тогда а =1п 
жа хх. хяах < 


< (жж -..Кхь Нх .) == 
кроет — в |. Ва 
Ч 4 2 4’ 


Ури а= -‹ получаем х= 


Решенне. 


Если положить х,=х.=1/2, х.=х.=..==х,=0, 
то 1 
жа. хх. ...-Ё Хо Ха== У 


12. Проведем общий периендикуляр ММ к про- 
тизоположным ребрам АВ и СШ тетраэдра 
(рис.3) и рассмотрим симметрию тетраэдра 
относительно прямой МХ. При этой симметрия 
прямая АВ перейдет в себя, точка С перейдет 
в точку С’, расположенную от прямой АВ на 
таком же расстоянии, как точка С. Но на пря- 
мой СР, кроме точки С, есть не более одной 
точки, отстоящей от прямой АВ на такое же 
расстояние, как точка С (при удалении от М 
расстояние увеличивается). 

С другой стороны, из условия задачи сле- 
дует, что точка В отстоит от прямой АВ на 
такое же расстояние, как Точка С (эти расстоя- 
ния — высоты равновеликих треугольников 
АРВ и АСВ с общим основанием АВ). Значит, 
при нашей симметрии вершина С переходит 
з зершину О (другая возможность С---С, 
Р.ьР привема бы к тому, что С 0). Аналогич- 
но вершина А переходит к вершину В и В псере- 
ходит и А. Следовательно, треугольник РВС 
переходит в треугольник САД и, значит, эти 
треугольники равны. 

13. Рассмотрим график функции у=цх на 
отрезке [9; п]. Пусть. 5 — площадь криволи- 
нейного треугольника, ограниченного кривой 
у=ух, осью Ох и прямой х=п (рис. 4, а). 


Тогда 5$ = \ тах = З п \п. 

а з 
Пусть 5,==Т+у2-+..-+уп. Легко видеть, 
что $, — это площадь голубой фигуры на ри- 
сунке 4, 6. Поэтому $„>5. 
С другой стороны, площадь розовой фигуры 
на рисунке 4,6 равна УТ 2+... \т—1+ 


== п ‘п 
Уи) Ты 5. У 
2 2 2 
и меньше 5. Таким образом, 5,2525, — У с 


Это и даст требуемое перавенство. 

14. Может. Указание. Рассмотрите правиль- 
ную пирамиду АВСРД с очень большим по срав- 
нению с ребром основания АВС боковым ребром 
И возьмите точки К и С где-нибудь на основа- 
нии АВС и две другие точки М и М гдето у 
вершины Р. Сумма длин ребер пирамиды 
КЕММ почти в 4/3 раза больше суммы длин 
рсбер пирамиды АВСРО. 


1 —3 ‘9 
15. р Указание. Рассмотрите мно- 
В — 
гочлен ыы ‚ где Р1х)—=(х-4+х—1)85. 
Искомая сумма равна ре . 


Калейдоскоп «Кванта» 

Головоломки 

Цифры на кубике. Условию задачи удовлетво- 
ряет только тот случай, при котором суммы 
цнфр на противоположных гранях равны по 11, 


то есть против цнфры 4 находитея цифра Т7,` 


против цифры 5 — цифра 6, против цифры 8 — 
цифра 3. 
Треугольники ин квадрат. См. рисунок 5. 


Оптические приборы 
1. Р= —5 дптр. 
2. Н=Е!а=1500 м--1,5 кы, 
>= 100 м/с=360 км/ч. 
3. 6 =2 см. 
4. р, =ЕР./(79‹)=400 дптр. } 
5. Труба Галилея: Р =уГЛу—1)=45 см, 
Р.=Р, —Ё-=5 см; 

труба Кеплера: Р, =у2/(у-- № =36 см, 
Е. =1,—Р,-=4 см. 
| Всесоюзная олнмниала по физике учащихся 
средних профессионально-технических училищ 
Теоретический тур 
Т курс 


_1 ( 
1. те ти—Т-+ 


#> (ИЕ 


т? 


=) при Г>2тва, 


_ ОЗ 
ЕЕ 

(— 2) хТ.—{Е—х.) х.Т, 
х7.—хТ, 
при темиературе жидкого гелия х=Ё—{= 
=10 см. 
3. \Т, =1— #1 тАДеМу АТ. =ЕтАДсмМ); 
прн Е=1/2 \Т. =АТ_ =9К. 
4. В, > 998 = 99 кОм. 


прн Т< 2тя. 


2. 1,= =70 см; 


5. Адв- 6298/60 = 10,5 В. 


(12—47) зы 
6. ‘ат -т)- 3750 м —= 3,75 км. 


Указание Первый сигмал идет от места. 
взрыва до гндрофона по прямой, без отражений; 
второй сигнал испытал отражение от поверх- 
ности воды; третий сигнал испытал два отраже- 
ния от поверхности воды н одно отражение’ 
от дна водоема. 


Ен ТЕГ курсы 

1. См. решение задачи $993 из +Задачника 
*Кванта». 

2. Т=4л /Г/5 8). 
3. ЛЕС, — В} 11.336 кДж/кг. 

4. В первом случае последовательно с прибо- 
ром нужно включить добавочное сопротивление 
А, ='О/п)—г=400 кОм; во втором случае 
параллельно прибору нужно включить шунт 
сопротивлением А, =гип/( 1 — кп} = 0,03 Ом. 
5- А ах == — (/А; это изменение тока дости- 
гзется исключеннем ребра АВ. 


6. Е в/ 1. 


ХИ Всероссийская олимпиада школьников 


Математика 

8 класс 

1. Центры А,, В, С,, О, данных окружностей 
являются вершинами четырехугольника, впни- 
санного в окружность того же радиуса с цент- 
ром О { рис. 6). Следовательно. А, В.С, + 
+А,0О.С, = 180°. Так как соответствующие сто- 
роны четырехугольников_ АВСР ин А,В,С,0, 
параллельны, то АВС-+- АДРС=180°. и поэтому 
около АВСРЬ можно описать окружность. 
Предостережение: четырехуголЬрники 
АВСЬ и А,В.С.р, не обязательно подобны! 
2. а) Ответ: 24 соз 36°. 

6) Пусть АВСРЕ — правильный пятиуголь- 
ник со стороной а, М — точка пересечения 
диагоналей АДР и СЁ. х — отношение длины 
днагонали к длине стороны {рис. 7). Из подобия 
треугольников ЕМО и АМС получаем: 


ЕР _ АС а а _ ха 
РИ 07 СЬ (х—-ра а’ 
Следовательно, х’—х—1=0, х= > {1+ 5), 
1 \5 
или АС Е . 


Рис. 6. 
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Рис. 8. 


3. Если десятичная запись чнсла № оканчн- 
вается на 20, то М=100М--20, где М — це- 
лое число. Следовательно, М делится на 5 и не 


делнтся на 25. Последнее невозможно: если 
данное число № делится на простое число р, 
то оно делится и на р’. Действительно, знамг- 
натель прогрессии 9 — рациональное число. 


т 
Представив 4 в виде несократимой дроби т 


получим, что с =ат?/п?, то есть а делится на п?. 
Следовательно, а-=Ёп*, Ь=Ёпт, с-=Ёт?, где 
Е — целое число. Если М=` (п? — т?) делит- 
ся на р, то лнбо Ё, либо п°— т? делится на р, 
то есть М делится на р*. 

4. Ответ. В 15 ч20 мин. Решение. Обо- 
значим через о, о., из, и; скорости автомобиля, 
мотоцикла, монеда н велосипеда, через х и 
у — расстояния, отделявшие в 12 часов велосн- 
педиста ст автомобилнста и мотоциклиста 
(рис. 8). Условия задачи приводят к системе 
уравнений х=2 (5, -[0.),  х-+у=4(, +5), 
ху=5 (и. + 03}, и=6 (0. — в). Пусть велосипе- 
днст встретил мопед в {Г чаеов. Тогда 
х=(1—12)(6--ь«). Из полученной системы на- 


что х= г (и3--о.). Следовательно. 


ходим, 3 


1 

{=15 3 

5. Решеине. Мз условия следует, что каж- 
дая точка стола удалена от центра некоторой 
монеты ина расстояние, меньшее диаметра мо- 
неты. Уменьшим все линейные размеры (стола, 
монет н т. д.) вдвое. Полученный столик можно 
считать четвертью данного стола. На столике 
расположены 25 монет вдвое меньшего радиуса 
(назовем их монетками), причем каждая его 
точка будет удалена от центра некоторой мо- 
нетки на расстояние, менышее раднуса монеты 
(не монеткн!). Если теперь, ие меняя положения 
центров моиеток на столике, увеличить их ра- 
днусы вдвое (то есть превратить в моиеты), то 
столик будет покрыт 25 монетами. Таким обра- 
зом, четверть данного стола может быть покры- 
та 25 монетами, а весь стол, следовательно, — 
100 монетами. 

9 класс 

1. Решение. Занумеруем фишкн по часовой 
стрелке числамн 1, 2, 3, ..., 30. Не ограничнвая 
общности. можно считать, что среди 15 фишек 
се четиыми номерамн не более 7 белых. Тогда 
среди фишек с нечетными померами столько же 
черных. Меняя их местами с белыми фишками, 
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имеющими четные номера, добъемся требуемого 
расположения не более чем за 7 ходов. 
Замечание. Если фишки расположены 
так, что сначала подряд идут 15 белых фишек, 
.а затем — 15 черных, то менее чем за 7 ходов 
получить требуемое расположсиие нельзя. 

2. Решение. Предположнм противное: 
аа, >а. 3, ааа, }3, а’ фа,> а. \3, 
а; а. >а; 3, аа +а; >а; \3. Так как а, ==0, 
то из первых двух неравенств следует, что 
а. На. > а. (3 >3а» или а. > 2а.. Из двух по- 
следних иеравенств аналогично паходим, что 
а. > 2а,. Следовательно, а >а,-+а,. С другой 
стороны, сложив второе и четвертое неравен- 
ства, получим, учнтывая третье неравенство, 
что а; -+2а, Ра, > (а, фа.) /3>3За., то есть 
а. а, >-а,. Противоречие. 

Замечание. Семерка чисел 0, 1, \3, 2, 


\3, 1, 0 удовлетворяет условию задачи: для 
нее при каждом Е=2, 3, 4, 5, 6 выполняется 
равенство а; +, На, .-, =а, \3. 

3. Указание. Треугольник АВС получается 
из ДА, В,С, поворотом вокруг точки М на неко- 
торый угол о. Пусть К — середина отрезка ВС, 
Г. — середииа АС, К, — середина отрезка 
В.С:, Г, — середина А,С,. Точка К, получается 
из К тем же поворотом. Рассмотрим отрезок ОМ. 
Этот отрезок является биссентрисой угла КМК\, 
причем длина его равиа МК/соз (и/2). Анало- 
гично рассуждаем про точку Е. Итак, точки 
ОнЕ получаются из точек К и Г, произведеннем 
поворота на угол а/2 и гомотетни с центром 
в точке М и коэффициентом 1/соз («/2). Поэто- 
му угол ОЮМЕ — прямой и, следовательно, 
точка М лежит на окружности с диаметром ЛЕ. 
Точки С и С, также принадлежат этой окруж- 
ности. 

4. Исследование. Пусть $ — середнна АС. 
Тогда Р@$ — равнобедренный прямоугольный 
треугольинк с гипотенузой РО. Это очевидно, 
если В-90°. Пусть, для определенности, 
В< 90° и пусть Би Е — середины сторон АВ 
и ВС соответственно (рис. 9). Тогда треуголь- 
ники РОЗ и $Е@ равны по двум сторонам 


(РР=5$Е и 25=Е@) и углу между ними 


(653 '— ЕО). Следовательно, Р5= 0$ и 58р= 
—=5@Е. Стороны 05$ и ЕО равных углов 
Р5Р и $5ОЕ взаимно пергендикулярны, эти 
углы отложены от прямых О$ и ЕО в одном 
и том же направлении (на рисунке — по часо- 
ВОЙ стрелке), поэтому стороны Р$ и 6@ также 
взаимно перпендикуларны. 

Построение. На срединном перпендику- 
ляре к отрезку РО от середины Т отрезка откла- 


1 
дываем отрезок 57=5 РО так, чтобы точки 


5ирР находились по одну сторону от прямой 
РО. На прямой В5 строим точки А и С такие, 
что АН- 205, С5=А5. Точку В находим из 


Рис. 9. 


Рис. 10. 


условня, что ^ АРВ — равнобедренпый прямо- 
угольный с гипотенузой АВ. 

5. Предположим противное: числа 1, 2, ..., Зп 
разделемы ма три такие груйпы ЛА, В, С, что 
указанный выбор невозможен. Пусть а, 6, с — 
наименьшие элементы в группах, прнчем 
а ьЬ- с. Тогда а=1, 6 >2. Если Б= 2, тосе 3 
м, следовательно, с>4. ели 5>2, то с 
+14, то есть в любом случае с 24. Обозна- 
чим через з наименьшую (по абсолютной вели- 
чине) разность между соседними членами по- 
следовательности, образованной из чисел груп- 
пы С, расположенных в порядке возрастания. 
Рассмотрим три случая. 

а) з>3. Тогда из чисел- ЗА —2, ЗЕ — 1, ЗЁ, где 
в —1, 2. ... п, не более чем одно входит п С, 
причем нз чисел 1, 2, 8 ни одно не входит в С. 
Следовательно, в С содержится не болеь п.-1 
чисел. Противоречие. 

6) ==2. Лусть с’ — произвольное чнсло из С. 
Тогда с’—16С. Так как 1СА и (с’— +1 =’, 
то с’— 16 В. Следовательно, с’—16А, то есть 
в А содержится п чисел вида с”— 1, где с’ С. 
Так как 1СА, а с’—1>3 для любого с’ЕС, 
то в А содержится не менее п-ЕЁ чисел. Про- 
тиворечие. 

®} <=1. Выберем среди чисел с, прииадлежа- 
щих С и таких, чток + 1 также принадлежит С, 
наименьшее число с. Рассмотрим (патураль- 
ные!) числа с —-бис—Ь--1 и докажем, что опи 
оба ирняздлежат С (тем самым будет получено 
противоречие с выбором с). Очевидно, что 
ь—1ЕЛА. Так как © -ВЕИ--Ь-—И-=с, то 
сЬ+1 ЕВ. Так как (с—Ь--1) +Ье=с--1, гае 
СЕ С всилу выбора с, то с—5-+1 # А. Следо- 
вательно, с-в-+-16С. Аналогично доказыва- 
ется, что с— ВЕС. 

10 класс 

1. Решенне.. Пусть О — 
К — его раднус, АА и СР — взаимно перпен- 
дикулярные хорды, К и РЁ — середины АВ ик 
СР (рис. 10). Если М=О, то утверждение оче- 
видно. Еслн МО, то АВС: =А‹АК?+- 
+12) =4иВ*—ОКТ--(В*—012))=88В?— 4Ом?. 
2. Указацие. Це ограничивая общности, 
можем считать, что О<Ь-<а. Обозначим 


а 
Х == $: Тогда данные неравенства равносильны 


псравенствам Е <шх< га . Оба эти 
х 7 ух 


неравеиства доказываются аналогично. Для 
доказахельстьва лезого зеразенства достаточно 
что функция /()=шх-2 1 

хх] 
строго возразтает при х>>1. Проверку можно 
провести, например. о помощью производной. 


проверить, 


3. Ответ. урав. Решение. Пусть 


й — высота параллелецииеда, прозодеициая из 


центр круга, ^ 


вершины В, к основанию АВСД. Возьмем на 
продолжении отрезка ОВ за точку В точку О 
так, чтобы ОВ-=ВР (рис. 11). Тогда ОВД.В — 
пауаллелограмм, и поэтому ОВ, ВБ, ОВ, =с. 


з ов, (5. АВ, -СВ, 


1 з 
= 6 96. Так как Заос= 5 АВСа» то 


Следовательно, Ур дос = 


1 
И лвсрл,в.с,6, =Й-Здвср == ет.) — 


=> Ур дос" ы абс. 


4. Указание. — Пользуясь тождеством 
хх +56 = (х+ + 
2-Е -АЕ-НХ-7Р и полагая 


х-=1+-8К, где # = 0, 1,2, ..., 124, паходим нуж- 
ные 125 четверок гнрь для каждой из групп. 
5. а) Возьмем отрезок АВ длины 2 с разноцвет- 
ными концами. Такой отрезок существует: 
в противном случае все точки окружности п 
радиуса 2 с центром в произвольной точке О 
были бы окрашены в тот же цвет, что и точка О, 
н рассматривая всевозможные окружности В ра- 
диуса 2 с центрамн на окружности а, получили 
бы круг раднуса 4 с центром О, все точки кото- 
рого одного цвета, что невозможио. Пусть цвет 
точки С — середины АВ — совпадает с цве- 
том точки А. Построим правильные треуголь- 
ники АСОн АСЕ, как на рисунке 12. По условию 
точки Ви Е окрашены н тот же цвет, что п точ- 
ка В. и ВОЕ — искомый треугольник. 

6) Разобьем плоскость на горизонтальные поло- 
сы ширины \3/2, включающие свои пижние 
траницы, но не включающие верхние. Раскра- 


Рис. 12. - 
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сим полосы поочередно ш два Цвета, как на 
рнсунке 13. Указанная раскраска удовлетво- 
ряет, очевидно, условию задачи. 


Физика 

Теоретический тур 

8 класс 

1. АЙ=ЕДр, 65} =0,1 м=10 см, 
== 10° кг/м’ — плотность воды. 

2. Поскольку доска не скользит, время движе- 
ння кубика 


1= ММД вт п) 20,6 с. 
г’—=45 Ом или г" =5 Ом. 


3. 

А. = (бои) ИЕ 1,9 с. 
Э класс 
1. 
о 


где рь= 


Допустимо падение напряжения на 20%. 
Время двнження 


п 
—м 2 - а 

1=10; 
гдс А! — длина каждого 2-го участка пути, 
на котором скорость рекн и, можно считать 
постоянной, п — чнсло таких участков (чем 
болыше п, тем точнее можио определить 4). 
3. №. = твЕАо/2 —4,9 Вт. 
4. А=г,5$4Е?/4, где г, — диэлектрическая по- 
стояниая. 


10 класс 
1 1— Сбт 


т РЖ 220.6 мкА. 


18 


Пт/М эт 2а’ 


<= агоёя у + т/М. 

3. Е=т/3.- 

4. Построение ясно из рисунка 14. Соединим 
точки ВиЕ и проведем окружность е диамет- 
ром ВР. Продолжим луч АВ и будем вращать 
линейку се делениями вокруг точки Е до тех 


2. сот = 


пор, пока отрезок РК (точка К лежит на луче 
ВС) не станет равным отрезку ЕС (точка С при- 
надлежит окружности). Восставим перпендику- 
ляр РО (точка О лежит на окружностн) к пря- 
мой РЕ. Точка О — оптический центр линзы, 
ЕО — отрезок, принадлежащий ее главной опти- 
ческой оси. 


«Квант» для младших школьников 

(см. «Квант» № 9) 

1. Из первого и третьего рисунков условия 
задачн следует, что три кочана капусты уравно- 
весят две дыни и две свеклы. Еслн добавить 
на каждую чашку весов еще по две свеклы, 
то равновесие не нарушится. Но три кочана 
капусты ин три свеклы, согласно второму рн- 
сушку, весят столько же, сколько весят три 
дыни. Поэтому три дыни весят столько же, 
сколько две дыни и пять свекол. Значит, дыня 
в пять раз тяжелее свеклы. 

2. Из условия задачи следует, что первая цифра 
неизвестного множителя — 8 или 9, а вторая — 
1 илн 6. Перебрав все четыре возможных вари- 
анта: 81, 91, 86 и 96, получаем, что цифра 2 
стоит в третьем разряде произведения только. 
вн случае множителя 81. 

3. Электрическая лампочка нагревает окру- 
жающий ее воздух, возникает конвективный 
поток вверх, содержащиеся в воздухе пылинки 
прилипают к потолку после удара об него, 
образуя пятно над лампой. 

4. В монет, например, 12-2454 10+ 10 
+ 20--50 или 1+-2-3-5-10+-20-+ 20 --50. 
5- Пар невидим. Мы вндим пе клубы пара, 
а клубы тумана, образующегося, когда горячий 
воздух перестает обтекать чайннк. 


Калейдоскоп «Кванта» 

(см. «Квант» № 9) 

Вопросы ин задачи 

1. Ускорения направлены одинаково (на север). 


2. См. рис. 15. Пути, проходимые за последова- 
тельные равные промежутки временн, численно 


равны заштрнхованным разным цветом пло- 
щадям и относятся как 1:3:5:7... 

3. См. рис. 16. о 

4. Ускорение тела, например, массы М равно 


а 8 —Р / М, 
где Р — сила сопротивления. Следовательно, 
скорсе упадет тело г большей массой. 


5. Величина ускорения книгн относительно 
лифта завнси? не от направлення скорости 
лифта, а от направления его ускорения. Если 
оно направлено вверх, то ускорение книгн равно 
& Га; если вииз, то #—а. 

6. Ускорение растет из-за уменьшения массы 
ракеты. 

7. Центростремительное ускорение, связанное 
с обращением Земли вокруг Солнца, чрезвы- 
чайно мало по сравненню е ускорением силы 
тяжести на Земле. 

8. В принципе — да, поскольку все тела, ш том 
числе человек, на экваторе легче из-за центро- 
стремительного ускорения, обусловлениого вра- 
щением Земли. 

9. Минимальное центростремительное ускоре- 
ние п этой точке равно ускорению свободного 
падения 8. 

10. Т=21 УВЕ, 
Т=1ч 24 мин. 
11: При двнжении с ускорением (взлете) — 
уменьшается, ирн двнжении по орбите маятник 
не совершает колебаний. 


Микроопыт 
Гирька, подвешенпая н потолку вагона с по- 
мощью нити, при равноускорениом движенин 


где В — радиус Земли; 


Рис. 17. 


отклоннтся (рис. 17). Из подобия треугольников 
ЛОВ и АСО паходим;: 


Наша обложка 

(см. «Квант» № 9, 4-я с. обл.) 

См. рис. 18. 

УИ! Турнир юных физиков 

(см. «Квант» № 8} 

2. При плохом контакте образуется окисная 
пленка, которая может иметь большое актив- 
ное сопротивленне. Окисная пленка чрезвычай- 
но тонка, и в месте плохого контакта образуется 
значительная электрическая емкость. Первая 
программа передается в области низких частот 
(до 10 кГц), а третья — в частотном днапазоне 
около 150 кГц. На высоких частотах сказывает- 
ся наличие емкости: се сопротнвление на высо- 
ких частотах может стать гораздо меньше 
активного сопротивлення окисной пленки, и 
третья программа будет хорошо слышна. 

3. До температуры примерно 36 °С термометр 
нагревается просто теплым выдыхаемым возду- 
хом. Кроме того, натуральная шерсть способ- 
ствует энергичной конденсации водяного пара, 
содержащегося п большом количестве в выды- 
хаемом воздухе, при этом дополнительно выде- 
ляется теплотв конденсации. Взвешивание г 
натуральной шерстн на аналнтических весах 
после того, как через нее было сделано 10 мед- 
леиных выдохов, показоло, что ее масса уведи- 
чилась на 20 мг. Таким образом, при одном 
выдохе конденсируется примерно @ мг воды и 
выделяется количество теплоты 4,5 Дж. Этого 
тепла достаточно, чтобы нагреть 1 г ртутн и 1г 
стекла (примерные массы стекла и ртути, па- 


<=. 


а ь в 
бо == & 


греваемые при измерениях температуры меди- 
цинским термометром) на 4 °С. Ясно, что на 
нагрев термометра уходит лишь часть тедлоты, 
но и этого достаточно, чтобы термометр пока- 
зал завышенную температуру. 

4. Искривление траектории полета «крученого» 
мяча объясняется его вращением (эффект 
Магнуса). 

5. При игре на гитаре музыкант кратковремен- 
но воздействует на струну, тогда как при игре 
иа скрипке смычок эзаимодействует со струной 
почти непрерывно. Так как усилия, оказывае- 
мые на струны гитары и скрипки, примерно 
равны, то вклад знергии при игре на гитаре 
значнтельно меньше, чем при игре на скрипке. 
6. Совершенно неправильно было бы искать 
причину опрокидывания бумажной мишени в 
световом давлении. Световой пучок энергией п 
несколько Дж и длительностью порядка 
0.01 мкс не может сообщить мишени достаточ- 
ный для опрокидывания механический им- 
пульс. Опыт показывает, что в результате мест- 
ного нагрева вещество взрывоподобно испаряет- 
ся, что и создает реактивную тягу. Это — глав- 
ная причииа опрокидывания мншени. 


———————————— —————5—Щ—^ 


Главный редактор — академик Ю. А. Осипьяи 


7. В водяном молотке находнтся вода и водя- 
ной пар. а воздуха практически нет. При ком- 
натной температуре {20 °С) давление насыщен- 
ных паров воды составляет 0,02 % от нормаль- 
ного атмосферного давления. Прн встряхивя- 
нии пробиркн в воде образуются пустоты, 
затем вода падает, практически не испытывая 
сопротивления, и пустоты зэсхлопываютсяе. 
Соударения происходят жестко, как между 
твердыми телами, и поэтому слышен характер- 
ный «металлический» звук. 


Шахматная страничка 
(см. «Квант» № 7) 


Задание 13 (Л. Куббель, 1937 г.). 1...Себ! 
2. К!!! Па5 3. Ка2 ЛИЗ 4. Кре? $6! 
5. Крез Креб 6. Кс4Х. 

Задание 14 (Дж. Бабиз, 1978 г.). Задача нмеет 
2 решення: а) 1...КрЪь7 2. а8Ф-- Кре7 3. Фи8 
К{6 4. Ф:я3 Краб 5. Ф:[3 Кре5 6. Ф:ЪЗ Креё 
7. Ф:ВТ КрЗ 8. Ф: 2х: 6) 1...Крь7 2. а8Ф-Е 
КрЬб. 3. Фа2 Ке!т 4. Ф:#2 КрЬ5 5. Кр 
Крс4 6. Кр:е1 КраЗ Т. Кра! ФдА 8. Феах. 
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Шахматная страничка 


Коисультврует экс-чемпион 
мира по шахматам, меж- 
дувародный гроссмейстер 


А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техвн- 
ческих наук Е. Я. Гик. 


КОМПЬЮТЕРНЫЙ КЛУБ 


В своем самом первом интер- 
вью для газеты «Советский 
спорт» 11-летний Гарри Кас- 
паров сказал: «В школе мне 
больше всего нравятся уроки 
математики. Я выступал на 
республиканской олимпиаде 
и занял третье место». 

Через четыре года в жур- 
нале «Юность» были опубли- 
ковайы такие слова будущего 
чемпиона мнра: «Уж если 
не шахматами, то  занял- 
ся бы математикой. Только 
два варианта». Когда веду- 
щему «страничку» спустя еще 
несколько лет удалось самому 
взять интервью у Каспарова 
(«Квант», 1981, № 5), он уже 
был гроссмейстером и приз- 
нался в беседе, что сейчас шах- 
маты вытеснили все осталь- 
иое. 

Однако прошло несколько 
лет, и Гарри Каспаров нашел 
возможность еслн и ие самому 
вернуться к точным наукам, 
то способствовать математи- 
ческому, компьютерному 0о6- 
разованию школьников. Через 
полгода после завоевания ко- 
роны он стал президентом... 
первого детского компьютер- 
ного клуба в Москве «Наш 
Арбат»: 

На торжественном откры- 
тни клуба вице-президент 
АН СССР академик Е. П. Ве- 
лихов, стоя на пороге клуба 
вместе с Г. К. Каспаровым, 
предоставил право перерезать 
ленточку семилетнему, Боре 
Степанову. Дети, не смущаясь 
ии юпитерами программы 
«Время», ни присутствием 
иностранных гостей, демонст- 
рировали свое умение рабо- 
тать иа ЭВМ. А Каспаров 


тем временем отвечал на воп-. 


росы журналистов. 

— Гарря, шахматным ав- 
томатам вы не раз давали се- 
аисы одновременной игры. 
А знакомы ли вы Е нешахмат- 
ными компьютерами? 

— Да, и иеплохо. Уже три 
года общаюсь с разными пер- 
сональными компьютерами. 

— Не кажется ли вам, что 
происходит некоторая пере- 
оценка роли компьютера в 
жизни общества? 


— Иногда проявляется та- 
кая тенденция — слишком на- 
деяться на ЭВМ. Порой это 
может быть даже иемного 
опасно, керасчетливо. Но дело 
в том, что пока мы не достиг- 
ли того практического уровня 
компьютеризации, когда 06 
этом нужно беспокоиться. 
Поэтому я считаю, что опа- 
сения преждевременны. Ска- 
жу другое: сегодня овладеть 
компьютером жизненно важ- 
но — особенно для детей. 
Причем делать это надо сей- 
час, немедленно — жизнь 
стремительно идет вперед, и 
завтра уже может быть позд- 
во. _ Освонтся ребенок = 
ЭВМ — это будет для него ог- 
ромный шаг вперед. 

— Как для человека? 

— Как для человека — 
это первое. И как для будуще- 
го специалиста — это второе, 
причем необходимое. 

— Почему именио Кас- 
паров взял на себя компью- 
терную нагрузку? — спросил 
корреспондент академика 
Е. П. Велихова. 

— Каспаров как-то поз- 
вонил мне п предложил соз- 
дать подобный клуб. Так что 
он — один из главных ини- 
циаторов. Ну а я очень рад, 
что он стал во главе клуба — 
Гарри Кимович как предста- 
витель одного из самых моло- 
дежных видов спорта — и са- 
мого интеллектуального! — 
сумеет вести дело на высо- 
ком уровне. 

Учитывая тему сегодняш- 
ней естракичкиь, ивпомиим, 
что в этом году состоится пя- 
тый чемпнонат мира среди 
больших ЭВМ. Одна из пар- 
тий последней чемпионки ми- 
ра, программы «Крэйблитць, 
опубликована в «Кваите» № 4 
за 1984 г. Приведем по одному 
примеру игры двух других 
призеров — программ «Биби» 
н «Эвит». 

*Бибие — ‹Нучессе. Рус- 
ская партия. 1.64 е5 2К[3 
К{6 3.44 К:е4 4.С43 85 
5.К:е5 ©С46 6.0—0 0—0 7. 
С:е4 4е 8.КсЗ Фе? 9. ФЬ5. 
Тонкий ход. Прежде чем про- 
извести пешечный размен п 
центре, полезно вызывать ос- 
лабление черных полей (это 
н решит исход игры). 9...56 
10.Фе2 С:е5 11.4е Ф:е5 12.Ф: 
е4 Ф:е4 13.К:4 СГ5 14.Ле 
Крит? 15.С14 Каб 16.Себ+ 
КрЬб 17.Ле2 Лае8 18.КЕб Леб 
19.54! Заключительная атака 
по черным полям. 19...С:с2 
20.85-|-! КрЕТ (20...Кр:85 21. 
{4+ и 22.Л:с2 с лишней фи- 
гурой) 21.Ка7-- Л:е5 22. 
К:е5 С{Гб 23.Лае!, и белые 
вскоре выиграли. 

«Эввт» — «Пэцок.. Анг- 
лиайское ивчало. 1.с4А е5 2.Ке3 


К{6 3.53 СА 4.С;2 0—0 
5.КВЗ Ксб 6.53 46 7.0—0 
Сс5 8.С52 (84 9.Ка4 Кад 
10.Ле1 №6 11.К:с5 ас 12.64 
С:53 13.С:63 её 14.5Г Ке4 
15.е3 Кеб 16.43 КЕ6 17.Ср2 
сб 18.а3 Фе? 19. Фа2 КЬ5 
20.(5 Кс5 21.54 Лае8 22. Лаа1 
а6 23.44 Кед 24.Фе? Фяб5 25. 
4с Ф:15 26.а4 Фн5 25.4с Ф:15 
26.24 Фи5 27.Л47Т а5 28.Л:67 
аЬ 29.а5 Ф:с5 30.а6 Каб 31. 
С94. Напряженное сражение 
протекало при некоторой ини- 
циативе белых, владеющих 
пренмуществом двух слонов. 
Сейчас черные идут на раз- 
менную комбннацию, ошибоч- 
ность которой видна, что на- 
зывается, невооруженным 
взглядом. 31...Ф: 44 32.её Л:е? 
33.Л:е2 К:Ъ7 34.аЪ с5 35.4с 
Ла8 36.Ле1 К{4 31.‹8, и белые 
пешки неудержимы. 

Эти партии подтверждают 
старую истину: в тактической 
борьбе, построенной на расче- 
те вариантов, компьютер дей- 
ствует вполне достойно, а п 
позиционной игре, где работа- 
ют общие принципы, он пока 
«плавает». 


Конкурсные задания 

В сегодняшних заданиях 
требуется поставить обратный 
мат: белые начинают и вы- 
нуждают черных объявить 
мат в заданное число ходов 
(в отличне от кооперативного 
мата, черные к этому не стре- 
мятся). 


Хх 


20. Обратный мат в 6 хо- 
дов. 

Срок отправки решений — 
20 декабря 1986 г. с пометкой 
на конверте: «Шахматный 
конкурс «ИКвантаз. задания 
19. 20». 


Цена 40 коп. 


Индекс 70465 


На этой картинке показаны 13 одинаковых 
шаров (голубого цвета), приложенных к еще 
одному такому же шару (красному). Сущест- 


вование такого расположения стаповится совсем ` 


очевидным, если поместить шары в ячейки 
кубической решетки. Подробности читайте в зв- 
мегке В. В. Произволова «Тринадцать шаров 
в одной клетке». 


Эту конфигурацию шаров можно себе пред- 
ставить иначе. Один красный шар и шесть 
синих можно положить на плоскость так, что- 
бы все синие шары касались красного; затем 
можно сверху положить еще три синих шара 
в три из образовавшихся шести зунок вокруг 
красного шара; наконец, можно представить 
себе еще три шара, приклеенных таким же 
образом снизу. Повернув эту конструкцию 
(как?), мы получим показанное здесь распо- 
ложение шаров. 


Научно-популярный 

физико -математический журнал 
Академии наук СССР 

ц Академни педагогических 
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2 Интервью с академиком 
О. М. Велоцерковским 
5 К 275-летию со дня рождения 
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12 В. А. Олевников. Неприводимость 
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Сюжет. изображенный художником на первой странице обложки. ыллюстрирует одну из зометок разделе „Школа 


в ›Коантее 


Издательство «Наука». Главмая редакция фкэнко математической литературы. *Кеднт», 1986 


«Перейти к формированию специалистов широкого профиля, сочетающих глубокие фундамен- 
тальные знания ы обстоятельную практическую подготовку, ориенгированную на конкретную 
ограсль.» В эгих строках из Проекта ЦК КПСС «Основные направления перестройки высшего 
и среднего специального образования в стране» суммирован опыт передовых вузов. Один из 
гаких 6вуз0в — Московский физико-технический институг. Ингерес к нему у школьников не 
ослабевает уже в течение чегырех десятилетий. Истории, сегодняшнему дню и будущему 


физтеха посвящена беседа г его ректором 
О. М. Белоцерковским. 


Интервью 
с академиком 
О. М. Белоцерковским 


— Олег Михайлович, образование фидтеха 
в 1946 тоду было обусловлено глубокими и 
сложными процессами, происходянихгмк в паукс 
о произлюлетве. Как соголия. с позиний, можно 
стала гь. истории вы могли бы ирокомментн- 


ронать их? 


— Каждый этап в развитии обще- 
ства определяет свой уровень средне- 
го и высшего образования. Надо ска- 
зать, что еще до войны разрыв между 
наукой, производством и образовани- 
ем начал ощущаться все сильнее и 
сильнее. И идея физтеха как вуза, 
способного преодолеть этот разрыв, 
родилась именно в эти предвоенные 
годы. В 1938 году в «Правде» появи- 
лась статья за подписью крупнейших 
ученых страны, где обсуждался во- 
прос о создании вуза нового типа и где 
были названы, по существу, все основ- 
ные черты системы физтеха. 

Жизнь требовала рационального и 
оптимального внедрения научных до- 
стижений в производство. В свою оче- 
редь наука должна была оперативно 
откликаться на требования быстро 
. развивающейся промышленности, 
особенно ее новых отраслей. Для 
осуществления всего этого нужны бы- 
ли специалисты особого склада: с 
фундаментальной общей подготовкой 
и хорошим знанием конкретных про- 
блем. 

Идея физтеха была реализована 
только после войны. Сначала — со- 
зданием физико-технического факуль- 
тета МГУ, а в начале 50-х годов фа- 
культет был преобразован в Москов- 
ский физико-технический институт. 
У истоков физтеха стояли академики 
П. Л. Капица, М. А, Лаврентьев. 
Академик С. А. Христианович был, 
по существу, первым ректором МФТИ. 
Принципиальную роль в развитии и 
становлении нашего института сыграл 
И. Ф. Петров, который в течение де- 
сяти лет был директором института. 
Я бы сравнил его с мощной рэкетой- 
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— лауреагом Ленинской премии академиком 


носителем, которая выводит спутник 
на орбиту. Считаю, что именно он вы- 
вел физтех на орбиту большой науки. 

Я лично очень доволен, что пришел 
на физтех, который теперь стал по- 
настоящему техническим универси- 
тетом. 


— Вы перешли на  филико-техинческий 
факультет МГУ с четвертого курса МВТУ 
нмени Баумана. Что определило вап выбор? 

— Из Бауманского в МГУ нас пере- 


шло 16 или 17 человек. Мы были при- 
няты на з«двухсполовинныйь курс. 
Мне тогда показалось возможным 
«потерять» два года с тем, чтобы при- 
обрести фундаментальные знания ив 
то же время работать в прикладной 
науке. Ведь раньше в академической 
области работали только выпускники 
университетов, а выпускники техниче- 


ских вузов шли на производство. 

— Расскажите, каким был физтех в годы 
вашей учебы. Ведь это были первые годы его 
существования. 


— Как и сейчас, в программе было 
много физики. Очень сильным был 
преподавательский состав. Лаборатор- 
ные работы ставили академики 


А. И. Шальников и Г. С. Ландоберг. 
Объединенный курс общей и теорети- 
ческой физики читали академики 
П. Л. Капица и Л. Д. Ландау. Читали 
они этот курс всего год. Их лекции 
неповторимы и уникальны. Ведь мы 
обычно тратим много времени на по- 
следовательное чтение курсов. .А они 
попробовали совместить их. Очень за- 
манчивая идея! Лекции эти сохра- 
нились, и мы попытаемся их издать. 

Кафедру математики возглавлял 
академик М. А. Лаврентьев. Механику 
читали академик Л. И. Седов и член- 
корреспондент АН СССР В. В. Соко- 
ловский, физику — профессора 
С. Э. Хайкин и С. Г. Калашников. 

Вполне естественно, что многие 
крупные ученые и академики тогда 
были еще не крупные ученые и не 
академики. Наш нынешний заведую- 
щий кафедрой высшей математики 
член-корреспондент Л. Д. Кудрявцев, 
к примеру, был еще кандидатом наук, 
а академик С. М. Никольский — 
доктором. 

Лекции по физике великоленно чи- 
тал член-корреспондент АН СССР 
С. М. Рытов. Я очень дорожил своими 
записями этих лекций. А на экзамене 
по физике получил у него четверку и 
ужасно огорчился. 


— А были лин тогда такие эломенты сн- 
стемы физтеха, как вопросы по выбору на эк- 
заменах, базовые ннетитуты, шефы, госэк- 
замен? 


— Госэкзамен по физике ввел 
Л. Д. Ландау. И принимал его очень 
жестко. 

Вопросов по выбору не было, но бы- 
ли суровые письменные контрольные 
работы. Сложнее, чем сейчас. Если вы 
набирали 70—80 % от максимального 
количества очков, То вам практически 
обеспечивалась пятерка. Шли к лекто- 
ру, и он не столько спрашивал, сколь- 
ко беседовал с вами. 

Базы и шефы существовали с самого 
начала. Основной упор делался на фи- 
зику и инженерное обучение. Базовых 
институтов было немного: шесть — 
восемь. 


— Какие изменения происходили п системс 
физтеха в последующие годы? 


— Со временем система физтеха 
эволюционировала, это закономерно. 
Возникали новые факультеты. У нас 
появился факультет аэромеханики 
и летательной техники. За двадцать 
лет своего существования он прекрас- 
но зарекомендовал себя. 
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Еще одним новым элементом стал 
прием абитуриентов во Владивостоке, 
в Киеве, Красноярске, Челябинске, 
Хабаровске. Набор наиболее сильных 
ребят на местах, их обучение в Дол- 
гопрудном по специальной программе 
н распределение после четвертого кур- 
са обратно по специальностям, остро 
необходимым данной республике или 
региону,— все это отвечает современ- 
ным требованиям, отвечает, если хоти- 
те, мировому уровню подготовки кад- 
ров. 

Вообще иаш институт стал уделять 
больше внимания +«своему» абитуриен- 
ту. Были созданы заочная и вечерняя 
физико-технические школы, прово- 
дятся выездные физико-математиче- 
ские олимпиады, выходят рекламные 
номера нашей ‘институтской газеты 
«За науку». Чтобы отобрать 100— 


800 будущих студентов, институт 
«просматривает» 10—12 тысяч 
школьников, 


— Еслн сравнить сегодняшних абитурнсп- 
тоя Е абитуриентами вашего набора... 


— Сейчас требуется более углуб- 
ленная, интенсивная, даже изощрен- 
ная подготовка. Молодым людям тя- 
желее. Иногда к этому обращаюсь и 
ловлю себя на мысли: смогли бы мы 
сегодня? И я не уверен. 

`Сейчас ребята приходят лучше под- 
готовленными. Прием прошлого года, 
например, был у нас самым сильным 
среди технических вузов. Два победи- 
теля олимпиад на одно место! Это 
кое о чем говорит. Но, с другой сторо- 
ны, теперешние студенты более рани- 
мые, менее терпеливые. Мы были 
упорнее. В то трудное время — еще 
существовала карточная система — 
нас переполнял энтузиазм. Впрочем, 
мне кажется, что он в определенной 
мере сохранился и сейчас. Специфи- 
ка нашей профессии такова, что нам 
нужны в основном энтузиасты. 


— Олег Михайлович. каковы главные черты 
сегодняшнего облика МФТИ? 


— Сейчас на физтехе сложился, 
видимо, довольно удачный союз «трех 
китов», трех образовательных цик- 
лов: общеинститутского, факультет- 
ского и базового. В рамках первого 
из них работают сильнейшие кафед- 
ры общей физики, высшей матема- 
тики, теоретической физики. Факуль- 
тетские и базовые циклы соответ- 
ствуют основным направлениям под- 
готовки кадров. 

Вообще в институте существуют три 
крупных зкуста» специальностей. Это 
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радиотехника и электроника, физика 
{теоретическая и прикладная) и уп- 
равление. В последние годы появились 
еще два «кустаь — информатика и 
вычислительная физика (общее руко- 
водство здесь осуществляет академик 
Е. П. Велихов), а также новые спе- 
циальности, связанные с созданием 
факультета физико-химической био- 
логии (руководитель — академик 
Ю. А. Овчинников). 

Если просмотреть весь путь разви- 
тия МФТИ, то можно заметить, что 
= разное время существовали своеоб- 
разные приливы: были на подъеме 
какие-то отрасли науки, и они давали 
импульс развитию института в целом. 
В разные годы испытывали подъем 
ядерная физика, радиотехника, хими- 
ческая физика, затем появились кос- 
мические исследования, управление, 
прикладная математика. Следующий 
пик надо ожидать в биологии, осо- 
бенно в физико-химической биологии. 
Новые специалисты здесь должны 
быть хорошими физиками, тонкими 
химиками. и одновременно биологами. 
Иначе нельзя. И мы как раз начали 
готовить их на новом факультете. 

Если раньше в системе физтеха ра- 
ботала цепочка из двух звеньев: вуз — 
НИИ, то сейчас складывается и креп- 
нет новая цепочка: вуз — НИИ Акаде- 
мии наук — производство. Эта систе- 
ма, как показывает опыт, весьма эф- 
фективна. Приведу несколько цифр. 
На факультете аэромеханики и лета- 


тельной техники из всех выпускников . 


45—50 % уже кандидаты наук, а 7— 
8 % — доктора наук. Примерно такие 
же цифры на других иаших факуль- 
тетах. 

Из специалистов в области химиче- 
ской физики, физики горения и взры- 
ва 328 человек защитили кандидат- 
ские диссертации, 52 — докторские, 
трое избраны членами-корреспонден- 
тами АН СССР, один — Ю. Н. Мо- 
лин — академиком. Кстати, о крепких 
позициях физтеха говорят и послед- 
ние выборы в Академию наук: акаде- 
миками и членами-корреспондентами 
избраны 33 выпускника и сотрудника 
МФТИ. 

Хорошо работает наша аспиранту- 
ра. 80—85 % аспирантов защищают- 
ся в срок. Это связано с тем, что аспи- 
рантура на физтехе строго целевая. 
Темы диссертаций, как правило, про- 
должают студенческие курсовые и 
дипломные работы и входят в науч- 
ные планы базовых институтов. 
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Большое место в физтеховском 
образовании занимают общественные 
науки, которые преподают сейчас как 
единый цикл. 

«Гуманитаризации» студентов по- 
могает изучение двух иностранных 
языков. У нас очень хорошая кафед- 
ра иностранных языков, она насчи- 
тывает около ста преподавателей, 
имеет прекрасное оборудование в 
лингафонных кабинетах, в аудито- 
риях. 

— Скажите, то. что фязтех расположен не в 
Москве, а в Долгопрудном,— это минус или 
плюс? 

-- Плюс, конечно, плюс! Именно 
это в свое время позволило нам со- 
хранить свою самобытность, когда фи- 
зико-технический факультет МГУ был 
организован за городом. Дети долж- 
ны вовремя уходить от родителей, на- 
чинать жить самостоятельно. Ну, и, 
конечно, близость к природе — это 
тоже большой плюс. 

— И последния вопрос. Будущее физтеха — 
каким оно видится? у 

— Могу говорить только о наших 
ближайших планах. В институте со- 
здается один из самых крупных ву- 
зовских вычислительных центров. 
Начнется активное внедрение вычис- 
лительной техники в подготовку спе- 
циалистов всех направлений. В кор- 
пусе прикладной математики, кото- 
рый недавно у нас вступил в строй, 
разместятся несколько лабораторий, 
научно-учебные центры автоматиза- 
ции, разработки элементной базы, 
математического обеспечения высоко- 
производительных ЭВМ и САПР (си- 
стем автоматизированного проектиро- 
вания). 

Будет проводиться разработка об- 
щего и снециального матобеспечения, 
математического моделирования за- 
дач большой размерности, автомати- 
зации проектирования. Появятся 
новые машины от супер-ЭВМ до пер- 
сональных. Все это станет базой для 
подготовки и переподготовки кадров, 
соответствующих нашему времени, 
времени ускорения научно-техниче- 
ского прогресса, 


Интервью вел В. В. Фомин 


у 


ДИТ 


В этом году в нашей стране широко отме- 
чается юбилей — 275-летие со дня рождения 
Михаила Васильевича Ломоносова. Часто слу- 
чается так, что имя выдающегося ученого, 
посвятиешего себя одной области науки, оста- 
ется неизвестным представителям других спе- 
циальностей и тем более широкой обществен- 
ности. Ломоносова же считают одним из осно- 
вателей своей кауки и хижики, и физики, и ме- 
теоролозц, и географы... Он оставил яркий след 
в русской лигературе и в искусстве. 


г 


М. В. Ломоносов г 


О законах сохранения 
О причине теплоты и холода 
_^`О зажигательном приборе’ 
О методе научного исследования 
О научно-популярной литературе | 


_Об обучении юношества 


. мальной статье все 


К 
Безнадежно пытаться охватить в одной жур- 
мкогообразие интересов 
ш достижений Ломоносова — 06 этом напи- 
сано множество книг. Представление о много- 
гранности таланта Ломоносова дает «мозаика» 
отрывков из гго работ и высказываний 0 нем 
выдающихся представителей отечественной 
нвуки и культуры, публикацией когорой наш 
журнал отмечает юбилей великого российско: 
го энциклопедиста. 


О“ 


Общее культурное влияние 
Ломоносова огромно. Наш 
литературный и научный 
язык. грамматика, поэзия, 
литература на века определи- 
лись Ломоносовым. Наша 
Академия наук с ее неустан- 
ным изучением родной стра- 
ны получила свое настоящее 
бытие и смысл только через 
„Ломоносова... Современная 
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О законах сохранения 


...все перемены, в Натуре случающиеся, такого суть 
состояния, что сколько чего у одного тела отнимет- 
ся, столько присовокупится к другому. Так, еже- 
ли где убудет несколько материи, то умножится 
в другом месте; сколько часов положит кто на 
бдение, столько же сну отнимет. Сей всеобщий 
естественный закон простирается и в самые пра- 
вила движения; ибо тело, движущее своим дви- 
жением ‘другое, столько же оныя у себя теряет, 
сколько сообщает другому, которое от него дви- 
жение получает- 


Из «Размышлений о причине теплоты и холода» 


Внутреннее движение мы представляем себе про- 
исходящим трояким образом: 1) нечувствитель- 
ные частицы непрерывно изменяют место или 
2) вращаются, оставаясь на месте, или, наконец, 
3) непрерывно колеблются взад и вперед на н6- 
чувствительном пространстве, в нечувствительные 
промежутки времени. Первое мы назовем посту- 
пательным, второе — вращательным, третье — ко- 
‘лебательным внутренним движением. Теперь сле- 
дует рассмотреть, какое же из этих движений 
производит теплоту. Чтобы это выяснить, мы при- 
мем за основу следующие положения. 1) То внут- 
реннее движение не есть причина теплоты, отсут- 
ствие которого будет доказано в горячих телах. 


ПАПЕ, 


громадная советская наука 
и техника стали возможными 
на почве, подготовленной Ло- 
моносовым. Ломонрсов с его 
широтою задач, простотой и 
реальностью решений п не- 
сокрушимой настойчивостью 
стал образцом передовых ге- 
ниев русской науки в ве даль- 
нейшем развитии — Менде- 
леева. Лебедева. Павлова... 


Ломоносов явился как бы во- 
площением п символом рис- 
ской культуры п науки с ее 
особенностями и  своеобра- 
зием. 

С. И. Вавилов (1891—1951) 


движение, 


2) Не является причиной теплоты и то внутреннее 
которое имеется у тела, 


менее горя- 


чего, чем другое тело, лишенное этого движения. 

..Рассмотрим, во-первых, какой-нибудь сереб- 
ряный сосуд или другой предмет из этого ме- 
талла, покрытый золотом и снабженный самыми 
мелкими вырезанными знаками, нагретый до та- 
кой степени тепла, при которой кипит вода. Мы 
увидим, что золото на поверхности. останется не- 
затронутым и знаки нимало не изменившимися; 
самая твердость сосуда останется прежней, и этим 
совершенно исключена возможность отделения 
нечувствительных частиц. Отсюда совершенно оче- 
видно, что тело может быть сильно нагрето без 
внутреннего поступательного движения ... Отсюда 
... следует, что внутреннее поступательное дви- 
жение связанной материи не есть причина теп- 


лоты. 


Из определения внутреннего колебательного 


движения ... ясно видно, 


что при таком движе- 


нии частицы тел не могут быть в сцеплении друг 
< другом. Хотя расстояния, в которых соверша- 
ются их крайне малые колебания, весьма незначи- 
тельны, однако невозможно, чтобы при этом час- 
тицы не лишались взаимного касания и по боль- 
шей части не оказывались вне его. Для ощути- 
мого сцепления частиц тела требуется непрерыв- 
ное взаимное соприкосновение их; следовательно, 
частицы тела не могут находиться в ощутитель- 


знавшие 
ожидали от 


Все современники, 
„Ломоносова.... 
этого самородка совершенно 


исключительных научных 
исследований; казалось, что 
все задатки для такой дея- 


техьности’ счастливо сочета-` 


лись в его лице: огром- 
ный природный талант есте- 
ствоиспытателя. ясный. неза- 
висимый им, широкий круго- 


ном сцеплении, если они сотрясаются внутренним 


зор. большой запас знаний, 
несокрушимая воля, жедлез- 
ное здоровье ш желание все- 
цело отдаться любимому де- 
лу.— но судьба поставила 
Ломоносова в те чисто рус- 
ские условия деятельности, 
При которых никакой талант 
ученого не мог ему помочь... 


1. Н. Лебедев (1866—1912) 


А 


—— 


Во главу изучения природы 
Ломоносов ставит опыт — это 
его характерная черта как 
ученого, Поэтому он много 
сил положил. чтобы создать 
лабораторию, и усердно рабо- 
тал там. Но тогдашнее окру- 
жение мало ценило Ломоно- 
сова как ученого, его ценили 
прежде всего как поэта. За 0д- 
ну из своих хвалебных 09 


и 


колебательным движением. Но так как большин- 
ство тел при нагревании до огненного каления 
сохраняет очень сильное сцепление частиц, то 
очевидно, что теплота тел не происходит от внут- 
реннего колебательного движения связанной ма- 
терии. 

Итак, после того, как мы отвергли поступа- 
тельное и колебательное внутреннее движения, с 
необходимостью следует, что теплота состоит во 
внутреннем вращательном движении связанной 
материи — ведь ее необходимо приписать какому- 
нибудь из трех движений. <...) 

..невозможна высшая и последняя степень теп- 
лоты как движения. Наоборот, то же самое дви- 
жение может настолько уменьшиться, что тело 
достигает, наконец, состояния совершенного покоя 
и никакое дальнейшее уменьшение движения не- 
возможно. Следовательно, по необходимости долж- 
на существовать наиболылая и последняя степень 
холода, которая должна состоять в полном пре- 
кращении вращательного движения частиц. 


О зажигательном приборе 


Вознамерившись ввести в область химии приборы 
физиков, а также истины, ими открытые, чтобы 
до известной степени устранить или облегчить 
трудности, встречающиеся в этой науке, и осве- 
тить области темные и скрытые глубоким неведе- 


Ломоносов получил от цари- графи Шувалову:  е...пола- несмотря на эти небдаго- 


цы 2000 ‘рублей. что было 
больше. чем его трехлетнее 
жалование в Академии нацк... 
Значение его научных заня- 
тий в лаборатории не было 
понятно чиновникам и двору. 
Чтобы оправдаться п своих 
лабораторных занятиях, Ло- 
моногов писал в 1753 году 
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гаю, что мне позволено будет 
в день несколько часов вре- 
мени. чтобы их, вместо биль- 
ярду. употребить на физиче- 
ские и химические опытых. 
{..) Приходится удивляться 
тому, как много сделал Ло- 
моносов в области экспери- 
ментальной базисной науки. 


приятные условия. 
П. Л. Капица (1894—1984) 


Теоретические п эксперимен- 
тальные изыскания Ломоно- 
с0в сочетал с большой рабо- 
той по созданию самых раз- 
личных приборов для нужд 
науки и практики: анемо- 


нием, я счел за благо по мере моих сил уничто- 
жить каким-либо способом упомянутые трудности 
и попытаться увеличить зажигательную силу этих 
приборов, которые прославлены столькими ра- 
ботниками, двинувшими вперед естествознание, 
и которые, я не сомневаюсь, придут на помощь 
в химических работах, требующих сильного 
огня. (... 

И вот, наконец, явилась мысль, что солнечные 
лучи и после отражения от плоских зеркал все 
еце сохраняют свою теплотворную силу и, следо- 
вательно, должны, будучи собраны выпуклой лин- 
зой, увеличить жар. Тотчас же я, торжествуя, 
взял плоское зеркало и линзу диаметром в два 
дюйма и, так как день был как раз ясный, собрал 
линзой солнечные лучи, отраженные зеркалом. 
Когда, после этого, я подставил кусок дерева, на 
нем образовалось черное пятно и оттуда пошел 
дым. Я смотрел на это с восторгом и, с целью 
идти и ‘далее, соединил фокус линзы, подставлен- 
ной прямым лучам, с фокусом первой и. поднес 
к ним весьма белую бумагу, которая отказывалась 
загораться от прямых солнечных лучей, собран- 
ных той или другой из названных Линз; сразу же 
пошел дым, на бумаге образовалось черное пят- 
но, бумага вспыхнула, и огонь, разгораясь, начал 
`ее сжигать. Итак, повторив этот опыт несколько 
раз и устранив всякое сомнение в его правиль- 
ности, я не колеблюсь заключить, что расставив 
так, как я упомянул выше, большие зеркала и 
линзы, можно получить жар болышой. 


1% 


ме 


метр. морской барометр, за- 
жигательный оптический при- 
бор. з«горизонтоскоп», —«но- 
чезрительная труба», отра- 
жательный зеркальный те- 
дескоп, фотометрическая тру- 
ба для сравнения силы света 
3ве3д`и многие, многие другие 
оригинальные приборы и ап- 
ларатя — плоды его неуто- 


мимой деятельности. Замеча- 
тельная идея Ломоносова о 
рефрактометре получила при- 
знание и осуществлена толь- 
ко в конце ХХ века. 

М. В. Келдыш (1911—1978) 


...я должен отдать справедли- 
вость господину Ломоносову, 
что он одарен самым счаст- 


ливым остроумием для объ- 


яснения явлений  физиче- 
ских и химических. Желать 
надобно, чтобы все прочие 


академики были в состоянии 
показать такие изобретекия, 
которые показал господин Ло- 
моносов... 

Л. Эйлер (1707—1183) 


о методе научного исследования 


Химик требуется не такой, который только из 
одного чтения книг понял сию науку, но кото- 
рый собственным искусством в ней прилежно уп- 
ражнялся... Не такой требуется математик, кото- 
рый только в трудных выкладках искусен, но 
который, в изобретениях и в доказательствах при- 
выкнув к математической строгости, в натуре со- 
кровенную правду точным и непоползновенным 
‘порядком вывести умеет... Химия руками, матема- 
тика очами физическими по справедливости на- 
зываться может. 


’О научно-популярной литературе 


Всякий, кто берет на себя труд осведомлять пуб- 
лику о том, что содержится в новых сочинениях, 
должен прежде всего взвесить свои силы. Ведь он 
затевает трудную и очень сложную работу, при 
которой приходится докладывать не об обыкно- 
венных вещах и не просто об общих местах, но 
схватывать то новое и существенное, что заклю- 
чается в произведениях, создаваемых часто вели- 
чайшими людьми... 


Журналисту позволительно опровергать в но- 
вых сочинениях то, что, по его мнению, заслу- 
живает этого,— хотя не в этом заключается его 
прямая задача и его призвание вн собственном 
смысле; но раз он уже занялся этим, он дол- 


о 


Ломоносов страстно любил 
науку, но думал и заботился 
исключительно п том, что 
нужно для блага его родины. 
Он хотел служить не чистой 
науке, п только человече- 

ству. 
Н. Г. Чернышевский 
(1828—1889) 
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Всякое прикосновение любез- 
ной сердцу его России, на 
которую он глядит под углом 
ее сияющей будущности, ис- 
полняет его силой чудотвор- 
ной... Всю русскую землю 
озираег он от края до-края 
С какой-то светлой вышины, 
любуясь п не налюбуясь ее 
беспредельностью и действен- 


ною природою. В описаниях 
слышен взгляд ученого нату- 


ралиста. нежели поэта; но 
чистосердечная сила восторга 
превратила натуралиста в 
поэта. 


Н. В. Гоголь (1809—1852) 


жен хорошо усвоить учение автора, проанализи- 
ровать все его доказательства и противопоставить 
им действительные возражения и основательные 
рассуждения, прежде чем присвоить себе право 
осудить его. Простые сомнения или произволь- 
но поставленные вопросы не дают такого права; 
ибо нет такого невежды, который не мог бы за- 
дать болыше вопросов, чем может их разрешить 
самый знающий человек. Особенно не следует 
журналисту воображать, будто то, чего не по- 
нимает и не может объяснить он, является та- 
ким же для автора, у которого могли быть свои 
основания сокращать и опускать некоторые под- 
робности. 


Об обучении юношества 


«Во-первых, при обучении школьников паче все- 
го наблюдать должно, чтобы разного рода по- 
нятиями не отягощать и не приводить их в за- 
мешательство» . 


*«Позволить школьникам упражнения по своей 
охоте для показания каждому своего особливого 
рачения и понятия». 


«Учители с учениками не должны поступать 
ни гордо, ни фамилиарно. <...) Учитель должен 
не токмо словами учение, но и поступками ‘доб- 
рый пример показывать учащимся.» 


ААА 


Ломоносов был великий чело- 
век. Между Петром Ги Ека- 
териной П он один является 
самобытным  сподвижником 
просвещения. Он создал пер- 
вый университет, ом, лучше 
сказать. сам был первым на- 
шим университетом... Соеди- 
няя необыкновенную силу во- 
ли с необыкновенною силою 


понятия, Ломоносов обнял все 
отрасли просвещения. Жаж- 
да науки была сильневшею 
страстью сей души. испол- 
кенной страстей. Историк, ри- 
тор, механик, химик, мине- 
ралог, художник и стихотво- 
рец, он все испытал ы все про- 
ник. 


А. С. Пушкин (1799—1837) 


В оформлении статьи исполь- 
зованы авторские рисунки из 
книг М. В. Ломоносова: 
морской барометр; крепостной 
периском; зажигательный 
прибор; ночезрительная труба; 
регистратор грозового 


разряда; аэродромическая 
машина (прообраз вертолета). 


и 
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Неприводимость и 
иррациональность 


В. А. ОЛЕИНИКОВ 


В прошлом номере автор рассказая о много- 
вековой истории иррациональных радикалов 
ы неприводимых многочленов, 0 признаке 
Эйзенштейна. Здесь же речь пойдет о дости- 
жениях ХХ века в этой области, но на более 
наглядном геометрическом языке. 


. Созданная на рубеже ХХ и ХХ 
веков теория алгебраических чисел 
стала новым стимулом для изучения 
неприводимых многочленов. Алгеб- 
раическое число а — это просто ко- 
рень многочлена с целыми коэффи- 
циентами: 
Р(а) =ао-Наа-[... аа” =0. 


Все радикалы, которые мы рассмат- 
ривали в предыдущей статье, — алге- 
браические числа. Однако понятие 
алгебраического числа значительно 
шире: еще в начале прошлого века 
П. Руффини (1165—1822) и 
Н. Г. Абель (1802—1829) показали, 
что не всякое уравнение степени выше 
четвертой разрешимо в радикалах. 
Алгебраические числа, таким обра- 
зом, не исчерлываются иррациональ- 
ными радикалами и рациональными 
числами. 

Но зато алгебраические числа тес- 
но связаны с неприводимыми много- 
членами, Именно, любое алгебраиче- 
ское число является корнем единст- 
венного (с точностью до числового 
множителя) неприводимого 
многочлена. Это следует из ТЕОРЕМЫ 
(«Квант» № 10, с. 7). 

Свойство неприводимости стало 
предметом пристального знимания 
многих выдающихся математиков. 
Наряду с поисками общих свойств 
(таких, как в ТЕОРЕМЕ) исследовате- 
лям не давал покоя признак Эйзен- 
зитейна. Чувствовалось, что за этим 
признаком скрывается какой-то об- 
щий принцил, выявление которого 
позволит получать новые более общие 
признаки. Так и оказалось на самом 
деле. Дальнейшее продвижение здесь 
связано с возможностью перевода 
свойства неприводимости па язык 
геометрических образов. Основа этого 
языка была заложена великим Ньюто- 
ном за 200 лет до описываемых собы- 
тий и носит его имя. 


Аиаграмма Ньютона 


Для построения диаграммы Ньютона 
многочлена Р(х) по заданному про- 
стому р необходимы: 

1) коорцинатхная плоскость ОКМ 
(ОК — горизонтальная, а Ом. — вер- 
тикальная оси); 

2) линейка, гвозди, молоток; 

3) немного терпения. 

Цотому что сначала наносится осно- 
ва — каждому одночлену ах’ из 
Р(х) ставится в соответствие точка с 
координатами (#; 1); [ — это наиболь- 
шая степень числа‘р, при которой а, 
делится на р’. Набор всех таких точек 
(Е =0, 1,...п) и есть основа диа- 
граммы. , 

На рисунке 1 — основа многочлена 
Р(х)= 

= 12 --2х-{ Ах? хх 2х6 4х’ 


2 
1 
012345 67К 


при р= 2. Свободный член ао делится 
на р’, но уже не делится на р`’ — имеем 
точку (0; 2), а. делится на р — точка 
(1; 1), а> дает точку (2; 2). 

Вяимание! Если @-=0, то точку основы 
вообще не наносим. 


В нашем случае а. =0 не дает точки 
основы. 

Ули а; не делится на р, то 1—0 и точка 
(А; 0) попадает на ось ОК. 

В нашем случае а. и а. не делятся 
на р, а; делится на р, а; делится на р? 
(см. рис. 1). 

Будем считать, что вместе со стар- 
шим коэффициентом а, у многочлена 
Р(х) не равен нулю и свободный член 
ас. Иначе Р(х) всегда приводим (до- 
кажите!) и поэтому нам не интересен. 


Рис. 1 


‚Ва плоскости ОКМ, таким образом, 


будут нанесены по крайней мере две 

точки: р 
начальная точка основы — у нас 

(0; 2) и ее конечная точка — (7; 2) 

А теперь диаграмма (рис. 2). Берем 
молоток и вбиваем гвозди во все точки 
основы, затем приставляем линейку 
вертикально к гвоздю, вбитому в на- 
чальную точку. Вращаем ее против 
часовой стрелки, пока она не упрется 
в другой гвоздь основы; (у нас (1; 1)). 
Соединяя эти точки отрезком, полу- 
чаем первое звено диаграммы. Для 
получения следующего звена нужно 
вращать линейку вокруг второго гвоз- 
дя (1;1) до встречи с новой точкой 
основы. 

Вращаем линейку дальше и нано- 
сим остальные звенья, пока, наконец, 
не доберемся до конечной точки осно- 
вы и не получим последнее звено. 

Диаграмма Ньютона готова и изо- 
бражена на рисунке 2. Она представ- 
ляет собой вогнутую вверх ломаную 
и всегда имеет хотя бы одно звено. 


Рис. 2. 
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Постройте сами диаграмму Ньютона для 
многочлена 


9 (х)=16-- 4х-{ 8х? 2х3 -{ 8х 
по простому р=2. 

Лишние точки (у нас — (2; 2)) не 
должны смущать читателя — во вся- 
ком стоящем производстве не обойтись 
без отходов. 

О звеньях. Они бывают трех сортов: 


Составные, простые, примитивные 


Звено диаграммы Ньютона назовем 
простым, если кроме концов на нем 
нет других точек с целочисленными 
координатами. В противном случае, 
если таковые имеются внутри звена, 
будем называть его составным (рис. 3). 
Далее, простое звено назовем прими- 
тивным, если длина его проекции на 
горизонтальную ось ОК равна единице. 

Вот и все. Знакомство с образным 
языком неприводимости закончено. 
Пора начать на нем разговаривать. 
За все труды по изготовлению диа- 
граммы Ньютона нас вознаграждает 


Признак Дюма 


Если при некотором простом р диа- 
грамма многочлена Р(х) состоит ров- 
но из одного простого звена, то такой 
многочлен неприводим.” 

Гюстав Дюма жил в Швейцарии и 
активно занимался задачей о неприво- 
димости в начале нашего столетия. 
Этот признак получен им в 1906 году. 

Признак Дюма позволяет ... нарисо- 
вать признак Эйзенштейна, 


0 п 
глубже понять его и запомнить. 


По условию признака Эйзенштейна все 
коэффициенты многочлена Р!х), кроме стар- 
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шего, делятся на р. а свободный член а. де- 
лится на ри не делится на р’. Эту ситуацию 
п отражает рисунок. 


ХХ век не терпит остановок *) и со- 
жалений об упущенных возможно- 
стях. 


Признаки, признаки, признаки... 


На рисунке 4 еще один признак. 


Рис. 4. 0 2141 


Заключенный в словесную форму, 
он приобретает «больший вес»: 

Если для многочлена Р (х) нечетной 
степени 2п--1 можно указать такое 
простое число р, что старший коэффи- 
циент аз. ! не делится на р, 

а все остальные коэффициенты 

а, делятся на р, Е-=0,1,..., 2п, 
но дополнительно коэффициенты 

а, при & ==0, 1, ..., п делятся и на р’, 
а свободный член 

а‹, делясь на р’, не делится на р", 
то такой многочлен Р (х} неприводим. 

Признак Дюма не исчерпан! Каж- 
дый желающий может стать облада- 
телем собственного признака, подни- 
мая все выше конец звена и следя за 
тем, чтобы оно оставалось простым. 

Вывод очевиден: массовое производ- 
ство признаков — перспективное и в 
то же время абсолютно безопасное 
дело**). 


Снова иррациональность 


Среди изобилия признаков неприво- 
димости нашлось место и призна- 
ку иррациональности (дока- 
зательство в Приложении на с. 16). 
Если при некотором простом р диа- 
грамма многочлена Р (х} не содержит 
примитивных звеньев (составные раз- 
биты на простые), то среди его кор- 
ней не может быть рациональных. 


*) Кое-что о доказательстве признака Дюма 
неторопливый читатель найдет в Приложении 
на с. 16. 

**) Но вряд ли опо доставит нам лавры Эйзен- 
штейца. 


Рассмотрим пример 
Р(х)=164+8х-+ 2х: 2х | х*. 

Существует верный способ отыскать 
все рациональные корни любого мно- 
гочлена Р(х). Нужно начать делить 
его на всевозможные двучлены 
Ы-Ь:х. От целых чисел В, В, тре- 
буется, чтобы они были взаимно про- 
сты, и чтобы ВБ делил свободный, а 
р, — старший коэффициент многочле- 
на Р(х) (докажите, у вас для этого 
все есть!). 

В нашем случае делить придется на 

155х, 2х, 4х, 8-х, 16-х. 

Если Р(х) разделится на №5 Вх без 
остатка, то х= — В /Ь, — его рацио- 
нальный корень. Если же Р (х) не раз- 
делится ни на один из указанных дву- 
членов, то рациональных корней нет. 

Признак иррациональности и див- 
грамма Ньютона по простому р=2 
(рис. 5) избавляет нас от этой утоми- 
тельной процедуры *), сразу убедив в 
том, что рациональных корней у мно- 
гочлена Р(х) нет, а значит и искать 
их не следует. 


Еще пример: 
Р(х)=6-- 2х: -4-3х'--- 6х", 
который сначала ии в чем не убеждает, ибо 
диаграмма Р(х) по простому р=2 (рис. 6) со- 
держит примитивное звено. На отсутствне ра- 
циональных корней указывает другая диза- 
грамма по простому р==3 (рис. 7), не содер- 
жащая примитивных звеньев. 
Докажите сами, что многочлен 
Р(х)=10+ 5х4 10х?-+ 2х*, 
несмотря на изломанную диаграмму при р=2, 


не только не имеет рациональных корней, но 
даже неприводим*?). 


Мы снова вернулись к иррациональ- 
ным числам. Но не с пустыми руками. 
Теперь у нас есть арсенал средств 
(он и не снился древним грекам), поз- 
воляющий смело смотреть на уравне- 
ния высоких степеней. 

Поиски новых признаков и новых 
примеров неприводимых многочленов 
велись еще долго после появления 


*) Автор слегка преувеличил трудности — 
можно обойтись и лодстаковкой чисел 21. 2, 
+4. 8, +16 в Р(х). Но это ие меняет существа 
дела, 

**, Подсказка: взять р=7 


лризнака Дюма. Еще более общий 
признак получил О. Оре (1899— 
1968) — норвежский математик, из- 
вестный читателям «Библиотечки 
«Квант» своим «Приглашением в 
теорию чисел», вып. 3, 1980 г. 

Сильное впечатление (на знатоков) 
в свое время (в 1929 г.) произвел 
многочлен Шура*) 


1 
Ра + фа, -а ый 


"мм. 


Этот многочлен неприводим при 
любых целых а,,...., а._, и требует 
для доказательства сразу нескольких 
диаграмм по различным простым 
Рь --., Р». 

Значение диаграмм Ньютона не 
ограничивается одними признаками. 


Вместо заключения 

Вернемся к началу нашего рассказа 
(«Квантз № 10, с. 6) и вспомним о 
славном нашествии иррациональных 
величин по дороге, указанной диа- 
гональю единичного квадрата. Вслед 
за ними в математику пришли веще- 
ственные числа — фундамент совре- 
менного математического анализа. 

История повторилась в другом гео- 
метрическом образе (диаграмме Нью- 
тона). На этот раз он вызвал к жизни 
новый математический объект, назы- 
ваемый р-адическими числами. На 
языке р-адического анализа, откры- 
того немецким математиком К. Ген- 
зелем (1861—1941), и удалось сфор- 
мулировать тот общий принцип, кото- 
рый лежит в основе всех признаков 
неприводимости. Скромные на первый 
взгляд завоевания геометрического 
образа (о них и был наш рассказ) 
помогли превратить теорию алгебраи- 
ческих чисел в могучую ветвь совре- 
менной математики. 

А что же неприводимость? Призна- 
ки не смогли исчерпать всего богат- 
ства неприводимых многочленов, и 
постепенно интерес к ним стал уга- 
сать. Но ненадолго. 

В наше время — время ЭВМ и про- 
гресса — интерес к свойству неприво- 
димости разгорелся с новой силой и 
выразился в алгоритмическом подхо- 
де. Здесь главная цель — СКОРОСТЬ, 
с которой методом проб, используя 
арифметические операции, можно ре- 
шить вопрос о неприводимости любо- 
го, но конкретного, многочлена. 


*} И. Шур (1885 — 1941) — немецкий математик. 
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Зародилось алгоритмическое на- 
правление во времена Л. Кронекера 
(1823—1891) — известного немецко- 
го математика, когда был придуман 
самый верный (но не самый быстрый) 
способ узнать — приводим данный 
многочлен или нет (весьма похожий 
на тот, о котором шла речь в нашем 
первом примере: с. 15). Обогащенное 
идеями полузабытых признаков, это 
маправление-набирает темп. В самое 
последнее время (в 1982 г.) оно выра- 
зилось шедевром мастеров Голланд- 
ской школы (А. Ленстра, Г. Ленстра, 
Л. Ловас) под названием «Алгоритм 
приведенного базиса», разрешившим 
скоростной вопрос в принципиальном 
плане. . | 

События бурной эпохи гулким эхом 
отдались в кабинетной тиши и, в конце 
концов. заставили неприводимый мно- 
гочлен служить человеку. Он трудит- 
ся в алгебраической теории кодиро- 
вания, и не исключено, что коды ис- 
правления ошибок помогали этим ле- 
том устранять срывы в изображении 
телепередач с Мексиканского фут- 
больного чемционата мира. А в тео- 
‚рии и практике случайных процессов 
неприводимый многочлен твердо сто- 
ит на страже государственных секре- 
тов, превращая их в псевдослучай- 
ные сигналы и охраняя от чуткого 
постороннего уха. 

В страну неприводимых многочле- 
нов сделан первый шаг — мы позна- 
комились с ее признанными лидера- 
ми. Но другие ее представители — как 
известные, так и не исследованные — 
остались за кадром. Страна неприво- 
димых многочленов полна загадок и 
каждый новый шаг в нее рождает 
новые вопросы. 


Приложение 


Здесь мы приводим обещанное пояснение 
доказательства признака Дюма. `Но сначала 

Разборка и сборка. Диаграмма Ньютона 
несет важную информацию о многочлене Р (х). 
Хранить ее удобно в разобранном виде. 

Правило разборки. Разломаем диа- 
сремму ме эламья,, в хомчах карисуем охоелии 
и перенесем их параллельно себе (как векторы) 
я начальную точку (рис. 8). Так получается 


Е ВЫ 
ХОЕЕРЫ 
т В В 
а" 
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` однн, 


связка многочлена по простому р. Если точка 
основы лежит внутри звена (у нас — точка (6; 1) 
на последнем звене), то ломать звено в этой 
точке не слёдует. 

Правило сборки. Двигаясь снизу вверх 
(против часовой стрелки) выкладываем векто- 
ры связки друг за другом (см. рис. 8). Итак: 
Заданной диаграмме Ньютона соответствует 
ровно одна связка, и по заданной связке диа- 
грамма восстанавливается однозначно. 

Остается заметить, что местоположение на 
э5си ОМ точки приложения связкн не играет 
существенной роли. Умножая Р(х) на подхо- 
дящую степень р’ (что не меняет свойства не- 
приводимости), можно пронзвольно переме- 
щать всю диаграмму, а вместе с ней и началь- 
ную точку, вдоль оси ОМ. : 

Теорема Дюма. Связка произведения 
Р(х) @ (х} представляет собой объединение свя- 
зок сомножителей Р(х) и О (х) (рис. 9). 


Рис. 9. 


Здесь @(х)=Б-НЬ,х-|...16.х”" — это еще 
какой-нибудь, многочлен (подойдет и 
©х) со страницы 14). Его основа, диаграмма 
и связка — красные. 

Теорема Дюма показывает, как, зная дна- 
граммы многочленов Р(х) н @(х) по одному 
н тому же простому р, построить диаграмму 
их произведения. Для этого следует наложить 
друг на друга связки сомножителей, совместив 
их начальные точки, а затем построить лома- 


Р(х)} @(х) два звена частично или полностью 
совпадут, то одно из них следует вытянуть 
из связки и поставить вслед за другим. 


Секрет признака Дюма теперь прост — если 
Р(х) приводим, то по теореме Дюма его связка 
всегда состоит либо из нескольких звеньев, 
либо из одного, но тогда непременно состав- 
ного (см. Добавление еще раз). 

Для доказательства признака иррациональ- 
ности необходнмо. опять вспомнить ТЕОРЕМУ 
(«Кванть № 10, с. 7), нарисовать диаграмму 
линейного двучлена (она состоит ровно из одно- 


‚ са аоимитивноса авека} и вывести кз теоремы 


Дюма утверждение: 

Если все простые звенья связки имеют проек- 
цию на ось ОК длины >Ё, то все делители 
многочлена Р(х)} имеют степень >Ё. 

Доказательство теоремы Дюмв основано на 
том, что умножению многочлена Р(х) на одно- 
член '5.х соответствует на плоскости ОКМ 
перенос основы Р(х) на вектор с координатами 
(Е; 1), где (#; 1) — точка основы @ (х), отвечаю- 
щая одночлену 5х‘. Дальнейшие рассуждения 
(вполне элементарные) не вошли в рамки этой 
статьи и мы их опускаем. —. 


Школа в «Кваите» 
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Физика 8, 9, 10 


Публикуемая ниже заметка «Кинематика вра- 
щательного движенияь предназначена вось- 
миклассникам, «Тепловой насось — Февяти- 
классникам, «Номограммы в геометрической 
оптике» — десятиклассникам. 


Кинематика 
вращательного движения 


Медленно проехав перекресток, трол- 
лейбус стал удаляться по улице, плав- 
но увеличивая свою скорость... 

Движение колеса троллейбуса — 
лишь один из многих примеров слож- 
ного механического движения в окру- 
жающем нас мире. Оказывается, лю- 
бое сложное движение можно предста- 
вить как сумму двух простых движе- 
ний — постунательного и вращатель- 
ного. Понимать это следует так: всег- 
да можно подобрать такую поступа- 
тельно движущуюся систему отсчета, 
относительно которой движение вы- 
глядит только как вращение вокруг 
некоторой неподвижной оси. 

‚’Какую же в нашем случае надо вы- 
брать систему отсчета, чтобы в ней 
колесо троллейбуса совершало чистое 
вращение? Какими физическими ве- 
личинами описывается это вращение, 
как эти величины связаны друг с дру- 
гом и как зависят от времени? Такие 
вопросы могут возникнуть не только 
она пешеходном переходе, но и на 
уроке, экзамене, при решении кон- 
кретной задачи. 

На первый вопрос ответить легко, 
догадавшись, что поступательно дви- 
жущуюся систему отсчета можно свя- 
зать с самим троллейбусом (его корпу- 


„Риге. Е. 
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сом). Перед тем как ответить на ос- 
тальные вопросы, заметим, что в на- 
шем примере колесо вращается нерав- 
номерно — модуль скорости любой 
точки колеса меняется со временем. 

Рассмотрим некоторую точку М ко- 
леса, находящуюся на расстоянии г 
от оси вращения и имеющую в некото- 
рый момент времени скорость и и 
ускорение а (рис. 1). Из физических 
соображений разумно ускорение @ 
представить как сумму двух состав- 
ляющих: одна из них а, направлена 
по радиусу к центру окружности — 
центростремительное ускорение, вто- 
рая а, направлена по касательной к 
окружности — касательное ускоре- 
ние. Оба эти ускорения имеют опреде- 
ленный физический смысл — каса- 
тельное ускорение характеризует бы- 
строту изменения модуля скорости, а 
центростремительное характеризует 
быстроту изменения направления ско- 
рости. Можно показать, что модуль 
центростремительного ускорения а, = 
—0°/г («Физика 8», 5 16), в модуль 
касательного ускорения а„=Ль/^ЛЬ, 
где Аи — изменение модуля и скоро- 
сти точки за сколь угодно малое вре- 
мя АЕ. 

Линейные и угловые величины. Как 
уже говорилось, нам надо ввести такие . 
физические величины, которые харак- 
теризовали бы неравномерное враще- 
ние колеса (в системе отсчета, связан- 
ной с троллейбусом). Попробуем это 
сделать по аналогии с прямолиней- 
ным неравномерным ‘движением. 

Проследим за точкой М колеса в 
течение малого промежутка времени 
АЕ. За это время точка пройдет по дуге 
окружности путь $ и будет иметь ско- 
рость и и касательное ускорение а, 
(рис. 2). Три величины $, ииа,, назы- 
ваемые линейными величинами, ха- 
рактеризуют движение точки М, но 
не могут служить для описания вра- 


р 


Рис. 2. 
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щения всего колеса. так как в один и 
тот же момент времени другие точки, 
расположенные на других расстоя- 
ниях от оси вращения, имеют другие 
линейные скорости, и касательные 
ускорения и пройденные ими пути то- 
же не одинаковы. Поэтому кроме ли- 
нейных вводятся так называемые 
угловые величины, которые одинако- 
вы для всех точек вращающегося ко- 
леса: угол поворота ф радиуса, соеди- 
няющего точку М с центром окруж- 
ности, угловая скорость ®—=А/ № 
(Аф — изменение угла поворота за 
время А#) и угловое ускорение == 
—=Аю/А! (Ах — изменение угловой 
скорости). 

Очевидно, что введенными здесь 
угловыми величинами можно описы- 
вать вращение не только троллейбус- 
ного колеса, но и любого другого тела. 
При этом`с течением времени может 
изменяться не только угол поворота ‹р, 
но и угловая скорость ш и угловое 
ускорение =. В частности, если угловое 
ускорение не зависит от времени, то 
угловая скорость изменяется равно- 
мерно и в таком случае говорят, что 
имеет место равноускоренное враще- 
ние. Когда же угловая скорость оста- 
ется постоянной, то угловое ускоре- 
ние оказывается равным нулю и ГОВО- 
рят о равномерном вращении тела. 

Связь линейных и угловых величии. 
Понятно, что линейные и соответст- 
вующие им угловые величины долж- 
ны быть определенным образом свя- 
заны между собой. Найдем эти связи. 

Лри повороте радиуса, проведенно- 
го в точку М (см. рис. 2), на угол ф 
точка пройдет по дуге окружности 


путь и <) 
За малое время А точка проходит 
расстояние А$ = гф> — гфи, где фи ф; — 
углы поворота в конце и в начале ин- 
тервала АЁ. Разделив последнее равен- 
ство на АЁ и учитывая, что Аз/АЕЬ= о 
и (92—ф)/АЕ=Аф/А = 0, получим 

=. {2} 
Заметим, что соотношение (2) связы- 
вает между собой линейную и угло- 
вую скорости не только при равномер- 
ном движении точки по окружности, 
но. и при неравномерном движении 
тоже. Изменение модуля скорости точ- 
ки за время А есть Аб —= го — го ,.где 
%о и ®, -- угловые скорости в конце 
и в начале промежутка А{. Разделим 
последнее равенство на АЁ и учтем, 
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что Ао/АЁ = аи (2—6 1)/А1 == А/М 
===, ТОГДда касательное ускорение 
йе. (3) 

Соотношения (1), (2) и (3) дают для 
движущейся по окружности точки 
простую связь между линейными и 
угловыми величинами: линейная ве- 
личина равна произведению радиуса 
окружности на соответствующую уг- 
ловую величину. Эти соотношения 
получены нами для конкретной точ- 
ки М колеса троллейбуса, но они спра- 
ведливы и для любой другой точки 
вращающегося (как равномерно, так 
и неравномерно) тела. 

Формулы кинематики для равноус- 
коренного вращательного движения. 
Найдем зависимость угловой скоро- 
сти ® и угла поворота ф колеса трол- 
лейбуса от времени для случая вра- 
щения колеса с постоянным угловым 
ускорением с. 

Пусть начальная угловая скорость 
равна со. Тогда точка М, имея началь- 
ную скорость 0, =гос, будет двигать- 
ся с постоянным: по модулю касатель- 
ным ускорением а,„=ге. По аналогии 
с прямолинейным равноускоренным 
движением для линейной скорости и 
и пути з получим равенства 


— и + а„с, (4) 
а," 


2 ‚ (5) 
из которых после исключения време- 
ни { следует полезное соотношение: 

0? — =2а,. (6) 
Подставив в равенства (4)—(6) 8—=гф, 


= Го, @,==ГЕ, 90 =Го% и упростив, по- 
лучим соотношения 


о = Фо 2Ь 


$= 06 


2 

ф= Фо -- >, 

0—0 = 22$. 
Это и есть формулы кинематики для 
вразцательного движения любого тела 
(а не только колеса троллейбуса) с 
постоякным угловым ускорением. 
В. И. Чивилёв 


Тепловой насос 


Все мы привыкли к электрическим 
нагревателям. Достаточно включить 
такой нагреватель в сеть, и через неко- 
торое время в комнате становится теп- 
лее — энергия электрического тока в 
нем превращается в тепло. Электриче- 
ский нагреватель очень прост в устрой- 
стве и по существу представляет собой 
нагревательную спираль — резистор. 
Превращение электрической энергии 
в тепло осуществляется практически 
полностью, за исключением той не- 
большой доли энергии, которая идет 
на световое излучение, если спираль 
достаточно раскалена и светится. 
Кстати, с этой точки зрения электри- 
ческая лампочка не такой хороший 
нагреватель, как скажем электрока- 
мин, так как у нее несколько процен- 
тов мощности уходит в виде светового 
излучения. Но все-таки, как ни стран- 
но, она скорее нагреватель, чем ис- 
точник света, то есть она в основном 
греет, а не светит. 

Казалось бы, электрический нагре- 
ватель идеально справляется со своей 
задачей, преобразуя практически всею 
энергию тока в необходимое тепло. 
А нельзя ли нам, затратив некоторую 
энергию, получить тепла, скажем, в 
два раза больше и тем самым сэконо- 
мить расходы на нагревание? На пер- 
вый взгляд, это абсолютно невозмож- 
но и противоречит закону сохранения 
энергии. Однако не будем торопиться 
и попробуем разобраться в этом во- 
просе подробнее. И начнем с... холо- 
дильной машины, а попросту — холо- 
дильника. 

Холодильник отбирает тепло от 
внутренней емкости, где поддержива- 
ется низкая температура, и отдает 
его в комнату. Сам по себе такой про- 


Нагреватель 


Т, 


Рабочее . 
". теяо-’, 


Холодильник 


Т.<Т Ко вм 


Рис. 1. 
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цесс идти не может. Тепло не может 
перейти само собой от холодного тела 
к горячему (это одна из формулиро- 
вок второго начала термодинамики). 

«Обратная» теплопередача требует 
постоянного подвода энергии — рабо- 
ты компрессора холодильника. Дета- 
ли устройства холодильника нам не 
существенны, но заметим, что для его 
функционирования всегда необходи- 
ма энергия. 

Пусть в результате совершения ра- 
боты А холодильник отобрал у моро- 
зильной камеры количество теплоты 
О.. Тогда, согласно закону сохранения 
энергии, в комнате выделилось коли- 
чество теплоты @, =@.-- А. Понятно 
поэтому, что при работе холодильни- 
ка, даже с открытой дверцей, в комна- 
те становится теплее. 

Попробуем найти коэффициент по- 
лезного действия холодильника. Но 
прежде вспомним о тепловом двига- 
теле, принцип устройства и работы 
которого точно такой же, как и у хо- 
лодильной машины. По существу хо- 
лодильная машина это тепловой дви- 
гатель, работающий по обратному 
циклу. 

Как вы знаете, рабочее тело двига- 
теля (рис. 1) получает от нагревателя 
количество теплоты @:,.совершает ра- 
боту А’ и отдает холодильнику (не 
путайте с холодильной машиной!) ко- 
личество теплоты @.< @1.Максималь- 
ный коэффициент полезного действия 
идеального теплового двигателя равен 


— А’ _ @1-@: _ ТТ» 
Ч тах [2 ©, ТГ. 
где Т,.— температура нагревателя, 
а Т› — температура холодильника. 


КПД холодильника \, определяет- 
ся отношением количества теллоты, 
отбираемого у морозильной камеры, 
к необходимой для этого работе. Для 
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идеального холодильника он равен 


(рис. 2) 


Заметим, что, как следует из этой 
формулы, холодильный коэффициент 
может быть больше единицы. 

А теперь нетрудно догадаться, как 
можно использовать холодильник для 
отапливания помещения в холодное 
время года — для этого холодильную 
камеру нужно вынести на улицу 
(а все остальные части агрегата» 
оставить в комнате)! Тогда, совершив 
работу А (отобрав энергию у электри- 
ческой сети) и забрав с улицы количе- 
ство теплоты @.>, мы передаем в ком- 
нату количество теплоты @=А- 
+ @9.> А. Понятно, что никакого про- 
тиворечия с законом сохранения энер- 
гии нет — дополнительная энергия 
в виде тепла отбирается от холодного 
наружного воздуха. 

Холодильная машина, работающая 
таким образом, и называется «тепло- 
вым насосом», поскольку тепло «пере- 
качивается» снаружи вовнутрь ком- 
наты. В результате работы теплового 
насоса в помещении становится теп- 
лее, а на улице — еще холоднее (по- 
следний эффект, конечно же, совер- 
щенно ничтожен). КИД теплового на- 
соса 1, определяется отношением по- 
лучаемого помещением количества 
теплоты к необходимой для этого 
внешней работе. В идеальном случае 
он равен 


Пн тах А [2] Ч ©. Т.—Т. 
и всегда больше единицы. 

В качестве примера рассмотрим слу- 
чай, когда температура наружного 
воздуха —20 °С (Т.=253 К), а внутри 
дома необходимо поддерживать тем- 
пературу {20 °С (Т, = 293 К). Тогда 
п=-25% 7,3, то есть используя элек- 
трическую энергию для работы тепло- 
вого насоса, мы можем получить в 
семь раз больше тепла, чем пользуясь 
электронагревательным прибором. Ра- 
зумеется, реальный КПД всегда ниже, 
к тому же двигатель теплового насоса 
также превращает в работу не всю 
потребляемую энергию. Однако все 
равно использование теплового насо- 
са оказывается в несколько раз более 
рентабельным, чем использование 
электронагревателя. 
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По сути дела тепловым насосом яв- 
ляется обычный кондиционер: он зот- 
качивает» тепло из комнаты. Если по- 
менять его «вход» и ‹выход» местами, 
то в холодное время он может ислоль- 
зоваться как экономичный обогрева- 
тель. 

Почему же, несмотря на существен- 
но большую рентабельность, тепловые 
насосы еще не заменили электрона- 
гревателей? Дело просто в том, что 
электронагреватель исключительно 
прост и дешев, а тепловой насос срав- 
нительно сложное, громоздкое и доро- 
гое устройство. Однако со временем 
тепловые насосы прочно войдут в наш 
быт и вытеснят расточительные элек- 
троотопительные приборы. 

А. И. Буздин 


Номограммы 
в геометрической оптике 


Из школьного курса физики вы узна- 
ли о том, как можно графически ре- 
шать различные задачи геометриче- 
ской оптики. Например, чтобы найти 
положение изображения точечного 
источника света в тонкой линзе, до- 
статочно построить ход двух произ- 
вольных лучей, вышедших из источ- 
ника и прошедших через линзу. 

В этой заметке будет рассказано 
еще об одном, несколько необычном 
графическом способе решения подоб- 
ных задач. При этом на предлагае- 
мых вам рисунках вы не увидите ни 
световых лучей, ни оптических осей 
лиизы, ни даже самой линзы. О каких 
же тогда графиках пойдет речь? 

В математике существует специаль- 
ный раздел, называемый номографией 
(от греческих слов пботоз — закон и 
&гаАрйо — пишу), в котором изучают- 
ся методы построения особых черте- 
жей — номограмм. С их помощью 
можно, например, не производя вы- 
числений, получать приближенные 


4: а» 43 а: +а 


Рис. 2. 


решения уравнений или находить 
приближенные значения интересую- 
щих нас функций. Воспользуемся и 
мы такой возможностью. 

Пусть светящийся предмет находит- 
ся на расстоянии 4 от линзы с фокус- 
ным расстоянием Р, а его изображе- 
ние — на расстоянии [. Можно пока- 
‚зать (это сделано в $ 60 «Физики 10»), 
что эти три величины связаны про- 
стым соотношением — формулой тон- 
кой линзы: 


1 1 1 
Е: (+) 


Заметим, что каждое слагаемое, вхо- 


дящее в формулу, может быть как по-` 


ложительным, так и отрицательным. 
Если предмет, или его изображение, 
или фокус линзы действительные, ве- 
. личины а, или /, или Е берутся со зна- 
ком «плюс», в случае же если предмет, 
или изображение, или фокус линзы 
мнимые, соответствующие величины 
считаются отрицательными. 
Построим номограмму для форму- 
лы линзы и покажем, как с ее по- 
мощью можно решать конкретные 
задачи. 
Изобразим на плоскости прямо- 
угольную систему координат ХОУ 
(рис. 1). По оси Х отложим отрезок 
ОА длиной 4, а по оси У — отрезок 
ОВ длиной {. Пока для определенности 
и { будем считать положительными. 
Соединим точки А и В отрезком пря- 
мой, проведем биссектрису прямого 
угла АОВ и найдем точку К ее пере- 
сечения с АВ. Из точки К опустим 
на оси координат перпендикуляры и 
обозначим длину полученных равных 
отрезков КМ и КМ через Г. Из подобия 
треугольников АОВ и АМК следует, 
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легко получается знакомое нам урав- 
нение (х*). 

Таким образом, мы получили, что 
длины а, Ги Е построенных на черте- 
же отрезков связаны между собой 
уравнением тонкой линзы (вот почему 
при построении мы использовали 
именно такие обозначения длин отрез- 
ков). А это, в свою очередь, означает, 
что мы умеем строить номограмму 
для формулы линзы. Действительно, 
если по горизонтальной оси прямо- 
угольной системы координат отклады- 
вать расстояния 4 от предмета до лин- 
зы, а по вертикальной оси — расстоя- 
ния [ от линзы до изображения, то 
все прямые, соединяющие концы соот- 
ветствующих отрезков, ‚пересекаются 
в одной точке (рис. 2). Проекции этой 
точки на оси координат одинаковы и 
равны фокусному расстоянию РЁ дан- 
ной линзы. 


Как вы знаете, для определения 
прямой на плоскости достаточно знать 
всего две принадлежащие ей точки. 
Поэтому с помощью построенной но- 
мограммы по известным двум из трех 
величин а, [и Е всегда можно графи- 
чески определить недостающую 
третью. Так, например, при построе- 
нии, приведенном на рисунке 1, мы 
фактически определили фокусное рас- 
стояние линзы (Г) по известным рас- 
стояниям от линзы до предмета (4) и 
от линзы до изображения (р. 

Легко убедиться в том, что предло- 
женный способ годится не только для 
собирающих линз, но и для рассеи- 
вающих, а также для любых располо- 
жений предмета и изображения отно- 
сительно линзы. Если, например, 
предмет или изображение мнимые, то 
соответствующие значения ( или [ яв- 
ляются отрицательными и, следова- 
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тельно, их надо откладывать в отрица- 
тельном направлении от начала коор- 
динат (влево или вниз). Может слу- 
читься, что точка К пересечения всех 
отрезков, соответствующая фокусу 
линзы, будет иметь отрицательные 
проекции. Это будет означать, что фо- 
кус линзы — мнимый, то есть что 
линза — рассеивающая. Области рас- 
положения действительных и мнимых 
предметов и изображений показаны 
на рисунке 3. 

Номограммы можно использовать и 
для определения линейного увеличе- 
ния линзы — отношения линейного 
размера Н изображения к линейному 
размеру й предмета: Г=Н/й=[/а 
(см. 860 «Физики 10»). Из рисунка 1 


видно, что 


Таким образом, изображение может 
быть увеличенным, уменьшенным или 
такого же размера, как и сам предмет. 
Можно решить и обратную за- 
дачу — по заданному увеличению и 
известному фокусному расстоянию 
линзы определить расстояния 4 и [. 
Для этого достаточно построить зна- 
комую изм точку К и провести через 
нее прямую, наклоненную к горизон- 
тальной оси под углом В. Точки пере- 
сечения этой прямой с осями коорди- 
нат и дадут нам искомые значения 

аи {. 
А. И. Шапиро 


Число 
делений 


{Задачи ма исследование) 


Обычная двадцатисантимет- 
ровая ученическая линейка 
{с 19-ю делениями) обладает 
таким свойством универсаль- 
ности: с ее помощью одиим 
измерением можно отложить 
любой отрезок длиной 1, 2, 
3, ..., 20 см. Это свойство мо- 
жет сохраниться, если стереть 
часть делений. Какое мини- 
мальное число делений необ- 
ходимо оставить (и как их 
расположить), чтобы свойство 
универсальности сохрани- 
лось? Этой задаче и ее обоб- 
щениям посвящена данная зв-, 
метка. 

Назовем линейку длиной 
псй делениями универсаль- 
ной (или (п. К)-универсаль- 
ной), если с ее помощью мож- 
но одним измерением отло- 
жить любой из отрезков дли- 
ной 1, 2, .... п. Тав, обычная 
ученическая линейка (20, 19)- 
универсальна, но бывает и 
(20, 5)-универсальная линей- 
ка (см. ниже). Основная за- 
дача состоит в том, чтобы 
найти минимальное число де- 
лений #-—Ё п). для которого 
существует (п, #)-универсаль- 
ная линейка. Иэвестиы (см. 
*«Кванть 1976, № 12, с. 7) 
следующие оценкя для й (л): 
\8п + 1—3 

2 


= (т}= 


< у4п-+ 5—3. (*) 
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Для малых п минимальное 
число делений #:п) можно 
найти перебором. При 1<п= 
< 13 зтя числа соответствен- 
но равны 0, 1, 1, 2, 2, 2, 3. 3, 3, 
4,4, 4, 4 и достигаются на сле- 
дующих личейках (числа в 
квадратных скобках указы- 
вают длины отрезков между 
последовательными деления- 
ми): {16 (1, 1}, (1, 2], (1, 2. 1], 
1. 2. 31, (, 3. 2} |4, 1, 3, 21 
(1, 1, 3, ЗА (1, 4, 3}, (1, 1, 3, 
3, 2], {1, 1,3, 3, 3] (1. 1,4, 3, 3], 
(1.1.4.4, 3]. Легко доказать, 
что лишь у двух универсаль- 
ных линеек с минимальным 
числом делений (1, 2] и 
[1, 3. 2]} отрезки между де- 
лениями попарно различны. 
Оказывается, оценку свер- 
ху (+) для К(п) можно улуч- 
шить, воспользовавшись дву- 
мя соображениями. Во-пер- 
вых, маленькие отрезки це- 
лесообразно группировать не 
только с одного конца линей- 
ки, но г обоих концов. Во-вто- 
рых, можно многократно по- 
вторять самый длиный отре- 
зок, создавая тем самым се- 
рии линеек, например {1, 3, 2}, 
Ю, 3, 3, 2}, 1, 3, 3, 3, 2], 
: Такие серии мы будем 
обозначать, заключая повто- 
ряемый отрезок в скобки, на- 
пример, приведенную выше 
серию - мы запишем так: 
[3, (3), 2) Комбинируя эти 
соображения, мы можем вы. 
сисать следующий иабор се- 
рий (для случая, когда мак- 
снмальный отрезок кратен че- 
тырем): 
{1, 2, 2, 5, (8 
[1.2,2, 2,9, 
[1.2,2,2,2, 
1,2, 2, 2}. ... 
Если К — число делений, в 


), 3,1, 2], 
Ч, (12), 5, 5, 1, 2], 
‚3, 9, (16), 7, 7,7. 


т — число повторов макси- 
мального отрезка, то длина 
этого отрезка равна Ё—т -+2; 
такова же сумма длии двух 
смежных с ним отрезков, а 
число их повторов равно 
(Е—т--2)/4; сумма единяц 
и двоек также равна К — т -|-2, 
и поэтому длина линейки 
равна 


п=(#—т-+2)х 
х(*—" +2 +=). 


Если это выражение проана- 
лизировать на максимум при 
фиксированном Ё (как это де- 
латъ, описано в «Квантее 
1976 № 12, с. 8), получается 
следующая оценка: 

#(п)</Зп--ТЬ—2. (=) 
Можно указать несколько сле- 
дующих значений для #(п): 
при 14<%<п<23 числа Йп) 
равны соответственно 5, 5, 5, 
5, 6, 6, 6, 6, 6, 6. Например, 
при п==19 число №(19}==6 даст 
линейка [2, 1, 5, 7, 2, 1, 1], при 
п—=20 число #(20)==6 дается 
линейкой [1, 2, 4, 4, 4, 4, 1], 
число #(21)=>6 — линей- 
кой [1, 4, 7, 3, 3, 2, 1], #(29 == 
==. 
Мы предлагаем вам исследо- 
вать такие задачи: 
1. Можно ли улучшить оцен- 
ку снизу (*)? 
2. Можно ли улучшить оцен- 
ку сверху (+2)? 
3. Является ли функция Ё(п) 
монотонной? 
4. При каких К окружность 
длины #'—#--1 можно раз- 
бить № точками на Ё дуг так, 
чтобы для любого  т==\, 
2, ... №1 нашлась бы дуга 
длиной т (ср. «Кванть, 1980, 
№3, с. 29). 

В. Г. Чеанов 


НИТИ 
для младших школьников 


Задачи 


1. Как разрезать фигуру, изобра- 
женную на рисунке, на три одинако- 
вые части? 


2. Железнодорожные рельсы за- 
крепляют на шпалах для того, чтобы 
рельсы не сдвигались в сторону. Ка- 
кую еще важную роль играют шпалы? 


3. В записи з+* | +*—** замените 
звездочки цифрами так, чтобы равен- 
ство имело смысл и-.было правиль- 
ным после поворачивания листа бума- 
ги (на котором оно записано) на 180°. 


4. У продавца, который привез на 
базар продавать орехи, оказались не- 
правильные рычажные весы и пра- 
вильная килограммовая гиря. Чтобы 
отвесить покупателю 2 кг орехов, он 
один раз уравновесил гирю орехами, 
положив ее на правую чашку весов, 
а другой раз уравновесил эту гирю 
орехами, положив ее на левую чашку 
весов. Оказалось, что в результате он 
отвесил больше 2 кг орехов (покажите 
это). Как продавец должен поступить, 
чтобы отвесить ровно @ кг орехов? 


5. В круге провели три хорды АВ, 
ВС, СШ и отметили их середины: М, 
№ К. Покажите, что углы ВММ и 
МКС равны- 


Эти задачи нам предложилы М. Бабиков, 
А. П. Савин, А. В. Швецов, Н. Х. Розов, 
Г. А. Гальперин. 
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|! Знакомьтесь: 
металлическое 
| стекло 


| Кандидат физико-математических наук 
4. С. ШТЕИНБЕРГ 


Вы включаете магнитофон, но вместо 
музыки раздаются малопонятные 
хрипы. В мастерской слышите стан- 
дартный диагноз: износ магнитной го- 
ловки. От длительного контакта с лен- 
той она истерлась: и не обеспечивает 
качество воспроизведения. Наверное, 
многим знакома эта ситуация. 

А теперь представьте себе рекламу: 
«Покупайте магнитофоны с голов- 
ками из металлического стекла!». 
Скорее всего, сочетание слов «металли- 
ческое стекло» покажется вам стран- 
ным. Но можете смело довериться со- 
вету рекламы — в широком ассорти- 
менте полезных свойств металличе- 
ских стекол (иногда их еще называют 
аморфными металлами) числится и 
повышенная сопротивляемость изно- 
‘су. Что же это такое — металличе- 
ское стекло? 

Стекло (обычное, а не металличе- 
| ское) известно человеку давно. В огне 
оказалась. подходящая по составу 
песчаная смесь, расплавилась, затем 
застыла и... получилось стекло. Про- 
изошло это около шести тысячелетий 
назад, и с тех пор область примене- 
ния стекла’ постоянно расширялась. 


Но только в нашем веке стали раскры- 
ваться его секреты. 

Хорошо известны два «плотных» 
состояния вещества: жидкое и крис- 
таллическое. Их внешней непохоже- 
сти соответствует не менее серьезное 
различие в атомном строении. В жид- 
кости атомы расположены друг отно- 
сительно друга более или менее слу- 
чайно, а в кристалле их располо- 
жение строго упорядочено. Одинако- 
вые атомы расположены наподобие 
узлов пространственной решетки, ко- 
торая называется кристаллической. 
Разные вещества имеют свои харак- 
терные формы кристаллических ре- 
шеток. На рисунке 1 изображен один 
из возможных вариантов. 

Если кристалл нагреть выше точки 
плавления, он расплавится и превра- 
тится в жидкость. Если расплав охла- 
дить ниже точки плавления — он 
вновь закристаллизуется. При этом 
атомы как будто зчувствують при- 
ближение критического момента, ког- 
да надо перестроиться и из жидкост- 
ного беспорядка зорганизовать» стро- 
гий кристалл. Все происходит так, 
словно дана команда «становись!» и 
атомы-солдаты по одному занимают 
свои места, выстраиваясь В опреде- 
ленном порядке. И как бы зисполни- 
тельны» ни были атомы, на «построе- 
ние» все-таки требуется какое-то вре- 
мя. Самый известный пример кристал- 
лизации — образование льда из воды 
при 0 °С. Точно так же ведут себя при 
своих температурах плавления все 
металлы, их сплавы и тысячи других 
зецеств. Но иногда события разви- 
ваются по необычному сценарию. 

«Жизнь» атомов — это постоянное 
движение. Но их подвижность быстро 
падает с понижением температуры. 
Этим обстоятельством можно восполь- 
зоваться. Представим себе, что какой- 
то многорукий монстр схватил все ато- 
мы жидкости и удерживает их на ме- 
сте, пока расплав не охладится до 


температуры ниже температуры плав- 
ления, и лишь после этого отпускает. 
Тогда перестроиться в кристалл ато- 
мам уже не удастся. Они так и оста- 
нутся в беспорядке. Сама жидкость 
при этом загустеет и станет твердой. 
Такой материал и называется стек- 
лом.*) 

Держать атомы, конечно, нереаль- 
но. Но зато можно быстро охладить 
жидкость. Тогда при высоких темпе- 
ратурах (температурах плавления) 
атомы перестроиться не успеют, а при 
низких — будет уже поздно. Вепом- 
ните одну из детских игр. В ней все 
играющие должны остаться в положе- 
нии, в котором их застала команда 
«замриь. Иногда оно бывает мучи- 
тельно неестественным. Резкое охлаж- 
дение — приказ «замереть» для ато- 
мов. В отличие от людей атомы мо- 
гут находиться в знеудобныхь поло- 
жениях годами, веками,  тысячеле- 
тиями. И если играющих оживляет 
команда зотомри», то атомы «пробуж- 
даются к жизни» повторным на- 
гревом. 

Но что значит «быстро охладить»? 
Для каждого вещества ответ свой. Для 
смеси соды и песка «быстро» означает 
уменьшение температуры на доли гра- 
дуса в секунду. Такая скорость ох- 
лаждения достигается при естест- 
венном остывании расплавленной 
массы. Именно поэтому и сумели на- 
ши далекие предки открыть обычное 
стекло. А вот для металлических 
сплавов «быстро» — это действитель- 
но быстро. Оценки показали: чтобы, 
не дать жидкому металлическому 
расплаву закристаллизоваться, его 
надо охлаждать со скоростью мил- 
лион градусов в секунду! Разумеет- 
ся, температура горячего расплава не 
миллион градусов. Такая скорость 
понижения температуры означает, что 
охладить расплав, скажем, от 2000 °С 
до 1000 °С надо за 10° с, то есть за 
одну миллисекунду. Такова цена 
«остановки» атомов. 

Сама идея быстрого охлаждения 
отнюдь не нова. Под именем закалки 
она была известна с древности. Сви- 
детельствует великий Гомер: «Как по- 
гружает кузнец раскаленный топор 
иль секиру в воду холодную, и заши- 
пит с клокотаньем. железо — крепче 
железо бывает, в огне и воде зака- 


*) Стекла относятся к более общей группе 
аморфных веществ — так называются твердые 
тела, не имеющие кристаллической решетки. 
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ляясь». Однако традиционные спосо- 
бы закалки обеспечивают скорость 
охлаждения только 100—1000 граду- 
сов в секунду. Для наших целей это- 
го слишком мало. 

Оставим на время металл и зада- 
димся вопросом: как побыстрее охла- 
дить горячий чай? Проще всего — 
налить его из чашки в блюдце. Тепло 
отдается в основном окружающему 
воздуху. Увеличивая поверхность со- 
прикосновения с воздухом, мы уве- 
личиваем скорость охлаждения. Чем 
более плоское блюдце мы выберем, 
тем быстрее остынет чай (конечно, 
при его неизменном объеме!). Нако- 
нец, можно просто вылить чай на стол. 
В результате растекания жидкости 
площадь ее поверхности еще больше 
возрастет. Правда, для чаепития этот 
прием мы рекомендовать не станем, 
зато в быстром остывании можете не 
сомневаться. 

Итак, первый вывод: для увеличе- 
ния скорости охлаждения следует 
максимально увеличить площадь по- 
верхности контакта с теплоотводя- 
щей средой, в данном случае — с воз- 
духом. 

Но воздух отводит тепло сравни- 
тельно медленно. Хорошими провод- 
никами тепла.по справедливости счи- 
таются металлы, а из них в первую 
очередь — медь. В этом мы убеждаем- 
ся каждый раз, когда прикасаемся к 
металлическому покрытию,— оно 
всегда кажется холодным, так как бы- 
стро отводит тепло человеческого 
тела. 

Отсюда следует еще одна рекомен- 
дация: чай следует разливать не на 
столе, а на широком металличе- 
ском (желательно медном) подносе. 
Тогда он остынет почти сразу же. 

На этом закончим нашу не слишком 
изысканную зчайную церемонию.. 
Она подсказала конкретный рецепт. 
Для быстрейшего охлаждения жид- 
кого металла надо создать очень тон- 


26 


кий его слой на медной поверхности 
{обычно ее называют подложкой). 

Первые удачные опыты по сверх- 
быстрому охлаждению металлической 
жидкости были произведены в 1960 
году. Капля расплавленного металла 
выстреливалась на подложку из меди. 
{В ранних работах для этого применя- 
лась энергия пороховых газов обыч- 
ного пистолета.) При ударе о медный 
экран ‘капля расплющивается, момен- 
тально охлаждается (скорость охлаж- 
дения достигает 108—10® град/с), 
и с медного «трамплина» в воздух 
взмывает крохотная лепешка твер- 
дого аморфного металла (рисунок 2). 
В самых тонких местах ее толщина 
оказывается равной 0,0001 мм. 

Существует еще несколько разно- 
видностей метода +расплющивания 
капли». Главный их недостаток — 
малая производительность. Да и 
аморфный металл получается в виде 
мелкого порошка, а это не всегда удоб- 
но для практического использования. 
Но применение тех же принципов 
охлаждения позволило создать спосо- 
бы производства непрерывной ленты 
из аморфного металла. Вот один из 
возможных вариантов. На вращаю- 
щийся медный диск льется тонкая 
струя расплавленного металла. Со- 
прикасаясь с диском, она охлажда- 
ется, и с диска сбрасывается уже за- 
стывшая аморфная лента (рисунок 3). 

Внешне металлическое стекло не 
имеет ничего общего с обычным про- 
зрачным стеклом и ничем не отлича- 
ется от обычного (кристаллического) 
металла. Но это — только внешние. 
Необычному для комнатных темпера- 
тур беспорядочному расположению 
атомов соответствуют и необычные 
свойства. Аморфный металл чрезвы- 
чайно тверд и прочен. Изготовленные 
из него магнитные головки во Много 
раз превосходят по сроку службы сво- 
их кристаллических «собратьев.» Да 
и по чисто магнитным характери- 
стикам преимущество на их стороне. 
Уже сегодня в разных странах начат 
выпуск магнитных головок из метал- 
лического стекла для видео- и звуко- 
вых магнитофонов, памяти компью- 
теров. 

Высокая твердость аморфных ме- 
таллов подсказала и другую область 
их применения. Чрезвычайно прак- 
тично изготовлять из них режущие 
инструменты. 


{Окончание см. на с. 39.} 


Этот раздел ведется у нас из 
номера в номер с момента 
основания журиала. Публи- 
куемые в нем задачи нестан- 
дартны, но для их решення 
не требуется знаннй, выходя- 
щих за рамкн школьной 
программы. Наиболее труд- 
ные задачи отмечаются звез- 
дочкой. После формулировки 
задачи мы обычно указываем, 
кто нам ее предложил. Ра- 
зумеется, не все этн задачи 
публикуются впервые. 
Решения задач низ этого но- 
мера можио отправлять не 
поздиее 15 января 1987 года 
но адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Квант». В графе «Кому» на- 
пишите: «Задачник *«Кван- 
таз № 11—86. и номера за- 
дач, решения которых вы по- 
сылаете, например *М1011, 
№1012.» илы «Ф1023». Реше- 
ния задач низ разных номеров 
журнала илн по разным пред- 
метам (математике и фнзике) 
присылайте в разных конвер- 
тах. В письмо вложите кон- 
верт с написанным на нем 
вашям адресом (в этом кон- 
верте вы получите результа- 
ты проверкн решений). Ус- 
ловие каждой оригинальной 
задачи. предлагаемой для 
публикации, присылайте в от- 
дельном конверте в двух эк- 
земплярах вместе с вашим 
решением этой задачи (на 
конверте пометьте: *+Задач- 
ник «Кванта», новая задача 
по физике» или ‹...новая за- 
дача по математнке»). В на- 
чале каждого письма просим 
указывать номер школы ин 
класс, в котором вы учитесь. 
Фамилию н ымя просим пн- 
сать печатными буквамн. 


задачние 


поанта 


Задачи 


М1011—мМ1015; Ф1023—Ф1027 


М1011. Докажите, что для п положительных чисел 

а 22а. 2аз>..2а, выполнены неравенства: 

а) а! —а-+ аз > (а, — в + аз); 

6) ми— а а3—а1>(а таг фаз—а.); 

в) а—а:+...—(— (аа а2+...—(—1а.}. 
Л. Д. Курляндчик 

№1012. Докажите, что: 

а) на плоскости можно расположить несколько 

непересекающихся кругов так, чтобы каждый 

касался ровно 5 других; 

6) число 5 в пункте а) нельзя заменить на 6. 

Д. В. Фомин 


М1013. На сторонах АВ и ВС треугольника АВС 
взяты две точки М и М. Три параллельные прямые, 
проходящие через точки М, В и М, пересекают 
основание АС в точках К, О и Г.. Докажите, что 
площадь трапеции (или параллелограмма) КММЕЁ 
не больше площади одного из треугольников АВО 
и РВС (рис. 1). 


В. В. Рождественский 


№М1014. Пусть аль. а>, -... ая — различные попарно 
взаимно простые натуральные числа. Докажите, 
что существует бесконечно много таких натураль- 
ных 6, что числа Бфа,.Ь фа. ..., ВР а. также по- 
парно взаимно просты. 

В. Ф. Лев 


№М1015. Можно ли разложить на множители с це- 
лыми коэффициентами многочлен хх? 
+х-+12=0? 

С. Л. Манукян 


$Ф1023. Лампочка висит на расстоянии / от потол- 
ка на высоте [5 от пола. При ее взрыве осколки 
разлетаются во все стороны с одной и той же по 
величине скоростью г. Найдите радиус круга на 
полу, в который попадут осколки. Считать, что 
удары осколков об потолок абсолютно упругие, 
а об пол — неупругие; до стен осколки не долетают. 


$1024. Оценить изменение давления в парной 
после того как на раскаленные камни плеснули 
воду из ковша. Предполагается, что вы, хорошо 
представляя явление, можете сами задать необхо- 
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Га 


Я 


„\е Базе Бееп рибйьНтЕя 
Куапе’8 сопёезё ргоШетв еуе- 
гу том [гот 4Ве уегу #8 
1254е 0 омг таяахше. Те 
ркоЫелав аге подз4апаг@ опез, 
Биё Шеш зо ой гедшгез по 
зпогтабой ощвюе {Ве зсоре 
оЁ Ме Ч$$В зесоп4агу зсВоо! 
вуЦаБиз. Тье тоге АИЙси 
ргоетз аге тагкеё “ИБ 
з з1аг (*). АМег Ще жабещепе 
оГ ЧМе ргоШет, ме изиаПу 
па1сае уно ргоровей И {0 цз. 
Га 2оез \УИНоцё вауле 11а 
п0{ а! \Везе ргоетз аге 
Иг8 рибИсаЙопз. ТЬе зо1и- 
#005 0’ ргоЫетз Ёгот Нах 
13зие (т Виза ог ш Епб- 
636) тзу Бе роб4её по 1щех 
{Пап Уаопагу 1518 1987, ю 
{Бе ГоПо\чая а94гезз: 0558, 
Мо$соу, 103006. Москва К-6, 
ул. Горького, 32/1, «Кваить. 
РИеазе зеп@ Не зо Ноп8 ог 
р\АуЕс8 ап та Нетайсз ргоБ- 
1етх, аз ме! аз ргоШепзз кот 
ЧГегеп& 138цез, ипбег зера- 
гаёйе соуег; оп 1№е епуеоре 
\кЦе (Те зог4з: “КУАМТ"$ 


димые величины, выбрать достаточно правильно 
их числовые значения и получить численный 
ответ. 

Г. В. Меледин 


Ф1О25. В схеме, приведенной на рисунке 2, сверх- 
проводящие катушки имеют одинаковые индук- 
тивности Ё, диод Р идеальный, начальный заряд 
конденсатора емкостью С равен @.. Постройте гра- 
фики изменения заряда @(Р конденсатора и токов 
Р(В и Г.(® через катушки после замыкания клю- 
ча К. 


Б. И. Бутиков 


$1026. Горизонтальная площадка, на которой ле- 
жит брусок, вибрирует по гармоническому закону 
с частотой {== 10 Гц в направлении, составляющем 
угол © =45° с вертикалью (рис. 3). Коэффициент 
трения бруска о площадку и—0,5. При какой 
минимальной амплитуде вибраций брусок «попол- 
зет» по площадке? 

Е. И. Бутиков 


$1027. Источник света находится на расстоянии 
{—=1 м от экрана. В экране напротив источника 
сделано отверстие диаметром 4—1 см. Как изме- 
нится поток света через отверстие, если между 
экраном и источником поместить прозрачный ци- 
линдр из материала с показателем преломления 
п-—1,5 так, как показано на рисунке 4 (длина ци- 
линдра {[—=1 м, диаметр 4=1 см; источник нахо- 
дится на оси цилиндра)? | 

А. И. Бутов 


РгоШетз 
М1011—М№М1015; Р1023—Р1027 


мМ1011. Ргоуе {Ве ГоЙоми18 медиа ПИез Фог апу л розШуе 
питфегз ара.ра,>...2а,: 

а) а!—а: +а}> (аа, {а,).; 

Ба’—а-а—а? Р(а, а. +в. — а); 

с) а1— в? +-...-—(— 1741 р (аа)... (аа). 

1.. О. Киччапас ак 
№М1012. Ргоуе \№аф а) Ц 1$ роззИЫе 3ю сТоове зеуега! 013К8 ол 
{\е р!апе зо {Тай еасН фошсрез ехасМу 5 офегз ап@ по мо 
@зКз Пауе сопитой {ппег ров; 6) Те питбег 5 1 а} саппое 
Бе гер|асей Бу 6. 

р. У. Еотт 


№1013. Тне роз М апё М ате сровеп оп 9ез АВ апа ВС о 
лапе АВС. Тьгее рагаЦе| пез, раёзапе Птоцей М, В апа М 
1п1егзесй АС аб ронцз К. Д апа С. Ргоче 1Таф (1е атеа ой (Те 
#гаре2о: {ог рагаПЦе\овтат) КММГ. 13 1агвег \Тап {Таё оЁ опе 
о фе изапеез АВС ап8 ОВС (зее ПЦимге Рис. 1). 

. У. И. Вочезоета 


№1014. ТЬе паха! пипфегз а,, д, ..., @, аге ратулзе тейаЦуе [у 
рее. Ртоуе {Ва& {Тете ех13{3 ап шИлКе зе1 ой пабита! пипЪегз 
Ь зись {Таё 41е пимбегз В-{а,, 6 фа., ... В-ра„ аге а]1зо 
раузе ге]аНуе]у рите. 

у. Р. 10 


М1015. Сап 4Ве роупопиа! х*-4х?-+х?4х-+12 Бе Гасбоге4 
и\о раупоп{а15 ИВ имевег сое сет? 
$. 1. Мапиат 


РВОВГЕМ5$” апа Фе лпипБегз 
0{ аЙ Те зоуе# ргоетз; 
т уоцг 1еМег елс1озе ап ипз- 
{атрей зеМаЯ@геззе@ елуеЮ- 
ре — \е зВаЙ изе В © ела 
уоц * {Ме соггесйоп  гезиИ$. 
А {ее спа оГ {№е асадепис 
уеаг \е зит пр {Те гезиз ой 
{Те Куапё ргоШет соплей. 
И уоц Вауе ап огрта|! ргоБ- 
1ет {10 ргорозе бог рибйсайол, 
рЛез5е чела # © из циафег зе- 
рага{е соуег, п {о сорез (т 
Визмал ог шт ЕпЕзВ), паш- 
Ялте (Ме зошбоп. Оп Ше еп- 
уеюре “гие МЕМ РКОВЕЕМ 
№ РИУ$Е$ (ог МАТИБМА- 
Т1С$). Реабе ргиё уоцг пате 
ап аЯ@9гезз т ВГОСК ЦЕТ- 
ТЕВ5. 


№М991. В треугольнике АВС 
проведены высота СН и медиа- 
на СК. На стороне АВ выбра- 
ны точки Е ци Р так, что 
СХ АСЕ= { ВСР, ц на лучи СЕ 
и СР опущены перпендикуля- 
ры АМ и ВМ. Докажите, что 
точки М, Н, К и № лежат на 
одной окружности. 


Р1023. А 1атр Вапяз а Фе @д13{алсе [;, гот \№е сеЙйтЕ ап@ 
Г, (гот 4Ве Поог. УВеп И ехр!о4е-Игайтетз Пу ш а 9\гес- 
{01$ \ИВ {Те заше зреед о. Ет@ Ще газ оЁ Те се оп 
{Те Йоог мИйт у№МсВ Теу Ёа1. Уош тау аззите Фаф {Ве со]- 
Изолз мИЙ 1Пе сейае аге або у еа5ис ап@ {Мозе чйВ 
{Те Йоог абзоиеу теазис; по {гактепёз геасВ Ме май3з. 


Р1024. ЕзИта(е {Не уапаМоп оЁ ргеззиге т а заппа аЁйег ма- 
{ег гот а }аг [а зр]азВеф оп уегу Воф госКз р1асей те {Те 
зацпа. [% 13 аззштей (Раф уоц аге гатШаг мИЛ 1Пе рАепотепоп 
ап сап Йп@ \Те арргормае рагатеёегз, сКоо5е геазопае 
питейса] уаез Гог Мет, зо а5 ю обат а питегса! апз\уег. 

С. У. Маейт 


Р1025. ш \е стгсш зВомт оп Явите Рис. 2, ЗВе соЙз мИий 
\1е зате таисбуйу Ё аге 5ирегсопдисипая. Фе д1о4е О 13 
1Чеа1, {Не ниша! сВагре оЁ \Ъе сарасИог 13 ©, Рю \\е 4ереп- 
Чапсе оГ {те сНагие @({) оЁ Ме сарасйог, ап@ 4Ме сигтегз 
Г(@) апа 1.41) ПЙожав ЗПгоцЕй те сой&, аЙег Ме змиси К 
}п фиглей оп. 

Е. Г. Вийкор 


Р1026. А 11а Пог1холёа] зигГасе, оп НСП а ЗЛаБ ‘13 р!асед, 
уга&ез ассог@тя +0 \№е Вагтопе 1а\ \мИЛВ [(гедиепсу /= 
=-10 Негр т а ажесмоп солзииИпЕ ап ап 0 «а—45° \Ий 
{Пе усгыса1 (зее Ёеиге Рис. 3). Те Рги1сбоп сое лете о {Ве аъ 
авата {Те зигбасе 15 д=0.5. Рог мВаё штипа! атриёиае оЁ 
уфгайоп УИ {Ве з1аб з{агф 10 “сгеер” аопк Фе зигЁасе? 

Е. Г. Виикое 


Р1027. А ЦЕН зоцгсе 15 расей аф {Те 9134 апсе ой [—=1 ш гот 
а зсгееп. Ап арегвиге ой Фатефег 4—1 ст № таде $п {Те зсгееп 
оррозЦе \е зоигсе. Ном “Ш {Не Йом оЁ Пав 4МгоцеВ Ме 
ареиге сВалве, 1Ё а зтоо\ 1гап5рагеп суйпаег тафе о{ та\е- 
г1а] оЁ гейгасйоп ш4ех л=1.5 15 расеЯ Ъеё\мееп \\е эскееп 
ап@ \Ше зоигсе аз зпомл оп Явите Рис. 4 (\Ъе 1еп\\ оЁ \\е су- 
Плаег 13 [=1т, Из Фатеег 13 4=1<ст; Че зоцгсе 13 оп 
{Пе суйлдег`8 ах13). . 
А. Г. Вшои 


Решения задач 


№М991—мМ995; Ф1003—Ф1007 


Пусть О — центр описанной окружности треуголь- 
ника ММН. Докажем, что ОК =ОН, то есть что О 
лежит на серединном перпендикуляре { к отрезку 
КН. Прямая [ проходит через точку 5 — общую 
середину медианы СК и средней линии РО тре- 
угольника АВС (см. рисунок), следовательно, явля- 
ется серединным перпендикуляром и к РО, поэто- 
му достаточно доказать, что ОР —=О@ или что 
ХОРО= Г ОФР. 

Точки М и Н лежат на окружности ‹ с диаметром 
АС и центром Р(/АМС=/ АНС=90°), поэтому 
РМ—=РН; кроме того, ОМ =0ОН. Следовательно, 
прямая ОР перпендикулярна отрезку МН (и делит 
его пополам), а значит, ДОР@ — угол между 
прямыми ОР и Р@ — равен 90°—В, где В — угол 
между прямыми МН и Р@ или МН и АВ (АВ|РО). 
Возможны два случая: В= Х АНМ, если ДАНМ = 
=—90°, как на нашем рисунке, или В= 
—=180°—Д АНМ, если ДАНМ > 90°. Поскольку 
углы АНМ и АСМ вписаны в окружность ‹› и опи- 
раются на одну и ту же хорду АМ, они равны 
или дают в сумме 180°, поэтому либо В= С. АСМ, 
либо В=180°—/ АСМ — выбирается то из ра- 
венств, для которого В< 90°. При таком выборе 
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№М992. Среди 90 выпускников 
одной математической гимна- 
зии у каждого не менее 10 дру- 
зей. Докажите, что любой вы- 
пускник может пригласить 
в гости трех других так. что 
среди четырех собравшихся 
у каждого будет не менее двух 
друзей. 


М993*. а) Найдите 11 после-. 


довательных натуральных чи- 
сел, сумма квадратов кото- 
рых — квадрат натурального 
числа. 

б/* Докажите, что при 2<п< 
<< 11 не существцет п после- 
довательных натуральных чи- 
сел, сумма квадратов кото- 
рых — квадрат. 


остатох от деления №? на: 


всегда. получается, что г ОРО=90°— В —= 
=|90°—/ АСМ |. Аналогично, ДО@Р= 
= |90°—/ВСМ]. Но ДАСМ == Д ВСМ по условию. 


Заметим, что лри Е — В, Р-= А из доказанного утверждения 
следует часть известной теоремы об зокружности 9 точек» 
(см. «Калейдоскоп «Квантае в 11-м момере за 1985 год): 
основания высот и середины сторон треугольника лежат на 
одной окружности. 


Ф 
Пусть А — произвольный вылускник, Достаточно 
показать, что найдется такой выпускник В, кото- 
рый дружит одновременно с двумя друзьями А 
(тогда А может пригласить В и этих двух друзей). 
Если такой выпускник В есть среди друзей А — 
все в порядке. В противном случае каждый из 
т (т > 10) друзей А дружит не менее чем с 8 вы- 
пускниками (не считая А), которые сами с А не 
дружат. Если бы все эти выпускники были различ- 
ны, то получилось бы, что имеется не менее чем 
8т >> 80 выпускников, отличных от ДА и его друзей; 
но количество таких выпускников не превосходит 
90—т—1=<79. Это означает, что какие-то двое 
друзей А имеют общего друга В, что и требовалось 
доказать. 


Ф® 


а) Ответ: 18, 19,..., 28 (18?--19°-+... +28? = 77?). 
6) Мы должны показать, что уравнение (х+1+ 


+= 2+... (х-+ п)? = у? или 
(1) 


не имеет решений в целых числах х и у, х>0, 
у—>1, при 3<п= 10. (Здесь использовано извест- 
ное тождество 1? 2?--...-- п? = п (п 121 4+ 1/6, 
доказательство которого мы оставляем читателю; 
впрочем, достаточно проверить его вычислением 
для п< 10.) . 

Если рАБЕНОТВЫ {1 выполнено, то остаток от деле- 
ния У’ на п равен остатку от деления а= 
=п (п-+ 1)(2п-+ 1)/6 на п. Но при п=3, 4, 9, когда 
соответствующие остатки равны 2, Ви 6 (а= 14, 
30 и 15.19), это невозможно ни при каком у 
(см. таблицу на полях). 

При п=5 и п=7 число а делится на п, поэтому 
число у", а следовательно, и у должно делиться на п 
(п — простое). Полагая у=п2, #&=х+(п-Р 1/2, 
мы можем переписать наше уравнение в виде 
Р-+-(1?—1)/12=2? или 


пх пи 1) хе А у 


2 м1 
йе = в 

Но это уравнение при допустимых значениях п, { 
и = не имеет решений, поскольку 

ера > 6, 

п?— — 

<=. 
При п=6б. 8, 10 уравнение (1} удобно переписать 
в виде 


——— 


 М994*. При каком наиболь- 
шем значении Е неравенство 
ас -авс (ес) 

2 Е (ав Вс + са 
выполнено при всех значе- 
ниях а, Би с? 


№мМ995. Функция у=[(х) при 
всех х определена, непрерыв- 
на и удовлетворяег условию 

Го) = х. 6) 
а) Найдите две такие функции 
{ (не равные тождественно 0). 
6}* Докажите, что других та- 
ких функций нет, 


| 
| 
} 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
} 


РАНЕНИЕ: - 


(ПП? -+(п- 1 хит у (2) 


Отсюда при п=6б получаем, что х’- у? должно 
делиться на п-+-1=7. Таблица на полях показы- 
вает, что это возможно, лишь когда х и у одновре- 
менно делятся на Т. Но в этом случае все члены 
уравнения (2) кроме одного — ‹п-- 1) п (2п-Р 1)/6 = 
—=1-13 — должны делиться на (п- 1) =49, чего 
не может быть. Точно так же доказывается, что 
и при п=10 наше уравнение не имеет решений. 
Наконец, при л= 8 в левой части (2) стоит число, + 
которое при делении на 9 дает остаток 6 и, как 
видно из нашей таблицы, не может быть представ- 
лено в виде х?-{ у”. 


Ф® 


Ответ: #=2/3. При а=Ь-=с и #=2/3 данное 
неравенство обращается в равенство, поэтому иско- 
мое значение # не может быть больше 2/3. Но при 
Е—=2/3 можно с помощью тождественных преоб- 
разований привести неравенство к виду 


в а фе а?) + 
(а? — ве? + (62 са)? 4 (с? — 06) 20, 


следовательно, оно справедливо при всех а, 6, си 
искомое значение #Ё в точности равно 2/3. 


® 


а) Ответ: уе хиу=" “Эх. Найти эти 
функции можно, предположив, что }(х)=Ах, под- 
ставив эту функцию в условие 

А2х=Ах-х 
и решив квадратное уравнение ^?—^—1 =0 (корни 
этого уравнения равны (1--!5)/2). 
6) Как видно из решения задачи а), достаточно 
показать, что любая функция /[, удовлетворяющая 
условию задачи, имеет вид {(х)=Ах. Для этого 
установим сначала некоторые свойства функции {. 

1) /(0)=0. (Пусть / (0}=с, тогда {(с)=}{({ (0))= 
—] (0) +0=с, следовательно, { (с) = ($ (с)) =1 (<) + 
с, то есть с=0.) 

2) В разных точках функция { принимает разные 
значения. (Если {(х,)={(х>), то (1 (хи) =7 {1 (2), 
то есть #{х,)-+ хи =} (х2) Ех. их, = хо.) В частности, 
{ имеет единственный корень х--0. 

Из этих свойств и непрерывности функции } 
следует, что: 

3) на каждой из полуосей х > 0 их< 0 функция |! 
сохраняет знак, причем при переходе через нуль 
ее знак меняется (иначе близкие к нулю значения | 
будут приниматься по крайней мере дважды — 
справа и слева от точки х—=0) и 

4) функция { имеет обратную функцию # (опре- 
делённую, конечно, на области значений {}; ниже 
мы увидим, что $ принимает все действитель- 
ные значения). 

Положим йо (х)=х, НН (х)=Р(х), В (х)=А((х) ... 
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УуиЭ, 


ПД {х) =у=1-и- 0-х, 
р (х)-ву + х=1:у-4 1-х, 
Ви фу=2-у 1-х, 
1) ==(2у + х}+(ух}= 
—=3З.и-+ 2-х. 


Формула Бина 


НЫ 


а. — 


5 


Ф1003. Локомотив движется 
по круговому пути радиусом 
В со скоростью и. К нему на 
тросе длиной Г, прикреплен 
дегкий воздушный шар, кото- 
рый движется с постоянной по 


Ем) аналогично определим 
[-1(х)=8 (х), ---, [- т--1 (х) == [1 (Г-п (х)} при т 1. 
Подставляя в условие {.„_, (х) вместо х при любом 
целом п, получим равенство 

Рана (хХ)= Е (хх) р-е(х). 
Эта формула позволяет выразить {. (х) при любом 
л через х= о (х) иу=|{(х)=Р (х); как показано на 
полях, 

[ы (х) =а-у- ах, 

где последовательность а, задается соотношением 
а. =а,--@2-1 И «начальными условиями» а —0, | 
а'=1 при всех целых п (мы снова обходим пока 
вопрос об области определения {, при п< 0). По- 
следовательность а, хорошо известна: при п>1 
это знаменитые числа Фибоначчи*)}; нам доста- 
точно знать, что |а„| неограниченно возрастает 
при п» < (при п>0 это очевидно; при п< 0 
достаточно заметить, что а,=(—1)”а., и 
|а_ „|= а. |). 

По выведенному выше свойству 3 возможны два 
случая: знак {(х) либо при всех х совпадает со 
знаком —х, либо — со знаком х. 

В первом случае {. (х} и [.-‹ (х} имеют при любом 
х5-0 разные знаки, поэтому для п>2 


р (х)]= |» (=) и (х)| = 
< |1 (х) 1 <... < [12 (|= 1 (х)+х| < |х|. 


Следовательно, |у -- (а„_,/а„) х| < |х/а.|. Посколь- 
ку правая часть этого неравенства стремится к 
нулю при п со, последовательность а„_./а» долж- 
на иметь некоторый предел и (равный —у/х); 
при этом у=— их. 

Во втором случае [. (х) при всех п имеет один и 
тот же знак (знак х). Поскольку { — непрерывная 
функция и |} ({ (х)) | = |1 (х}+ х| >> |х |, область зна- 
чений { или область определения обратной функ- 
ции [_, — это все действительные числа и наши 
формулы для {. определены и справедливы при 
всех х и всех целых п. Теперь для любого п 0 
имеем 


Иа (2%) [== [Ха (х) — №1 (х)| < [Ри (9) 5... 
.-- 5 [1-1 (х) |< ||, 


——_ 


следовательно, | у-{ (ал -1/@-) х| < |х/а»„ |. Переходя 
здесь к пределу при л->—с0, получим, каки в 
первом случае, что у=цих, причем м1 = 
—= — № (а, ,/а»}. 


лю 


Заметим, что и, = Шт (а, + ./а)== 7 '; как следует 
+0 


из пункта а), ь 

и=(5 — 1/2, и '=(/5- 1/2. 
Эти числа участвуют и в общей формуле Бинэ 
для чисел Фибоначчи, приведенной на полях. 
Ф 
Надутый воздухом шарик имеет очень небольшую 
массу, поэтому уже при скоростях движения по- 
рядка нескольких м/с его практически можно счи- 

} 


®*) Им посвящена, например, книжка Н. Н. Воробьева «Числа 
Фибоначчи». (М.: Наука, 1978). 


ЕАН 


величине скоростью на высо- 
те Н. Определите траекторию 
установивщегося движения 
шара. 


| и 


Ф1004. Тонкий однородный 
стержень, который может сво- 
бодно вращаться в вертикаль- 
ной плоскости вокруг горизон- 
тальной оси, проходящей че- 
рез конец стержня, неподвиж- 
но висит над водой (рис. 1); 
Элина стержня {. плотность 
материала р (р меньше плот- 
ности воды ро). Медленно опу- 
ская ось, стержень погружают 
в воду. Найдите зависимость 
между углом отклонения 


стержня от вертикали и рас- 
стоянием от оси до поверхно-. 
сти воды; постройте график 
этой зависимости. 


тать безмассовым, сильное трение о воздух подав- 
ляет влияние инерционности шарика (попробуйте, 
например, бросить его существенно дальше не- 
скольких метров). 

Следовательно, из второго закона Ньютона по- 
лучаем, что сумма сил, действующих на шар, рав- 
на нулю. При установившемся движении вектор 
скорости шара направлен горизонтально и лежит 
в одной вертикальной плоскости г тросом, по- 
скольку сила трения о воздух направлена противо- 
положно скорости, и кроме нее горизонтальную 
проекцию имеет лишь сила натяжения троса. На- 
конец, из соображений симметрии ясно, что уста- 
новившаяся траектория движения шара — окруж- 
ность, радиус которой просто найти, если учесть, 
что горизонтальная проекция троса — касатель- 
ная к ней (скорость шара направлена вдоль проек- 
ции троса). Дважды используя теорему Пифагора 
(см. рисунок), находим, что длина проекции троса 
равна 1=-/?—Н? и радиус окружности, по кото- 
рой движется шар, 


Е В — = 2. 


Д. Ю. Григорьев 


Ф 

В процессе погружения на стержень действуют три 
силы: сила тяжести, сила Архимеда и сила реак- 
ции со стороны оси. При медленном погружении 
при любом значении расстояния х от оси до поверх- 
ности воды стержень будет находиться в положе- 
нии равновесия. 

В качестве условия равновесия воспользуемся 
равенством нулю суммарного момента сил относи- 
тельно оси вращения. Поскольку момент М) силы 
Архимеда до начала погружения оси (х>0) и 
после него (х<0) выражается разными формула- 
ми, следует рассмотреть эти стадии отдельно. 

1. х>0 (см. рис. 2). Момент силы тяжести равен 


М.=1,..4.=рЯя- эт а= 5 о5Ёя эт а 


($ — площадь поперечного сечения стержня); мо- 
мент силы Архимеда — 


М. = -ЧА = ро (1— =.) &. $(1+ =.) эт а== 


с 1 | х? : 
=> ро8 (1 — а. -) а эт и. 


Будем считать момент силы тяжести положитель- 
ным; тогда момент силы Архимеда отрицателен 
(поскольку он стремится повернуть стержень в 
противоположном направлении). Тогда условие 
равновесия запишется в виде 


М=мМ.-+М.= > о5Ра эт «— 


ых 1 м7. х: .: = 
> ро$ (1 -) в па 0 = 


с087 
(1) 9-0 


=— зт а( - 
со а Во 
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Это условие выполняется при 

1) зп а—=0, 

г в 

УЕ — р/с 
Физический смысл при заданных в задаче усло- 
виях имеют решения: 

1) с=0 — существует при любых х >20, 

2) а—агссоз ( © —*__) — существует при 

ра Го о 
1/1 —р/рю2х 20. 

Исследуем на устойчивость первое положение 
равновесия а=0, соответствующее вертикальному 
положению стержня. При малом отклонении от 
этого положения (угол а мал, так что эт аа 
и с03 «а—1) момент сил равен 


2) со$ а= г 


= о5Р ва — 5 09$ (2Р— х?) па = 


те роза (х— [в (1 — в). 
а 2 ри 

При х>! ый 1—р/ьо этот момент положителен, 
то есть поворачивает стержень в том же направле- 
нии, что и момент силы тяжести, — силы возвра- 
щают стержень в положение равновесия. Следова- 
тельно, пока х>1-/1 —0/ро, равновесие при «=0 
устойчиво. При х<[`\1—р/о момент М<0 — 
положение равновесия а=0 становится неустой- 
чивым. Ясно, что в этом случае будет устойчиво 
второе положение равновесия (2)), поскольку суще- 
строваяие устойчивого равновесия очевидно, в 
иных положений равновесия, кроме 1) и 2), нет. 
Таким образом, по мере погружения стержень 
сначала будет оставаться в вертикальном положе- 


нии (1—0) вплоть до х={ — о/го‚ после чего 


начнет отклоняться от вертикали ( ча = 


х 
= аг5<0 ——ж=———— до горизонтального поло- 


1/1 -—р/р. 
жения при х=0. 
П. х< 0 (рис. 3). После погружения оси суммар- 


ный момент сил равен 
М=рЯ в. рт ве 


с08 (п— 2] 2 


#8 (пл а)= 
2 
= роб зто ( ®#— 
р апЕ (* соз? :), 

и условие М=—=0 принимает вид 

. Р }2 х? 

3 ЕЕ —-) =0. 

м (: с08? в) 


Анализ, аналогичный проведенному выше (для 
х>0), показывает, что устойчивыми положения- 
ми равновесия будут: 


3) а=агссоз Е ы при —14/<х< 0, 
ро 


4) а=л при х< —1 — 


Таким образом, после погружения оси стержень 
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$1005. Имеется печь, в хото- 
рой постоянно поддерживает- 
ся температура Т:, н холо- 
дильник, температура в кото- 
ром То< Ти. В холодильнике 
установлена катушка с намо- 
танной на ней длинной прово- 
локой. Конец проволоки вы- 
ходит из холодильника. вхо- 
дит в печь и закреплен на ка- 
тушке, установленной там. 
Катушки вращаются так, что 
проволока сматывается с хо- 
лодной катушки на горячую, 
Эвигаясь со скоростью и. Се- 
чение проволоки 8, объемная 
теплоемкость с. Чтобы темпе- 
ратуры Т, и То не изменились, 
пришлось увеличить на АЕБ. 
мощность печи и на столько 
же уменьшить холодопроиз- 
водительность холодильника. 
Найдите ЛЕ... Считать, что теп- 
лообмен проволоки с окружа- 
ющей средой не зависит от ско- 
рости движения проволоки. 


Ф1006. Определите сопротив- 
ление схемы из резисторов, 
показанной на рисунке. Зна- 
чения сопротивлений указа- 
ны в омах. 


начнет приближаться к вертикали и при 
х—=-—] < вновь примет вертикальное положение 


(@=л). Ро 


График зависимости а{(х) представлен на ри- 
сунке 4. 
Д. В. Белов 
Ф 


Поскольку ни температура печи, ни температура 
холодильника не изменились, потери тепла из печи 
в окружающую среду и приток тепла в холодиль- 
ник из окружающей среды (не по проволоке} оста- 
лись прежними. После того как на участке прово- 
локи между печью и холодильником установится 
некоторое новое распределение температуры, отли- 
чающееся от того, которое было в состоянии покоя, 
количество тепла, запасенное в каждый момент 
времени в этом участке, также будет постоянвым. 
Полная же тепловая энергия всей проволоки за 
время А возрастает на 
АО—с5ь (Т,—То) 
(такое количество тепла надо сообщить отрезку 
длиной оАф, чтобы нагреть его от Т‹ до Т\). Эта до- 
бавочная мощность берется, конечно, от печи, но 
АО /АЕ не совпадает с искомым АЁЕ‚„.Отличие связано 
с тем, что вследствие изменения распределения 
температуры изменится и тепловой поток по прово- 
локе. Тепло, уносимое неподвижной проволокой 
из печи, частично терялось в окружающую среду, 
частично поглощалось в холодильнике. Поскольку 
первая часть по условию не изменилась, полная 
тепловая мощность, уносимая проволокой, умень- 
шилась на АЁ,, так как на эту величину снизили 
холодопроизводительность холодильника. Значит, 
мощность, поглощаемая проволокой из печи, уве- 
личилась не на ЛО/АЬ а на Аб/АТ—ЛЕ,. Но по 
условию увеличение мощности печи равно АЁЕ,, 
откуда 
59 —АЕ.=АЕ,, или АЕ, = = > сзо (Т.—То). 
Д. В. Павлов 


Ф 


Подадим на схему напряжение Х. Обозначим токи, 
которые потекут по отдельным участкам цепи, 
Г, Го, ... №з (см. рисунок). В силу симметрии схемы 
П=Г,, =, 1[3=5ъ, /[4=[Г5. Действительно, если 
полярность поданного напряжения изменить на 
противоположную, то направления всех токов тоже 
изменятся, но по величине токи останутся преж- 
ними. Таким образом, число неизвестных токов 
уменьшилось до четырех. 
Запишем теперь закон сохранения заряда = 
1 =В- 1, (1) 
4= [5-13 (2) 
и условие независимости напряжения от пути об- 
хода — 


Г. -Зг= Г. 1^- Гу. 2г, (3) 
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$1007. На шар, составленный 
из двух полушарий. которые 
сделаны из стекол с показате- 
лями преломления п и п› 
{п >п2), падает луч света. 
Шар начинают вращать с уг- 
ловой скоростью ® вокруг оси, 
перпендикулярной - направ- 
лению луча (рис. 1). Найдите 

„ максимальное отклонение све- 
тового пятна на экране, уста- 
новленном непосредственно 
за шаром. 


Рис. 3. а) 


—=я— Ваз: 


би) р ‚ 9(<24у--0. 


И=П Ле Ь-8г + Ё-2г, (4) 
где г — сопротивление в 1 Ом. Из уравнений 
(1)-—(3) получаем 


= 1,1 =1 


Подставив в (4) токи Г. и Г., выраженные через Г, 
получим 

= 7 . 4г. 
С другой стороны, сопротивление В всей схемы 
равно 


Следовательно, 


И В —=Г-4г, откуда А = 


Ф 


Поскольку луч проходит через центр шара, на 
поверхности шара (на входе и на выходе) луч не 
преломляется. 


В течение времени 0=1< 2. падающий луч пер- 
и 


вую *половину» пути проходит в оптически более 
плотной среде. При этом, пока угол поворота @ 
меньше угла аш полного внутреннего отражения 
;„ П 
от границы полусфер — == агсят > — луч, пре- 
- ' Е 
ломляясь на границе, переходит в менее оптически 


эп и 


плотную среду (рис. 2) и дар > Е С ростом угла 


поворота при 9—0 ен луч «прижима- 
ется» к границе сред, то есть В — 5. С того момен- 
та, когда © проходит значение оо, луч отражается 
от границы раздела и выходит из полусферы с 
показателем преломления п... Так что в момент 


#=° происходит скачок луча на экране (рис. 3, а). 


В дальнейшем (“ <!<-= =.) «5 ‚ то есть отражен- 


ный луч а к ране сред (см. рису- | 
нок 3, 6), которая приближается к вертикали. 
С того момента, когда граница проходит вер- 


тикальное положение ее — = — :), луч падает в оптиче- 


ски менее плотную среду, т пола на грани- 
це и выходит из более плотной среды. Угол паде- 
ния б и угол преломления } связаны соотношением 


это пи. И 
эту и,’ РИ переходе границы сред через вер 


л д р 
тикаль (5 — 2) ?‹ —= атс = — о — Происходит 
т 


«скачок» луча на экране (рис. 4). В дальнейшем 
(6—0) луч «прижимается» к нормали к границе 
сред (рис. 5), и при 6 =0 проходит через сферу без 
преломления. 

Из свойства обратимости световых лучей ясно, 
как будет меняться ход луча при дальнейшем 


повороте (л<®<2л; рис. 6). 
Как видно из рисунков, максимальное отклоне- 
ние луча на экране определяется углом 


При < ("2 «т Л = 5 2Ф0> 5 


= веки 
2ф0=п— 20% ==л— 8 агсяи =: : 
1 


— луч на 
7 У 


экране «уходит на бесконечность». 


Рис. 5. 5 <9<л; 


8 (<5)-*0. ч(<ф)-=0. 


Рис. 6. а) О<о<л; 6) л<®0 <2л. (Цифры соответствуют номерам рисунков.) 


Знакомьтесь: 
металлическое 
стекло 


(Начало см. на с. 83} 


Нетупящиеся лезвия 
бритв или не знающие износа нако- 
нечники буров — таковы первые ша- 
ги на этом пути. 

Не менее перспективным представ- 
ляется и другое замечательное свой- 
ство аморфного металла — исключи- 
тельно высокая коррозионная стой- 
КОСТЬ. У некоторых стекол она превос- 
ходит стойкость нержавеющей стали. 
Что’ такое ржавчина — знают, навер- 


ное, все. А. вот как с ней эффективно 
бороться — куда более трудный во- 
прос. Им заняты десятки лаборато- 
рий многих стран мира. Один из воз- 
можных вариантов решения — созда- 
вать на металлической поверхности 
тонкие аморфные слои. Такая защи- 
та будет намного эффективней ис- 
пользующихся сегодня для этой цели 
лаков, красок и т. д. Правда, и со- 
здать такой слой намного труднее. 
В настоящее время это нанравление 
активно разрабатывается. 

Вероятно, очень скоро изделия из. 
аморфного металла в виде магнитных 
головок или лезвий появятся в наших 
домах. Пока их широкое распростра- 
нение сдерживается тем, что аморф- 
ный металл производится в виде тон- 
кой ленты, а не массивных образцов. 
Те просто не удается охладить с нуж- 
ной скоростью. Но исследования про- 
должаются... 
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Искусство программирования 


Построение 
диалоговых 
алгоритмов 


Кандидат технических наук 
В. А. КАИМИН 


Эта заметка предназначена в первую очередь 
десятиклассникам, изучающим курс «Основы 
информатики и вычислительной техники», 
но будег полезна и всем тем, кто имеет дело 
с персональными ЭВМ. 


Диалог человека с ЭВМ во многом 
схож с диалогом между двумя лица- 
ми. Диалог двух лиц — это обмен 
сообщениями, фразами, жестами и 
восклицаниями. Диалог людей с ЭВМ 
больше похож на разговор между 
людьми по телефону или, более точно, 
по видеотелефону. Сообщения (инфор- 
мация) от ЭВМ обычно выводятся на 
экран телевизора, подсоединенного к 
вычислительной машине. В ответ на 
сообщения ЭВМ человек вводит 
команды, ответы или запросы через 
клавиатуру, схожую с клавиатурой 
пишущих машинок. В ответ на дей- 


ствия человека ЭВМ выводит на экран ` 


новые сообщения и ожидает ввода 
новых команд, данных или запросов. 

Диалоговые программы в зависи- 
мости от назначения можно подраз- 
делить на игровые, учебные, деловые 
и инструментальные. Игровые про- 
граммы служат для развлечения в 
свободное от работы или учебы время. 
Учебные программы применяются 
для обучения школьников или сту- 
дентов. Деловые программы исполь- 
зуются для решения производствен- 
ных задач, накопления и обработки 
информации. Инструментальные про- 
граммы используются для создания 
новых программ. 

В основе любых диалоговых про- 
грамм лежат определенные правила 
и алгоритмы ведения диалога. Обяза- 
тельными правилами для ведения лю- 
бого диалога являются вежливость, 


40 


понятность и логическая связность 
сообщений. 

Для построения простейших диало- 
говых алгоритмов нам достаточно 
от исполнителя умения выполнять 
команды трех типов, которые проил- 
люстрированы примерами в скобках: 

1. сообщи («Добрый день») 

2. запрос («Ваше имя», имя) 

3. вывод (+2. 2=ь, Хх, «?») 

В команде «сообщи» указывается 
стандартная фраза, сообщаемая парт- 
неру по диалогу; в приведенном при- 
мере — это фраза «Добрый день». 
В команде «запрос» содержатся два 
аргумента: первый аргумент — 
фраза-запрос, которая передается 
партнеру, а второй аргумента — это 
имя переменной, куда будет записан 
ответ (фраза или число, в зависимости 
от типа переменной). Команда типа 
«вывод» может содержать один или 
несколько аргументов — это либо 
фразы, либо имена переменных, из 
которых образуется сообщение — 
«вывод». Эти три команды мы при- 
бавим к алгоритмическому языку из 
учебника. Приведем пример простей- 
шего диалогового алгоритма. (Для 
экономии места здесь и ниже часть 


заголовка программ опущена.) 
алг знакомство 
нач 

сообщи («Добрый день» } 

запрос («Ваше имя ==», имя) 

вывод (+Рад познакомиться,» имя»!») 
кон 


Пример диалога: 


Добрый ДЕНЬ 
ВАшЕ имя=7 Коля 


РАл познАКОМИТЬСЯ, 
Коля! 


В качестве следующего примера рас- 
смотрим простейший диалоговый ал- 
горитм для игры «угадай-ка». В игре 
участвуют два лица: первое действую- 
щее лицо загадывает некоторое целое 
число х в интервале от 1 до 100, а 
второе пытается угадать его, указы- 
вая числа: ри, ро,... В ответ на предъяв- 
ляемые числа первое лицо сообщает: 


*«ОТЛИЧНО», +мало» Или «много» В 
зависимости от соотношений между 
указанным и задуманными числами. 
Игры заканчиваются словами «моло- 
дец», «умница» сразу после отгады- 
вания задуманного числа. 

Алгоритм ведения диалога для 
первого лица (им будет ЭВМ) и пример 
диалога приводятся ниже. В алгорит- 
ме используется специальная функ- 
ция ‹х: == случайное (а, 6)», которая 
дает некоторое случайное целое число 
между аи 6. 
алг игра: угадай-ка 
нач 

х: —= случайное (1, 100) 

сообщи («угадай число») 

сообщи (зот 1 до 100») 

запрос («число —», Р) 

пока р>-х 

иц 

если р<х, 

то сообщи («мало») 

иначе сообщи («много») ь 
все - 

запрос («число ==е, р) 

кц 

сообщи («отлично») 

сообщи («молодец, умница» ) 


кои 
Пример диалога (загадано х- 67): 


УГАДАЙ число 
от 4 до 400 


число =? 


МАЛО 
число = 2 & 


Много 


число=7 ©2 
МАЛО 

число = 2 
отлично 
МОЛОДЕЦ, умМНиЧА. 


Второе лицо может подбирать числа- 
гипотезы многими способами. Луч- 
ший способ гарантирует угадывание 
чисел для данного диапазона от 1 
` до 100 за Т шагов. В основе этого 
способа лежит принцип деления ин- 
тервала пополам (см. «КвантЪ № 10, 
с. 49). 

Составление алгоритмов ведения диа- 


лога и конструирование диалоговых. 


программ для ЭВМ можно системати- 
зировать (ср. «Квант» № 10, с. 47). 


Дополнительным этапом при система- 
тическом конструировании диалого- 
вых алгоритмов и программ является 
предварительное составление сцена- 
рия диалога. 


Сценарий ведения диалога — это 
описание совокупности всех сообще- 
ний, которые предоставляются парт-- 
неру по диалогу, и системы реакций 
в ответ на его сообщения. Для единого 
описания совокупности сообщений в 
информатике используется специаль- 
ная, но несложная система обозна- 
чений. Рассмотрим ее на примере 
описания сценария «игра: ‘угадай- ка». 
Сценарий «игра: угадай-ка» 


[ где ответ: 


Здесь р — целое число. 

Здесь в красный кружок обведен пе- 
ременный элемент текста (сообще- 
ния второго лица). В красную рамку 
помещена переменная часть текста, 
описывающая ответы первого лица 
на очередное число-гипотезу. В фи- 
гурных скобках справа указываются 
ответы, которые выбираются в зави- 
симости от определенных ‘условий 
(сравнения загаданного и указывае- 
мых чисел). В фигурных скобках сле- 
ва указываются части текстов, кото- 
рые повторяются (здесь — это повто- 
рения «запрос — ответ» при угады- 
вании чисел). 

Составление алгоритмов и про- 
грамм с предварительным описанием 
сценария позволяет заранее проду- 
мать понятность, логическую связ- 
ность и тактичность в ведении диало- 
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га, поскольку это свойство не столько 
алгоритма, а сценария. Более того, 
наличие полного описания сценария 
и описаний методов решения постав- 
ленных задач позволяет системати- 
ческим образом проверять наличие — 
отсутствие ошибок в алгоритмах. 

В качестве иллюстрации приведем 
построение диалогового алгоритма 
решения задачи «бросание мяча в 
корзину», которая превращается в 
игру двух лиц. 


2 < 


А 


а Ш 


Первый игрок держит корзину и со- 
обтцает второму игроку расстояние до 
корзины. Второй игрок выбирает на- 
чальную скорость и угол бросания 
мяча и сообщает эти данные первому 
лицу. В ответ первый игрок сообщает 
«попал», либо «недолет» или «пере- 
лет» с величиной в метрах. 


Залача: Бросание мяча в корзину 
Дано: 

Г. — расстояние до корзины (м) 
У, — начальная скорость (м/с) 
а — угол бросания (град) 

РД — диаметр корзины (м) 


Требуется: попал — признак поладания 
г — остаток расстояния (м} 
Связь: 


г—=!Ё-йЙ (остаток расстояния) 
попал = "< О/?2] (условие попадания) 
1=У,;,-{ (дальность полета) 
0=У,.-:ф8г "/2 (условие падения) 
Их. =а - 08 * п/ 180) (горизонтальная ско- 
робть (Е = 0)) 
( В ЗН‘ л/180} (вертикальная скорость 
= 9,81 (ускорение свободного падения) 
При р 
р>0 (положительность ширины корзины) 
| У‹ > 0 (положительность скорости) 
0°< < 90“ (допустимость угла) 
Метод 
попал=({Ё— 1 < 0/2] (условие попадания) 
= —Й (остаток расстояния) 
{= $11(205-п/180)/& (дальность полета) 
&— 9,81 (ускорение свободного падения} 


В приводимом ниже сценарии игры 
может быть сыграно несколько пар- 
тий. В каждой партии первое лицо 
задает расстояние до корзинки, за- 
прапгивает у второго лица данные о 
начальной скорости и угле бросания и 
сообщает результаты. Если данные 


физически бессмысленны — отрица-` 


тельная или нулевая скорость, либо 
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отрицательный или слишком большой 
угол, то первое лицо сообщает «стран- 
ная скорость» либо «невероятный 
угол» и запрашивает данные еще раз. 


Сценарий «Игра с мячом» 


РАСссТоЯНИи® ДО КорзЗимы= 


Ниже приводится алгоритм ведения 
диалога для первого игрока. Этот ал- 
горитм состоит из трех частей: первая 
часть обеспечивает разыгрывание пар- 
тий, вторая часть организует отдель- 
ную партию, третья часть организует 
проведение математических расчетов. 

Стратегия второго игрока может. 
строиться многими способами. Про- 
стейший из них — способ «проб и 
ошибок». Однако наилучшей страте- 
гией является проведение математи- 
ческих расчетов, основанных на зна- 
нии физических законов, позволяю- 
щих в данной задаче достигать по- 
беды с первой попытки. 
алг «бросание мячей в корзину» 
нач лит игра 
вещ Г. В 
сообщи («бросание мячей в корзину») 
р: =случайное (0.1; 0.5) 

вывод (диаметр корзины=»; 0) 

игра: -=да 

пока игра —да 

иц 

Г: ==случайное (10; 250) 

вывод (зрасстояние до корзины==; Г). 

бросвние мяча в корзину 

запрос (*поиграем еще? [да/нет}», игра) 

кц 

сообщи (‹спасибо за игру») 
кои 

{Окончание см. на с. 88.) 


2. Эро кая рр че 


Задачи 
на координатной 
плоскости 


Кандидат физико-математических наук 
А, А. БОЛИБРУХ. 

кандидат физико-математических наук 
В. М. УРОЕВ. 

профессор 

М. И. ШАБУНИН 


На вступительных экзаменах в МФТИ 
встречаются задачи, в которых требу- 
ется провести вычисления, построе- 
ния, найти множества точек на коор- 
динатной плоскости. В этой статье рас- 
сматривается месколько таких задач 
и приводятся их решения. 


Треугольники и четырехугольники 


1 (1983 г.). На координатной плоско- 
сти дана точка М (2; 4). Рассматрива- 
ются треугольники, у которых две вер- 
шины симметричны относительно оси 
Оу и лежат на дуге параболы у=3х’, 
выделяемой условием —1<х<1, а 


точка М является серединой одной из 
его сторон. Среди этих треугольников 
выбран тот, который имеет наиболь- 
шую площадь. Найдите эту площадь. 

Решение. Эта задача естествен- 
ным образом распадается на две: 
сначала нужно понять, о каком тре- 
угольнике говорится в условии, и запи- 
сать его площадь как функцию от 
какого-нибудь аргумента, а затем най- 
ти наибольшее значение этой функ- 
ции. Пусть у. треугольника АВС вер- 
шины В и С симметричны относитель- 
но оси Оу и лежат на дуге параболы 
у=3х? (рис. 1). Очевидно, точка М 
не может быть серединой стороны ВС, 
поскольку середина стороны ВС долж- 
на лежать на оси Оу. Поэтому точка 
М является либо серединой стороны 
АС, либо серединой стороны АВ (оба 
эти случая изображены на рисунке 1). 
В обоих случаях высота Й соответст- 
вующего треугольника АВС, прове- 
денная из вершины 24, равна удвоен- 
ной разности ординат точек М и С, 
то есть #=2 (4— 3х7). Легко видеть, 
что абсциссы точек В и С отличаются 
только знаком, так что точки Ви С 
имеют координаты В(—х; 3х‘) и 
С (х; 3х°). Следовательно, площадь 
$ (х) треугольника АВС записывается 
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Рис. 1. 


в виде 


$4(5)=2|х{4— 35°). 


Нужно найти наибольшее значение 
функции $5(х) на отрезке [—1; 1]. 

Функция $(х) — четная, поэтому 
достаточно рассмотреть ее на отрезке ` 


[0; 1}. На этом отрезке 5’(х)= 
—=2 (4—9х2), 5’(х)=0 при х=2/3. 
Следовательно, наша функция дости- 
гает на отрезке [0;1] максимума в 
одной из точек 0, 1, 2/3. Подсчет пока- 
зывает, что 5 (0) =0, $ (1)=2, 5$ (2/3)= 
—=32/9, так что наибольшее значение 
$ (х} на отрезке [0; 1] равно $ (2/3) = 
= 32/9. 

Ответ: 32/9. 

2 (1978 г.). Вершины А, В, С парал- 
лелограмма АВС имеют соответст- 
венно. координаты (—2; —3), (1; 3), 
(6: 1). Найдите: 

1) все значения а, для которых коор- 
динаты вершины О являются решени- 
ем системы неравенств 

3х-1-2,у--2а=0, 
{ бх —2у--Та—>0; 

2) все значения а, для которых коор- 
динаты хотя бы одной точки отрезка 
АС являются решениями этой си- 
стемы. 

Решение. В задаче 1) нужно, по 
существу, знать только координаты 
вершины О, которые моментально на- 
р из условия РС=АВ, где 

—=(3; 6), РС=(6—хь; Еу,) — см. 
ыы 2. Отсюда х›=3, ур= — 5, и, 
подставляя эти значения х и у в дан- 
_ ную систему, получаем ответ: 
`а6[-—4; 1/2]. 

Перейдем. к более серьезной задаче 
2). Уравнение прямой АС записывает- 
ся ввиде у 3 = (х-| 2), где # — угло- 
вой коэффициент прямой АС, равный 
тангенсу угла наклона вектора АС к 
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Рис. 2. 


Уе— 1 
оси Ох, то есть и = 
Хе—Хл 2 


ким образом, уравнение прямой АС 


Та- 


имеет вид у —= р х— 2. Перепишем дан- 


ную в условии систему в виде 
у = — - х— а, 
| ух ра, 


и пусть | и  — прямые, задаваемые 


уравнениями у=— 2 ха и иу= 


=Зх-- й а соответственно (см. рис. 2). 


Каждая из прямых К и [5 делит плос- 
кость на две части, причем неравен- 
ствам данной системы удовлетворяют 
точки, лежащие в нижних полу- 
плоскостях. Теперь ясен геометриче- 
ский смысл задачи 2): требуется най- 
ти все значения параметра а, при кото- 
рых хотя бы одна точка диагонали 
АС принадлежит заштрихованной на 
рисунке 2 области. Для этого необхо- 
димо и достаточно одновременно вы- 
полнение следующих трех условий: 

а) точка @ пересечения прямых й 
и [. лежит выше прямой АС; 

6) точка А лежит ниже прямой [1;. 

в) точка С лежит ниже прямой [-. 
Легко найти координаты (х.; уз) точ- 
ки @: хо= —а, уо=а/2. Условие а) 


1 
сводится к неравенству Ус 5 Хо— 2, 
откуда а > —2. Из условия 6) получа- 


ем, что а= 6, а из условия в) — что 
34 
а: — 7. Таким образом, нужные 


нам значения параметра @а находятся 
на отрезке | 2; 6}. 
Ответ: 1) —4=< 
<а= 6. 
3 (1977 г.). На координатной плоско- 


<а<1/2; 2) —2< 


Рис. 3. 


сти расположен квадрат АВСГ. Сто- 
рона АВ квадрата лежит на графике 
функции у=х-8.а вершины Сир — 
на графике. функции у= х?. Определи- 
те длину стороны квадрата. 

Решение. Поскольку прямая 
у=х-- 8 пересекает ось под углом 45°, 
диагонали квадрата параллельны ко- 
ординатным осям. Будем считать для 
определенности, что диагональ АС па- 
раллельна оси Ох, а диагональ ВР — 
оси Оу. Тогда Хв=Хь, УА=Ус. Поло- 
ЖИМ хр=х,==Х И выразим координа- 
ты всех вершин через х. 

„Из зусловий задачи ‚ следует, что 
ув=х + 8, Ур=х”, ус хе, Ху, —8= 
=х2.— 8. Вектор ПС наклонен к оси 
Ох под углом 45°, поэтому ус — у» = 
=х‹— ху» то есть х2— х?=хс— х. Так 
. как хс‹ —хэ-0, получаем, что хо | х= 
=1. Поэтому хс=1—х 

Диагональ АС делится диагональю 
ВР пополам, поэтому хь=(х„-хс)/2 
и мы приходим к уравнению относи- 
тельно х: 


2х=(1—х}—8-+(1—х), 


или 

х?—5х—6=—0. 
Корни этого уравнения х,=6, 
х2= — 1. 


Если х=б, то 6 Е 
=1—х=—5, ХА хс— 8 = 11, ув= 
=х ЕВ 14, ус=2=25, уд=ис=25, 
ур=х’ —=36. 

Квадрат расположен, как показано 
на рисунке 3. В этом случае РВ= 


у —Иг—29 ВВ Ри 2. 


ь 
Если =—1, 10 хв=х,=Ы—\, 
Хе=2, хд= —4, ув=1Т, Ус=4, уд=4, 
ур =1. Квадрат расположен, как по- 


казано на рисунке 4. В этом случае 


ОВ=уз—у›=6, АВ= РВ =3 ^/2 
а 
Ответ: 11`\/2 или 3 \2. 


Множества точек 
на координатной плоскости 


Пусть Ах+{+Ву+С=0 — уравнение 
прямой [. Тогда множества точек, ко- 
ординаты которых удовлетворяют не- 
равенствам Ах--Ву|+-С>0 и Ах-+ 
+Ву+С=<0, — это две полуплоско- 
сти. на которые прямая { делит коор- 
динатную плоскость. Две точки 
(х1;.у1).и (х5; у2) лежат в одной полу- 
плоскости тогда и только тогда, когда 
выражение Ах--Ву-С принимает в 
них значения одного знака, то есть 
когда 

(Ах, +Ву. + С)(Ах›-{ Ву. +С)> 0. 

Рассмотрим две `пересекающиеся 
прямые [, и [›, заданные соответствен- 
но уравнениями А‚х-+-Ву-- С, =0, 
А-х-{- Вгу-- С-=0. 

Прямые 1 .и [5 разбивают коорди- 
натную плоскость на четыре части 
Е\,.Е», 1, С. (рис. 5). Теперь нетрудно 
доказать, что неравенству 
(Ах-- Ви С, )(А.х-+-Виус)>0 (*) 
удовлетворяют точки. принадлежа- 
щие одному из множеств Е, \}Е> или 
С, С> (для ситуации, изображенной 
на рН 5. — множеству и». 
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Эти два замечания оказываются по- 
лезными при решении многих задач. 

4 (1982 г.). Найдите площадь фигу- 
ры, которая задается на координатной 
плоскости системой неравенств 

ж + у’ >10, 
| 3х? —4х—32=— 0, 
‚ (3х—2у(3Зу—х-10)>0. 

Решение. Прежде всего надо 
определить какая фигура задается 
условиями задачи. Для этого рассмот- 
рим каждое неравенство системы. 

Первому неравенству удовлетворя- 
ют точки, лежащие вне (и на гра- 
нице) круга радиусом \/10 с центром 
в начале координат (рис. 6). Решая 
второе неравенство, получаем 
хе [—8 / 3; 4]. Следовательно, второе 
неравенство задает вертикальную по- 
лосу, лежащую между прямыми 
х— — 8/3 и х=4 (включая и точки 
этих прямых). Третье неравенство си- 
стемы имеет вид (*), и в данном случае 
ему удовлетворяют точки внутри двух 
вертикальных углов, образованных 
прямыми 3х —Зу=0 и Зу—х-- 10=0 
(включая и точки, лежащие на пря- 
мых). Это множество заштриховано 
на рисунке 6; граничные прямые бу- 
дем обозначать [ и [. соответственно. 
Чтобы понять, как устроена интере- 
сующая нас фигура, найдем коорди- 
наты точек А, В, С, О, в которых пря- 
мые Й.и [5 пересекают прямые 
х= —8/3 и х=А: 
В(—8/3; —38/9), С (4; —2), О (а; 6). 


Мы видим, что точка В лежит ниже _ 


точки А, так что прямые [ и [5 пересе- 
каются вне полосы —8/3<х=< 4. 
Далее, прямая [, касается окружно- 
сти х?-- у? =10, поскольку система 


у’ =10, 
{ Зу —х-+-10=0 
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А (—8/3; —4), 


имеет единственное решение 
(х=1, у= -— 3). Прямая же И прохо- 
дит через центр данного круга. Поэто- 
му интересующая нас фигура — это 
трапеция АВСО, из которой удален 
полукруг радиусом 10 (граница этой 
фигуры выделена на рисунке 6 крас- 
ным цветом), так что искомая пло- 
щадь равна 


ЕС) й бд, 
где АВ=2/9, СО = 8, в —=20/3. Таким 
образом, мы получаем ответ: 
о —5л 

27 ° 


5 (1980 г.). На координатной плос- 
кости рассматривается множество М 
всех точек, координаты (а; Ь) которых 
удовлетворяют условиям —3<а-— 0, 
0—5—9 и таковы, что уравнение 

(Б-- 2а) х-Н(Ь- Та) + ь—а=0 
имеет четыре различных корня. 
1) Принадлежит ли точка М (—2; 3). 
множеству М? 2) Найдите площадь 
многоугольника, внутренней облас- 
тью которого является множество М. 

Решение. Алгебраически-геомет- 
рическая формулировка задачи гово- 
рит о том, что и решение должно быть 
алгебраически-геометрическим. Мы 
начнем с алгебраического анализа 
условий, после чего используем ре- 
зультаты этого анализа для определе- 
ния геометрической природы мно- 
жества М. 


Данное биквадратное уравнение 


.имеет четыре различных корня тогда 


и только тогда, когда уравнение 

(6-+ 2а) 224 (6+ Та) 2-+-ь—а=0` (1) 
имеет два различных положительных 
корня. Для этого необходимо и доста- 
точно одновременное выполнение сле- 
дующих условий: 

а) уравнение (1) — квадратное 
(6-- 2а==0) и его дискриминант поло- 
жителен: 

(6 -- 71а) —4 (6+ 2а)(6—а)>0; (2) 

6) произведение и сумма корней 
уравнения (1) — положительные чис- 
ла, то есть 

Ь—а __ В-+тТа 

Ь-2а >, Ь-- 2а 

(мы использовали теорему Виета), что 
эквивалентно системе 

{ (6 —а) (6-4 2а)>0, (3) 

—(Ь- Та) (Ь-- 2а) > 0. (4) 

Левую часть неравенства (2) можно 
рассматривать как квадратный трех- 


0 


` определения. 


Рис. 7. 


член относительно переменной а с ко- 
эффициентами, зависящими от пара- 
метра 6. Корни этого трехчлена 
а! = —6/3, аг=36/19, так что нера- 
венство (2) можно переписать в виде 
57 (@-- 5/3) (а—35/19)>0. (2’) 
Переходя к координатной плоскости 
(а; 6), мы видим, что все полученные 
неравенства (2’),(3) и (4) имеют вид 
неравенства (х*). Рассмотрим на плос- 
кости (а; 5) соответствующие прямые 
(рис. 7). Используя замечание, сделан- 
ное относительно множества точек, 
удовлетворяющих неравенству (х), и 
учитывая ограничения —3<а< 0, 
0— 6—9, получим в пересечении мно- 
жество М — треугольник АВО 
(см. рис. 7). Теперь легко видеть, что 
точка № (—2; 3) множеству М не при- 
надлежит, поскольку она лежит ниже 
прямой $ —= —2а. Найдя координаты 
точек А и В: А(—3; 6), В(—3; 9), 

получим искомую площадь: 
5—АВ:0С "9 


2 2° 
Ответ: 1) не принадлежит; 2) 9/2. 
6 (1977 г.). Найдите площадь фигу- 
ры, которая задается на координатной 
плоскости системой неравенств. 


8х? 3," +3>2у+1, = (5) 
у-+-4 >2\3|х|. (6) 
Решение. Область определения 


неравенства (5) и всей системы нахо- 
дится из условия 3х’ 3Зу?—3>0, 
то есть х?-+-у?>1. Это — внешность 
круга (вместе с границей) радиусом 1 
с центром в начале координат. В по- 


` луплоскости у< — : неравенство (5) 


выполняется для всех (х; у) из области 
полуплоскости 


и> — > неравенство (5) равносильно 


неравенству 3х? —(у-- 2)? >0, или 
(8 х—у—2)(\/3 х+у+2)>0. (5’) 
Пусть Г — окружность х?- у’=1, 
Ни [5 — прямые, задаваемые уравне- 
ниями у— 3х 2=Оиу-- 3х2 = 
—0 соответственно (рис. 8). Прямые 
1.и Ь касаются окружности Ё 


‘ в точках А (33/2; —1/2) и А, (—-/3/2; ° 


— 1/2) (проверьте это, рассмотрев со- 
ответствующие системы уравнений). 
Учитывая то, что неравенство (5’) 
имеет вид неравенства (»), а также 
предыдущие замечания, получаем, 
что неравенство (5) выполняется п об- 
ласти, заштрихованной на рисунке 8. 
Но мы еще не учли ограничений, за- 
даваемых неравенством (6). 

Два луча, задаваемые уравнением 
у-+4=2`\!3|х|, выходят из точки 
С (0; —4) и пересекаются с прямыми 

и [1 в точках В(2/\/3; 0) и 
В, (—2/\3; 0), лежащих на оси абс- 
цисс. Неравенству (6) удовлетворяют 
точки, находящиеся внутри угла 
ВСВ. Поэтому множеством точек, 
удовлетворяющих одновременно не- 
равенствам (5) и (6), является фигура, 
граница которой выделена на рисун- 
ке 8 красным цветом (р — точка пере- 
сечения окружности Г с осью Оу). 
Обозначая через 5\,. 5-5 и $. соответ- 
ственно площади треугольников 
СВ,В, ОАВ и сектора ОРА, получаем, 
что искомая площадь равна 
5'--2(52-+5.). Поскольку 
$ =ОС.ОВ=8/\}3, 


5,= $ ОВ-ОА -вт ^ =-/376 
9$ 


так как 


(угол ДОА равен 
соз РОА =1/2), 
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получаем ответ: 
равна {7 `/3—л)/3З. 

Конечно, приведенные шесть задач 
далеко не исчерпывают все типы за- 
дач на координатной плоскости, пред- 
лагавшихся (в последние 10 лет) на 
вступительных экзаменах в МФТИ. 
Мы постарались разобрать наиболее 
интересные и трудные из них. При 
этом мы совершенно не коснулись 
еще одного очень важного раздела — 
задач на касательные к графикам 
функций — по той причине, что сов- 
‘сем недавно в «Кванте» была опубли- 
кована большая статья, посвященная 
именно таким задачам (см. «Квант», 
1986, № 3, с. 51). Чтобы у читателей 
составилось более полное представ- 
ление, мы предлагаем им самостоя- 
тельно решить следующие упраж- 
нения: 


искомая площадь 


1 (1984 г.). Через точку М (5; 6) проведена 
касательная к параболе у=6х:/25, пересекаю- 
щая ось абсцисс п точке М, а ось ординат в Тточ- 
ке Р. Найдите радиус окружности, вписанной 
в треугольник МОР (О — начало координат). 


2 (1979 г.). К параболе => в двух 


ее точках проведены касательные, пересекаю- 
щиеся в точке А`и, пересекающие ось абсцисс 
в точках Ви С. Треугольник АВС — равнобед- 
ренный, и его угол АВС равен 2л/3. Найдите 
площадь этого треугольннка. 

3 (1978 г.). На координатной плоскости да- 
ны две прямые у= —х и у=5х —6. Найдите: 
1) значения а и 6, при которых обе данные 
прямые касаются параболы у==х’+4ах+ 5; 
2) координаты точек касания. 

4 (1982 г.). В точках А и В параболы 
у=х"—3Зх--1 проведены касательные, угло- 
вой коэффициент одной из касательных равен 1. 


Парабола и-=4х?--ах--1{а2>0) также каса- 
ется каждой из этих прямых. Найдите значе- 
ние параметра а и расстояние между точка- 
ми А иВ. 

5 (1983 г.}. На координатной плоскости да- 
ны точки В (3; 1) и С (5; И. Рассматриваются 
трапеции, для которых отрезок ВС является 
одним из оснований, а вершины другого осно- 
вания лежат на дуге параболы у=(х— 1), вы- 
деляемой условием 0 <. х<. 2. Среди этих трапе- 
ций выбрана та, которая нмеет наибольшую 
площадь. Найдите эту площадь. 

6 (1978 г.). Вершины А, В, С треугольника 
имеют соответственно координаты (—2; —1), 
(0; 9). (8; 1). Найдите: 1) все значения а, для ко- 
торых координаты точки пересечения медиан 
треугольника АВС являются решением систе- 
мы неравенств 


2х— уфа 0, 
{ бх+Зу+ 5а>0; 
2) все значения &, для которых координаты 
хотя бы одной точки отрезка ВС являются ре- 
шением этой системы. 


7 (1977 г.). Графики функций у= =. и 


11 
уз —2х, рассматриваемые в первой коор- 


динатной четверти (х > 0, у>> 0), пересекаются 
в точках А и В. Гипотекуза равнобедренного 
прямоугольного треугольника перпендикуляр- 
на осн Ох, две его вершины лежат на первом 
графике, а третья — ка отрезке АВ. Найдите 
длииы сторон треугольиика. 

8 (1985 г.). Найдите все значения парамет- 
ра а, при которых вершниы двух парабол 
у=4х* —8ах—а и у=4ах‘ —8х{-а—2 лежат 
по одну стороиу от прямой у -—= ——В (но не лежат 
на этой прямой). 

9 (4980 г.). На координатной плоскостн рас- 
сматрнвается миожество М всех точек, коорди- 
иаты (а;65) которых удозлетворяют условиям 
Ь-> 2а. |6 | < 5,[@| 5 я таковы, что уравнение 

х‘/(За-+ 5)-{ (2а — ЗЬ} х' 4-8 + 5 =0 
не имеет корней. 1) Принадлежит ли точка 
Р (2; —3) миожеству М? 2) Найдите площадь 
многоугольника, внутренней областью кото- 
рого является множество М. 


Построение 
диалоговых алгоритмов 


{Начало см. на с. 40.) 


алг-«бросание мяча в корзину» 
арг вещ Г. О 
нач лит попал 
вещ 0, а0, [ 
попал: —=нет 
пока попал==нет 
нц 
запрос («угол бросания=», а0) 
запрос (начальная скорость=ь, 00) 
выбор 
при 20<0 
ПОПАЛ; ==нет 
вывод («странная скорость») 
пры 0—0 или а0 > 90 
попал: —=нет 
вывод («страниый угол») 
иначе 


расчет попаданий 
выбор 
при попал==да 
вывод (змолодец, попал») 


при {< Ё 
вывод (‹«недолет», г, «метровь) 
пря {> Ё 
вывод (+перелет», г, «метров» ) 
все 
все 
кц 


кон 
алг «расчет попаданий» 
арг: вещ ДО, Г. 00, а0 
рез: лит попал 
вещ г 
нач вещ &. [ 
#8: —9,81 
1: = 0}. 51 (2-а0-л/180\/я 
г:—=Ь—| 
если г Шр/2 
то попал: =да 
иначе попал: =нет 
все 
кон 


Олимпиады 


& 


ХХ Всесоюзная 
олимпиада 
по математике 


Кандидат физико-математических наук 
В. В. ВАВИЛОВ, 

кандидат физико-математических наук 
С. В. РЕЗНИЧЕНКО, 

кандидат физико-математических наук 
И. Н. СЕРГЕЕВ 


С 24 по 29 апреля на родине В. И. Ле- 
нина в г. Ульяновске проходил за- 
ключительный тур ХХ Всесоюзной 
математической олимпиады школь- 
ников, посвященной 2175-летию со дня 
рождения М. В. Ломоносова. В 1982 го- 
ду Ульяновск был организатором за- 
ключительного тура Всероссийской 
физико-математической и химической 
олимпиады школьников, и вот теперь 
город удостоен чести провести юби- 
лейную Всесоюзную математическую 
олимпиаду. В заключительном туре 
ХХ олимпиады приняли участие 
команды 14 союзных республик, по 
одной команде от четырех зон РСФСР, 
команды Москвы и Ленинграда, школ 
Министерства путей сообщения, семи 
специализированных — республикан- 
ских физико-математических школ, 
а также команда г. Ульяновска — 
организатора олимпиады. Всего в 
олимпиаде участвовало 163 школь- 
ника: 46 восьмиклассников, 58 девя- 
тиклассников и 59 десятиклассников, 
в том числе 27 призеров ХХ Все- 
союзной олимпиады. 

С момента прибытия в Ульяновск 
члены и руководители команд были 
окружены заботой и вниманием хо- 
зяев олимпиады. На регистрации уча- 
стников олимпиады тепло приветство- 
вали члены оргкомитета, на память 
об олимпиаде каждому члену коман- 
ды и руководителю были вручены 
юбилейная медаль, традиционный 
значок, программа олимпиады, суве- 
ниры. От Академии педагогических 
наук СССР каждому участнику вруча- 
лась библиотечка литературы по мате- 


матике. На всех мероприятиях олим- 
пиады команды сопровождали комис- 
сары — ученики 9-х классов школ го- 
рода, работники областного отдела на- 
родного образования, учителя школ и 
преподаватели вузов. 

Торжественное открытие ХХ Все- 
союзной математической олимпиады 
состоялось 24 апреля на территории 
Ленинского мемориала. Сначала у 
памятника В. И. Ленину была прове- 
дена торжественная линейка, участ- 
ники олимпиады возложили цветы. 
С приветствием и пожеланиями успе- 
хов к юным математикам обратился 
зав. отделом науки и учебных заведе- 
ний при Ульяновском обкоме КИСС 
А. Л. Кругликов. Затем под звуки ор- 
кестра колонна участников олимпиа- 
ды направилась в Ленинский мемо- 
риал, где в Большом зале состоялась 
торжественная церемония открытия 
олимпиады. Перед участниками вы- 
ступили секретарь Ульновского об- 
ластного комитета партии В. Н. Свер- 
калов, зам. председателя Центрально- 
го оргкомитета Всесоюзной олимпиа- 
ды М. Н. Тамбиева, зам. председателя 
жюри олимпиады, доктор физико-ма- 
тематических наук А. В. Штраус. 
С пожеланиями успехов к своим 
друзьям-соперникам обратились по- 
бедители ХУПТ и ХХ Всесоюзных 
олимпиад. Завершилось торжествен- 
ное открытие концертом художествен- 
ной самодеятельности, который в 
честь участников олимпиады, руково- 
дителей команд и членов жюри дали 
лучшие творческие коллективы школ 
города. 

Следующие два дня — 25и 26 апре- 
ля — были самыми трудными для 
участников олимпиады, ведь в каж- 
дый из этих дней они должны были 
решить по 4 конкурсные задачи. При- 
ятно отметить, что участники олим- 
пиады в целом успешно справились с 
предложенными задачами. 

Нелегкими оказались дни олимпиа- 
ды для членов жюри, работавшего 
под руководством академика АН УССР 
Б. В. Гнеденко. Ведь в сжатые сроки 
нужно было организовать проверку 
большого числа работ, провести ана- 
лиз предложенных решений (многие 
из которых были весьма оригинальны 
и часто неизвестны жюри) и разбор 
задач с обсуждением типичных оши- 
бок для участников олимпиады и ру- 
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ководителей команд. В каждом классе 
жюри провело конкурс на лучшую 
задачу. По мнению участников олим- 
пиады лучшими, т. е. наиболее инте- 
ресными и содержательными, были 
в 8-м классе — задача № 8, в 9-м и 
10-м классах — задача № 7. Приятно 
отметить, что при определении луч- 
шей задачи участники олимпиады ис- 
ходили из соображений математиче- 
ской красоты и изящества, а вовсе не 
из коньюнктурных соображений типа 
«лучшая задача — это та, которая 
принесла мне больше зачетных оч- 
КОВ». 

На своем заключительном заседа- 
нии жюри утвердило итоги олимпиа- 
ды по классам. Торжественное закры- 
тие олимпиады и награждение побе- 
дителей состоялось 29 апреля в го- 
родском Дворце пионеров и школь- 
ников. 

Особенно следует отметить выступ- 
ление Антона Лунина (с. ш. № 57, 
г. Москва) — победителя трех послед- 
них всесоюзных олимпиад! Успешно 
выступили на олимпиаде самые юные 
участники: среди восьмиклассни- 
ков — ученики 6-го класса Роман Без- 
рукавников (с. ш. № 24, г. Калуга) и 
Борис Дубров (с. ш. № ТОТ, г. Минск); 
среди девятиклассников — занявший 
11 место Савва Павлов (с. ш. № 4, 
г. Черновцы, УССР). 

Стал уже традиционным математи- 
ческий бой между командой жюри, 
составленной на этот раз из бывших 
участников Международных матема- 
тических олимпиад, и школьниками, 
участниками олимпиады. Соревнова- 
ния, как раныше, проводились по за- 
дачам раздела «Квант» для младших 
школьников». С минимальным преи- 
муществом на этот раз победили 
школьники. 

Интересно прошла встреча с редак- 
цией журнала «Квант» в актовом за- 
ле школы, в которой учился Володя 
Ульянов. Членам редколлегии были 
заданы десятки вопросов о журнале 
и математике, было высказано много 
интересных предложений по содержа- 
нию и оформлению журнала. 

Обширной была культурная про- 
грамма олимпиады: обзорная экскур- 
сия по ленинским местам Ульянов- 
ска, посещение музея Центра граж- 
данской авиации стран — членов 
СЭВ, посещение Краеведческого и Ху- 
дожественного музеев, участие в ми- 
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тинге-концерте «Сердце матери», по- 
священном М. А. Ульяновой, встречи 
со школьниками города. Четко, опера- 
тивно работал пресс-центр олимпияа- 
ды, ежедневно выпускались стен- 
газеты, были подготовлены 4 радио- 
передачи. Итоги и ход олимпиады 
освещали областное телевидение и 
радиовещание. 

Надолго запомнятся участникам 
олимпиады напряженные, заполнен- 
ные встречами, увлекательной борь- 
бой, творческими дискуссиями дни, 
которые они провели в Ульяновске. 
Новых успехов вам, ребята! 


Задачи 
Первый день 
8 класс 


1. Корнн уравнения х’-+ах --1=Ь являют- 
ся натуральными числами. Докажите, что 
а?*-}-5’ — составное чнсло. 

В. Федотов 

2. Два одинаковых квадрата а пересечении 
образуют восьмиугольник. Сторовы одного 
квадрата синне, а другого — крвсиые. Дока- 
жите, что сумма длин синих сторон восьми- 
угольникя равиа сумме длин его красиых 
сторон. 

В. Произволов 

3. Точка М лежит на стороне АС остро- 
угольного треугольника АВС. Вокруг треуголь- 
ников АВМ и СВМ описываются окружности. 
При каком положении точки М площадь общей 
части ограничиваемых ими кругов будет иви- 
меньшей? 

С. Долматов 

4. В одном государстве король хочет по- 
строить п городов и п—1 дорог между ними 
так. чтобы из каждого городв можио было 
проехать в любой другой. (Каждая дорога со- 
единяет два города, дороги не пересекаются и 
не проходят через другие города.) Король хо- 
чет, чтобы кратчайшие расстояния по сети 
дорог между парвын городов равнялись соот- 


п(п—1} 


ветственно 1 км, 2 км, 3 км, ..., м. 


Возможно ли это, еслн: а) л=6б; 6} п= 1986? 
А. Анджанс 


9 класс 

1. Докажите, что на координатной плоскости 
нельзя нарисовать вып ый четырехуголь- 
ник, у которого одна диагональ вдвое длиниее 
другой, угол между диагонвлями равен 45°, 
а координаты каждой вершины являются це- 

лыми числами. 
Л. Купцов 
2. Докажите, что прямоугольную таблицу 
размером пх т можно заполнить квадратами 
различных натуральных чисел так, чтобы сум- 
мы чисел в каждой строке и каждом столбце 
были также квадратамй иатуральных чисез. 
Н. Агаханов, О. Ляшко 
3. Две окружности, расстояние между цент- 
рами которых равно [, пересекаются п точках 
М и №. Через точки М, № и точку А первой 
окружности (отличную от М и М) проведены 
прямые, пересекающие вторую окружность в 
точках Вн С соответственно. а) Докажите, что 
радиус окружности, описанной около тре- 
угольника АВС, равен {. 6) Какое  миожество 


точек образуют центры окружностей, опнсан- 
мых около треугольника АВС, еслн точка А 
пробегает первую окружность? 
Б. Чиник 
А. На плоскости дан правильный шести- 
угольник. Каждая его сторомиа разделена ма 
1000 равных частей, и точки деления соедине- 
ны отрезками, параллельными сторонам шестн- 
угольника. Выберем какие-либо три узла полу- 
чившейся сетки, являющиеся вершинами пра- 
вильного треугольника, и окрасим их. Будем 
продолжать окрашивать таким способом трой- 
ки узлов до тех пор, пока это возможно. Дока- 
жите, что если неокрашеиным останется один 
узел, то он не может быть вершиной исходного 
шестиугольиика. 
С. Дужин 


10 класс 
1. Найдите все натуральные числа, каждое 
из которых равно квадрату числа всех своих 
делителей. 
Б. Ивлев 
2. Докажите, что для любых положительных 
чисел а:, а., ...а» выполнено неравенство 


1 2 3 
+... + 


а, а, а. а, а а: 


п 1 1 1 
+ РЕ ЕТ <«1 + а + 2). 


Л. Курляндчик 
3. Через вершину А треугольника АВС, в ко- 
тором АВ-- АС, проводятся рвзличные прямые. 
Докажите, что любая из них может содержать 
не более одиой точки М, отличной от вершин 
треугольника ин удовлетворяющей условию 
Г АВМ={ АСМ. Определите, какие из рас- 
сматриваемых прямых не содержат ни одной 
такой точки. 
О. Мусин 
А. Куб с ребром длиной п, п>3, состоит 
из п? единичных кубиков. Докажите, что в 
каждом из этих кубиков можно записвть по 
целому числу так, чтобы все п? чисел были раз- 
личными, а суммы чисел в любом ряду, парал- 
лельном какому-либо ребру куба, равнялись 
нулю. 
Ю. Нестеренко, И. Сергеев 


Второй день 
В класс 
5. Десятичная запись ивтурального числа п 
состоит из п одинаковых цифр х, числа В — нзп 
одинаковых цифр у, а числа г — из 2п одина- 
ковых цифр х. Для любого п найдите все 
такие цифры х, и, 2, для которых а’ 6 ==с. 
В. Вавилов 
6. Внутри выпуклого двенадцатиугольника 
даны две точки, расположенные на расстоянии 
10 см друг от друга. Для каждой из этих точек 
нашли сумму расстояний от нее до вершин 
двенадцатиугольника. Докажнте, что получеи- 
ные суммы различаются менее чем на 1 м. 
Н. Нецветаев 
7. Молоко разлито по 30 стаканам. Маль- 
чик пытается добиться, чтобы во всех стаканах 
молока стало поровну. Для этого он берет любые 
два стакана и отливает молоко из одного в 
другой до тех пор, пока количество молока в 
них не уравняется. Можно ли разлить молоко 
по стаканам так, чтобы мальчик не смог до- 
биться своей цели, сколь бы долго он ни зани- 
мался переливаннем? 
Ю. Нестеренко, И. Сергеев 


8. Неноторый прямоугольник разделен пря- 
мыми, параллельнымн сторонам, на квадраты 
со стороиой 1, которые раскрашены в шахмат- 
ном порядке в белый и черный цвет. Диагональ 
прямоугольника разбилась на белые и черные 
отрезки. Найдите отношение суммы длин белых 
отрезков к сумые длин черных отрезков, еслн 


размер прямоугольника: а) 100х99; 
6) 10199. 
А. Берзиньш 
9 класс 
5. На плоскости дан правильный п-угольник 
А.А....А.. в) Докажите, что еслн п — четное 


число, то для произвольной точки М плоскости 


н выражении МА, +МА.+...-МА „ можно 
так выбрать знаки «плюс» н «минус», Что нолу- 


ченная сумма будет равна 0. 6) Докажите, что 
если п — нечетное число, то указанное вырва- 
жение с помошью выбора знаков «плюс» и 
«минус» можно обратить в О’только для конеч- 
ного числа точек М плоскости. 

С. Рукшин 

6. См. задачу № 8. пункт 6) для 8 класса. 

7. Клетки квадратной таблицы размером 
пхп заполняются числами 1 по следующим 
правилам: 

1) во все граничные клетки таблицы поме- 
щаются числа —1; 

2) число, помещаемое я очередную незапол- 
ненную клетку таблицы, равно произведению 
ближайших к этой клетке чисел, расположен- 
ных по разные стороны от нее и лежащих или 
в одной строке п ней, или в одном столбце с ней. 
Так делается до тех пор, лока все пустые клетки 
таблицы не будут заполнены. р 

а) Какое наибольшее количество -|-1 может 
получиться в таблице? 

6) Какое наименьшее количество |-1 может 
получиться и таблице? 

Н. Агаханов 

8. Докажите, что для каждого натурального 
п справедливо неравенство | Ёп 1 | |зт 2|-+...-|- 


+ [12 (Зл — 1) |+ [#1 3н | >> 5 п. 
В. Берник 


10 класс 
5. Докажите, что сумма всех чнсел вида 
та. 
1= т< п< 1986, не являются целым числом. 
Д. Митькин 


6. Около окружности радиусом 1 описаны 
квадрат и треугольник. Докажите, что пло- 
щадь общей части квадрата и треугольника 
больше 3,4. Можно ли утверждать, что эта пло- 
щадь больше 3,57 


‚ где т, п — натуральные чнсла и 


Е. Букин 
9. Миогочлен р(х\ назовем допустимым, 
если все его коэффициенты равны 0, 1, 2 илн 3. 
Для данного натурального п иайдите число 
всех допустимых многочленов, удовлетворяю- 
щих условию р{2!=п. 
Д. Флаас 
8. Рассмотрим все тетраэдры АХВУ, описан- 
ные около данной сферы. Докажите, что при 
фиксироваиных точках А и В сумма углов про- 
странствеиного четырехугольника АХВУ, 
то есть величина 


2 АХВ-|- { ХВУ{ ( ВУА+ С ТАХ, 


не зависит от выбора точек Х и УХ. 
Н. Шарыгин 
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ХХ Всесоюзная 
олимпиада 
по физике 


А. Р. ЗИЛЬБЕРМАН, В. В. КАШКАРОВ 


В этом году состоялась ХХ Всесоюз- 
ная олимпиада школьников по физи- 
ке, посвященная 275-летию со дня 
рождения М. В. Ломоносова. Заклю- 
чительный этап олимпиады проходил 
с 16 по 22 апреля в столице Казах- 
стана — городе Алма-Ате. 

17 апреля участники олимпиады 
возложили цветы к памятнику 
В. И. Ленину и Мемориалу Славы, 
после чего состоялось торжественное 
открытие олимпиады. Собравшихся 
приветствовали члены оргкомитета и 
победители прошлогодней олимпиа- 
ды. Был показан документальный 
фильм о Советском Казахстане. В за- 
ключение был дан большой концерт. 

Утром следующего дня прошел тео- 
ретический тур олимпиады. Восьми- 
классникам предлагалось решить 
4 задачи (на решение отводилось 
4 часа), а девятиклассникам и десяти- 
классникам — по 5 задач (в течение 
5 часов). Одна из задач этого тура — 
задача 2 для девяти- и десятиклассни- 
ков (см. ниже) — была не совсем 
обычной: участникам показали опыт 
н попросили объяснить наблюдаемое 
явление, а также провести необходи- 
мые расчеты. (Для тех, кто захочет 
повторить этот красивый опыт, под- 
скажем — нужно как следует подсо- 
лить воду и подкрасить ее чернилами. 
После двух-трех циклов опыт лучше 
прервать и сказать, что дальше будет 
то же самое. Впрочем, если подобрать 
несмешивающиеся жидкости, то опыт 
можно и продолжить.) 


Рис. 1. Рис. 2. 


Вот задачи, которые были предло- 
жены участникам олимпиады (как 
обычно, часть этих задач опубликова- 
на в Задачнике «Кванта» в двух пре- 
дыдущих номерах журнала): 


8 класс 

1. Блок радиусом Я плотно насажен на ци- 
линдр радиусом г. Получившийся двойной блок 
укреплен на оси О {рис. 1). Нитка, прнвязаиная 
к стене, переброшена через блок, а второй ее 
конец намотаи на цилиндр. Диаметр нижнего 
свободного блока, к оси которого подвешен груз 
массой М, разен К-| г, так что свешивающиеся 
части нити вертикальны. Вся система находит- 
ся в равновесии. Чему равна сила натяжения 
нити в точке А? Трение в оси О пренебрежимо 
мало. 


2. Собрана схема, содержащая 50 разных 
амперметров и 50 одинаковых вольтметров 
(рис. 2). Показания первого вольтметра 
[Л =9,6 В. первого амперметра 1 —=9,5 мА. 
второго амперметра 1. =9,2 мА. Определите по 
этим данным сумму показаний всех вольтмет- 
ров. Не задавайте никаких вопросов — больше 
ничего не задано. 

3. Мощный транзистор, выделяющий тепло, 
закреплен ив теплоотводящей пластине, обду- 
ваемой ветром, температура которого равна 
30 °С. На рисунке 3 показано распределение 
температур на пластиие, Определите рассеивае- 
мую мощность. Известно, что равномерно на- 
гретая до -}-70°С пластииа рассеивает мощ- 
ность Р»=0 Вт при температуре воздуха 
20 °С. Теплоотдача пропорциональна разности 
температур пластины и воздуха. 

4. Катер, привязанный у берега большого 
озера (береговая линия — прямая), неожидан- 
но отвязался, и ветер погнал его с постоянной 
скоростью 5. = 2,5 км/ч под углом & =15° к бе- 
регу. Ваша скорость на берегу 2,==4 км/ч, 
в воде 0.=2 км/ч. Сможете ли вы догиать 
катер? При какой скорости катера это вообще 
возможно? 


9 класс : 

1. Два спортсмена держат натянутый шнур 
АБ (рис. 4). По сигналу спортсмен А начинает 
двигаться на восток со скоростью во=1 м/с, 
а спортсмен Б — на юг с постоянным ускоре- 
нием. Найдите это ускорение, если известно, что 
узел В, завязаиный на шнуре, при движении 
прошел через точку Г. Масштаб изображен на 
рисуике 4. 

2. В большой сосуд с жидкостью плотностью 
р, опущен маленький цилиндрический сосуд 
площадью 5, в дно которого вставлена трубоч- 
ка длиной { (рис. 5). Стенки сосудов скреплены 
жестко между собой. В маленький сосуд нали- 


Рис. 3. 


вают подкрашенную жидкость плотности 
р: (2 > ри до высоты Н, так, что уровни жид- 
костей в большом и малом сосудах совпадают. 
В некоторый момент времени отверстие п тру- 
бочке открывают, и тяжелая жидкость начи- 
нает вытекать в большой сосуд. Затем через 
некоторое время легкая жидкость втекает и 
маленький сосуд, после чего процесс повторя- 
ется. Какая масса тяжелой жидкости вытечет 
из малого сосуда в первый раз? Найдите, 
какая масса легкой жидкостн будет втекать 
п маленький сосуд и какая масса тяжелой жид- 
кости будет из него вытекать за каждый цикл 
в дальнейшем. Считать, что жидкости не сме- 
шиваются, поверхностным натяжением пре- 
небречь. 

Примечание. В аудитории был показан 
соответствующий опыт. 

3. Под поршнем в высоком цилиндрическом 
сосуде находится некоторое количество гелия. 
Газ нагревают, и поршень скользит вверх. 

.При какой мощности нагревателя скорость 
поршия будет постояниа и равна в=1 м/с? 
Масса поршня 77 г- 2 кг, сила трения его о стен- 
ки сосуда Р,„›=10 Н. Атмосферное давлекие 
отсутствует. 

4. Ключ К периодически замыкают на время 

-_-5 —3 

т, =1.10-”с и размыкают на т2—20.10 “с 
{рис. 6). При какой частоте переключений 
стрелка амперыетра практически ие дрожит? 
Какой ток показывает амперметр магнитоэлек- 
трической системы? Внутренне сопротивление 
батареи и сопротивление амперметра преие- 
брежимо малы, В=100 Ом, С--10 мкФ, 
И =10 В. 


5. Мощный транзистор, выделяющий тепло, 
закреплен на теплоотводящей пластине, обду- 
ваемой воздухом. На рисунке 3 показано рас- 
пределение температур на пластине. Опреде- 
лите температуру воздуха, если известно, что 
рассеиваемая мощность Р-==7 Вт. Известно так- 
же, что равиомерно иагретая до -- 70 °С пласти- 
на рассеивает мощность Ри=-10 Вт при темпе- 
ратуре воздуха --85 °С. Теплоотдача пропор- 
циомальнв разности температур пластины и 
воздуха. 


10 класс 

1. Крупнейший в мире советский телескоп 
имест в качестве объектива зеркало диамет- 
ром Р=6 м. Какое время потребуется, чтобы 
сравиивая полученные иа этом телескопе фото- 
снимки, можно было заметить взаимное враще- 
ние нашей Галактикн н тумаиностн Андромеды 
вокруг общего центра масс? Расстояние до ту- 
манности Андромеды Е-1,42.10П В, где 
Ло — радиус орбнты Земли. Массы Галактики 
и туманностн Аидромеды равиы соответствеино 
Мг=2,5-10' Ми МА=3,6-10'' Мо, где Мо — 
масса Солнца. Фотографирование ведется в ви- 
димом свете на длине волны ^=5.107’ м. 

2. См. задачу @ для 9 класса. 

3. Подвижный поршень делит цилиндр на 
две одинаковые части объемом Ус=10 “м? 
(рис. 7). В одной части находится сухой воздух, 
а в другой — водяной пар м вода. Масса воды 
т=4 г. При медленном нагревании цилиндра 
поршень приходит в движение. После смещения 
поршня на 1/4 длины цилиидра движенне пре- 
кратилось. Какая масса паров воды находилась 
в сосуде до нагревания? Определите массу воз- 
духа в цилиндре и его начальную температуру. 
Нрн. какой температуре цилиндра поршень 
лерестал двигаться? Универсальная газовая 
постоянная В == 8,31 Дж /(моль. К). Зависимость 
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Рис. 9. 


давления насыщенных паров от температуры 
рн (#} приведена в таблице: 


г, °С 


о Бе в ||) 


4. В катушку может свободно втягиваться 
ферромагнитный сердечник массой М—0,01 кг. 
Катушку подключили к нсточнику © напряже- 
нием И=—100 В, и через катушку протек ток 
{показанный на графике на рисунке 8}. Оцени- 
те начальную индуктивность катушки. Прене- 
брегая потерямн, найдите скорость сердечника 
в момент времени т=10`° с. 

5. «Черный ящик» бодержит катушку, резн- 
стор н конденсатор и нмеет трн вывода. При 
его исследовании были получены следующие 
результаты. В схеме, изображенной на рисун- 
ке 9, а, амперметр показал Г, =0,1 А при чвс- 
тоте генератора ^’; <= 1000 Гц, а ток через него 
отставал от входного напряжения на л/6. Чвс- 
тоту генератора уменьшили в 100 раз, при 
этом ток возрос менее чем в 2 рвза. Частоту 
генератора вернулн к прежнему значению, 
в вместо амперметра подключили вольтметр, 
как показано на рисунке 9,6. Он показал 
[1 =20 В, а сдвиг фаз между напряженнем иа 
вольтметре и входным напряжением опять 
составил но величине л/6. Найдите ло этим даи- 
ным параметры элементов «черного ящика». 
Во сколько раз нужно изменить частоту гене- 
ратора, чтобы и схеме на рисунке 9,6 сдвиг 
фаз составил л/2? Измерительные приборы 
можно считать идеальными. Напряжение на 
выходе генератора меизменно, его внутреннее 
сопротивление пренебрежимо мало. 


После того как участники закончи- 
ли работу, жюри олимпиады присту- 
пило к проверке. В числе проверяю- 
щих были представители Москвы, Ле- 
нинграда, Новосибирска, Еревана, 
Куйбышева, Алма-Аты. Как обычно, 
проверка была организована так, что 
каждая работа внимательно просмат- 
ривалась не менее двух раз. Вначале 
работы «проходили по конвейеру», на 
котором каждая задача проверялась 
двумя членами жюри (они проверяли 
данную задачу во всех. работах). За- 
тем обсуждались и утверждались 
председателем жюри критерии оценок 
каждой из задач, и после этого прово- 
дилась вторая проверка — в этот раз 
члены жюри просматривали всю рабо- 
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ту участника. Возможные расхожде- 
ния в оценках при первой и второй 
проверках обсуждались тут же. По 
установившейся традиции авторы ра- 
бот «раскрывались» только после пол- 
ного окончания проверки. 

В то время, когда участники решали 
задачи, были проведены разбор задач 
и их обсуждение с руководителями 
команд. Еще раз разбор задач теоре- 
тического тура для участников с изло- 
жением критериев оценки проводился 
после экспериментального тура. Уча- 
стники, недовольные своими резуль- 
татами, могли прийти на апелляцию 
и обсудить свою работу с членами 
жюри. 

19 апреля участники олимпиады 
и члены жюри приняли участие во 
Всесоюзном коммунистическом суб- 
ботнике — работали в Ботаническом 
саду. После работы осмотрели боль- 
игую коллекцию тропических расте- 
ний — интереснейших экспонатов это- 


го сада. 

На следующий день проходил экс- 
периментальный тур. Каждому участ- 
нику было предложено 2 задачи (на 
выполнение которых отводилось 
4 часа). 

В В классе первая задача относилась к цепям 
постоянного тока. Были даны две батарейки, 
в одну из которых (это сообщалось в условии) 
был последовательно впаян резистор с неизнест- 
ным сопротивлением. При помощи авометра 
нужно было определить напряжения батареек 
и величину неизвестного сопротивления. Тут 
достаточно было провести несколько измерений 
в различных схемах, например, соединяя бата- 
рейки последовательно и навстречу друг другу. 
Определить «препарированную» батарейку 
можно было таким способом: подключить 
вольтметр к одной нз батареек, а затем вторую 
батарейку присоедииить к первой параллельно, 
в противоположной полярности (подумайте — 
почему непременно в противоположной). Если 
показания вольтметра сильно не изменятся, 
значит, вначале мы подключились к обычной 
батарейке. 

Во второн задаче для восьмиклвссников 
нужно было определить массу груза, пользуясь 
своеобразной пружнной — часть ее витков 
была охвачена тонкой ниткой, которая ме ме- 
зала при небольших растяжениях, а при боль- 
ших изменяла жесткость пружины, зотклю- 
ЧАЯ» ЧАСТЬ ВЯТкКоОв. Еще были даны несколько 
грузов известиой массы {50 г), штатив, сосуд 
с водой и линейка. При помощи грузов извест- 
ной массы можно было проградуировать зие- 
линейную» пружину, но дело усложинялось тем, 
что неизвестный груз был слишком тяжелым 


. для обычного вэвешивания, так что приходи- 


лось прибегать к так ивзываемому гидроста- 
тическому взвепиванию. 

В первой задаче для 9 класса нужно было 
определить плотности двух веществ — оргстек- 
ла и пластилина прин помощи двух сосудов с 
водой, миллиметровой бумагн и линейки. Если 
бы один из материалов был легче воды, все 


было бы очень просто, однако и оргстекло, н 
пластилнн тонут в воде. Нужно было догадаться 
сделать из пластилина лодочку (или что-то 
вроде нее), чтобы она могла плавать в воде. 

Вторая задача для девятнклассников была 
посложиее. Участникам давалась кнопка — 
переключатель с тремя выводами. При нажатии 
на кнопку в ней происходит размыкание одной 
цепи и почти одновременное замыкание другой. 
Требовалось измерить «мертвое» время — вре- 
мя, в течение которого одна цепь уже разомкну- 
та, а вторая еще не замкнута. Для этого можно 
было использовать батарейку, набор резисторов 
в известными сопротивлениями (0,1 кОм, 1 кОм, 
10 кОм и 100 кОм), конденсатор большой емко- 
сти (500 мкф), полупроводинковый диод (типа 
ДЭЕ), авометр («Школьный») и провода. Идея 
измерения состояла в том, чтобы кондеисатор 
заряжался от батарейки через резистор только 
тогда, когда одна из цепей переключателя уже 
разоыкнута, а вторая еще не замкнута, то есть 
в продолжении «мертвого» времени, — именио 
для этого и нужен диод (рис. 10). Для калиб- 
ровки прибора коиденсатор следовало зарядить 
до иекоторого известного напряжения {для 
этого можно было сделать делитель напряже- 
ння батарейки е помощью резисторов) ин изме- 
рить его заряд гальванометром. Таким спосо- 
бом можно довольно точио измерять неболь- 
цргие отрезки времени. 

В первой задаче для 10 класса нужно было 
с помощью простых приборов (пробирка, стек- 
лянная трубочка с тонким отверстием извест- 
ного диаметра, мерная мензурка, миллиметро- 
вая бумага, линейка, пластилии, лед с водой 
в стакане, кусок жесткой проволоки н марле- 
вый тампон для протирания оборудования от 
влаги) измерить температуру и давление в ком- 
нате. Для этого было достаточио из пробиркн, 
стеклянной трубочки и пластилина сделать 
«газовый термометр», отделив объем внутри 
системы от наружного при помощи капли воды, 
пущеиной в трубочку. Заметим, что получив- 
шийся прибор — это не только термометр, но и 
барометр. Положив его набок, а затем поставив 
вертикально н рассчитав измеиение объема, 
можно найти давление в комнате. При этом 
очень важно, чтобы пробирка изнутри была 
сухой, а опыт проводился довольно быстро — 
пока незаметио испарение капли. Температуру 
можно найти, отградуировав «термометр» при 
0 “С в стакане г водой и льдом, а потом рассчи 
тав изменение объема при нагревании до ком- 
натной температуры. 

Интересно отметить, что точность получен- 
ных таким способом результатов оказалась до- 
вольно хорошей — результаты практически 
совпадали с показаниями «настоящих» термо- 
метра и барометра. 

Вторая задача для десятиклассников была 
вполне традиционной — определение электри- 
ческой схемы «черного ящика» с тремя вывода- 
ми н измерение величин сопротивлений рези- 
сторов, помещенных внутри. Все оборудованне 
состояло из этого «ящика» и авометра. Труд- 
ность заключалась в том, что кроме обычных 
в таких случаях диодов и резнсторов внутри 
был еще и конденсатор большой емкости 
(500 мкФ), из-за чего показания омметра в 
процессе зарядки конденсатора изменялись. 
Разряжался этот конденсатор тоже не сразу, 
так что методику измерений нужио было таца- 
тельно продумать. 


Участники олимпиады не только ре- 
шали различные задачи, но и активно 


отдыхали. Они побывали в научно- 
исследовательских лабораториях, где 
встретились с учеными Казахского 
государственного университета, для 
них была проведена встреча с препо- 
давателями и сотрудниками Москов- 
ского государственного университета. 
Гостеприимные хозяева организовали 
для участников олимпиады вечера 
отдыха, походы в театр, цирк, поездку 
в горы — на знаменитый спортивный 
комплекс Медео. В республиканской 
физико-математической школе 
(РФМШ), где проходила олимпиада, 
был устроен вечер занимательной фи- 
зики. Во время физбоя были проде- 
монстрированы интересные опыты, а 
члены жюри этого вечера, одетые в 
средневековые мантии, благосклонно 
выслущали объяснения, данные сорев- 
нующимися командами, и с некото- 
рыми из них согласились. Остальные 
объяснения были даны устроителями 
вечера, и теперь с некоторыми из них 
согласились участники физбоя. Вечер 
прошел весело и интересно. 

В спортивном зале школы можно 
было хорошо отдохнуть физически. 
Там была даже проведена встреча по 
баскетболу между командами жюри 
и участников. Несмотря на то, что к 
моменту встречи итоги олимпиады 
уже были подведены, победила коман- 
да жюри, правда с небольшим пере- 
весом. 

На олимпиаде была прекрасно орга- 
низована служба информации. По 
свежим следам событий буквально 
сразу появлялись фотогазеты. Вдоль 
коридоров школы были развешаны 
стенные газеты, мимо которых нельзя 
было пройти равнодушно. Рядом с 
участниками всегда были люди, гото- 
вые ответить на любой вопрос, напри- 
мер — куда пойти учиться после окон- 
чания школы. 

Во время торжественного закрытия 
олимпиады состоялось награждение 
победителей дипломами и различны- 
ми призами. В целом олимпиада про- 
шла успешно, на ней были победите- 
ли, но не было побежденных. 

Мы желаем всем участникам ХХ 
Всесоюзной физической олимпиады 
больших творческих успехов. 
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Призеры 
ХХ Всесоюзной 


олимпиады 
школьников 


Математика 


Дипломы Е степена 


по В классам получили 
Анисов С. «Харьков, с. 1. № 142), 
Вологодский В. (Омск, с. ш. № 91), 
Иванов С. (Ленинград, с. ш. № 533), 
Туляков Д. (Жданов, с. ш. № 7); 


ло 9 классам — 

Борисов Л. (Минск, с. ш. № 19), 

Борисов А. (Минск, с. ш. № 19), 

Стыркас К. (п. Черноголовка Московской обл... 
с. ш. № 82): 


по 10 классам — 

Глущенко Г. (Запорожье, с. ш. № 91), 
Крикис М. (Рига, ©. ш. № 1), 

Лунин А. (Москва, с. ш. № 57). 

Порошин В. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Радько Т. (Корсунь-Шевченковский, с. ш. № 4), 
Роганов В. (Москва, ФМШ № 18 при МГУ). 


ИХмпломы И степени 


ло 8 классам получили 

Баран А. (Минск, с. ш. № 6}, 
Безрукавников Р. (Калуга, с. ш. № 24), 
Берлов С. (Ленинград, с. ш. № 536), 
Гороховский А. (Киев, с. ш. № 79), 
Процак В. (Киев, с. ш. № 90), 

Сарканс У. (Алуксне, с. ш. № 1); 


Как проверить 


сделать еше что-нибудь по- 


по 9 классам — 

Апситис К. (Рига, с. ш. № 1), 

Баран А. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 
Биндер И. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Дынников И. (Жуковский, с. ш. № 1), 
Зайцев Д. (Киев, с. ш. № 145), 
Зудилин В. (Бельцы, с. ш. № 1$), 
Озалс Д. (Рига, с. ш. № 1), 

Пухов И. (Москва, с. ш. № 57), 
Смирнов С. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Тульбович А. (Харьков, с. м. № 27), 
Черных А. (Краснодар, с. ш. № 4); 


по 10 классам — 

Бендорфа К. (Рига, с. ш. № 1), 

Гиль А. (Ленинград, с. ш. № 239), 

Кярас С. (Молетай, с. ш. № 2), 

Петрунин А. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Судаков В. (Тбилиси, ФМШ им. Комарова). 


Дипломы ИТ степени 
по В классам получили 
Дубров Б. (Минск, с. ш. № 107), 

орков И. (Свердловск, с. ш. № 130}, 
Макогон.А. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 
Петровский Р. (Ленинград. ФМШ № 45 при 
ЛГУ), 


Румынин Д. (Красноярск, с. ш. № 10); 


по 9 классам — 

Енукидзе Н. (Тбилиси, с. ш. № 42), 
Каринский А. (Невинномысск, с. ш. № 6), 
Меркулов Б. (Куйбышев, с. ш. № 11), 
Павлов С. (Черновцы, с. ш. № 4), 
Уусталу Т. (Таллин, с. ш. № 44), 

Чувелев М. (Горький, с. ш. № 4), 
Шанько Ю. (Красноярск, с. ш. № 10); 


по 10 классам — 

Асташкевич А. (Томск, с. ш. № 24), 
Вайсбурд М. (Томск, с. ш, № 6), 
Газарян Т. (Еревак, ФМШ при Ер. ГУ}, 
Калинин Г. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Капович В. (Хабаровск, с. ш. № 2), 
Раскина И. (Витебск, с. ш. № 31), 
Селяво Л. (Рига, с. ш. № 1). 


ным в *Кванте» № Б за 


ЭВМ? 


Действительно, как, если ЭВМ 
выдала в качестве ответа лист 
бумаги, заполненный  стро- 
ками цифр? Оказывается, про- 
верить можно, если учиты- 
вать следующее обстоятель- 
ство: если уж ЭВМ врет, то, 
как говорится, +капиталь- 
но» — она не может ошибить- 
ся лищь в одном знаке из 20, 
зато способна энедопечатать» 
последнюю сотню цифр или 
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добное. (Виноват в таких ве- 
дах, конечно, программист, 
который пропустил какой-то 
+«подводный камень», о кото- 
рый ЭВМ и спотыкается). 
Поэтому результат, выданный 
ЭВМ, обычно проверяют зна 
правдоподобиее — по поряд- 
ку числа, согласованности 
его с другими числами и т. п. 
И если результат правдопо- 
добен, то он обычно верен. 
А такую проверку нередко 
можно сделать и на микро- 
калькуляторе, что и проделал 
наш читатель десятикласеник 
Артур Рощин из Тамбова 
с числом 1985'2*', напечатан- 


1986 год на с. 58. И обнару- 
жил, что распечаткв неверна; 
первые цифры должны быть 
22 509 698, а не 6 060 536... 
К тому моменту у нас уже 
была исправленная распечат- 
ка {опоздавшая м подпися- 
нию номера в нечать). Оказы- 
вается, в первый раз ЭВМ 
пропустила первые 10 цифр: 
2250 997 656, лишь за ннми 
идет 6060 536... (У Рощина 
последние цифры неточны 
из-за погрешностей округле- 
ния, но первые 5 верны — 
отличный результат). Читате- 
лям приносим извннения, Ро- 
щина награждаем дипломом. 


Физика 


Дипломы Е степени 


по 8 классам получили 

Мазуренко А. (Минск, с. ш. № 50), 

Медведев М. (Горький, с. ш. № 40), 

Пушкин А. (Москва, с. м. № 57), 

Сагайдак Р. (Черкасская обл., Матусовская 
с. ш №1); 


по 9 классам — 

Белиц А. {Гомель, с. ш. № 24}, 
Бобылев С. (Березники, с. ш. № 9), 
Будько Д. (Белгород, с. ш. № 3), 
Карклин П. (Москва, с. ш. № 47); 


по 10 классам — 
Волков О. (Горький, <. ш. № 23), 
Гущин А. (Новосибирск, ФМШ № 165 при НГУ). 


Дипломы И степени 


по В классам получили 

Княщко К. (Коммунарск, с. ш. № 6), 
„Леготин В. (Курган, с. ш. № 48), 

Малкин А. {Ленинград. с. ш. № 30), 
Михайловский Н. (Красноярск, с. ш. № 20), 
Сибиряков А. (Томск, с. ш. № 3), 

Степанов С. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 
Тодощенко И. (Пермь, с. ш. № 16); 


по 9 классам — 

Анисимов А. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 
Бибиков А. (Москва ФМШ № 18 при МГУ), 
Винкялис Г. (Вильнюс, с. ш. № 45), 
Глущенков Д. (Ленинград, с. ш. № 239), 
Гольдин А. (Киев, ФМШ М№ 2 при КГУ), 
Карасев Д. (п. Тучково Московской обл., 
с. ш. № 1) 

Третьяков Г. (Новгород, с. ш. № 21), 

Штепа В. (Чугуев, с. ш. № 1), 

Янович А. (Челябинск, с. ш. № 32); 


по 10 классам — 

Белопольский А. (Киев, с. ш. № 145}, 
Боровский Ю. (Киев, ФМШ № 2 при КГУ), 
Булатов О. (Ставрополь, с. ш. № 1), 
Гегжна Г. (Вильнюс, с. ш. № 7). 


Геометрический вывод 
формулы косинуса суммы 


Чтобы найти выражение для косииуса суммы 
углов ип и В, где а-+В< 180°, поступим сле- 
дующим образом. Рассмотрим треугольник 
АВС, где А=-о, В-=В, (== 180°—(а-- В). По 
теореме косинусов 

с а* -- 5? — 246 соз \. {1) 
По теореме синусов 

с—28 чт у, а=2К вт а, В =28 зщ В, 

где В — радиус окружности, описанной вокруг 
треугольника. 


Карповец 9. (Рига, с. ш. № 9), 

Лебедев Д. (Гатчина, с. ш. № 3), 

Матыцин А. (Москва, с. ш. № 91), 

Мягчилов С. (Одесса, с. ш. № 16), 
Николаишвили Г. (Тбилиси, ФМШ им. Кома- 
рова), 

Свердлов М. (Минск, с. ш. № 50). 

Тотров М. (Леминград, с. ш. № 30), 

Эрд Ю. (Таллии, с. ш. № 1). 


Дипломы ИТ степени 


по В классам получили 

Белоусов С. (Ленинград, ФМШ № 45 при ЛГУ), 
Билибин А. (Боровичи, с. ш. № 1), 

Головин Д. (Тамбов, с. ш. № 29), 

Езерский А. (Минск, с. ш. № 50). 

Журков В. (Магадан, с. ш. № 1), 

Кяэрамеэс М. (Пярну, с. ш. № 1), 

Сазонов С. (Климовск, с. ш. № 5); 


по 9 классам — 

Васильев Ю. (Ангарск, с. ш. № 10), 
Ефремов Д- (Баку, с. ш. № 6), 
Ивашкевич Е. (Прокопьевск, с. ш. № 12), 
Комаров О. (Алма-Ата, РФМШ), 
Курзенков А. (Ковров, с. ш. № 1, 
Наяков Ю. (Саратов, с. ш. № 13), 
Пигарев А. (Улан-Уде, с. ш. № 9), 
Розенберг А. (Уфа, с. м. № 91), 
Сизоненко Ю. (Львов, с. ш. № 4), 
Степурин В. (Винница, с. ш. № 17), 
Терпугов В. (Томск, с. ш. № 150), 
Щербаков А. (Обнинск, с. ш. № 10); 


по 10 классам — 

Бакарян Т. (Ереван, ФМ № 1 при Ер. ГУ), 
Бедов К. (Челябинск, с. ш. № 138), 

Жариков А. (Киев, с. ш. № 157), 

Зингерман Б. (Самарканд, с. ш. № 51), 
Иртегов Д. (Иркутск, с. ш. № 19), 

Калацкий В. (Солигорск, с. ш. № 2), 

Кларк ПГ. (Тула, с. ш. № 36). 

Курачев А. (Новосибирск, с. ш. № 9), 
Никитин Н. (Москва ФМШ № 18 при МГУ), 
Сенаторов П. (Москва, с. ш. № 52), 

Чернышев А. (Кимры, с. ш. № 1). 


Подставляя эти выражения в (1) и деля на 
48”, получим 
811? ут? с + 311? В 2 эт па В зт у 
Заменив 31° на 1—с03: }?› получим квадрат- 
ное уравнение относительно соз\;. Решая его, 
находим 
С08 ^} га 11 а 8 ВЕ т 
Ре ВОНИ 2 ВИ 
зп” а в" В— зп" а-+1— эп‘ В= 
= зт и зт В `\/с03? В-— со8? В зп? В= 
= т а зт В+ с03 а с0з В. 
Вспоминая, что \ф- 180° —(а- В), то есть 
с0з у= — сов (и-В), мы получаем 
с06 («-+-В) =с0$ @ сов В-Е т п эт В. 
Второй корень (знак +4} — посторонний (по- 


думайте, почему), и мы получили формулу ко- 
синусв суммы. 


Г. Г. Самедов 
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Информация 


Научно- 
техническая 
конференция 
школьников 
в МФТИ 


Знаете ли вы, как сконструи- 
ровать космический аппарат 
многоразового использоваиия 
или доказать теорему Эйле- 
ра? Если хотнте узнать, то 
вам непременно надо побы- 
вать на научно-технической 
хонференции школьников. ко- 
торую проводит МФТИ. 

В год сорокалетия МФТИ 
по инициативе комитета 
ВЛКСМ под председательст- 
вом проректора МФТИ про- 
фессоре Д. А. Кузьмнчева 
была проведена Т Научно- 
техническая . конференция 
школьников, задача  кото- 
рой — стимулировать у уча- 
шихся, интересующихся фи- 
зикой и математикой, жела- 
ние выйти за рамки школь- 
кой программы, глубже вник- 
нуть в изучвемую проблему, 
самостоятельно провести на- 
учный поиск м решить инте- 
ресную задвчу- : 

В одно из воскресений ап- 
реля Большая физическая 
аудитория МФТИ вместе г де- 
монстрационным кабинетом 
была предоставлена и распо- 
ряжение школьников. К услу- 
гам докмадчиков помимо дос- 
ки и мелз были проекцион- 
ный аппарат и диапроектор, 


всевозможное оборудование 
для проведения физических 
экспериментов. Так, напри- 


мер, для нллюстрации докла- 
да киевлянина Ю. Кротова 
(шк. № 145) «Пластинка зон 
Фреиесляь потребовался ла- 
зер, а москвички М. Аксено- 
ва (шк. № 780) и Н. Сергее- 
нок (шк. № @ г. Троицка). 
воспроизволя опыт Плато по 
уравновезливанию капли ани- 
лнна ш растворе соли для ис- 
следования сил поверхност- 
ного натяжения, проявнли 
незаурядное — эксперимента- 
торское мастерство. 

В другой аудитории вни- 
мание школьников было по- 
глощено математикой. Все 
с удовольствием ознакоми- 
лись с беспроигрышиой стра- 
тегией в известной матема- 
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тической игре, в которой иг- 
рающие по очереди берут 
камешки из трех кучек, и уз- 
нали, что делать, если кучек 
не три, а п. Решение этой за- 
дачи прежставили М. Тара- 
сюк (шк. № 1789) и Д. Сто- 
ляров (шк. № 80). Живо 
школьники откликнулись и 
на введение в школе основ 
информатики и вычислитель- 
ной техники. В ряде докладов 
для решения задач и созда- 
иня математических игр ре- 
бята активио использовали 
программирование на ЭВМ. 
Так, А. Шишов и К. Сафонов 
(шк. № 179) разработали ал- 
горитм нахождения всех ве- 
щественных корней мкого- 

члена Е помощью ЭВМ. 
Вторая — научно-техниче- 
ская конференция школьни- 
ков состоится в МФТИ в апре- 
ле 19871 года. Участником ее 
может стать любой школь- 
пик. Для этого надо написать 
реферат, и котором самостоя- 
тельно разобран интересный 
вопрос по физике, технике, 
математике или программи- 
рованию; описан интересный 
эксперимент или технический 
аппарат. Один экземпляр ре- 
ферата надо до 1 мврта 
13987 года отправить по адре- 
су: 141700 г. Долгопрудный 
Московской облясти, МФТИ, 
оргкомитет П Научно-техни- 
ческой конференцни школь- 
ников. Все вопросы по темам 
рефератов и организации ‚кон- 
ференции можно выяснить по 
телефону ЗФТШ: 408-51-45. 
Ждем вас. молодые физнки 

и математики! 

А. В. Сапожников, студент 
МФТИ, член оргкомитета 
конференции. 


Научная 
конференция 
школьников в 
ФМШ при МГУ 


С 27 по 29 марта 1986 года 
в ФМШ № 18 при МГУ про- 
ходила Вторая физико-мате- 
матическая конфереиция 
школьннков. Если и первой 
конференцни принимали уча- 
стне лишь московские школь- 
никн, то в этот раз в Москву 
приехали школьники из шес- 
ти городов: Еревана, Киева, 


Лсиниграда, Новосибирска, 
Свердловскв и Ставрополя. 
Открывая конференцию, 


директор ФМШ при МГУ кан- 
дидат физико-математиче: 


ских наук В. Л. Натяганов 
пожелал участникам конфе- 
реиции успехов в их первых 
творческих шагах. О перспек- 
тивах развития математики 
и физикн говорили известный 
советский математнк акаде- 
мик АН УССР Б. В. Гиедеико 
и профессор физического фа- 
культета МГУ, выпускник 
ФМШ при МГУ Н. И. Коро- 
теев. От журнала ‹«Кванть 
участников конференции при- 
ветствовал зам. главного ре- 
дактора Ю. П. Соловьев. 

Работа кониференцни про- 
ходила ъ восьми секциях. где 
были заслушаны более 50 док- 
ладов. Хотя доклады были 
различны по своему уровню, 
практически все они были ин- 
тересными и свидетельствова- 
ли о большой работе, проде- 
ланной докладчиками. 

В результате работы даух 
математических секций луч- 
ими были признаны докла- 
ды учеников ФМШ № 18 
при МГУ В. Парьева, С. Пярш- 
ли. В. Роганова, В. Кулима- 
нова и ленинградской школь- 
ницы Н. Карегиной (ФМШ 
при ЛГУ). 

Треть всех докладов была 
заслушана ка двух секциях 
ниформатики. Лучшими бы- 
ли признаны доклады уче- 
ника ФМШ при КГУ В. Мо- 
барского. ленинградца А. Ка- 
ныгина (с. ш. 470) и москов- 
ских школьников Д. Крюнова 


{с. ш. 179), А. Согомоняна 
(с. ш. 19), Н. Зимпинова 
{с. ш. 444). 


На 4-х физических сек- 
ниях лучшнми были призна- 
ны доклады К. Ильинского 
({ФМШ при ЛГУ), В. Любар- 
ского (ФМШ при КГУ). моск- 
вичей С. Колиниченко и Н. Ко- 
пысова (с. ш. 542), а также 
учеников «МШ при МГУ 
А. Иванова, Ю. Прохорова, 
В. Саханенко. И. Никитина. 

Доклады всех участников 
были отмечены почетными 
грамотами, а лучшие из док- 


ладчиков были  награжде- 
ны дипломами журнала 
«Кванте. 


Большой интерес вызвали 
заседание «круглого стола», 
встреча о редколлегией жур- 
нала +«Кванть. 

Как всегда, весело и ин- 
тересно прошел матёматиче- 
ский КВН, в котором зсра- 
жались» команды гостей и хо- 
зяев конференции. 

Конференция в целом бы- 
ла очень хорошо и четко ор- 
гакизована, прошла на высо- 
ком научном уровне. 


А. А. Егоров 


2. При уборке комнаты 
‚ студент уронил на: ногу. 
‚кирпич. Оценить массу: 
‘кирпича, если у соседей. 

`заложило уши. ^^ 2 


‚ Итфеормация | 

- В.нащей картинной гале- 
‚ рее сегодня проходит вы. 
. ставка следующих картия: 


я т еды физик`д 
НЫ . - ск ы у 
Дании; Нар не шем засе- 


фуеняе МОббеачер ©”. 


еной кр ето" 


{№ НИКТО ме меша 7 # = 
Л, он открый. 
сти ` назвал ело _ радо 


- По страницам 
газеты МФТИ 
«За науку» 


кд, 


Ответы, указания, решения 


1 


= 


Задачи на координатной плоскости 

1. 1. 

2.33. 

3. 1] а=0, 6=1/4. 2) (—1/2; 1/2), (5/2; 13/2). 
4. а=9, АВ=40 2. 

5. 32/27. 

6. 1) —21/5<а=—1; 2) —9< аз 9. 

7. Катеты равны по 7/(3 \2); гипотенуза рав- 
на 7/3. 

8. а ]—о°; —4[:!]—5/4; 0[. 

9. 1} принадлежит; 2) 75/2. 

10. (24-4 6 53—12 2—л)/12. 

ХХ Всесоюзная олимпнада по математике 
8 класс 

1. Пусть х, и х› — корни данного уравнения. 
По теореме Виета хи хо == а, хх. 1—6, и 
поэтому а* и = (хх а хх = 


ха + 1-13 > ={21-411}{х2 +1), где числа 
х+Ти х:-4 1, очевидно, больше 1. 
2. См. решение задвчи М996 («Квант», 1986, 


№ 12). 

$. Пусть Он О, — центры окружностей, описан- 
ных около треугольников АВМ и СВМ соответ- 
ственно. Общей частью кругов, ограничениых 
этими окружностями, является объединение 
двух сегментов с общей хордой ВМ. Так как 
величины углов /ВОМ=2/ ВАС и Х ВОМ= 
—=2/ ВСА постоянны, то площадь каждого из 
сегментов тем меньше, чем меньше хорда ВМ. 
Следовательно, площадь общей части кругов 


миннмальна, когда ВМ — высота в треуголь- 
нике АВС. 
4, а} Ответ. Можно. Пример приведен на 


рисунке 1. 

6) Ответ. Нельзя. Решение. Докажем, что, 
если в стране п городов, то требуемую сеть до- 
рог можно постронть лишь тогда, когда одно 
из чисел п или п—2 является квадрвтом це- 
лого числа. Из условия (п городов и п—1 дорог) 
следует. что из любого города в любой другой 
город ведет единственный путь. Выберем 
какой-нибудь город А и назовем его «хорошим ь. 
Назовем город В «хорошим», если длина пути 
от А до В — четное число, и зплохимь, если 
длина этого пути нечетна. Нетрудно убедиться 
в том, чхо длиий пути между двумя городами 
четнв тогда и только тогда, когда эти города 
либо оба «хорошнеь», либо оба «плохие. 
Обозначим число «хороших» городов через х, 
число «плохнхе — через у. Тогдв х-+у=п. 
Всего имеется ху пар городов, в которых одни 
город «хороший», а другой «плохойь. Следо- 


—1 
вательно, среди чисел 1, 2, 3, о -У 


ется ху нечетных чисел. Еслн 


1 пл 1) 
М 


ное число, и поэтому 


П=п а Если перо — нечет- 
п(п—1) 

ное число, то ху= 5 м +1) и, следо- 

вательно, п-=(х— у)? +2. 


Так как ни 1986, ни 1984 не являются квадра- 
тами целых чисел, то при л= 1986 требования 
короля не могут быть выполнены. 


5. Ответ: х=3, уг2, 2=1, п>2; х=6б, 
у=8, 2=4, п>2; х=8, у—3, 2=1, П=2. 
Указание. Задача сводится к нахождению 
цифр х, у, 2, для которых х?.11..1 ум 
РИ: | 
=2.100...01. Положив здесь х’=ии, где и и 
п—2 
о — цифры, получим, сравиивая число десят- 


ков, что и 2=9 либо и о -=10. 
6. Заметим сначала, что для любой точки О, 
лежвщей внутри или на стороиах треугольника 
АВС и отличной от вершины С, справедливо 
неравенство АД РВ АС СВ. 
Пусть А,А...А,: — данный 12-угольник, 
Он 0” — данные точки и (для определенности) 
точка О’ лежит внутри или нв сторонах тре- 
угольникв ОА, А,. Тогда в силу замечания и 
неравеиства треугольника имеем 

О’А, --О’А.<ОА,+ОА,, 

О’А,—ОА.= 10 для 1=>3, 4, ..., 12 
и поэтому 


{О’А, |... +О’А,.)—{ОА, +... ОА, 2) = 
—=(О’А, +О’А.—-Ол—ОА.) + 
4-(О’Аз—Одз-... + (О’А ОА < 
< 10-10 см =1 м. 
Поменяв ролями точкн О м О’, получим, что 
(ОА, +...+ОА |) —(О’А, +... +О”А:2)| < 1 м. 
9. Ответ: можно. Решение. Нальем во 
все стаканы, кроме одного, по 100 г молока, 
а в оставшийся — 200 г. Общее количество 
молока равно 3100 г, и при разделе поровну 
= каждом стакане должно содержаться по 
310 
3 
лока в каждом стакане, умноженное на 2”, 
будет выражаться целым числом граммов. 


г. После п-го лереливвиия количество мо- 


„ 310 
Поэтому число 2“-—— должно быть делым, 


3 

что невозможно ни при каком п. 

8. а) Ответ: 1. Указакие. При повороте 
прямоугольника относительио его центра на 
180° диагональ переходит в себя, а раскраска 
меняется ив противоположиую. 

6) Ответ: 5000/4999. Решение. `Располо- 
жим даиный прямоугольник АВСЬ иа коорди- 
натной илоскости так, чтобы точка А совпала 
с началом координат, В имела координаты 
(0; 101), С — (99: 101), ВБ — (99:0). Пусть. 
для определенности, угловой квадрат при вер- 
шине А — белый. Так как числа 99 и 101 взаим- 
но просты, то диагоиаль АС не проходит через 
узлы сетки в точках, отличиых от А в С 
Лоэтому при каждом пересечении АС с линия- 
ми сетки происходит перемена цвета. Отноше- 
ние длин отрезков равно отношению длин про- 
екций этих отрезков на ось Ох. Проекцией АС 
на ось Ох является отрезок АР, проекциями 
точек пересечення АС с горизонтальными ли- 


ннями сетки являются точки вида о т; о). 


т = 0, 1, ..., 101, с вертикальными линиями — 
точки вида (л; 01, п= 0, 1,..., 99. Из неравенств 


И м 3 Зи б 5 100-101 х 
—_ = 
й 1 я 49 20 .. 98 99 

Рис. 2. 

99 перпендикуляре к отрезку АВ. Аналогично до- 

т—1 < тт при 15т= 50 ит—2— казывается, что О; лежит на срединном пер- 

99 пендикуляре к отрезку АС. Радиус окружности. 

<-от т—<т— 1 при 51 <т = 100 следует, что описанной около треугольника АВС, равен 

АО: =0О.О.=. 
точки (= т; о) и (т; 0) при т=1, 2, ..., 49 6) Так как О:О.=-АО,, то при любом выборе 


будут чередоввться, затем встретится точка 
99 


101 
дут точки ( 


50: о). после чего снова поочередно пой- 


9 ) ре 
от”: 0 и (71—10) при 


т= 51, 52, ..., 100 (рис. 2). Сумма длии проек- 
ций белых отрезков равиа 


99 ( 99 (5 99 и ) 
0+ 2-5. -1)+.-+ 50. 101 19 + 
= ( = 99 - 
+(50—51-0т 4+... 99-100 = 
Ы 99 21 коз 5000 
р о том 
сумма длин проекций черных отрезков равна 
ве > и Искомое отношение, следо- 
101 1017 в 
зательно, равно 300 
ге 4999 
9 класс 
1. Указание. Из условия следует, что 


- = |ВВ|* у2. Чис- 
ла АС-ВБ и |1Вр |? — целые, 2 — иррацио- 
нальное число. Противоречие. 

2. Любое нечетное натуральное число, ббль- 
нее 1, можно представить в виде разности 
квадратов двух натуральных чисел: 21 --1 = 
=(8-+ 1—7. Запишем произвольную возря- 
стающую последовательность натуральных чи- 
сел: а @2<...<а._1, где а >23 — нечетное 
число, а остальные числа — четные. Сумма 


квадратов этих чисел а’а:+... На = 


АС.ВБ =.2|АС]- |ВБ|соз 


—2А+1 — иечетное число, причем кров 


7 
>а--!. Положим а.„-=й, тогда в -{а5+... 
...4 = а, +1). Аналогично построим последо- 


вательность 5, < 65,=...<6,, где 6, > 24а, — не- 


четное число, 6,,..,Ви ‚ — четные, причем 
Ь, ; Е э 
я : >а., 1=1.2,.. ть и ры. 


..- 5 =(Ь„--1). Заполннм таблицу. вписав в 
клетку. стоящую п {-Й строке м /-м столбце, 
число 52а? =(Ва,\. 

Полученная таблица удовлетворяет условию 
задачи. 

3. а) Пусть О; и О› — центры окружностей и 
пусть точка О; такова, что АО!О-О: — парал- 
лелограмм. Тогда О; — центр окружности, опи- 
санной около треугольника АВС. Действитель- 
но, обозначим через Р, [,,- @ проекции на пря- 
мую АВ точек О! О., О. соответственно. Пусть, 
для определенности. @ лежит между Ри Ё 
(<м. рис. 3). Тогда АЗФ=АМ- МО, ВЗ= 
—ВМ — МО. Так как АО, =О-О», то АР-=@Е 
и поэтому ВМ=2МЕ=2М@- 261 =2МО+ 
+ 2АР=2МО-+ АМ. Следовательно, ВО = 
—=М@- АМ= АО, т. е. О. лежит на средиином 


точки А точка О, лежит на окружности, цент- 
ром которой является центр О. второй окруж- 
ности, а радиус равен радиусу первой окруж- 
ности. Все точки указанной окружности, кроме 
точек М* и №, получающихся из точек М 
и М№ параллельным переносом, при котором 
точкв О, переходит в О:, принадлежат искомо- 
му множеству точек. 

4. Рвсставим а узлак сетки. описанной и усло- 
вии задачи, числа 0, 1, 2 следующим образом: 
у левого нижнего угла шестиугольиика — как 
на рисунке 4, далее во все сторомы числа 
периодически повторяются. 

Поскольку 1000 при делении иа 3 дает в остат- 
ке 1, в остальных вершинах шестиугольника 
и в его центре числа расположатся так, как 
показано на рисунке 5. Если вершины `пра- 
вильиого треугольника расположемиы в узлак 
сетки, то сумма стоящих в них чнсел делится 
на 3. 

Для доказательства этого удобио «продолжить» 
полученную сетку до разбиения всей плоскости 
(см. рис. 4) и заметить, что при повороте на 
60” (по или против часовой стрелки) вокруг 
любого из узлов решетки множество узлов, 


занумерованных той же цифрой. что и центр 
поворота, перекодит в себя, а множество узлов. 
занумерованных двумя остальными цифрами 
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«меняются мсстамиь: например, при повороте 
на угол 60° с центром в точке А, занумерован- 
ной цифрой 0, любой узел с номером 0 перехо- 
дит в узел с номером 0, любой узел с номером 1 
переходит в узел с номером 2. узел с номе- 
ром 2 — в узел с номером 1. 

Возьмем теперь произвольный правильный 
треугольник Р@П г вершинами в узлах решот- 
ки. Если его веригины Р и @ занумерованы оди- 
наковыми цифрами, то и вершина Н будет зану- 
мерована той же цифрой (она получается из 
точки @ поворотом на угол 60° вокруг точки Р). 
Аналогично, если в вершинах Ри @ — две раз- 
ные цифры, то в вершине В стонт третья 
цифра. 

Таким образом, всегда сумма чисел, стоящих 
в вершинах произвольного правильиого тре- 
угольника, делится на 3. - 

Легко проверить; что сумма всех чисел, стоя- 
щих в узлах сетки, при делении на 3 дает в 
остатке 2. Поэтому у последнего иеокрашенного 
узла должно стоять число 2. Согласно рисун- 
ку В этот узел не может совпадать с вершиной 
шестиугольника. 


Рис. 5. 0 1 


5. а) Пусть О — цеитр описанной около 
п-угольника А.А.... А. окружности. Так как 
МА» =- МО-+ОА., к =1,2, ....п, то рассматри- 
ваемое выражение принимает вид 
(ЕМО+.МО-..--МО) + (ОА, --бА,- ... + 
ОА „)- Достаточно взять знак плюс у РО 
МА, с нечетными номерами Ё и знак минус — 
у остальных. 

6) Пусть векторы ОА, , И ОА. входят 
в рассматриваемое выражение со каком плюс, 
а векторы АО,, АО, #23 ‚ОА, _, — со знаком 
минус. Тогда выражение _ принимает вид 
МО —п— № МО-+-(0А, ‚+ 0А, +. - НОА, — 
—‹0А, ‚+. .+ОА,.. ‚) и будет равно 0" если 


мо (бА,+0А,,+...+0А)— 
—6А,+0А,,+..+0А,, ,). 


Этим равенством точка М определяется одно- 
значио, если заданы наборы номеров: 
И Л, Л. че р Число таких наборов 
конечно, поэтому при нечетном п конечным 
будет и число точек М. 


7. Ответ: а) (л— 1)" —1; 6) п-2. См. решение 
задачи М1005 («Кваит». 1987, № 1). 

8. Достаточно доказать, что для всех действи- 
тельных чисел выполняется неравенство 


[т х|- [п ‹х--1)| + [81 ‹х 2) |> = 


как функция /{(х1= зп х| + [т (Хх) | 
+ [чт ‹х+2)| — периодическая с периодом л, 
то достаточно доказать неравеиство для 
хЕ[0; л]. Сиачала докажем, что при хЕ[О; я] 
выполняется неравенство / {(х) > 2 пм 1. Пусть 
О=х<а—2. Тогда {(х)=вм ха 1х-- И + 
+ ят (х |2} = 2 с08 1 вл (х-+ + 9 (х -+ 1). Так 
чак 1%х41<л—1 то зах ПШОзат , 
мп 2 > ыт 1, поэтому 7х) эт а-ят 1>> 


1 
п—2к 


Так 
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> 2 зп 1. Случаи п-2 хх л—1ил—15 хх 
<л рассматриваются аналогично. Остается 


доказать, что 2 вт 1 > = Имеем УР быв ‚|= 
а 3 +1 | 

= 1 а Е 1 = 
2] 91т соя 2 ны 5 |5 

<1-1<0.05. Отсюда 2 ип 1>2(* — 0,05) - 

—=\8— 0,1> 5. 

10 класс 

1. Ответ: Ти 9: Проверка показывает, что 


числа 1 и В удовлетворяют условию задачи. 
Докажем, что других таких чисел нет. Пусть 
число п = т? имеет т >> 1 различных делителей. 
Все отличные от т делители числа п можно 
разбить нв пары так, чтобы произведение чисел 
в каждой паре равнялось п. Пусть количество 
такйх пар равно Ё. Тогда 71 =2# -- 1, а число п 
нечетно и имеет ровно Е делителей, меньших м. 
Цоэтому п делится на все нечетные числа мень- 
ше 2-1. Число 2Е—1 является делителем 
числа п =(2 + 1)?, а значнт, и числа 

4==(28 +1) —(2Е- 1) (284 3), откуда Ё=1. 
2. См. решение задачи М999 («Квант», 1986, 
№ 12). 
о рехлеиие задачи №1004 («Квант», 1987, 

). 

4. Указание. Назовем расстановку целых 
чисел во всех единичных кубиках пригодной, 
если их суммы и любом ряду равны нулю. 
Например, пригодной является расстановка 
одних нулей. Докажите, что с помощью следую- 
щих двух операций: 
а) перестановка местами двух слоев единичных ку- 
биков. параллельных какой-либо грани куба, 
6} прибавление к числам, стоящим у красных 
вершии исходного куба (см. рис. 6}, и одновре- 
менное вычитание из чисел, стоящих у синих 
вершин, одного н того же числа, можно добить- 
ся того. что количество различных чисел уве- 
личится. Повторяя несколько раз описанные 
операции, добъемся того, что все числа ‚ будут 
различны. 


5. См. решение задачи М997 («Кванть, 1986, 


№ 12). 


6. Заметим (рис. 7), что. любая касательная, не 
параллельная стороне квадрата. отсекает от 
него прямоугольный треугольник с перимет- 
ром 2, острым углом 9 и площадью 


В = 
м эт ф--сов ФЕ] < 1241 


(равенство достигается при ф=45°). Тогда пло- 
щадь 5 общей части квадрата н треугольника 
удовлетворяет неравенству — 
$>4-—3(02—17=6 \2—5> 3,4. 
Неравенство же 5>> 3.5, вообще говоря. не 
выполнено. Действительно (рис. 8), пусть две 
стороны описанного треугольника пересекают 
стороны квадрата под углом 45°, а третья сторо- 
на проведена с таким расчетом, чтобы площадь 
$. отсекаемого ею треугольника удовлетворяла 
неравеиствам . 
0,5—2 {2—1} <5,.<(2—1%. 
Тогда для площади 5 общей части имеем 
$=4—21\2—17—5,<4—2(\2—1)'—0,5-+- 
+2 (2—1) =3,5. 


7. Ответ: Та +ь Решение. Поставим 


о соответствие каждому значению т = 


Рис. 6- 


—0, 1, = 5 | многочлен 


Ри (х)= Ха. +26.) х,, 

где коэффициенты а, 6:610: 1} суть «цифры» 
двоичной записи чисел п—2т, т соответствен- 
но. т. е. определяются из разложений 

п— т 46-21-21 + а.-27-..., (*) 

т == фо 2 +5, -2' +6 .2? + .-- 
(индекс суммирования # здесь и ннже пробе- 
хает некоторое конечное множество целых неот- 
рицательных значений). Проверка показывает, 
что многочлен Р.. (х] допустим и 


Р. (2) =» (а, +26,1-2 = п—2т) + 2т -= п. 
Любой миогочлен | 
Р (х) = ах -..., 
удовлетворяющий условию задачи, совпадает 


ровно с одним многочленом из списка 
Ри(х, Р‚ (>), -.., ТЕ а 17° Действительио, каж- 
г] 


дый из его коэффициентов с, представляет собой 
двузначное (ибо с;=.3) число в двоичиой запи- 
си, т. е. имеют место разложения 


е==а,-2°--6,-2', 
в которых коэффициенты а; 5,6|0;1| опреде- 
ляются одкозначно. Поэтому справедливо тож- 
дество Р(х)==Р.(х}, где число т задается ра- 


п 
венством (+) и не превосходит | 5 | так как 


П-=Р (2) ==, (а, 26.225 ,.-21=2т. 
8. См. решение задачи М998 («Кванть, 1986, 
№ 12). 


Калейдоскоп «Кванта» 


Вопросы и задачн 

1. В данном случае, как следует из определе- 
ния равнодействующей силы, ее просто не сущс- 
ствует. 

2. Сила тяги стала бы вдвое больше. 

3. Реальную (обладающую массой) веревку 
строго горизонтально натянуть нельзя. 

4. В точке В, так как здесь вогнутая поверх- 
ность дороги и сила давления наибольшая. 
5. Тело ина наклонной плоскости легче удер- 
жать, чем двигать вверх (учтите действие 
силы трения). 

6. На груз действует сила трения, направленная 
по скорости движения автомобиля. 

9. См. рис. 9. Т — пружины соединены после- 
довательно, [1 — параллельно. 

8. Сила тяжести. 

9. В крайних положениях груза равнодействую- 
щая сила направлена по касательной к траек- 
тории, в нижнем положении — к точке под- 
веса маятника. Е 


Рис. 93. 


10. Снлам взаимного нритяжения препятствуют 
силы трения. 

11. Нес, ящик станет поворачиваться относи- 
тельно ребра В. 

12. Линии индукции магнитного поля направ- 
лены с севера на юг. 


Микроопыт 

Сила трения зависит от прижимающей силы. 
которая п случае набухшей доскн значительно 
болыне, чем в случае сухой. 


«Квант» для младших школьников 
(см. «Евант» № 10) 


1. Точну О следует поставить так, ттобы отре- 
зок СР быя равен 1/5 отрезка АС (рис. 10); 
тогда площадь треугольиика ОВС будет равна 
1/5 площади треугольника АВС. Апалогично 
точка Р ставится так, чтобы ВЕ—=АВ/4, точка Е 
так, чтобы ЕО - АБ/3З, и точка С так, чтобы 
ВС =АЕ/2. 

2. Ответ: 1999 999 999, Решение. Если 
среди лаиных чисел есть два числа а и 6, боль- 
шие единицы, то, заменив одно из них на аб. 
а второе на 1, получим, что произведение всех 
чисел не изменится, й сумма увеличится, так 
как из очевидного неравенства (а —1)16 — 1) > 0 
следует, что а&-1>а--6. Таким образом, 
сумма будет максимальной, если одио из чисел 
равно миллиарду, а остальные — единицам. 
3. Нет, так как всякое такое число меныше, чем 
(10 000)", но больше, чем (9999)- — 99 980 001. 
3. Из рисунка к условию задачи видно, что во 
втором чайнике большая часть пара выкодит 


В 


Рис. 10. 
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через носик, а в первом чайнике пар в осиовном 
выходит через крышку. Из этого можно сделать 
вывод, что во втором чайнике уровень воды 
ниже нижнего отверстия носика, а п первом 
чайнике иижинее отверстие носика перекрыто 
водой. Значит, во втором чайнике воды было 
меньше, и поэтому она закипела раньше. 

5. Обозиачим расстояния, пройденные Винни- 
Пухом и Пятачком до встречн. через а и 6, 
а время в пути до встречи — через х. Тогда 
скорость Винни-Пуха можно выразить двумя 


способами: 


а 
. Отсюда х== 5: Скорость 


Пятачка также можно выразить двумя спосо- 


бами вк откуда ы Сравнивая по- 
. —_=—->, — = —. 
х 4 го ф х р 


лученные выражения для ъ 


откуда х= 2. Следовательно, Пятачок шел 6 ми- 
нут, а Винии-Пух шел 3 минуты. 


|. 4 
—. находим х— —, 
х 


Шахматная страничка 

{См. «Квантг № 8) 

Задание 15 (А. Кузовков, 1982 г.). &. Фс3 с уг- 
розой 2. КЪЗ, 3. 393+ К:43 4. сах, 2... Фа 
3. Фез+-Ф:е5 4. Ка2х, 2... ©С#4 3. Ка2-+ 
С:42 4. Фезх; 1... СЬ81 2. Ке?! $14 3. КиЗ+ 
<:#3 4. ФеЗ Х, 2... СЁ4 3. ФеЗ -{ С:е3 4. КяЗХ; 
1... Феи! 2. К:еб! Ф!4 3. Феб + Ф:е5 4. КёБХ, 
2... СА 3. Ке5-+ С: 4. Фебх: 1... СЁ4 2. КЪБ! 
Е угрозой 3. Фез-{ С:ез 4. Кабх, 2... Ф:5 
‚ 3. Ка6б-+ С:96 4. Фез х. Одни фигуры пере- 
крывают линии другим — сплошная геомет- 
рия! 


Главный редактор — академик Ю. А. Осипьян 


Задание 16 (Я. Владимиров, 1982 г.). 1. Фи8! 
ю угрозой 2. Ф:ИТ Кр:е5 3. КА5-+ Л#4 4. 
С:#4х. 1... ЛааА 2. Фр4! 44 3. Ф:е6! Лаб 4. 


Ксбх. 1... Фа4 2. Ф:еб! Ка4 3. Фё4 Фа 
4. Кебх. 

Эти две задачи были признаиы лучшими на 
последнем чемпионате СССР по шахматной 
композиции по разделу миогоходовых задач. 
Отметим, что читатели журнала опровергли 
этюды, предложениые в качестве конкурсных 
заданий в *«Кванте» № 6 за 1986 г. В зада- 
нии № 11 после 1. КрёЗ К:Ъ2 2. Крез Крёз 
3. Кра2 Кр#4 4. Крс2 черные спасаются этюд- 
ным способом: 4... Ка4! 5. Ба Креб 6. Кре3 
Краб 7. Крс4 Кре7 8. Крс5 Крь8. В задании 
№ 12 носле 1. Кё1 ЛсА! 2. е КрёЁЗ (но не 
2... КрЕ?2? 3. К94!) 3. Ке1 Крё2 на доске по- 
зиционная ничья. 

Участники конкурса, указавшие опроверже- 
ния, получают дополнительиые очки. 

Автор этюдов 9Э. Ногосянц предлагает сле- 
дующие пера Вместо № 11 такой этюд. 
Белые: Кра8, Саб, Ка4; черные: Краб, Се8, 
пп, #6, м7. Ничья. 1. Кс5 Крьб 2. Кев! Кр: а6 
{2... Ссв+4 3. ды Кр:аб 4. Крс7? ит. д.) 
3. Кс КрЬб 4. К:е8 Креб 5. РК: 7 Кра7 
6. Крь7 Кре7 7. Крсб Кр!7 8. КЬ5! 2. 9. 
Кр45, и король в квадрате. 

№ 12 исправляется, как говорят, снятием пер- 
вого хода. Белого коня надо переставить с ИЗ 
на 81, а черного короля с #3 ина 82. Зада- 
име — то же самое, белые начинают и выиг- 
рывают. Данный этюд получается из № 12 
после 1. Кё! КрЕ2. В перервботанном виде 
авторский замывел уже не опровергяется: 
3. Ке2 Ле4 2. Кс3! Лс4 3. К45! Л:с6-- 5. КрЬ7, 
и черная ладья п капкане. 
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Шахматная стравичка 


ке 


Консультирует — экс-чемпиои мира по шах- 
матам, международный гроссмейстер А. Е. Кар- 
пов. Ведет страннчку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат технических заук 
Е. Я. Гик. 


НА ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ДОСКЕ 


После того как ш «Кванте» № 7 за 1985 год 
появилась «Шахматная страничка» под назва- 
нием «Цилиндрические шахматы», в редакцию 
пришло немало писем — необычный шахматно- 
геометрический сюжет вызвал у читателей жи- 
вой интерес. Особого внимания звслуживают 
материалы читателя из Донецка В. Попова. 
Поводом послужила следующая задача. 


Ф. Бондаренко. Мат в 1 хол: а) на обычной 
доске; 6) на вертикальном цилиндре (прикле- 
ены друг к другу лнния заь м *Бь); в) на 
горизонтальном цилиндре (склеевы линныи вЁ›о 
М «8»). 

На обычной доске решает 1.Фе2—е8 Х; на 
вертнкальном цилиндре этот ход не матует 
из-за ответа 1...Кра8-—И7*, а к цели ведет только 
1.Феа— 28 х (белый ферзь проходит по маршру- 
ту е2--а6—НТ—58); на горизонтальном ци- 
лнндре решает лишь 1.Фе?—а2 Хх] 

В. Попов задался целью улучшить внешнее 
оформленне задачи. Взглянем еще раз на пози- 
цию-первоисточник. Черный король стеснен не- 
сколько грубоватым способом, у него нет ни 
малейшей свободы. Поиск более тонкого исход- 
ного построения привел сначала к такой пози- 
ции. 


Мат в 1 ход: а) на обычной доске; 6) на 
вертикальном цилиндре: в) на горизонтальном 
милиндре. 

Достоинства задачи по сравнению г оригиня- 
лом очевидны — король черных чувствует се- 
бя вольготиее, в пешку $7 заменил более ди- 
намичный конь. 

Дальнейшие «цилиндрические» размышле- 
ния нозволили обнаружить, что конь Ъ7 во- 
облце лишний. 

В. Попов, 1986 г. Белые: КреЗ, Фе4, С14; 
черные: Кра8. Мат в 1 ход: а) на обычной 


доске; 6) на вертикальном цилиндре; в) на 
горизонтальном цилиндре. 

Вот позиция, которая представляется нам 
идеальным воплощением темы Бондаренко. 
Действительно, на доске всего четыре фигуры, 
причем построение очень легкое, изящное — 6е- 
лые фигуры удалены от короля, и ноначалу 
кажется, что об одиоходовом мате не может 
быть и речи. 

а} На обычной доске к цели ведет един- 
ственное 1.Фа6 Хх. 

6) На вертикальном цилиндре линии за» 
и +|» приклеены друг к другу и матует 
1.Фс4—а2—1В15х! (1.Фаб(с4)+ Кра8-— 81, 
1.Фс8(17}-- Кра8— И7(:17)). Ферзь взял под 
контроль сразу четыре поля в районе черного 
короля (включая заиятое им) — 11, а8 по 
диагонали В} — 8 и ВТ, №8 по вертикали +1». 
Любопытно, что с более близкого расстояния 
отнять столько полей у короля. ие становясь 
ферзем под бой, невозможно — ни на цнлиндри- 
ческой, ни тем более на обычиой доске. Поля 
27, 68 держит слон по диагонали с1 -—}6— а7—Ъ8. 

в) На горизонтальном цилиндре друг к другу 
приклеены первая и восьмая линии и решает 
только 1.Фе4— 11 28—67! (1.Фаб-+ 
Кра8—Ъ1!). Виовь ферзь отнял у короля че- 
тыре поля: а8. 6] по диагонали 27—61 —а8 
и ай, 67 по седьмой горизонтали, Поля Ъ8, з1 
держит слон по диагонали №2 —68—а1. И здесь 
другие шахи ферзем не матуют,— король ухо- 
дит на а7 иля 67. Если белого короля убрать 
с дороги слона, то шахи }.Фс8(е4, К1)-- стано- 
вятся матами, поскольку поле а7 оказывается 
недоступным для короля. Странно, но белый 
король, будучи в тылу своих фигур, ме- 
шзет белым матовать! В зтом же специфи- 
ка цилиндра — то, что белый король бес- 
полезен, ясно было сразу, но то, что он вреден, 
неожиданно... 


Конкурсные задания 

Если (мысленно) склеить одновременно и 
вертикали заь и «П», и горизонтали +1» и +8», 
то получается тороидальная доска. Первая 
четырехходовка — на тороидальной доске, 
вторая — на обычной. 


21. 


УХ 
С 


22. Мат в 4 хода. 

Срок отправки решений — 20 янвсеря 1987 г. 
с пометкой на конверте +Шахматный конкурс 
«Кванта». задания 21, 22». 


ХХ ВСЕСОЮЗНАЯ 
ОЛИМНИАДА ШКОЛЬНИКОВ 
ы : ПО ФИЗИКЕ 


Алма-Ата, апрель 1986 г. 


м. в. Ломоносов | 
В ОТЕЧЕСТВЕННОЙ ФИЛАЯХЕЛИИ 


Первые советские почтовые марки, посвящен- 
ные отечественной науке, были выпущены в 
1925 году, к 200-летию Академии наук. На 
них изображен портрет М. В. Ломоносова на 
фоне здания Академии наук в Ленинграде. 
Аналогичная композиция воспроизведена на 
марке, посвященной 220-летию Академии 
наук. 5 января 1949 года в Ленинграде от- 
крылся музей М. В. Ломоносова. Это собы- 
тие было отмечено выпуском марок с его 
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портретом. Портрет М. В. Ломоносова воспро- 
изведен также на марке и почтовом блоке, 
посвященном 200-летию МГУ. В 1956 году 
вышла серия марок с портретами писателей 
нашей Родины. Одна из них посвящена М. В. Ло- 
моносову. В 1961 году, к 250-летию со дня 
рождения М. В. Ломоносова, была выпущена 
серия из грех марок — две с его портретами 
и одна с изображением памятника М. В. Ло- 
моносову на фоне нового здания МГУ. 

В. Рудов 


Московского ордена Ленина 
Государственного университета 


имени М. В. Ломоносова 
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Кандидат 


физико-математических 
наук 
Ю. П. СОЛОВЬЕВ 


«Весною 1832 года Париж кипел и был го- 
тов к революционному взрыву, хотя три 
месяца без перерыва холера леденила умы 
и набросила на их волнение мрачный 
покров спокойствия. Великий город в это 
время походил на заряженную пушку, 
для которой бывает достаточно одной 
искры, чтобы она выстрелила». Это строки 
из романа Виктора Гюго «Отверженные», 
бывшего очевидцем тех грозных событий. 
Во вторник 5 июня в Париже вспыхнуло 
грандиозное восстание, на баррикадах ко- 
торого погиб Гаврош — «маленький чело- 
век с великой душой». По-видимому, лишь 
немчогие обратили внимание в эти тре- 
тожные дни на коротенькую заметку в 
парижских газетах. В ней сообщалось, что 
утром 30 мая на дуэли в возрасте 20 лет 
погиб Эварист Галуа, известный своими 
политическими выступлениями выпуск- 
ник коллежа Луи-ле-Гран. В субботу 2 ию- 
ня он был похоронен в общей могиле 
на кладбище Монпарнас. Ныне от этого 
погребения не сохранилось и следа. 

После смерти Галуа остались шестьде- 
сят страниц его неоконченного математи- 
ческого сочинения. Эта рукопись попала 
к Огюсту Шевалье, другу Галуа, но тот 
не мог найти никого, кто согласился бы 
ее издать; она увидела свет лишь в 
1846 году. В этой рукописи содержалась 
теория, которая вот уже 140 лет оказы- 
вает влияние не только на математику, 
но и на все точное естествознание... 


Жизнь и смерть 


Мнепз {их, Воггепда ргосейа, 
1епефтз а@егпа8 подига.*) 


Эварист Галуа родился 26 октября 1811 
года в старинном городке Бур-ля-Рен, 


+] «Ослепляющий свет, ужасная буря, окружен- 
ная нечным мракоме (лат.}. Этимн словами окаячи- 
вается одно из писем. написанных 9. Галуа в ночь 
перед дуэлью. 
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расположенном в десяти километрах от 
Парижа. Его отец, Никола Габриэль, руко- 
водил там учебным заведением для юно- 
шей. В 1815 году он был избран мэром 
городка и оставался на этом посту до са- 
мой своей кончины. Первые двенадцать 
лет своей жизни Эварист получал воспи- 
тание н образование под руководством ма- 
тери. Мальчик изучал греческий и латин- 
ский языки, проводил время за Плутархом 
и Титом Ливием. 

В октябре 1823 года Эварист был при- 
нят в Королевский коллеж Луи-ле-Гран в 
Париже (ныне лицей Луи-ле-Гран), знаме- 
нитое учебное заведение, воспитанниками 
которого были Мольер, Гюго, Робеспьер, 
Делакруа. В коллеже Галуа получал 
стипендию и жил на полном пансионе. 
Первые три года он считался одним из 
лучших учеников и с удовольствием за- 
нимался языками, литературой. историей. 
В октябре 1826 года Галуа начал зани- 
маться в старшем классе коллежа — клас- 
се риторики, однако у него появились 
признаки утомления, и по рекомендации 
директора в январе 1821 года он вернулся 
на повторный курс. Там он вновь без ма- 
лейшего усилия стал одним из первых 
учеников, получил награду за перевод с 
греческого и похвальные листы по четы- 
рем другим предметам. В это же время в 
жизни Эварнста произошло важное со- 
бытие: он открыл для себя мир матема- 
тики. 

Дело в том, что до класса риторики все 
учащиеся коллежа занимались по общей 
программе, включавшей в себя гуманитар- 
ные дисциплины и лишь начатки точных 
наук. Однако учащиеся, питавшие интерес 
к точным наукам, могли в последние два 
года обучения заниматься математикой в 
подготовительном математическом классе. 
Те, кто хотел посвятить себя математике, 
должны были после подготовительного 
пройти годичный основной и годичный 
специальный математические классы. 

Галуа воспользовался возвращением на 
повторный курс, чтобы одновременно по- 
ступить в подготовительный математи- 
ческий класс. Почти сразу же обнару- 
жились его необыкновенные математи- 
ческие способности: он без труда одолел 
непростую книгу Лежандра «Основы гео- 
метрииь и принялся изучать сочинения 
Лагранжа «Решение численных уравне- 
ний», «Теория аналитических функций», 
«Лекции по теории функций». 

Осенью 1827 года Эварист возвращает- 
ся в класс риторики и продолжает за- 
нятия в подготовительном математиче- 
ском классе. Школьная рутина тяготит 
его; он целиком поглощен математикой. 
По словам одного из учителей Галуа: 
«Страсть к математике владеет им; я ду- 
маю, что для него было бы лучше, если 
бы его родители согласились, чтобы он за- 
нимался только этой наукой: в классе 


риторики он теряет время п только изво- 
дит своих учителей пи навлекает на собя 
наказания». 

В это время Эварист знакомится с рабо- 
тами Гаусса и Абеля и чувствует, что 
способен еделать не меньше. Будучи всего 
лишь учеником подготовительного класса, 
он без посторонней помощи готовитея к 
экзаменам в Политехническую школу — 
лучшее по тем временам высшое учебное 
заведение Франции. Эварист верит, что п 
ней найдут применение все силы и энергия 
его ума и сердца. 

Попытка поступить в Политехническую 
школу кончилась неудачей. Провал очень 
огорчил Галуа и, по словам историка 
математики Дюнюи, зявился перной из ие- 
справедливостей, которые в конце концов 
отравили ему жизнь». Эварист возвраща- 
ется и порядком падоевший ему коллеж и, 
перескочив основной, Поступает п специ- 
альный математичоский класс. Работал п 
нем тогда Луи-Поль Ришар, замечатель- 
ный преподаватель, горячо любивший 
свою науку. Среди тех. кто в разные 
годы занимаяся у него, были. кроме Га- 
луа. знаменитый астроном Леверъе и вы- 
дающийся математик Эрмит. 

Ришар с большим вниманием отиесся к 
юному ученику, которого он считал самым 
одаренным из своих воспитанников. От- 
зывы Ришара о Галуа лаконичны: +Гз- 
луа работает только и высших областях 
математики», «Он значительно вызие всох 
своих товарищейг. Под руководством Ри- 
шара Эварист выполнил свою первую 
научную работу *+Доказательство одной 
теоремы п периодических непрерывных 
дробяхо, опубликованную п марте 1829 го- 
да в ‹Ле анналь де математик». В это 
же время под влиянием работ Лагранжа 
Галуа начинает интенсивно заниматься 
одиой из самых трудных математических 
проблем того времени — проблемой раз- 
решимости алгебраических уравнений в 
радикалах. 

Проблема эта имеет долгую историю. 
Еще вавилоняне открыли способ решения 


уравнення второй степени ах"--х-Не-=0. 
Корни его п современной символике за- 


Даются формулой 


—63 \ 6" —4ас 

2а я 
в которую входят четыре арифметических 
действия над коэффициентами, а также 
квадратный радикал. В начале шестна: 
дцатого века Сципионе дель Ферро и Ник- 
коло Фонтана, более известный под имс- 
нем Тарталья, получили формулу для 
корней кубнческого уравнения, в которую 
входят четыре арифметических действия 
и квадратичный и кубический радикалы. 
Несколько позже Лодовико Феррари от- 
крыл формулу для корней уравнения чет- 
вертой стевени, в которую входят радика- 


Х:.2 = 
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лы самое больышес четвертой степени. 
Естественно было ожидать, что корни ал- 
гебраического уравнения степени п 


..та.=0 1.70: 
должны выражаться через радикалы са- 
мое болылее л-ой степени. Но, иесмотря 
на титанические усиния самых выдаю- 
щихся математиков на протяжении почти 
трех веков, такую формулу ине удалось 
получить даже для уравнения пятой сте. 
пеин. В конце восемнадцатого века матс- 
матики пачали подозревать, что формул 
п радикалах для уравнений стенени л:5 
просто не существует, потому-то их п не 
удается найтн. 

Важный шаг п исследовании алгебраи 
ческих уравнений был сделай Жозефом 
Луи Лаграижем (см., например, «Квант». 
1986, № 9, с. 3). открывшим, что рени- 
ние уравнений в радикалах тесно связа 
ио с перестановками их корней. Эта идея 
Лагранжа. названная им зистииной фило 
софией решения уравнений», была суще 
ственно развита геннальным норвежским 
математиком Низьсом Генриком Абелем. 
В 1324 году п возрасте двадцати Авух 
лет Абель доказал, что не, существует 
формул. которые бы решали в радикалах 
алгебранческое уравнение степени н_:5 
общего вида. 

После ноявления теопемы Абеля сразу 
же встал вопрос о нахождении необхо- 
димого и достаточного условия. 


а-х" ва: х' | 


которое 


Единствечный портрет двариста, сделанный 
с нигуры. когда ему было пятнадцать — виестна- 
Фиать лст. 


7% 


АХ 


Внутренний двор „Чицея Луи-ле-Гран (Париж. 
улица Сен- Жак. 123). ПИ этом лицее (в те време. 
ча Королевском коллежег Галуа провел 
шесть аст — с октября 1823 года по декабрь 
1529 года. 


по коэффициентам а. аъ -.... а» любого 
уравнения позволяло бы судить, решается 
оно в радикалах или нет. 

В течение 1829—1831 гг. Эварист нол- 
постью решил эту труднейшую проблему. 
Первые результаты по теории уравнений 
появились у него еще весной 1829 года. 
Галуа направил их в Академию наук. 
Рассмотреть его работу взялся один из 
крупнейших французских математиков 
Коши, но... где-то ее затерял. 

По окончании учебного года п специаль- 
ном математическом классе Галуа вновь 
сделал попытку поступить в Политехни- 
ческую школу и вновь провалился. Что 
произошло на экзамене, доподлинно не- 
нзвестно. Позже Галуа упомянул о нем, 
написав, что на экзамене его сопровож- 
дал эсумасшедший хохот экзаменаторов». 
Экзаменаторами Галуа были Бине и Ле- 
фебюр де Фурси. Мы не знаем. какие 
оцеикни они поставили Галуа; так или 
иначе, п Политехническую школу он не 
попал. 

В то время, когда Эварист готовился и 
вступительным экзаменам, на него свали- 
лась неноправимая беда: Ё июля 1829 года 
его отец, затравленный местным кюре ип 
иезуитами, покончил е собой. Эти тяже- 
лые дни, почти совпавшие по времени с 
его провалом, Эварист провел дома, вместе 
с матерью и младшим братом Альфредом. 

По совету Ришара Эварист решил по- 
ступить в Приготовительную школу, жал- 
кий остаток знаменитой Нормальной шко- 
лы, созданной в годы Великой француз- 
ской революции. В 1822 году Бурбоны 
закрыли Нормальную школу, а в 1826 го- 
ду она была восстановлена под названием 
Приготовительной школы, как продолже- 
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ние коллежа Луи-ле-Гран. Трехгодичная 
Приготовительная школа готовила учи- 
телей и государственных чиновников. 20 
февраля 1830 года Эварист Галуа стал ее 
студентом. 

Первый год обучения в Цриготовитель- 
ной школе оказалея самым успешным в 
жизни Галуа. Здесь он познакомился п 
Огюстом Шевалье, и это знакомство 
вскоре переросло а крепкую дружбу. 
Галуя увлеченно занимался математикой. 
Он написал три работы и представил 
их на конкурс п Академию. 

Неожиданно на него обрушивается но- 
вый удар. Рукопись Галуа попала п руки 
секретаря Академии Фурьс, который вско- 
ре после этого ... умер. В его бумагах 
рукописи Галуа не оказалось — она 
исчезла, как и первая, я вместе с ней иа- 
дежда получить Большую математиче- 
скую премию. Правда, у Эвариста сохра- 
нились копии посланных работ, и ои опуб- 
ликовал их а апрельском и июньском но- 
мерах «Бюллетеня математических науке, 
ино это было слабым утешением. В своих 
повторяющихся несчастиях ой увидел не 
волю случая, а результат плохой социаль- 
ной организации, которая обрекала талант 
на вечные лишения к выгоде посред- 
ственности. И со всем пылом юности 
Эварист включается п борьбу за полити- 
ческое переустройство общества. 

В июле 1830 года давно собиравшиеся 
над режимом Бурбонов гучи разразились 
революционной грозой, лишившей власти 
короля Карла Х. Симпатии Галуа целиком 
на стороне республиканцев. Ок активно 
участвует в работе революционных круж- 
ков, вступает п Общество друзей парода. 
Но чаяниям республиканцев име удалось 
сбыться: к власти пришел ставленник 
крупного капитала *король-буржуа» Луи- 
Филипп. Возбуждение в Париже не ути- 
хает. 

Осенью 1830 года Эварист выступаст п 
печати с резкой критикой двурушническо- 
го новедения в июльские дни директора 
Приготовительной школы Гиньо. В резуль- 
тате 9 декабря его исключают из Школы. 
Надежда на математическую карьеру рух- 
нула. Эварист вступает в артиллерию 
национальной гвардии, п болышгинстве сво- 
ем состоявшую из членов Общества друзей 
народа. Это была вооруженная сила рево- 
люцим, и правительство Луи-Филиппа 
вскоре распускает национальную гвар- 
дию. Эварист остается без средств к су- 
ществованию; лишь частные уроки позво- 
ляют ему свести концы © концами. 

Все помыслы его п это время отданы 
революции — математика отходит на вто- 
рой план. И все же он находит время и 
силы. чтобы еще раз послать в Академию 
ту самую работу, которая была потеряна 
п прошлом году. Работа Ппонала на отзыв 
двум академикам — Лакруа и Пуассону. 
После длительных проволочек они ©006- 


цают. что не 
положительно. 

В июне 1831 года Галуа предстает 
перед судом по обвинению «в попытке 
спровоцировать покушение на жизнь и 
особу короля Французов путем заявления, 
сделанного п обществениом месте во время 
лубличного собрания». Суд присяжных 
оправдывает Галуа, но он попадает нод 
тайный надзор политической полиции. 

14 июля 1831 года Галуа принимает 
участие и домоистрации. Ее участники 
протестуют против запрещения прави- 
тельством Луи-Филиппа свободы мани- 
фестаций. Мвогне участники этой демон- 
страции были арестованы, и Эварист ока- 
зался п тюрьме Сент-Пелажи. Здесь он 
встретил свое двадцатилетие, и здесь же 
им было отредактировано его основное 
математическое сочиценне. 16 марта 1832 
года Галуа переводят в тюремную больни- 
цу с подозрением на холеру. Есть сведе- 
ния, что Галуа оставался п нсй еще нско- 
торое время после того, как 29 апреля 
коичился срок его заключения. О его жиз- 
ни в течение мая 1832 года не сохрани- 
лось никаких следов. Утром 30 мая какой- 
то прохожий нашел его тяжело раниенным 
после дуэли па пистолетах па берегу 
пруда Гласьер в парижском пригороде 
ЭЖантийи. Па следующий день н 10 часон 
утра Галуа скоичался, Причина его дуэли 
и его противник достоверно неизвестны. 
Перед смертью он паписал письмо своему 
другу Огюсту Шевалье с просьбой пока- 
зать его рукопись немецким математикам 
Якоби и Гауссу. Однако рукопись увиде- 
ла свет лишь в 1846 году п осталась 
практически незамеченной. Иден Галуа 
по-настоящему были поияты лишь в 70-х 
годах, после выхода в свет книги К. 9Кор- 
дана * Алгебраические уравнения ип теория 
подстановок». 


могут оценить рукопись 
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Бессмертие 


Я теории уравнений я исследовал, 

и хаких случаях уризнения разрешаются 

п радикалах, что дало мне повод углубить 
этц тгорию и описать все возможные 
нреобразования уравнения, дэпистимые 

даже тогда. когда оно ис решается в 
радикалах. 


Рукопись, оставитаяся после Галуа. из ко- 
торой взята эта цитата. называлась 
«Мемуар об условиях разремтимости урав- 
иеиий п радикалах» - Содержащиеся ш этом 
мемуаре идеи были ие поняты современ- 
никами Галуа п считаются нелегкими 
для изучения даже сейчас. В то же время, 
формулировка теоремы Галуа не сложна. 
Правда, вначале нужно усвоить несколько 
новых понятий. 

Пусть имеется дл предметов. которые мы 
будем обозначать натуральными числами 
1. 2, ... а. Их лодетановкой называется 
преобразование множества этих предме- 
тов. задавасмое таблицей 


( 12... ) 
А 
где п. 7. „. В. — Это те же чиела 
1. 2, .... п. но записанные в другом 
порядке. Каждая подстановка заключает- 
ся и гом, что на месте числа. стоящего 
п верхней строчке, ставится подписанное 
под иим число п нижней строчке. 

Из л чисел можно сделать л! различных 
подстановок. Например, из трех янсел 
1, 2, 3 можно сделать следующие подста- 


новки: 
у 
1237 123 то 
ри (13). ра ыз в" (51 | 


Множество подстановок из пл 
обычно обозначается через 5... 


предметов 


ВАС ль. обе прет" 


Фрагмент чернового варианта митематической рихониси Гилце. 


Современники знали Галуа лишь как пламенно- 
го революционера — республиканци. Публично 
«хорошим математиком» он был впервые на- 
зван уже после своей гибели. 7 июня 1832 года 
газета «Газетт де опито» поместила сообщение 
полации: «Юный Эварист Галуа. двадцати 
одного года. хороший математик. кроме того. 
известный своим пылицм воображением. умер 
5 12 часов от острого перитонита. вызванного 
пулей. выпущенной с 25 ша208». 


С подстановками из одного и того же 
числа предметов можно совершать раз- 
личные алгебраические операции. Прежде 
всего, их можно перемножать. Перемно- 
жить две подетановки — это значит ло- 
следовательно произвести их одну за дру- 
гой. В результате получится опять под- 
становка, называемая произведением двух 
ланных подстановок. Перемножим, напри- 
мер, подстановки из трех предметов 


ния ( 123 
2137 и ‘32. 

В силу первой подстановки единица заме- 
нится двойкой, а п силу второй подста- 
новки эта двойка останется на месте. 
Таким образом, в результате последова- 
тельного совершения обенх подстаповок 
единица перейдет в двойку. Точно так же 
можно убедиться, что двойка перейдет п 
тройку, а тройка иерейдет я единицу: 


123` 123 123 
н р (531). 
Аналогично перемножаются и любые две 
другие нодстановки из трех предметов. 


Ц результате получается следукицая таб- 
лица умножения: 


] р. 7: р: рз р! р: 

р. . : Ру р. р: 

р: ‘ у й р. р: р; 

р. ех ы р. Рз ра 

р.- р. Рь р; Ре р- р' 

р: р: р: рь Р' Г р, 

р. п р. р р; р. Р Рь 
Таблица 1 
Непосредственной проверкой можно 
убедиться, что умножение подстановок 
удовлетворяет правилу раскрытия ско- 
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бок: 'а6 с =а:6<` для любых трех подста- 
новэк а, В, с из $5$.. 
Тожодественная подстановка 


есть единственная подстановка, удовлетво- 
ряющая условию 


р 


ти) (а), 


1 2--(1 
для произвольной подстановки 


У 
из 5.. 


У каждой подстановки имеется обрат- 
ная к ней, дающая в произведении г 
даниой тождественную подстановку: об- 
ратная подстановка к данной ставит все 
числа, смещенные подстановкой, на их 
прежние места. Например, для подетано- 
вок из трех предметов имеем 

Ро '=Рь РГ '=р.. р: '=Р.. р '=Р,, 

=, р: = р. 

Введем теперь следующее определение. 

Группой*) (более точно, конечной груп- 
пой) называется любое множество С из 
°5., которое вместе с каждыми двумя сво- 
ими элемеитами а и 6 содержит элемент 
аб и вместе с каждым элементом ва — 
элемента '. В чаотности, само множество 
$5. также является группой. 

Уже па примере группы 5. видно, что 
для умножения подстановок ‘це выполня- 
ется переместительный закон: ие всегда 
а`6—Ь-а. Если же для всех пар а. Ё 
элементов некоторой групны выполняется 
последнее равеиство, то С называется 
коммутативной или абелевой группой. 
Проверьте, что из всех групп 5., п 1, 
коммутативня лишь группа $.. 

Может случиться, что часть Н группы 
С сама образует группу. Тогда И назы- 
вается подгруппой группы С. Например, 
каждая группа содержит подгруппу, сос- 
тоящую из тождественной подстановки е. 
С другой стороны, каждая (конечная) 
группа является подгруппой некоторой 
группы $.. Тот факт, что Н — подгруппа 
п С. обозначается так: НС. 

Для иллюстрации введенных понятий 
опишем все подгруппы и группе 5.. 
Из таблицы умножения (табл. 1) видно, 
что в 5; содержится одна подгруппа, 
состоящая из одного элемента ри, три 
подгруппы из двух элементов |рь, ра, 
(р-. Р‹ь (рРь Р\) и одна подгруппа из 
трех элементов (р», р:, р>). В таблице 1 эта 
подгруппа выделена синим цветом. По- 
скольку она еще встретится нам в даль- 


*) Понятие группы пперные появилось в работах 
Лагранжа и Руфини. Термин »группа» введен Галуа. 


нейшем, мы введем для нее снециальное 
обозначение &,. Все эти подгрупиы ком- 
мутативны. Предлагаем читателю самому 
убедиться, что других подгрупп в 5. нет. 


Пусть С — какая-нибудь группа и 
а, В — ее элементы. Выражение |а,б | -- 
—=афа`‘ь`', называется коммутатором 


злементов п и 6: оно елужит корректи- 
рующим членом для того, чтобы поменять 
местами аи 6: 


аб -|а,6 фа. 
Если ав -- Ба, то |[а.6:=е. Понятно, что чем 
больше в груипе (? коммутаторов, отлич- 
ных от е, тем значительнее отклонение 
группы С от коммутативной. Назовем 
производной группой группы С ее под- 
групну С’, состоящую из всевозможных 
произведений вида 
19, В!» би! --. ас. бы 

са, ..., а», 6: .... бь из С. Ясно, что есди 
группа С коммутативна, то С” состоит все- 
го лишь из тождественной подстановки е. 
В качестве несложного унражнения пред- 
лагаем читателю проверить, что коммуга- 
торы группы 5, задаются следующей таб- 
лицей: 


[2.2] | Р ор р р 
р. | Рь р. р. Ре Ре р. 
р. | № р» р- р. р» р: 
Р- Р› р. Ре 2 В: р; 
р | р. р р м р РР 
р | р. р: р. р. р. р 
р. | 2. ро би а в 


Таблица 2 
Для С’ также можно рассмотреть про- 
изводную группу 'С”!-:С”, называемую 
второй производной группой группы С. 


Продолжая этот процесс, мы получим 

< # Е Вр 
Е-ю производную группу С“ ==!" ТУ. 
Ясно, что С"<С'`'. Тем самым возни- 


кает цепочка вложенных друг в друга под- 
групп: 

50“ о“ <..<б"<0’5 С. 
Если эта цепочка обрывается на подгрун- 
пе, состоящей лишь из тождественной под- 
стаиовки, то есть если С”'=6 для неко- 
торого числа т, то группа С называется 
разрешимои. 

Ясно, что любая коммутативная группа 
разрешима. В частности, разрешима груп- 
па $.. Покажем, что группа $. также 
разрешима. Из таблицы 2 следует, что 
все коммутаторы из $, лежат в 2 ‚, поэтому 

= з. Из таблицы 1 видно, что группа 
2; коммутативна, поэтому 55:= й4—е. 

Далеко не все группы разрешимы. На- 
пример, группы $. разрешимы лишь для 
п— 2, 3, 4 (это весьма непростое утверж- 
дение впервые появилось в мемуаре Галуа). 

Теперь мы в состоянии объяснить основ- 
ную идею теории Галуа. Пусть 


--1, 
Родеаьх" Нах" а 0— 


произвольное уравнение п-й степеии, где 
ас, а 1,...а, — заданные числа. Еще в конце 


ХУПТ века Каря Фридрих Гаусс доказал, 
что при любых а, а1,...а, данное уравнение 
имеет п комплексных корней ц,,...е,. Мы 
хотим выяснить, существуют ли формулы, 
выражающие корни и,,....‹, через коэффи- 
циентыевьа.,....в „< помощью четырех вриф- 
метических действий и извлечения корнсй. 
Для простоты условимся считать, что а... 
а!›...а, — ЭТО рациональные числа и все 
корни &:..-и, различны. Свяжем с 4... 1, 
множество @ ({}. состоящее из всех чисея 
вида 


Р (ина), 


где Р -— многочлен от л перемеиных с ра- 
циональными коэффициентами. Рассмот- 
рим преобразования множества © :{ь не- 
реводящие сумму чисел па сумму, произ- 
ведение в произведение и оставляющие на 
месте рациональные числа. Если Р — ко- 
рень нашего уравнения, то есть 


а." га"! 5..1 а„=0, 
а { -— такое преобразование. то 
4 (а в" На: В" '--..-=а,)= 
—аьч В)" ав)" 5... - а. =0. 


Портрет Галуа. сделанный по памяти его брагом 
Альфредом и опубликованный в 1848 годи Е 


журнале. «Магазэн питтареск». сеЭтот пор- 
трет.— 2оворится в заметке «Магалон питто- 
реск®.— восироизводит насколько возножино 
точно выражение лица двариста Галуа. Рисунок 
сделан. Альфредом Галуа. который вот ужг 
18 лет создал настоящий культ ламяти своего 
несчастного братаз- 


—1 


Значит, $‹(р) — корень того же уравнения, 
то есть ф просто переставляет корни 
о1....й, между собой, задавая тем самым 
некоторую подстановку 


( (192... р ) 

0..0. +0. 

Все такие подстановки образуют не- 
которую группу, содержащуюся в 5.. 


Эта группа называется группой Галуа 
уравнения {(х)=0 и обозначается С (|. 


Основная теорема теорни Галуа 


Уравнение /=0 разрешимо в радикалах 
тогда и только тогда. когда разрешима его 
группа Галуа С(]). 

В теореме Галуа ценно то, что группу 
С(Р) как правило можко вычислять, не 
зная корней уравнения /=0, только по его 
коэффициентам. Рассмотрим, например, 
уравнение х*`-- 6х с=0 с рациональными 
коэффициентами, не имеющие рациональ- 
ных корней. Пусть д== —46—27с*. Если 
Д не является полным квадратом, то 
С(Г=5$3, в противном случае С (= 2... 
Когда коэффициенты ао, а.....а, выбраны 


более-менее произвольно. то группой Га- 


Новости науки 


луа уравнения /=0 будет 5,. Поскольку 
групла 5, не является разрешимой для 
п>5, то общее уравнение степени п>5 
не разрешимо в радикалах. 

Главное значение работы Галуа состоит 
даже не в том, что он дал исчерпываю- 
щий ответ на вопрос, три века бывший 
вызовом всем математикам мира, а в с03- 
данном им методе, центральное место в ко- 
тором занимают понятия группы и сим- 
метрии. Идеи Галуа оказались плодотвор- 
ными во всех без исключения областях 
математики и теоретической физики. От 
абстрактной алгебры до теории элементар- 
ных частиц — таков спектр применения 
общей идеи симметрии. За всю многовеко- 
вую историю математики не было иного 
примера, чтобы столь малая по объему 
работа оказала такое огромное влияние. 


* & * 


..Уже светало, когда Эварист Галуа 
окончил последнее в своей жизни письмо. 
«Дорогие друзья! Меня вызвали... Я не мог 
отказаться... Незабывайте меня! Ведь судь- 
ба не дала мне прожить столько, чтобы 
мое имя узнала родина». 


«Тяжелые» 
электроны 
в металлах 


Способность металлов про- 
водить электрический ток свя- 
зана с наличием в ннх сво- 
бодных электронов (электро- 
нов проводимости), которые 
могут перемешаться по кри- 
сталлу. Кроме электропровод- 
ности, эти электроны опреде- 
ляют многие другие важиые 
свойства металла, такне, на- 
пример. как  теплопровод- 
ность, поведение в магннит- 
ном поле и т. п. 

Входящие в состав метал- 
ла электроны, конечно же, не 
являются в полном смысле 
свободными. Обладая элект- 
рическим зарядом, оци 
взаимодействуют г ионами 
кристаллической решетки и 
друг е другом. Это взаимо- 
действие сильно влияет на ха- 
рактеристики металлов, где 
электроны в болышой степени 
теряют свои индивидуальные 
свойства. Оказывается, тем 
не менее, что в ряде случаев 
движеиие электроиов прово- 
димостн может быть описано 
как движение по-настоящему 
свободных электронов. Для 
этого электрону в металле 
приписывают так иазываемую 
эффективную массу, которая 
является важной  характе- 
ристикой, учитывающей 
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взаимодействия электровов с 
решеткой и друг с другом. 
«Физики уже давно описы- 
вают свойства металлов, ис- 
пользуя понятие эффектив- 
ной массы, и хорошо к нему 
привыкли. Отметим, напри- 
мер, что именно эффективная 
масса определяет ускорение 
электрона проводимости в 
электрическом поле. 

Обычно — например, в ще- 
лочных металлах, олове, ме- 
ди — эффективная маеса 
электронов близка по вели- 
чине н массе свободного эдлект- 
рона (7,=9,1- 10—31 кг), от- 
личаясь от нее самое большее 
в несколько раз. Однако не- 
давно было обнаружено, что 
я некоторых соединениях — 
СеА\1-, СеСи.$1., О Ве! -. и 
СРЬ — эффективная маеса 
электронов почти в тысячу 
раз больше т.. Этот факт и 
позволяет говорить 0 чтя- 
желыхь электронах. 

Естественно, свойства упо- 
мянутых соединений очень 
сильно отличаются от свойств 
обычных металлов. Напри- 
мер, удельная теплоемкость 
СеСи.Зь и ОВе,.. в несколько 
сот раз больше величины, 
ожидаемой для обычного ме- 
талла. Аналогичная особен- 
ность наблюдается и для та- 
кой важной характеристики 
металла, как магиитная вос- 
приимчивость, которая от- 
ражает способность вещества, 
помещенного в магнитное по- 


ле, намагничиваться. Любо- 
лытно, что наблюдается связь 
между величиной эффектив- 
ной массы электрона и спо- 
собмностью металла выступать 
в роли катализатора — чем 
больше эффективная масса, 
тем активнее проявляет себя 
металл. Можно надеяться. что 
это окажется полезным на 
практике. Однако на этом 
сюрпризы со стороны метал- 
лов © «тяжелымие электро- 
нами не кончаются. Оказа- 
лось, что при низких темпе- 
ратурах некоторые из них пе- 
реходят в сверхпроводящее 
состояние, природа которого, 
как полагают, может отли- 
чаться от обычной сверхпро- 
водимости. 

Необычные свойства ме- 
таллов, связанные с +тяже- 
лымиь электронами, вызва- 
ли очень большой интерес у 
физиков, н в этом направле- 
нии сейчас ведутся интенсив- 
ные исследования. Пока при- 
рода большой эффективной 
массы электронов в метел- 
лах до конца не выяснена, 
но многие исследователи счи- 
тают, что она связана в кван- 
товым характером магиитно- 
го взаимодействия электронов 
и тяжелых атомов Се, Ци Р&. 

Пока в физике металлов 
с чтяжелымие электронами 
вопросов намного больше, чем 
ответов. Исследования про- 
должаются. 


А. Б. 


А что будет, 
если...? 


Д. Л. ТАРАСОВ, 
кандидат физико-математических наук 
Л. В. ТАРАСОВ 


*А что будет, если ...?» Вопросы та- 
кого типа могут быть самыми раз- 
личными, за словом зеслиь могут 
стоять самые разные предположения, 
в том числе — и относительно ка- 
ких-то физических процессов, явле- 
ний. Всякий раз такие вопросы по- 
буждают нас рассматривать какую- 
нибудь физическую ситуацию и тем 
самым помогают лучше понять сущ- 
ность тех или иных явлений, роль и 
область действия тех или иных фи- 
зических закономерностей. 

Что будет, если скорость света во 
всех прозрачных средах вдруг ста- 
нет равной скорости света в вакууме? 
Может быть, сегодня этот вопрос и 
покажется надуманным. Но, как мы 
увидим, отвечая на него, нам придет- 
ся разобраться во многих знакомых 
и, казалось бы, очевидных вещах. 
А кроме того, лет двести назад этот 
вопрос мог возникнуть, и притом впол- 
не серьезно. 

Вспомним: в ХУП-— ХУПЕ веках 
господствовал чисто механический 
лодход к оптическим явлениям. Одни 
ученые придерживались выдвинутой 
Ньютоном зтеории истечения», со- 
гласно которой свет рассматривался 
как поток быстро летящих мелких 
«частичек». Другие, следуя Гюйген- 
су, рассматривали свет как распро- 
странение упругих волн в особой сре- 
де — эфире, — заполняющей все ми- 
ровое пространство, включая и про- 
зрачные тела. Для объяснения наблю- 
даемых явлений приходилось наде- 
лять эфир свойствами удивительны- 
ми и порой необъяснимыми. Так, 
пришлось предположить, что скорость 
зупругих» световых волн в эфире 
зависит от того, какие именно тела 
ззаполняет» эфир. Это было не вполне 
понятно; на первый взгляд казалось, 
что скорость распространения’ упру- 
гих возмущений в вездесущем эфире 
должна быть везде одной и той же, 
Вот тогда-то и мог возникнуть воп- 
рос: а не является ли скорость све- 


та и в самом деле одной и той же во 
всех телах и в вакууме? 

Предположим, что это действитель- 
но так, и посмотрим, к каким ‹по- 
следствиям» приведет это предполо- 
жение. Разумеется, мы будем пользо- 
ваться нашими знаниями о действи- 
тельной природе оптических явлений, 
теорией, согласующейся с повседнев- 
ным опытом. Мы знаем, что скорость 
с света в какой-либо среде всегда 
меньше скорости света с в вакууме. 
Всегда с>и. Отношение с/о есть по- 
казатель преломления света п для 
данной среды. 

Предположим, что скорость света во 
всех прозрачных средах сделалась 
равной скорости света в вакууме: 

—с. Следовательно, для всех сред 
теперь п=1. Это означает, в частно- 
сти, что исчезло преломление свето- 
вых лучей на границе сред. Проходя, 
например, из воздуха в воду, свето- 
вой луч не будет теперь изменять 
своего направления. Ложка в стакане 
с водой не будет казаться нам +сло- 
манной», а расстояние до мбнетки 
на дне бассейна не будет представ- 


Рис. 1. Световой луч на границе двух сред в 
обычной ситуации (а} и в новой ситуации (6). 
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ляться нам меньшим, чем оно есть в 
действительности. Исчезнет и явление 
полного внутреннего отражения. Все 
это хорошо видно на рисунке 1, где 
сопоставляются две ситуации — обыч- 
ная и новая. В новой ситуации свето- 
вой луч попросту ‹не замечает» грани- 
цы между средами; в оптическом 
смысле эта граница не существует. 
Такая чметаморфоза» неизбежно 
приведет ко многим потерям. Ока- 
жутся бесполезными все оптические 
линзовые приборы, от обычных оч- 
ков до сложнейших микроскопов, — 
ведь линзы потеряют способность 
фокусировать или дефокусировать 
световые лучи. Нерестанут действо- 
вать волоконно-оптические линии свя- 
зи, поскольку свет чудерживался» 
внутри прозрачного волокна за счет 
полного внутреннего отражения лучей 
от боковой поверхности волокна. 
Произойдут изменения и в явлени- 
ях, наблюдаемых в природе, прежде 
всего в оптических явлениях, проис- 
ходящих в земной атмосфере. Как 
известно, атмосфера является опти- 
чески неоднородной средой: ее пока- 
затель преломления изменяется с вы- 
сотой и, кроме того, зависит от тем- 
пературы, влажности, наличия приме- 
сей, перемещений слоев воздуха; 
в частности, показатель преломления 
воздуха тем меныше, чем меньше 
плотность воздуха. Поэтому световые 


<ВЕТОВОЙ ^УЧ 


Рис. 2. Возникновение миража. а) У самой по- 
верхности земли воздух достаточно нагрет, 
так что его плотность, а значит и показатель 


преломления, меньше, чем в более высоких 
слоях,— луч изогнут выпуклостью вниз. 
6) В более высоких слоях воздух теплее, пока- 
затель преломления меньше — луч изгибается 
выпуклостью вверх. 
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Рис. 3. «Сплюснутоее Солнце на закате (а), 
еслепая полоса» на диске заходящего Солнца 
{6) — следствие рефракции света в земной 
атмосфере. 


лучи распространяются в земной ат- 
мосфере не по прямым, а по плавно 
изогнутым линиям (это назмвают- 
рефракцией света в атмосфере). Не- 
трудно показать, что световой луч 
изгибается таким образом, что его 
траектория оказывается всегда обра- 
щенной выпуклостью в ту сторону, где 
показатель ‘ преломления меньше. 
Этим объясняется возникновение ми- 
ражей (рисунок 2). С рефракцией 
света в земной атмосфере связаны 
такие явления, наблюдаемые при за- 
ходе Солнца, как небольшая сплюс- 
нутость солнечного диска, появление 
в отдельных случаях горизонтальной 
«слепой полосы», перерезающей сол- 
нечный диск (рисунок 8); мерцание 
звезд — тоже результат рефракции. 

В новой ситуации, рассматривае- 
мой нами, атмосфера станет опти- 
чески однородной средой — ведь не- 
зависимо от изменений плотности 
воздуха показатель преломления для 
него будет одним и тем же во всех 
точках пространства: он будет'равен 
единице. Поэтому исчезнет рефракция 
света в атмосфере, а вместе с ией 
исчезнут миражи, мерцание звезд, 
своеобразие солнечных закатов. 

Мы знаем, что проходя сквозь 
обычную трехгранную призму, сол- 
нечный луч разлагается на цвета 
радуги. Это связано с тем, что пока- 
затель преломления света зависит не 
только от выбора среды, но и от 
длины волны света (это называют 
дисперсией). Наибольшим показате- 
лем преломления характеризуются 


фиолетовые лучи, а наименьшим — 
красные. 

Так как теперь показатель прелом- 
ления всегда один и тот же — а это 
означает, что он не зависит ни от вы- 
бора среды, ни от длины волны све- 
та, ни от каких-либо иных факто- 
ров,— исчезнет дисперсия, никакого 
разложения на цвета в призме мы те- 
перь наблюдать не будем (рисунок 4). 
Значит, перестанут работать почти все 
спектрометры и спектрографы. Мы не 
сможем никогда любоваться радугой 
на небе... 

Итак, в новой ситуации мир стал 
заметно беднее: исчезло преломле- 
ние лучей на границе сред, исчезла 
рефракция света в атмосфере, исчезла 
дисперсия. А. что будет с отражением? 
С обычным отражением света от по- 
верхности прозрачной среды? Оно то- 
же исчезнет! (Это можно было усмот- 
реть уже из рисунка 1, 6). Картина 
получается впечатляющей. Находясь 
на берегу озера, мы теперь не уви- 
дим в воде отражений деревьев, кус- 
тов, облаков, не увидим ночью лун- 
ной дорожки на воде. Мы вообще 
не увидим ни лужи, ни реки, ни 
моря — мы будем видеть только 
дно! Согласитесь, это будет очень су- 
цественным изменением в пейзаже. 
Но это еще не все, произойдут 
еще более впечатляющие изменения. 

Почему небо голубое? Все дело в 
рассеянии света в земной атмосфере. 
Интенсивность рассеянного света об- 
ратно пропорциональна /^, где > — 
длина волны света. Значит, в рассе- 
янном свете большей интенсивностью 
обладает часть спектра, близкая к его 
фиолетовому концу. В результате 
спектр рассеянного света оказывается 
как бы сдвинутым в сторону более 
коротких волн — вместо белого света 
получается голубой. Глядя на небо, 
мы видим рассеянный атмосферой 
свет, и небо — голубое. Когда же мы 
глядим на заходящее Солнце или 
просто в направлении Солнца, То вос- 
принимаем в основном не рассеян- 
ный свет, а прямые солнечные лучи, 
прошедшие через толстый слой атмо- 
сферы без рассеяния. Спектр такого 
света смещен в сторону более длин- 
ных волн. Поэтому заходящее Солнце 
красное, а небо вблизи него зокра- 
шено? в оранжевые и красные тона. 

А теперь подумаем, что будет со 
всем этим в той новой ` ситуации, 


Рис. 4. «Радуга». появляющаяся после про- 
хождения сознечного луча сквозь призму (а), — 
результат дисперсии. В новой ситуации (6) дис- 
персия отсутствует. 


какую мы обсуждаем. На чем именно 
рассеивается свет? На изменениях 
плотности воздуха, обусловленных 
беспорядочными движениями моле- 
кул. Эти изменения случайны: плот- 
ность хаотически меняется от точки 
к точке и от одного момента време- 
ни к другому. Рассеяние света обус- 
ловлено случайными изменениями по- 
казателя преломления воздуха, кото- 
рые связаны с изменениями его плот- 
ности. Иными словами, свет рассеи- 
вается на оптических неоднородно- 
стях атмосферы, обусловленных теп- 
ловым движением ее молекул. В на-. 
шей новой ситуации изменения плот- 
ности воздуха не приводят к появле- 
нию оптических неоднородностей. 
Значит, исчезнет рассеяние света в 
атмосфере — мы будем видеть чер- 
ное звездное небо, а на нем яр- 
кий белый диск Солнца. 

А собственно говоря, будем ли мы 
вообще что-нибудь видеть? Ведь как 
только скорость света в среде станет 
равной скорости света в вакууме, 
хрусталик нашего глаза — эта соз- 
данная самой природой линза — пере- 
станет выполнять свои функции. 
Глаз превратится в подобие простой 
камеры-обскуры. Сможет ли он ви- 
деть? Не будет ли возникшая при 
этом «дальнозоркость» чрезмерно ог- 
ромной? 

Вот к каким неочевидным ситуаци- 
ям привел нас всего один вопрое — 
что будет, если скорость света станет 
всюду равной скорости света в ва- 
кууме. 
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Наш календарь 


К 175-летию 
закона Авогадро 


Итальянский физик Амедео 
Авогадро*) (1716—1856) про- 
исходил из семьи. все муж- 
чины которой, начиная с 
ХЦ века, неизменно стано- 
вились адвокатами. Полагают 
даже, что сама фамилия Ано- 
гадро возникла из аууосо 
(ло-итальянски — адвокат). 
Но будущий ученый, и двад- 
цать лет получивший диплом 
доктора права, не слишком 
долго сохранял верность се- 
мейной традиции. Юще и юно- 
шеские годы у него пробу- 
дился живой интерес и точ- 
ным наукам. а г 1800 года 
все свободное время он стал 
отдавать изучению физики и 
математики. 

Через несколько лет Аво- 
гадро уже автор двух науч- 
ных работ и член-корреспон- 
дент ‘Туринской академии 
наук; в 1806 году он, наконец, 
оставляет адвокатскую прак- 
тику и становится препода- 
вателем физики и математи- 
ки. Бывший юрист продол- 
жает упорно штудировать сле- 
циальную литературу. растет 
число его собственных науч- 
ных работ. В ученых кругах 
Италии имя Авогадро полу- 
чает широкую известность. 
В 1819 году его нзбирают 
действительным членом Ту- 
ринской академии, а годом 
позже королевским указом 
назначают профессором пер- 
вой в Италии кафедры высшей 
{по-современному — теоре- 
тической) физики в Турин- 
ском университете. 

Человек проницательного 
ума, знцяклопедических зна- 
ний и редкой скромности, 
Авогадро у себя на родине 
пользовался высокнм науч- 
ным авторитетом. Но за преде- 
лами Италии его исследова- 
ния никакого отклика не на- 
ходили. Широкое признание 
пришло лишь спустя четыре 
года после смерти ученого, 
когда н 1860 году на первом 
международном химическом 
конгрессе и Германии его 
соотечественник химик 
С. Канниццаро сумел донестн 


} Его полное имя Лореицо 
Романо Амедео Карло Апогалро 
ди Куарегуа э ди Каррето. 
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‘сомненно, прав, 


до собравшихся содержание 
одной из статей Авогадро, 
налисанной еще в 1811 году. 
В этой статье был сформу- 
лирован знаменитый закон 
Авогадро: 

В равных объемах раз- 
личных газов лри одинвковых 
температуре и давлении со- 
держится равное число атомоя 
или молекул. 

К этому важнейшему вы- 
воду Авогадро пришел, ана- 
лизируя опубликованные в 
1808 году эксперименталь- 
ные результаты француэзско- 
го физика Ж. Л. Гей-Люссака 
{1778 —1850), изучавшего 
объемные соотношения в реак- 
циях между газами и уста- 
новившего, что объемы всту- 
пающих в реакцию газов и га- 
зообразных продуктов реак- 
ции относятся как неболышие 
целые числа. 

За десять лет до Авогадро 
гнпотезу равеиства числа час- 
тиц в равных объемах всех 
газов рассматривал основопо- 
ложник химической ато- 
мистики аигличанин 
Дж. Дальтоя (1166—1844). 
Однако он вынужден был от- 
вергнуть эту, по его словам, 
«туманную» идею как проти- 
воречившую разработанным 
им схемам ряда хнмических 
реакций. 

Задачу, в которой запута- 
лись Дальтон и Гей-ЯДюссак, 
и вместе с ними н множество 
других крупных ученых, кра- 
сиво п просто решил тогда 
еще никому исизвестный Аво- 
гадро. Рассуждал он следую- 
{цим образом. Дальтон, не- 
утверждая, 
что элементарный акт хи- 
мической реакции состоит в 
перегруппировке атомов, этих 
реально существующих дис- 
кретных порций материи, из 
которых состоят все вещества. 
А коль скоро это так, то из 
открытия Гей-Люссака г не- 
обходимостью следует, что 
между объемами газов и 
числом образующих их ча- 
стиц должно существовать 
какое-то очень нехитрое соот- 
ношение. Самое простое — 
предположить, что равные 
объемы всех газов при одина- 
ковых внешних условиях со- 
держат равное число частиц. 
Но в таком случае возникает 
лротиворечие между общепри- 
нятыми схемами газовых ре- 
акций и данными нзмерений. 
Действительио, реакцию об- 
разования вояяного пара из 
водорода и кислорода пред- 
ставляли тогда так: ЭН--О= 


—=Н.О, то есть из двух ато- 
мов водорода и одного атома 
кислорода образуется одна 
молекула воды. Значит, если 
считать, что равные числа 
частиц занимают равные 
объемы, отношение соответ- 
ствующих объемов в этой 
ревкции должно быть 3:1:1, 
а ме 2:1:2, как установил 
Гей-Люжсак. 

Размышления над этой и 
несколькими аналогичными 
неувязками привели Авогад- 
ро к выводу, что представ- 
ления химиков © газовых 
реакциях неточны. Так, в 
реакции образования водя- 
ного пара соединяются не 
атомы, а двухатомные моле- 
кулы водорода и кислорода, 
то есть реакция должна ид- 
ти по схеме: 2Н,-ЁО,=2Н.О, 
в точности отвечающей най- 
дениому отиошеиию объемов 
2:1:2. Подобиым же образом 
ученый легко привел в строгое 
соответствие < эксперимен- 
тальными данными и ряд 
других схем газовых реак- 
ций. 

Казалось бы, зпростей- 
зееь предлоложение Авогад- 
ро, как полностью оправдав- 
шееся, должно было быстро 
получить признание в ка- 
честве нового фундамеиталь- 
ного закона природы, тем 65- 
лее, что ученый опубликовал 
свою статью в известном фран- 
цузском маучном журнале. 
Но, как уже говорилось, зто 
произошло лишь полвека спу- 
стя. В чеы причнна столь 
длительной задержки? Ве- 
роятно, частично она объясня- 
ется тем, что Авогадро как 
человек. лишенный честолю- 
бия, почти ничего не сделал 
для пролаганды своего откры- 
тия, устранился от борьбы за 
его признание зарубежными 
коллегамн. Но главное все- 
таки в другом: тогде науч- 
ный мир еше не был готов 
для восприятня выводов Аво- 
гадро, поскольку в отноше- 
нии исходных понятий атом- 
но-молекудярной тёории ца- 
рила полная неразбериха. От- 
сутствовало элементарное 
взаимопониманне: то, что 
один называл атомом, дру- 
гой называл молекулой, а тре- 
тий —— частицей. Физики иред- 
ставляли себе атомы м моле- 
кулы совсем не так, как химн- 
кн. Многие вообще не верили 
в их реальное существова- 
ние и считали их лишь услов- 
ными символами. Собственно 


{Окончание см. на с. 20} 


Лабораторня «Кванта» 


— 


РИ 


Наблюдения над туманом 


Доктор физико-математических наук 
А. А. БОРОВОИ 


Присматривались ли вы к тому, как появля- 
ется над рекой вечерний туман? Он возникает 
не сразу, а сначала сгущается над водоворотами 
и перекатами. Отдельные легкие облачка в лун- 
ном свете напоминают женские фигуры в белых 
одеждах. И начинаешь понимать наших предков, 
создавших так много легенд о русалках. 

С описанием этого иногда удивительно краси- 
вого, а чаще тревожного и загадочного природ- 
ного явления мы встречаемся и на страницах 
произведений художественной литературы. На по- 
лях этой и следующих страниц приведено не- 
сколько прозаических и стихотворных цитат, 
в которых описывается туман. Постарайтесь до- 
гадаться, кто их авторы. 

Как часто удается любоваться туманом, зави- 
сит от особенностей местности. Например, для 
жителей Ньюфаундленда, острова, расположен- 
ного у берегов Канады в месте, где теплое тече- 
ние Гольфстрим сталкивается с холодным Лаб- 
радорским течением, туманы — постоянные гос- 
ти. Третью часть года, включая практически 
все летние дни, остров покрыт густой дымкой. 
Наверное, даже самое красивое описание тумана 
вряд ли вызовет восхищение у жителей Ньюфаунд- 
ленда. Настоящая «страна туманов» — Англия, 
*«туманный Альбион». У нас в стране особенно 
богаты туманными днями побережья северных 
морей — Балтийского, Охотского, Кольский 
полуостров. 

Если там, где вы живете, природные туманы — 
редкость, не забудьте, что у себя дома их можно ви- 
деть буквально на каждом шагу. Белое облач- 
ко, появляющееся из носика кипящего чайника, — 
это туман. В обиходе мы называем его паром, 
но это неверно, поскольку пар воды представ- 
ляет собой бесцветный газ. Если быстро открыть 
бутылку с газированной водой, то над горлыш- 
ком в первый момент появится дымок -— это тоже 
туман. На улице в морозный день туман клубит- 
ся над открытой водной поверхностью, над прору- 
бями или полыньями, врывается в комнату через 
открытую форточку, возникает при дыхании 
(опять-таки мы привыкли говорить — «пар от ды- 
хания» ). 

Образование тумана связано с тем, что при 
понижении температуры воздуха водяные пары, 
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5 = Сре => ыы 


ре т бету 
кал ну ^^ и © 
:х = хр т 
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Откуда эти строки? 


ТУМАНЪ м. (тьма, темень) 
густой паръ, водяные пары въ 
низшихъ слояхъ воздуха, на 
поверхности земли; омрачен- 
ный парёми воздухъ. 


«Дитя, что ко мне ты так 
робко прияьнул?ь — 
«Родимый, лесной царь 
в глаза мне сверкнул. 
Он в темной короне, о густой 
бородой». — 
«О нет, то белеет туман над 
водой. 


Белая волокнистая пелена, 
затянувюлая почти все боло- 
то, п каждой минутой при- 
ближалась к дому ... 

Вот белесые кольца показа- 
лись и обенх сторон дома 
и медленно слились в плот- 
ный вал, и верхний этаж с 
крышей всплыл над ним точ- 
но волшебный корабль на вол- 
нах призрачного моря. 


Лишь высших гор до половины 
Тумаиы покрывают скат, 
Как бы воздушные рунны 
Волшебством созданных 

. палат. 


>, : 


Внешность перемены была по- 
разительна. Секунду назад мы 
мчались в ярких солнечных 
лучах, над нами было ясное 
небо, и далеко-далеко до са- 
мого горизонта море шумело 
и катило свои волны, а за иа- 
ми бешено гнался корабль, 
изрыгая дым, пламя п чугун- 
ные ядра. И вдруг, во мгнове- 
ние ока, солнце точно загаси- 
ли, небо исчезло, даже вер- 
хушки мачт пропали из виду, 
и на глаза наши, словно их 
заволокло слезами, опусти- 
лась серая пелена. Сырая 
мгла стояла вокруг нас, как 
стена дождя. Волосы, одеж- 
да — все покрылось алмаз- 
ными блестками. 


Сегодия все вокруг заснуло, 
Как дымкой твердь заволокло, 
И в полумраке затонуло 
Воды игривое стекло. 
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содержащиеся в нем, в какой-то момент стано- 
вятся насыщенными и при дальнейшем охлажде- 
нии начинают конденсироваться. И выделяют 
избыток влаги в виде мельчайших капель на цент- 
рах конденсации — пылинках, частицах дыма, 
ионах газа и т. п. Когда капли появляются в возду- 
хе, мы говорим о тумане. А капли на поверхности 
земли, на листьях и траве называем росой. 

Чтобы представить себе, насколько изменяет- 
ся содержание водяного пара в воздухе при измене- 
нии температуры, приведем такие цифры: 

масса насыщенного водяного пара в 1 м’ возду- 
ха при 30 °С составляет 30 г; 

при охлаждении воздуха до 10 °С масса насы- 
щенного пара уменьшается до 10 г/м*; 

значит, в каждом кубометре воздуха 20 г воды 
должны выделиться в виде капель тумана или 
росы. 

Размер капель, составляющих туман, вы можете 
определить следующим образом. Подержите в ту- 
мане стеклышко, смазанное вазелином, а потом 
рассмотрите под микроскопом оставшиеся на нем 
капли влаги. Микроскоп необходим, поскольку 
даже самые крупные капли достигают разме- 
ров всего лишь в десятки микрон, их диаметр 
почти в сто раз меныпе толщины спички. 

Обычно туманы не долговечны. Мелкие капли 
сливаются в более крупные и опускаются вниз — 
туман дождем выпадает на землю. Но может слу- 
читься и так, что в теплом потоке воздуха капли 
тумана испарятся и туман рассеется. 

Все это можно наблюдать на простом опыте, для 
которого потребуется кофейник, сковорода и не- 
большой кусок резиновой трубки. Плотно вставим 
трубку в носик кофейника, нальем в него воду и 
лоставим на плиту. Когда вода закипит, из труб- 
ки начнет вырываться белая струя водяного тума- 
на. Поднесем (с помощью пинцета) конец трубки 
к холодной сковороде, стоящей на соседней кон- 
форке. Туман будет подниматься над ней и частич- 
но оседать каплями на холодную поверхность 
металла. Но если сковороду разогреть — туман 
пропадет. В потоке нагретого воздуха плотность 
водяного пара становится ниже насыщенной, 
н капли воды не образуются (или испаряются). 

«Граждане, рейс Москва — Воркута задержи- 
вается вылетом на два часа». К сожалению, объяв- 
ления такого рода нередко можно услышать в 
аэропорту. Чаще всего задержка происходит как 
раз из-за тумана. Именно он мешает принимать 
самолеты, идущие на посадку, и мещает их взлету. 
Как с этим бороться? | 

Сначала инженеры предложили почти оче- 
видный способ, который так хороцо «работал» 
в опыте со сковородой. Дело было во время войны. 
Английские летчики должны были отражать на- 
леты фашистов. Но Англия — страна туманов, 
и летчик, вылетая с аэродрома, далеко не был уве- 
рен, что ему удастся совершить Псадку в ясную. 


погоду. И вот на шести` ан п" ка ма... 


‚ - В 
вдоль всей посадочной полосы запылали огромные 
факелы. Они подогревали воздух, капли тумана 
испарялись, и видимость повышалась во много 
раз — вплоть до километра. 

Но способ этот оказался дорогим и неэффектив- 
ным. Дело в том, что при сгорании нефть сама об- 
разует много водяных паров, они непрерывно 
пополняют +резервы» тумана, и факелам в основ- 
вом приходилось бороться самим с собой. В резуль- 
тате на каждом аэродроме за секунду сгорала 
целая бочка нефти. Если для небольших аэро- 
дромов.это’ было уже достаточно накладно, то для 
современных взлетных полос потребовалась бы це- 
лая река нефти. От подогрева воздуха пришлось 
отказаться. 

Более перспективным оказалось рассеяние над 
аэродромом веществ, поглощающих влагу, напри- 
мер тончайшего порошка хлористого кальция. 
Его частицы собирают капли тумана в более круп- 
ные и выпадают на землю дождем. Влажность 
воздуха падает, и туман рассеивается. 

Раз речь зашла о туманах и самолетах, мы хоте- 
ли бы уномянуть еще о двух связывающих 
их фактах. 

Каждый из вас, наверное, не раз замечал в небе 
белый след от летящего самолета. Это — туман, 
образующийся из паров воды, поставщиком кото- 
рых служит сгорающее топливо. Горячий выхлоп- 
ной газ, насыщенный водяными парами, попадает 
в холодную атмосферу и образует туман. 

Куда более страшный «‹туманный след» может 
тянуться за самолетом, потерпевшим аварию. 
Это — след из горючего, которое выброшено в 
воздушный поток и распылено им в мельчайшие 
капли. Возникший огонь может распространяться 
по такому следу со скоростью в десятки метров 
в секунду, так что никакие пожарные средства 
не сумеют подоспеть на помощь. В связи с этим 
возникла проблема введения в топливо веществ, 
существенно уменьшающих горючесть такого ту- 
мана. И такие работы ведутся. 
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Какое-то странное, упоитель- 
ное сияние примешалось к 
блеску месяца. Никогда еще 
це случалось ему видеть по- 
добного. Серебряный туман 


`мал-на окрестность. Запах от 


цаетущих яблонь и ночных 
цветов лился по всей земле. 


Сентябрь холодный бушевал, 
с дерезьсв ржавый лист 


валялся, 


` Дежь. потухающий дымился, 


Сходила ночь, туман вставал. 


Туча кружево в роще связала, - 
Закурился пахучий туман. 


Жак грустна вечерняя земля! 
Как таинственны туманы над 
болотами. ‹ 


Ее глаза — как два тумена,. 
Полуулыбка, полуплач... 


Школа в *Кванте» 
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Математика 8 


Публикуемая заметка адресована восьмикласс- 
никам, ко может рыть полезна также учащимся 
девятых п десятых классов. 


Геометрические 
преобразования в 
планиметрических 
задачах 


Поворот, осевая и центральная сим- 
метрии, параллельный перенос, го- 
мотетия — все эти преобразования 
плоскости часто помогают устанав- 
ливать многие интересные и важ- 
ные свойства геометрических фигур, 
более полно раскрывать содержание 
предмета. 

В этой статье мы рассмотрим не- 
сколько задач планиметрии, реше- 
ние которых с помощью преобразо- 
ваний плоскости существенно проще 
других традиционных методов, и не- 
много коснемся вопроса о компози- 
ции преобразований. 

Задача 1. Пусть О — центр ок- 
ружности, описанной около треуголь- 
ника АВС, М — точка пересече- 
ния его медиан, Н — точка пере- 
сечения его высот. Покажите, что точ- 
ки О, М, Н лежат на одной пря- 
мой. 

Решение. На рисунке 1 точки В, 
и С, — середины сторон АС и АВ тре- 
угольника АВС, ВВ. и СС. — его 
высоты. 

Рассмотрим гомотетию с центром М 
и коэффициентом #—=—2. При этой 
гомотетии точки В, и С, отобразят- 
ся соответственно в точки В. и С. По- 
скольку при гомотетии сохраняются 
величины углов, отрезок ВО перей- 
дет в отрезок, лежащий на прямой 
ВВ., а отрезок СО перейдет в от- 
резок, лежащий на прямой СС., так 
что точка О пересечения прямых 
ВО и С.О перейдет в точку Н.пере- 
сечения высот ВВ. и СС.. Отсюда сле- 
дует, что точки О. М, Н лежат на 
одной прямой. 
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Задача 2. Даны две окружности 
разных радиусов, пересекающиеся в 
точке А. а} Покажите, что существу- 
ют ровно две различные точки Ми М 
такие, что данные окружности гомо- 
тетичны © центром М и гомоте- 
тичны с центром М. 6) Покажите, что 
( МАМ-=90°. ` 

Решение. а) Пусть О, и О. — 
центры наших окружностей и Р@ и 
В5 — их диаметры, перпендикуляр- 
ные прямой О.О.. Гомотетия должна 
переводить Р@ в В5; значит, она ли- 
бо переводит Р в В и Я в $, либо 
переводит Р в $ и @ в 8. В пер- 
вом случае центр гомотетии есть точ- 
ка пересечения прямых РА и 05; во 
втором случае — точка пересечения 
прямых Р5 и @А. 6) При гомоте- 
тии двух окружностей с центром М 
точка О, есть образ точки О. (рис. 2); 
она же есть образ точки О. и при 
гомотетии с центром №. Точка А при 
гомотетии с центром М переходит в 
точку А |, а при гомотетии с центром №. 
она переходит в точку А.. По свойст- 
ву гомотетии прямые О.А, и О.А, а 
также ОА; и О.А параллельны. Из 
этого следует, что точка О; лежит на 
прямой А,.42. Поэтому (А. АА.—=90°, 
откуда и ( МАМ—=90°. 

Задача 3. На окружности даны 
три точки: М, М и К. Впишите в 
эту окружность треугольник АВС 
так, чтобы прямые АМ, ВМ и СК 
были биссектрисами углов А, ВиС 
соответственно. 

Решение. Пусть АВС — иско- 
мый треугольник. Проведем через точ- 
ки М, М, К касательные к данной 
окружности (рис. 3) и рассмотрим 
треугольник А, В,С,, получающийся в 
их пересечении. 

Поскольку равны дуги АК и КВ. 
ВМ и МС, АМ и М№С, попарно па- 
раллельны прямые А.В, и АВ, ВС, и 


Рис. 2. 


ВС. А.С, и АС. Таким образом, 
треугольники АВС и АВ,С, гомоте- 
тичны, и по свойству гомотетии бис- 
сектрисы одного из них параллель- 
` ны биссектрисам другого. 

Отсюда вытекает нужное построе- 
ние. 

Через точки М, №, К проводим 
касательные к окружности. При их 
пересечении образуется треугольник 
А,В,С,. Проводим в нем биссектри- 
сы — прямые АМ, ВМ, СК, на 
рисунке 3. Через точки М, М, К про- 
водим прямые, параллельные АМ,, 
В.М, и С.К, соответственно. Эти пря- 
мые пересекут окружность в трех 
нужных точках А, В, С. 

Задача 4. В окружность вписан. 
четырехугольник АВС. Докажите, 
что прямые, проведенные через сере- 
дины его сторон перпендикулярно 
соответствующим противоположным 
сторонам, пересекаются в одной точке. 

Решение. Пусть точки М. М, Е, 
К — середины сторон АВ, ВС, Сри АБ 
соответственно (рис. 4). Прямые, про- 
веденные через точки М, М, Р, К пер- 
пендикулярно соответственно сторо- 
нам АВ, ВС, СР и АР, пересека- 
ются в центре данной окружности — 
точке О. Ясно, что четырехукольник 
ММЕК — параллелограмм. Пусть Р — 
его центр симметрии. 
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Рис. 3. 
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Рис. 4. 


При центральной симметрии с цент- 
ром в точке Р точки Р, М, К, М 
симметричны соответственно точкам 
М, Р, №. К. Пусть а, 6, с, 4 — пря- 
мые, проходящие через точки М, М, Е, 
К соответственно, перпендикулярные 
сторонам СО, АД, АВ, ВС. Очевид- 
но, что при центральной симметрии 
< центром Р прямые а, БВ, с, 4 яв- 
ляются образами прямых ОР, ОК. ОМ, 
ОМ соответственно (при центральной 
симметрии прямая переходит в парал- 
лельную ей прямую). Отсюда следу- 
ет утверждение задачи: прямыес, 6, с, 
4 пересекаются в одной точке Е — об- 
разе точки О при центральной сим- 
метрии с центром в Р-. й 

Задача 5. Продолжения боковых 
сторон АШП и ВС равнобедренной 
трапеции АВСШР пересекаются в точке 
Т.. Докажите, что окружности, описан- 
ные около треугольников АСЁ ц 
ВОГ, пересекаются в центре окруж- 
ности, описанной около данной тра- 
пеции. 

Решение. Треугольник АВЁ — 
равиобедрениый. Его высота СМ яв- 
ляется ‘его осью симметрии (рис. 5). 
Красная окружность, проходящая че- 
рез точки А, С, Г, есть отображе- 
ние синей ` окружности, проходящей 
через точки В, ОР Г при симмет- 
рии относительно оси СМ. При этом 


А 
Рис. 6. 


точка К пересечения синей окруж- 
ности с осью симметрии ГМ отобра- 
жается на себя точку пересече- 
ния красной окружности с осью сим- 
метрии. 

Поэтому при данной симметрии ду- 
га КС симметрична дуге КР, а ду- 
га АК симметрична дуге КВ. Кро- 
.ме того, дуга АК равна дуге КС, 
откуда следует равенство этих четы- 
рех дуг. Поэтому равны и хорды, 
стягивающие эти дуги, так что точка 
К является центром окружности, опи- 
санной около трапеции АВСР. 


Задача 6. Найдите точку, сумма, 
расстояний которой от вершин дан- 
ного треугольника была бы мини- 
мальной. р 

Решение. Пусть АВС — данный 
треугольник, Р — произвольная точ- 
ка плоскости. Повернем треугольник 
АВС вокруг точки А на 60° (рис. 6). 
Пусть точки В, и Р, — -образы то- 
чек В ин Р при этом повороте. 
Тогда В,Р,=ВР, АР=АР, и следова- 
тельно, 
1=АР--ВР--СР-АР, +В Р,-СР—= 

—=ВР, {Р.Р СР. 
Ясно, что [{ будет минимальным, 
если точки Р, и Р будут лежать 
на прямой В,С. Легко подсчитать, 
что в этом случае Х АРС==/ АРВ= 
—=./ ВРС==120°. 

Таким образом, искомая точка — 
это точка, из которой стороны дан- 
ного треугольника видны под углом 
120’. 

Задача 7. На сторонах треуголь- 
ника АВС во внешнюю сторону по- 
строены правильные треугольники 
АВС, ВСА, и АСВ,. Докажите, что 
прямые АА, ВВ, и СС, пересекают- 
ся в одной точке. 
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Рис. 7. 


Решение. Пусть О — точка пе- 
ресечения прямых АА, и ВВ,. Повер- 
нем плоскость треугольника АВС во- 
круг точки С на 60° против часовой 
стрелки. При этом поеороте (рис. 7) 
треугольник СВВ, есть образ треуголь- 
ника САА,. Поэтому углы ААС и 
ВВ,С равны, откуда и углы АОВ, и 
АСВ; равны, то есть (АОВ,=60°. 

Отложим теперь на прямой ВВ, от 
точки О отрезок ОО,=АО и повер- 
нем плоскость вокруг точки А на 
60° так, что точки В, В,, О, пе- 
рейдут в точки С,, С. О соответст- 
венно. Мы голучили, что пря этом 
повороте прямая ВВ, переходит в пря- 
мую СС,, содержащую точку О. 

Замечание. Точка О лежит на 
окружности, описанной около треу- 
гольника АВ,С,так что / АОС—=120°. 
Аналогично  АОВ= / ВОС—120°. 
Итак, все стороны треугольника АВС 
видны из точки О под углом 120° 
(сравните этот результат с решением 
задачи 6). 

Докажем теперь три небольшие, но’ 
очень важные теоремы о композициях 
различных преобразований. 

Теорема 1. Последовательная 
симметрия относительно двух пересе- 
кающихся осей есть поворот вокруг 
точки О пересечения этих осей на 
угол. вдвое больший угла между 
ними. 


Доказательство. Пусть М — 
произвольная точка, отличная от точ- 
ки О, М, — точка, симметричная 
М относительно оси [р М, — точка, 
симметричная М, относительно оси #, 


« — угол между вектором ОМ и осью 
, ‹ — угол между осями Ё и 1. 
Предположим, что точка М, лежит 
внутри угла, равного ‹ (другие слу- 


Рис. 8. 


чаи аналогичны). Тогда (см. рису- 
нок 8) угол между векторами ОМ и 
ОМ, равен 2а, угол между вектором 
Ом, и осью КЁ равен фр— а, угол 
между векторами ОМ, и ом, равен 
2(‹—&) и угол между векторами ом 
и ом, равен 20--2(ф—©)=2ф. Так 
Гом| = |0М,| = 


— |ОМ. |, наше преобразование дей- 
ствительно есть поворот на угол 2‹. 
Теорема 2. Последовательная 
симметрия относительно двух различ- 
‘ных центров симметрии есть парал- 
лельный перенос. 
Доказательство. Пусть О, и 
О, — центры симметрии и М — про- 
извольная точка плоскости. Пусть, да- 
лее, точка М, симметрична точке М 
относительно центра О, и точка М, 
симметрична точке М, относительно 
центра О.. Тогда ОО. есть средняя 
линия треугольника ММ, М, (рис. 9), и 


как, очевидно, 


— — 

потому ММ. = 20,0, . Мы видим, что 
наше преобразование смещает произ- 
вольную точку на один и тот же век- 


тор 20,.0.; значит, оно является па- 
раллельным переносом. 

Теорема 3. Последовательное вы- 
полнение параллельного переноса и 
гомотетии есть гомотетия с тем же 
коэффициентом. 


Доказательство. Пусть вектор 

а задает параллельный перенос, О — 
центр гомотетии, Е — коэффициент 
гомотетии. Произвольная точка М при 
составном преобразовании переходит 
в точку М, такую, что (см. рисунок 10) 
ММ, =а@ + (&—ОМ+а)= 
= (#—1) ОМ - Ка. 

Обозначим через О; такую точку, что 


О 
(у нас 5-1). Тогда 


ММ, = (&—1)0М + ЕП = 


=(&—1)ОМ + (#— ПО.О—{Ь— ТОМ, 
О.М. =ОМ-+ММ, =КО,М. 

То есть наше преобразование есть го- 

мотетия с центром О, и коэффициен- 

том Ё. 

Следствие 1. Последовательное 
применение параллельного переноса 
и центральной симметрии есть цент- 
ральная симметрия. 

Следствие 2. Нечетное число 
последовательных центральных сим- 
метрий есть центральная симметрия. 

Мы предлагаем читателям, исполь- 
зуя доказанные утверждения, решить 
самостоятельно две задачи на компо- 
зиции преобразований. 

Задача 8. Найдите угол между 
осями симметрии а и Ь, если ре- 
зультат последовательных симметрий 
относительно осей а, Ь, а совпадает 
с результатом последовательных сим- 
метрий относительно осей 6, а, 6. 

Задача 9. Докажите, что если 
произвольную точку последовательно 
шесть раз симметрично отразить от- 
носительно центров симметрии А, В, 
С, А, В, С. то она вернется в исход- 
ное положение. 


В. И. Стомахин 
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Избранные 
школьные задачи 


Восьмой класс я 
1. Найдите х?’-{-у’+-г?, если 


3 1:1 
ху 2=1, ат 0. 


2. Точки Е и ЕР — середины сторон АВ 
и СР четырехугольника АВСО- Докажите, что 
середины отрезков АР, ВР, СЕ и РЕ являются 
вершинами параллелограмма. 

3. Ло дорожке бассейна плавают с постояи- 
ными иеодииаковыми скоростями два спортсые- 
на. Они в разное время выплывают из раз- 
ных концов дорожки навстречу друг другу н 
первый раз встречаются в точке С. Встретив- 
игись, они разворачиваются, доплыввют каж- 
дый до своего конца дорожки и снова плывут 
навстречу друг другу, пока не встретятся в 
точке О, и так далее. Где произойдет их 20-я 
встреча? 

4. Решите уравнение 


(19 (=) -# о. 


х— 


5. В треугольнике АВС: угол А равен 15°, 
высота СН равна половиие стороны АВ. Найди- 
те угол СВА. 


Девятый класс 
6. Решите уравнение 


/Е-+-2 43 2х 5+ — 


1. На сторонах АВ, АС мн ВС треугольника 
АВС даны точки М, Би К такие, что четырех- 
угольннк КЕМВ — параллелограмы. Найдите 
площадь этого параллелограмма, если известно, 
что площади треугольников АМ и КЁС соот- 
ветственно равны $! ни $.. 


2! х 2х— 5= 2 \:2. 


Наш календарь 


л 
8. Числа а, В, } таковы, что 90а 


2? 
0<8=5., 0<1-<-5 и мащвеы в му 
{+ Ша 47-1 Докажите, что +8475. 


9. Решите систему уравнений 


х—/у-1, 

| у—\! 2=1, 

2—4! х=1. 
10. На сторонах АВ и СВ треугольника АВС 
откладываются отрезки АМ и СМ такие, что 


АМ=СМ. Найдите геометрическое место сере- 
дин отрезков ММ. 


Десятый класс 
11. Решите уравненне 


(14 >х)*=2а-х‘). 

12. В треугольнике АВС дано: ВС-та, АС=6, 
иС=\. 

а) Найдите длину {. биссектрисы угла С. 

6) Докажите, что если в треугольиике две 
биссектрисы равиы, то этот треугольник — рав- 
нобедренный. 

13. Из каких точек плоскости Оху парабола 
ух’ видна под прямым углом? 

14. Нвйдите целую часть числа 118--18.30. 

15. Докажите, что 

а) внутри любой треугольной пирамиды 
АВСР существует единственная точка О такая, 

= — — —> —» 
что ОА +ОВ-ОС-ОР--0; 

6) точка О является точкой пересечения 
четырех отрезков, соединяющих вершины пира- 
миды с точками пересечения медиан противо- 
положных граней; 

в) для любых точек А., А», ..., А» существует 


— 
единственная точка О такая, что ОА, + 


4. ОА, + ОД, + ... + ОА. = 6. 
Публикацию подготовил А. А. Егоров 


К 115-летию 
закона Авогадро 


(Начело см. на с. 12} 


говоря. различие между ато- 
мами н молекулами было 
по-настоящему осознанно 
именно благодаря извлечен- 
ной из забвения работе Аво- 
гадро. 

А между тем уже сам Аро- 
гадро отчетливо представлял, 
сколь широкие возможности 
открывает найденный им за- 
кон для определения химн- 
ческих формул различных 
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газообразных веществ, для 
определения их относитель- 
ных атомных и молекуляр- 
ных масс. Но какова физи- 
ческая основа его закона, так 
сказать, откуда он берется, 
Авогадро не зиал. Исчерпыь- 
вакицее объяснение дала воз- 
кикшая в конце 50-х годов 
прошлого века кинетическая 
теория газов. 


Хотя Авогадро, конечно, 
понимал, что число молекул. 
скажем, в одном литре газо- 
образного вещества (согласио 
открытому им закону, универ- 
сальное для всех газов) огром- 
но, о каких коикретно вели- 
чинах может тут идти речь, 
узнать ему не довелось. Эта 
задача была надежно решена 


лишь в начале нашего сто- 
летия, и только после этого 
отпали последние сомнения в 
реальности атомов, представ- 
ления о которых зародились 
около двух с половиной тыся- 
челетий тому назад. Измере- 
ния, проведенные несколь- 
кими совершенно различны- 
ми способами, привели и од- 
ному и тому же результату, 
который обычио записывают 
в виде 
№л==6,02 - 1073 моль’ ', 

где №х — число частиц в од- 
ном моле вещества, одна из 
важнейших универсальных 
постоянных физики и химии, 
получившая название числа 
Авогадро. 

Б. Е. Явелов 


звант 
для младших школьников 


Задачи 


1. Проверьте, что (3?--5?)?=16?-|- 
+30, и попробуйте доказать, что 
квадрат суммы двух квадратов раз- 
‚ личных чисел всегда является сум- 
мой двух квадратов. 


2. Решите арифметический ребус: 
НИТКАТНИТКА—=ТКАНЬ. Одина- 
ковым буквам соответствуют одинако- 
вые цифры, разным — разные. 


3. Заядлый альпинист дядя Сере- 
жа рассказывал нам, что сумерки в 
горах заметно короче, чем на равни- 
не. Как вы думаете, с чем это связано? 


4. Чтобы попасть домой из Дворца 
пионеров, я могу выйти либо на стан- 
ции метро Математическая, либо на 
следующей — станции Физическая. 
От станции Математическая я иду 
втрое дольше до дома, чем от стан- 
ции Физическая, причем пока поезд 
подходит к станции Физическая, я 
успеваю пройти треть пути от стан- 
ции Математическая до дома. В ка- 
ком случае я быстрее попаду домой? 


5. На рисунке изображена часть 

крепостной стены. Один из камней 
стены имеет столь причудливую фор- 
му, что если вытащить его из сте- 
ны и положить иначе, то стена станет 
ровной (см. рисунок; на рисунке пе- 
реложены два камня). Изобразите 
этот камень. 
Эти задачи нам предложили: ученик 8 клас- 
са из ПВорошиловграда Миша Кравченко, 
В. А. Гончарук, А. И. Буздин. В. Д. Вьюн. 
А. М. Домашенко- 
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сырастет и, сохранив простое. и л 
№ бящее детское сердце, станет 
собирать вокруг себя дру- 
т | их детей, и как гла 
ы ‚ АВ их заблестят 
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Этот раздел ведется у нас 
яз номера в номер с момен- 
та основания журнала. Пуб- 
ликуемые в нем задачн не- 
стандартны, но для их ре- 
шения не требуется зизний, 
выходящих за рамки школь- 
ной программы. Наиболее 
трудяые задачи отмечаются 
звездочкой. После формули- 
ровкы задачи мы обычно ука- 
зываем, кто мам ее предло- 
жил. Разумеется, не все зта 
задачи публикуются впервые. 
Решения задач из этого ио- 
мера можно отправлять не 
позднее 15 февраля 1987 года 
по адресу: 103006 Москва 
К-6, ул. Горького, 32/1, 
«Квант». В графе «Кому» 
напишете: «Задачнык «Кван- 
та» № 12—86» и номера 
задач, решения которых вы 
посылаете, например «МТО16, 
№1017» или «Ф1028». Реше- 
ния задач из разных поме- 
ров журнала ыли по разным 
предметам (математике и фн- 
знке) присылайте в разных 
конвертах. В пысьмо вложн- 
те конверт с написанным на 
нем вашим адресом (в этом 
конверте вы получнте резуль- 
таты проверки решений). 
Условие каждой ориганаль- 
ной задачи, предлагаемой для 
публикации, присылайте в от- 
дельном комверте в двух 
экземплярах вместе с ва- 
шим релением этой задачи 
(на конверте пометьте: зЗа- 
дачник «Кзантае, новая за- 
дача по физике» ыли «... новая 
задача по математике»). В на- 
чале каждого письма просим 
указывать номер школы и 
класс, в котором вы учитесь. 

ию и ныя просям пи- 
сать печатными буквамн. За- 
дачи М1017 — М1019 вредла- 
галясь на ХХУП Междуна- 
родной математической олим- 
пиаде. 
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задачник 


эванша 


задачи 


М1016—М1020; $Ф1028—Ф1032 


М1016. Многоугольник описан около окружности с 
центром О. Пусть Р — центр масс многоуголь- 
ника, Ё — центр масс его контура. Докажите, что 
точки Р, О и К лежат на одной прямой, причем 
РО-=3РК. (При определении центра Р мы рассмат- 
риваем многоугольник как однородную пластину, 
центра А’ — как контур из однородной проволоки.). 

И. 3. Вайнштейн 


М1017*. Каждой вершине правильного пятиуголь- 
ника приписано некоторое целое число так, что 
сумма всех пяти чисел положительна. Разрешает- 
ся проделать следующую операцию: если трем по- 
следовательным вершинам приписаны числа х, у, 
2 и у 0, то эти числа заменяются соответственно 
на ху, —уи 2--у. Такие операции выполняются, 
пока хотя бы одно из пяти чисел отрицательно. 
Обязательно ли этот процесс закончится через 
конечное число шагов? 

№М1018. Пусть А и В — соседние вершины 
правильного п-угольника с центром О. Треуголь- 
ник ХУЙ, равный треугольнику ОАВ, вначале сов- 
падает с ним, а потом движется в плоскости 
п-угольника так, что точки У и # остаются на 
контуре, а Х — внутри п-угольника. Какую 
фигуру опишет точка Х, когда У и 7 совершат 
полный оборот по границе п-угольника? 


№М1019. На листе клетчатой бумаги отмечено 
некоторое конечное множество М узлов (точек пере- 
сечения линий сетки). Докажите, что всегда мож- 
но окрасить некоторые точки множества М в бе- 
лый цвет, а остальные — в красный так, чтобы 
на каждой линии сетки разность между числом 
белых и красных узлов по модулю не превос- 
ходила 1. 


М№М1020*. На сфере радиуса 1 проведена 
а) кривая, длина которой меньше л; 
6) замкнутая кривая, длина которой меньше 2д. 
Докажите, что найдется плоскость, проходящая че- 
рез центр сферы, не пересскающая проведенной 
кривой. (Можно считать, что кривая на сфере — 
это «ломаная», состоящая из дуг больших кругов.) 
В. В. Прасолов. Г. А. Гальперин 
Ф1028. Легкий стержень с массивным шариком 
на верхнем конце начинает падать из вертикаль- 
ного положения без начальной скорости. Нижний 


У\Уе Вауе ей  риЪИзмая 
Куап!ез сопфезё ргоетз еуегу 
п Фгот {Ме уегу ге 
5з0е оР ошг таралте. ТЬе 
ргоеглз аге попжапдага опез, 
БШ Щег зошНоп гедштгез по 


конец стержня упирается в уступ на горизонталь- 
ной плоскости (рис. 1). Какой угол се вертикалью 
будет составлять скорость шарика в момент удара 
© плоскость? 

Е. И. Бутиков 


Ф1029. При стационарном падении струи воды на 
плоское блюдце можно наблюдать такую картину: 
в некотором радиусе г от места падения струи 
уровень воды очень низок, а на расстоянии г уро- 
вень испытывает скачок (рис. 2). Оцените радиус г, 
если расход воды 4, высота падения Н, высота 
водяной ступени #. Считать, что начальная 


скорость истечения воды из крана <= 2вН. 
А. А. Алабугин, А. В. Уманский 


Ф103З0. На невесомой нити жесткостью Ё висит 
тело массой т. Максимальное натяжение, кото- 
рое выдерживает нить, равно Т. Тело приподни- 
мают на высоту х от положения равновесия и от- 
пускают. При каком минимальном х нить пор- 
вется? 

В. Г. Харитонов 


$1031. Проводящая сфера разбилась на несколько 
осколков, разлетевшихся на большие расстояния 
друг от друга. Осколки в произвольном порядке 
соединяют тонкими проводами. Что больше: 
электроемкость получившейся системы осколков 
или электроемкость сферы? Емкостью проводов 
пренебречь. 

И. М. Луценко. ученик 10 класса 
$1032. На автомобилях для обзора происходя- 
щего сзади используется зеркало заднего вида. 
Это зеркало может быть плоским или выпуклым. 
Распространено мнение, что одним из недостатков 
выпуклого зеркала является неравномерность 
прироста изображения равномерно приближаю- 
щихся к нему предметов, из-за чего водитель авто- 
мобиля с таким зеркалом обращает внимание 
на нагоняющий автомобиль в потоке транспорта, 
лишь когда тот выходит из ряда для обгона. Верно 
ли это представление? 

Найдите связь скорости равномерно движущего- 
ся вдоль главной оптической оси сферического 
зеркала предмета со скоростью изменения разме- 
ров его изображения в зеркале. Сравните выпук- 
лое зеркало заднего вида с плоским. Каковы его 
преимущества и недостатки? 

В. А. Котов 


РгоШет5 


№1016 — М1020; Р1028 — Р1032 


М1016. 1е\Р Ъе Ве сепме 0ё тшазз 0Ё а рПубоп }пзстЪед п а 
сте ой сетёге О, К — Че сепие оЁ тазз об Из Боипаату. Ргоуе 
{На Ве ропиз Р, О ап8 К аге оп опе эта пе ап РО= 
—=2 .рРК. (п деегтиитя 11е ро Р. ме ем Не роуйоп а5 
а ил{огта ре; Гог Ве ро К — аз в цаШотта мите сотюиг.} 

1. &. КеазАаетя 


шпГогтаНоп ое Ще всоре 
ог Ше 0558 зесопдагу зсНоо! 
зуНафиз. Те шоге ЗИЙсии 
ргоМетз аге шагКей \ИЪЬ а 
в4аг (*). АЦег фе в метеш 
0Г е ргоШешт, ме изцаПу 
ака уКо ргоровей № 10 п. 
16 2оез м“ИЪошё заушя Ша 
по а! {Неве ргоетз аге г 
рыб саНойз. Тье зо оп8 ой 
ргоМетз #гот Низ {ввие (шт 
Ви8явп ог 1 ЕпебзН) шву 
Бе розе@ по {ег {Бап ЕеБги- 
агу 15% 1987, ® Ше ГюПо- 
элпр а44гезз: 0558, Мозсоч, 
103006. Москва К-6, ул. Горь- 
кого, 32/1, «Кванть. Р]еазе 
зеп@ {Ве зомНопз оЁ рНуз!с8 
ап па фетайс; ргоетз, аз 
у'еП аз ргоЫетз гот ЧИТегеп& 
133цез, опдег зерага{е соует; оп 
Те епуеюре утйе Бе мотдз: 
“КУАМТ’'5 РВОВЕЕМ5” апа 
{Бе пошЪегз 0 аЦ 1Ъе зойуе@ 
ргоет8; п уоспг {е Мег епфояе 
ап ипябашреё  веНаддгеззев 
епуеоре — ме зваШ цве 
#0 зеп@ уби Че соггесНод 
гези!з. Аф Ме еп@ оЁ Ше 
асаепис уеаг уе зит ир Ве 
гези{8 о? 1Ъе Куап@ ргоШет 
сопфез1. [{ уоц Бауе ап ога! 
ргоЫет 140 ргорозе Хог риЪП- 
сайоп, реазе зеп@ 11 №0 из ип- 
ег зерагафе соуег, {т м0 сор!- 
ез 12 Визыал ог {а Ея), 
зосм@ыр Ве зошИоп. Оп {Ве 
епуеюре хг{е МЕ\З РВОВ- 
ЕЕМ 1М РНУ$1С$ (ог МАТНЕ- 
МАТГС$). Реазе рп уоиг 
пате ап а94хгезз т ВГОСК 
ТЕТТЕЕ$. 


№М1017*. То еась уецех оЁ а тенаг регбаяоп ап п\еяег 18 
283 цтед т зисН а мау Ша {Те зиш 0{ аП Те Нуе питЪегё 
$13 роз Шуе. 1{ гее сопвесиЙуе уетЦсев аге аа #пе4 {Ве пит ет8 
х, у, = гезреснуу ап@ у< 0, еп 1Ве ГоПом1пя ореганоп 18 аПо- 
ме: Те питЪегз х, у, 2 аге керасед Бу ху. — у, 2+у 
гезресИуеу. ЗисВ ап оретаНоп 13 регГогте4 гереафе ]у аз опя аз 
аф 1еа8% опе о? е Йуе питЪегз 13 пекайуе. Оефегтте “Нетег 
13 ргоседите песеззаг у сотев 10 ап еп а ет а ЯпИе потЪег 
оЁ эерз. 


№М1018. 1еЕ А, В Бе а)асепф уегЫсез оЁ а гекщаг п-Коп 
(п 25) м 1е р1апе Вау сещег а{ О. А лап ХУ2, уШсь 
#3 сопягиепе © ап@ нимаПу соте!ЧезУИь ОАВ, тоуез т Те 
рапе #1 зисВ а мау Па У ап4 7 еас| фгасе оц Ве мВое Боцпда- 
и о Ве ро!узоп, Х гетаииия тз1ае {Пе рауяоп. Ета Ве 10сиз 
ох. 


№1019. Опе 15 Муеп а ЙпЦе её оГ ропиз ш “Ве р1апе, еасв 

ро Ваутя имевег соог@ паев. 1 В а1ауз роз Ые 3 со]ог 

зоте ой Ше рот 1т {Те зеё ге4 ап4 Ше гетай\пя ро!п4в УВИе. 
#1 зисВ а мау {Та Гог апу збгашя ве Пе Г, рагаПе! ю е{\ег опе 

ОГ Че соогдта4е ахез Зе ЗИТегепсе (ш аБбзол\е чаше) 

Белеет (Ве питЪетз оЁ Ве роз ап@ тей роз оп Г, 13 пой 

втеафег ап 1? ЗазИбу уоцг апзуег. 


№М1020°. Тхо Нпез аге 4татп оп ре зитГасе оГ а эрНеге ой га- 

Ч1ив 1: 

а) а согуе о? ]еп84\ 1езз {Пап л; 

Ь) а <10зе4 сигуе ой 1епя\В 1езв {Пап 21. 

Ргоуе, Гог еасй ой Те савез а) апа Ъ), {Наф {Пеге ех13{3 а р\апе 

раззште гон Те сепихе оГ &е эрЬеге чЫсН 4оез пот 

иегзес {Те 1уеп сигуе. (№ тау Ъе аззитед \Паёа сигуе оп &Не 

зрнеге 13 а «ро]узопа! Наег сопззИпЕ оЁ агсз о? кгеве стгеез.} 
У. У. Ргазооу, С. А. Сафетт 


Р1028. А хан Иез: го “ИЕН а эта тавеуе Ъа!] а Ме иррег 
ежтетийу Бекиз № ТаП гот уегиса! розиоп УИВоце пни 
у@осйу. Тие }ощег ехёгет\щу 28 Боске {гот Ве зе аз зЛомп 
оп Г1щиге Рис. 1 (р. 27). \У/Ва+ апве "ЦВ Те уегса1 %Ш {Пе уе- 
1осфу оЁ 4те Ба !огт а {Ве тотепф о сопфась ИН Ме 
Богота] р1апе? 


Б. 1. Вицкое 


Р1029. т 4те з(абопагу ЁаЙ ой а 5&геат оЁ за{ег оп а Йа 
зацсек, фНе ГоПоч’тя рсваге тау Бе обзегуе@: а зоте 413фалсе г 
гот Фе расе чКехе фе з4хеат Гав, Ще зат 1еуе] 13 уегу 0% 
апа еп )атре зВагр!у ирмаг4 (ее #витге Рис. 2). Езита{е с 
Ч1вфапсе г И Те ге оё мыег Пот 18 9, ЕаПв Ггот НезН& Н ап@ 
Те Нез оЁ Те ““з4ер” оЁ мат 18 Л. Уоц тау аззите Ваё Ве 
па] убюсМу оГ мег Йом об оЁ {Те фар 13 во</2ЕН. 

А. А. Алафиар, А.Т. Цтапз М 
Р1030. А меяйИевв зил оЁ е\а8Чс1%у Ё вирротёз а Боду о? тазз 
т. Те тахпа! 1еп8юп УЫсй Ще вкшя сап чи ВНо!Я 43 Т. Тве 
Ъоду 13 ИМе4 ю Ше Веш х аЪоуе Из па! роз?бол апа еп 
Чгорре4. Еог Ва пита] х м фе эта Ьхгеак? 


Г. С. Клагйопог 


Р1031. А сопдисип8 врЬеге Бгоке йо зеуега| р1есез мраев Ге! 


41 АНЕетепе Фтесйопв Раг {тот еасп о'Шег. Тье р:есез ате 
3отеё т агЬИтагу огдег Бу Шт м4гез. Май ав угеайег — 4Ве 
ейесёюс сарас\у ой Те зуззет из отлей оЁ {тав ой Ве мное 
зрВеге? ТНе сарас!йу оё 11е мжев 13 педщиЫе. 

1. М. Глизепво. 1041 Тогт рир! 


Р1032. Кевг \1еу’ пггогз т ащютоЪьез сап Бе сопуех ог р!апе. 
Тре вепега] орйюп 13 \Ваё опе оЁ {Ме дейес4а о сопуех гезг 
\1е\ питтога 18 {Те поп-ииФоги 812е тсгеазе ой Ипакея ой 
оБесёз ип Хогп Му арргоас пя Ме пигтог, ав \\е гези!& оё “Ней 
{Пе а[уег 1ооКтв 1 зисВ а шитог “Ш пойсе а саг саб Ытк 
пр мИН Нм ошу И & сБапзез 1апез 0 разз Вим. [3 {3 соггес&? 
Епа Ве гааиоптв р Беймееп 1Ве зрее оЁ ап оБ]ес& тоуштв ип- 
{оги1у аопв а зрНег!са! тиггог'в орЧса] ах18 апа {Пе гайе ой сБап- 
&е о Из шитог Итайе’в в1те. Сотраге а сопуех пихтог УИ 
а рапе опе. \!Па+ аге 3 айуагвазез ап@ @15адуатаке5? 

У. А. Ко 


№996. Дза одинаковых квад- 
рата в пересечении образуют 
восьмиугольник. Стороны 0д- 
ного квадрата синие, друго- 
го — красные. Докажите, что 
сумма длин синих сторон 
восьмиугольника равна сумме 
длин его красных сторон. 


6) 


№997. Докажите, что сумма 
всех чисел вида 1{/тп, где т 
и п — натуральные чисда, 
1<т=<п=<1986. не является 
целым числом. 


Решения задач 
м996—М1000; Ф1008—Ф1012 


Если центры квадратов совпадают, утверждение 
задачи очевидно. Это расположение всегда можно 
получить, сдвинув параллельно один из квадратов, 
поэтому достаточно доказать, что при параллель- 
ном переносе, скажем, красного квадрата сумма 


‘красных сторон восьмиугольника-пересечения не 


меняется. При этом можно ограничиться сдвигом 
вдоль одной из сторон этого квадрата, так как 
любой параллельный перенос можно заменить дву- 
мя такими сдвигами (вдоль перпендикулярных 
сторон). 

Итак, сдвинем красный квадрат вдоль одной 
из его сторон (рис. 1). Тогда две стороны восьми- 
угольника (параллельные направлению сдвига) 
не изменятся; третья сторона уменьшится на ве- 
личину, равную гипотенузе прямоугольного треу- 
гольника, показанного на рисунке 1 штриховкой, 
а четвертая сторона увеличится на такую же ве- 
личину (заштрихованные треугольники, очевидно, 
имеют одинаковые углы и одинаковые высоты, 
опущенные на гипотенузу, и следовательно, рав- 
ны). Таким образом, сумма всех 4 красных сторон 
не меняется, что и требовалось доказать. 

Приведем еще одно решение. Рассмотрим прямо- 
угольные треугольники, отсекаемые от каждого из 
квадратов сторонами другого квадрата, и проведем 
в них высоты из вершин прямых углов. Все эти 


треугольники подобны между собой, поэтому до- 


статочно доказать, что сумма красных высот 
(см. рис. 2) равна сумме синих высот. Для дока- 
зательства надо только заметить, что сумма пло- 
щадей 4 красных треугольников (рис. 3, а) равна 


‚сумме плошадей синих треугольников (рис. 3, 6), 


поскольку каждая из этих сумм равна разности 
площади выпуклого восьмиугольника, вершинами 
которого являются вершины данных квадратов, 
и площади квадрата, и что эти суммы равны про- 
изведениям полупериметра квадраха на суммы 
красных и синих высот. 

Аналогичное рассуждение о площадях упомяну- 
тых выше прямоугольных треугольников, отсекае- 
мых квадратами друг от друга, показывает, что 
и сумма квадратов длин красных сторон восьми- 
угольника равна сумме квадратов длин синих 
сторон. 


Ф 

Среди чисел от 1 до 1986 имеются ровно два — 
129 =35 и 1458 =2.35, — делящиеся на 3'; наи- 
большая степень 3, на которую могут делиться 
остальные числа, — 3°. Таким образом, всевозмож- 
ные произведения тп ПЕ м за исклю- 
чением 729- 1458—=2. 3!7, содержат множителем 
число 3 самое большее в степени 11. Приведя сумму 
всех дробей 1/тп (кроме 1/1729 : 1458) к наимень- 
шему общему знаменателю, мы получим дробь 


В. В. Произволов 


№М998*. Рассмотрим все тет- 
раэдры АХВУ, описанные 
около данной сферы. Докажи- 
те, что при фиксированных 
точках А п В сумма углов 
четырехугольника АХВБУ, то 
есть сумма 


г аХВ- г ХВУ- 
+ ВУА-ЕУАХ, 


не зависит от выбора точек 
Хиу. 


№М999*. а) Докажите. что дяя 
любых положительных ч игел 
8, а>, ..., ал выполнено нера- 
венство 
1 2 
[1 ыы а, +а› ь 

п 


а фа... Ка, 
1 1 1 
<4(.- + ++). 


Докажите, что константу 4 
в правой части неравенвтва 
6) можно заменить на 2; 

в) нельзя заменить числом, 
меньшим 2. 


>. 


вида а/(3". Ь), гдеа и Ь — натуральные числа, 
причем В не делится на 3. Пусть з — сумма, 
рассматриваемая в задаче, тогда 

а 1 


$ зи — эн’ 


или 2.3'236 — ба=6. При целом з левая часть здесь 
делится на 3, а правая — нет. Поэтому $ не может 
быть целым. 

Д. А. Митькин 
$ 
Обозначим через А., В, Хь, У, точки касания 
сферы с гранями ВХУ, ХУА, УДАВ, АВХ соответ- 
ственно (см. рисунок). Треугольники АХВ: и 
АХУ, равны (сторона АХ у них общая, а АВ, =АУ, 
и ХВ!-=ХУ, как касательные, проведенные к сфере 
из общей точки), поэтому ДВАХ=Х У, АХ. Сле- 
довательно, сумма /ВАХ+ЕАХУ, равна 
СУ, АХ--{ АХУ,, тоесть внешнему углу треуголь- 
ника АУ,Х при вершине У, (на рисунке отмечен 
красной дужкой). Аналогично сумма /А,ВХ-+ 
+5 ВХУ, равна внешнему углу треугольника 
ВУ.Х при У, (отмечен синей дужкой), поэтому 
( ВАХ{ ГАХВ+ГА,ВХ=Г АУ В. Точно 
так же 

Г ВАХ+{/ АУВ-- / АВУ=ИАХ, В. 

Складывая эти равенства, получим в левой части 
рассматриваемую в задаче сумму углов, а в пра- 
вой — величину, не зависящую от Хи У (точки 
Х: и У, определяются прямой АВ и сферой одно- 
значно). 


Н. Ф. Шарыгин 


Ф 


а) Пусть 6,.5-, ..., 6, — это последовательность 
чисел а,,. а., расположенных в порядке 
возрастания. Поскольку при любом Ё от 1 до п 


1 2 : 
и а, +а>-|-...-Ра, рт +... Ь, 
1 1 1 1 
а, в. ... а. =— в. + В +... ъ. ‚ 


достаточно доказать неравенство для чисел 5, : 
1 


а 


ИЕ НЕ 


+6: ЫЬ +. Ь. > 


«4 (+ +..+ 1). 


Оценим слагаемые в левой части так: 
2 а 1 
ы-ь, < ыы, — ГЫ 
и при любом Е, 2 < (п-4+ 1/2, 
2Е-1 - 281 
Б.Н ВФ 


28-1 2 
Вора был” 


2 & 2 2 _2 
БЫ +... + бок “биз... Вов АБ в” 
Отсюда следует нужное неравенство: 


(р 2 ее к. > 


ее 
м 


мММ—1) 


.2— № 
5 2 


>РМ-+ 


Неравенство 

ского: й 

(ХТ... хит +... +2) > 
Р(хии, +... ху.) 


Коши-Буняков- 


1 


Ка; Коты ьЕы 1 


6) Пример, приведенный в пункте в), подсказывает, 
что неравенство с константой 2 в правой части 
близко к равенству, когда числа а,/Ё{ примерно 
равны. Положим &=а./1, 1<1< п. Тогда для любого 
тп верна такая оценка: 


т — т т 
а, +а›-+... а» БЕ лин СЕ ННЫЕЬ ` 


С т 


т 1 1 1 1 1 
ча == Е +г-)= 


2 т 


НН +> +. +”) 


аи-+ +... +: ")= 


(мы применили неравенство, указанное на полях, 


т(т--1) 
2 


для М= —=1-2--... Е т чисел, среди которых 


+, берется } раз; ту же оценку можно получить, 
используя неравенство Коши- Буняковекого для на- 
боров х.=/а, и у.=Мл/а, 1<«т). 

Сложим все такие оценки при т от 1 до п; 
коэффициент при 1/а, будет равен 


а) 


кл аи в} 
А поскольку | 
ев 
Хуа РЕ | 
справедлива оценка 
Вах 
ВАР (п 
в) Положим а,=. Тогда левая часть неравенства 
где с — коистанта, на которую мы и хотим заме- 
нить 4. Если с<2, то их разность 


1 1 27-1 
2 оу (+1 
а 
равна д +5 +. 15), а правая <(1 +5 4..4 , 
2 1 
2 уачьчече)= 


Е т) 

га ечечент)+.- 
при достаточно болышом п |: положительна, 
поскольку с ростом п сумма ++ неогра- 


ниченно растет. 
Это следует, например, из такой оценки: при п== 2" 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 Г 
О Ч Я а. = 
5 + 3 + 4 +. Ра > 2 аз». Рь- В» р 


21 98-1 


Л. Д. Курляндчик, Л. С. Меркурьев 


№1000. В дугу АВ вписана 
ломаная АМВ из двух отрез- 
ков (АМ > МВ). Докажите, что 
основание перпендикуляра 
КН, опущенного из середины 
К дуги АВ на отрезок АМ. 
делит ломаную 
АН-НМА-МВ. 


пополам: 


Ф1008. Стержень АВ поме- 
щен внутрь цилиндра. В точ- 
1ке А стержень закреплен 
шарнирно, в точке С он опи- 
рается на верхнюю кромку 
хилиндра, точки А ц С лежат 
в вертикальной плоскости, 
проходящей через ось ци- 
линдра (рис. 1); угол, кото- 
рый составляет стержень с го- 
изонтом. равен а. Стержень 
мещают по верхней кромке 
ак, что он касается се в точ- 
ке С’и угол С’ОС равен +. 
ри каком минимальном ко- 
эффициенте трения стержень 
удет находиться в этом по- 
ожении в равновесии? 


На продолжении отрезка АМ отложим точку В’ 


‚ такую, что МВ’—=МВ (см. рисунок). Угол В’МВ как 


внешний угол треугольника АМВ равен сумме 
углов МАВ и МВА. В то же время угол КМА как 
вписанный измеряется половиной дуги АК и, сле- 
довательно, равен полусумме углов МАВ и МВА. 
Поэтому МК — биссектриса угла ВМВ. Это значит, 
что МК 1 В’'В и КВ’—КВ. Отсюда следует, что 
КА =КВ=КВ’'. Опуская из точки К перпендикуляр 
КН на АМ, получим АН=НВ’ =НМ -- МВ, что и 
требовалось. 

Эту задачу можно решить и с помощью триго- 
нометрии: положив (МАВ=а, ХХ МВА = В, полу- 
чим: АМ—2В зв В, МВ—=2В эт и. Цоэтому 
Поэтому ` 


АМ--МВ=—2А(зт В-зт «)= 4В эт те с0$ =. 
С друсой стороны, 


+В _ в- 
2, СКАМ=-, 


и потому 
АН-ОЕ эт “ЕЁ сов "= (АММВ). 
Архимед — автор этой задачи — опубликовал ее 


в трактате «Измерение кругаг в такой формули- 
ровке: «Если вписанный в дугу окружности сло- 
манный на две неравные части отрезок прямой 
принимает опущенный на него из середины дуги 
перпендикуляр, то этот перпендикуляр разделит 
всю ломаную линию пополам». Это утверждение 
позволяло вычислять длины хорд суммы и разно- 
сти двух данных дуг. 

А. А. Егоров |. 
® 
Пусть стержень находится в равновесии в новом 
положении, когда он касается цилиндра в точке 
С’. На стержень действуют сила тяжести, сила 
реакции шарнира в точке А, сила № нормальной 
реакции цилиндра в точке С’ и сила трения /. 
Условие равновесия стержня — равенство нулю 
геометрической суммы этих сил и равенство нулю 


‚ суммы моментов сил. 


Из всех уравнений равновесия стержня рассмот- 
рим одно — равенство нулю суммы моментов 
сил относительно вертикальной оси, проходящей 
через точку А (относительно этой оси момент силы 
реакции шарнира и момент силы тяжести равны 
нулю). Нетрудно понять, что это условие сводится 
к тому, что суммарный вектор сил М и [{ лежит 
в вертикальной плоскости, проходящей через стер- 
жень (нас впоследствии будет интересовать только 
горизонтальная составляющая этой суммарной 
силы). Определим хеперь направления векторов 
№ иги значения проекций этих векторов на гори- 
зонтальную плоскость — М№,, №, [, и [,. Оси коор- 
динат Х, У и 7 направим из, точки С’ соответст- 
венно в центр окружности О, по касательной 
к окружности и вертикально вверх (рис. 2). 


Введем три единичных вектора п,, Пьи Пр. ко- 


$1009. Плоский диск радиуса 
И. расположенный в горизон- 
тальной плоскости, начинают 
продвигать между двумя вер- 
тикальными нитями, расстоя- 
ние между которыми В; длина 
каждой нити 2, жесткость Ё, 
хонцы нитей закреплены 
{рис. 1). Найти силу, дейст- 


торые направлены соответственно вдоль стерж- 
ня, вдоль силы М и вдоль силы {. Пусть 
угол, который образует вектор п: с горизонтом, 
равен &’. Так как в результате поворота стержня 
вертикальная плоскость, в которой он лежит, по- 
ворачивается на угол Ф/2, то нетрудно показать, 
что 


$8 а’ = 48 а/соз (ф/2). 
Выразим каждый из, векторов п, пы и п} через 
единичные векторы п», Пу и П:. Начнем с п: 


п!=П» — с03 ©’с08 $) с03 а’ > 4 п эм а. 


2. 
Сила № перпендикулярна стержню и касательной 
к окружности в точке С’ (кромке цилиндра), от- 
куда следует, что вектор пх перпеидикулярен век- 
тору п,, то есть 


пу = п; зт ф-- П; с0$ 7, (*) 
а также вектору п7!. Отсюда получим соотношение 
между углами } и а’ в виде 

45 у=Е <’ /сов (ф/2). 
Чтобы определить направление вектора п’, учтем, 


что он перпендикулярен и вектору п», и вектору 
п.. После несложных выкладок получим 


П7=П — с03 } с03 а’ вт $)+ 
+7 — шт узт а’ — 0$  с03 а” с08 $) + 


+ пт у с0з с’зт + 4 (**) 
Из уравнений (*) и (**) следует, что 
№ =мМ эт у, №,=0, 
Ф 


р =К— сов } с03 а’ *). 


‚=К— я у зп <’ — с03 \ с05 &’с0З ®). 


Как уже было отмечено, уравнение моментов сил 
сводится к тому, что, в частности, горизонтальная 
проекция суммы сил М и { должна лежать в плос- 
кости стержня, то есть 


рат Ф + М,ш + + /сов 5 =0. 


Минимальное значение коэффициента трения 
„и определяется соотношением К„„„М=1. Тогда 
окончательно получим 


_ 8 (4/2) Е 
1 + свя? а соз*(ф/2) 


Ема = 


С. С. Кротов 


$х 


Рассмотрим систему через некоторое время после 
начала движения диска. Пусть за это время диск 
сместился на расстояние АА’ (АА’|=|ВВ'|, где 
Аи ВВ — точки крепления нитей на виде сверху 
(рис. 2)). Покажем, что в этот момент точки А! и В, 
касания нитей с диском лежат на радиусах, про- 
ходящих через точки А и В (см. рис. 2, а). 
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вующую на диск со стороны 
одной нити через время 1, если 
в начальный момент нити бы- 
ли нерастянуты и касались 
диска: диск двигают с по- 
стоянной скоростью и. Голщи- 
ной диска пренебречь; трение 
не учитывать. 


Рис. 1. 


В 
у 
1 + 
Ь В, 
Рис. 3. Ь — гочка на диске, 


лежащая под точкой В креп- 
ления нити; |6В,|=г. 


Ф1010. Две диэлектрические 
заряженные нити бесконечной 
длины расположены в про- 
странетве как две скрещиваю- 
щиеся перпендикулярные 
прямые. Линейная плотность 
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Предположим, что правая нить касается диска 
в точке В, лежащей ниже точки В, (рис. 2, 6). 
Очевидно, что сила Т упругости нити направлена 
вдоль отрезка ВВ.. Эта сила имеет проек- 
ции на касательную к диску в точке В. и на 
радиус ОВ:-. Со стороны диска на нить действует 


В треугольнике ОВ’В|ОВ’|-— 


) =, |888’ |= и1, 

Е УНИИ 
ОВ = В -иг— Ввоз. 

Рис. 2. а) В треугольнике ОВ’С тук о. ыы о 


ДОВ’С=30°, соз ОВ'С= . 
сила реакции № направленная по радиусу ОВ.. 
Вдоль касательной никакие силы со стороны диска 
на нить ие действуют (трение отсутствует). Следо- 
вательно, в результате действия силы Т, направлен- 
ной вдоль ВВ», точка В› нити будет скользить 
по краю диска к точке В.. К аналогичному выводу 
мы пришли бы, предположив, что точка касания 
нити с диском лежит выше точки В,. (Подобные 
рассуждения справедливы и для левой нити.) 

Следовательно, в любой момент нити касаются 
диска в точках, которые лежат на радиусах, про- 
ходящих через точки А и В. Найдем силу Е, дейст- 
вующую на диск со стороны левой нити в момент, 
когда | ВВ’ | = 0 (см. рис. 2, а). 

Пусть удлинение нити к этому моменту равно 
А1. Тогда со стороны каждой половины нити на 
диск в точке В, действует сила Т=Е : &, и суммар- 
ная сила, с которой нить действует на диск, равна 

Р=2Т эт а=2к . А. эта, 
где а — угол, который составляют половины нити 
с вертикалью (рис. 3). Как видно из рисунка 3, 


г=Н —УИ ион В. 


ов. р 
|88| — ТЕМ’ 


НАУ И, МЕУРЬРАЬ 


так что 


РР: 
(1-1), 
АЁ- г \ 4х 


В—^/В?— Вы УЗ-Ро?Р (см. рис. 2, а). 


А. С. Розенберг 


где г= 


Ф 


Для решения задачи рассмотрим такую модель. 
Над дизлектрической пластиной, имеющей форму 
квадрата со стороной @ и заряженной с поверхност- 
ной плотностью заряда о, натянута диэлектри- 
ческая заряженная нить длины {[=а с линейной 


зарядов на нитях с. Найти 
силу взаимодействия нитей. 
Считать, что нити очень тон- 
кие и перераспределение за- 
1яд06 не происходит. 


Ф1011. Воздушный шар, 
подземная сила`которого соз- 
дается горячим воздухом, 
устроен так, что объем его обо- 
греваемой камеры практи- 
чески постоянен, п давление 
6 ней равно внешнему давде- 
нию, так как камера в нижней 
своей части сообщается с атмо- 
сферой. Обогрев в камере про- 
изводится постоянно для ком- 
пенсации теплоотдачи в окру- 
жающую среду. Такой шар 
при постоянной мощности на- 
гревателя плавает в втмосфе- 
ре на определенной высоте. 
На сколько изменится высота 
плавания, если при увеличе- 
нии мощности нагревателя 
средняя температура воздуха 
8 камере увеличится на 
А! =0,1 °С от начальной тем- 
пературы 1—57 °С? Темпера- 
тура окружающей среды 
10—17 °С. 


плотностью заряда о. Нить параллельна стороне 
квадрата и находится на высоте г (г<<= а) от него 
(см. рисунок). 

Разобьем плоскость на очень тонкие полоски 
шириной Ах такие, что 


Ах * р=о=>Ах==о/р 


(каждая полоска не что иное, как знить» с линей- 
ной плотностью заряда о). Так как г<<а, можно 
считать, что сила [, с которой каждая полоска дей- 
ствует на нить, одна и та же. Эта сила и есть иско- 
мая в задаче величина. Найдем ее. 

Сила РЁ, с которой действует плоскость на нить, 
равна 

Р—=2лкр-о1 

(поскольку га); с другой стороны, 


Е. ИР 
ет =/ Ах =. 


Из этих двух соотношений находим {: 


т Ир Е 
4 ео Зе 


И. В. Шутовский 


+ 


Условие плаваиия воздушного шара на некоторой 
высоте 


тв ЕрУ&==роТЕ, (1) 
где т — масса оболочки воздушного шара и гру- 
зовой кабины, р — плотность горячего воздуха, 
0 — Плотность атмосферного воздуха на высоте 
плавания шара, У — объем камеры, & — ускоре- 
ние свободного падения. 


Из (1) следует, что на новой высоте равновесие 
будет возможным, если величины ри ро изменятся 
так, что 

Ар=Арео» (2) 
где Арс — изменение плотности атмосферного воз- 
духа, Ар — изменение плотности горячего воздуха 
в камере. 

При небольших изменениях высоты давление 
уменышается с увеличением высоты (АЙ) на 


Ар==рьй * АВ. 
Поскольку температура атмосферы остается по- 


стоянной, для плотности атмосферного воздуха 
на разных высотах имеем: 


Ро— Аро — Р° —АР 
Во Ро 


’ 


откуда 
Ар 2& . 
Аро= с — ==Ро - АЙ. (3) 
Ре Ро 
Плотность горячего воздуха в камере изменится 
за счет изменения температуры и давления: 


ри _ (РЬАР)ь 
ВТ В (Г+АТ) — 


Ар = 
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\Ф101>. Торец длинного стек- 
лянного цилиндра радиуса В 
закрыт  светонепроницаемой 
пластинкой. в которой имеет- 
ся вертикальная щель; шири- 
ну 4 щели можно менять. 
На пластинку под углом © 
падает пучок параллельных 
световых лучей (рис. 1); осве- 
щенность пластинки Е. У про- 
тивоположного торца ци- 
хиндра находится фотоэле- 
мент. Построить график зави- 
симости светового потока, при- 
нимаемого фотоэлементом, от 
ширины щели 4. Показатель 
преломления стекла п. 


Рис. 3. В треугольнике СС’Р 
СС] =, 


Сре ВСВ |= оса 
В греугольнике СС’О’ 
|<’ |= Их. 


36 


АТ №) 
— в(р- АГ Ар-т) __ РАЗУ Тр, 


о —— 
АТ 
и так как — «1, 
бр 
А = тт +59). (4) 
Подставляя (3) и (4) в (2), находим: 
Па -АТ 
АЙ= ЕРЕТ 218 м. 


Е. Н. Юносов. И. В. Яминский 
Ф 


После преломления на торце цилиндра лучи будут 
распространяться в стекле под углом В к оси си- 
стемы таким, что 


зп В 
Рассмотрим лучи, лежащие в одной вертикаль- 
ной плоскости на расстоянии х от оси цилиндра 
(рис. 2, 3). Точки, в которых все эти лучи будут 
падать на границу стекло — воздух, лежат на од- 
ной прямой — на образующей АВ,— и условия 
преломления и отражения этих лучей на границе 
будут одинаковыми. Вычислим угол у, под кото- 
рым лучи падают на границу АВ, и сравним его 


В 
а 
ЧУ 
и“ > р — о #— 
А В 
В 


Рис. 3. 


с предельным углом полного. внутреннего отра- 
жения. 

Рассмотрим ход луча СО, лежащего в плоскости 
АА’В’В. Проведем через точку С прямую, парал- 
лельную прямой АВ (и оси цилиндра), и отложим 
на ней отрезок |СС’ |= | АР | = (рис. 3). По теореме 
косинусов из треугольника СО’) имеем: 

|СО! |?= [СБ |* + |РО'р? —2|СЬ||РО! |соз >, 

или 
18 
о8 В 


Р-х?= т 8 +А*—2 - соз 7. (1) 


Рис. 4. а) Заштрихованная 
область определяет световой 
поток на фотоэлементе при 
4=28. Площадь заштрихо- 
ванных участков — 


х о 
5 = 28? агссой в — 2х мА? — х.. 


6) Площадь «рабочей» обла- 
ети — 


$ = $, —$, = 
=2 0? Хе _ 
== 2“ агссоз г] 


2х МАЯ 


у [1 
—- 2 — 
28: атссоз 58 + 


Из треугольника С’О’Р имеем: 
СР]? ]С’О’ = 10'Р|?, 


или 
В * В+ х?=8?. (2) 
Из (1) н (2) находим: 
сов = У аш = У 90 (3) 


Физический смысл (3) достаточно ясен — с ростом 
х величина с05 `) уменьшается, следовательно, зп у 
растет, и при некотором хо угол у достигает значе- 
ния предельного угла полного внутреннего отра- 


| 
жения = агсяп те Определим, с какого хо выпол- 


няется условие эт = =: 
1 т жа | (В1—хр) зп? а 
ве 1— сов $ = 1— —о-, 


2 ра 1-я" ап 
= ( эл? а х (4) 


Итак, для всех лучей, падающих на торец ци- 


линдра на расстоянии х > хи = а А-а? а— п? 
от вертикального диаметра торца, при первом па- 
дении луча на боковую поверхность цилиндра 
выполняется условие полного внутреннего отраже- 
ния. (Из (4), в частности, следует, что при п?= 
—=1-+-1" а это условие выполняется для всех лу- 
чей (х=0).) 

Если при первом падении луча на границу 
стекло — воздух он испытывает полное внутрен- 
нее отражение, то при всех последующих падениях 
на границу он также будет испытывать полное 
внутреннее отражение; если же при первом паде- 
нии на эту границу условие полного внутреннего 
отражения не выполняется, то и в дальнейшем оно 
не будет выполняться. (Покажите это самостоя- 
тельно.) Таким образом, в отсутствие светонепро- 
ницаемой пластины на фотоэлемент попадают лу- 
чи, которые падают на входной торец в области, 
заштрихованной на рисунке 4, а. При наличии пла- 
стинки со щелью лучи не попадают в фотоэлемент, 
если ширина щели 4<2хо. Если 2А>4>>2хо, свето- 
вой поток, принимаемый фотоэлементом, опреде- 
ляется лучами, которые падают на входной торец 
в области, заштрихованной на рисунке 4, б. Ве- 
личина потока пропорциональна площади заштри- 
хованной области. 

Итак: при 4< 2х Ф=0; при 2А>а>8хж 


Ф-Е(55—28* асов +4 °— “), 


б,=28? агссоз 2 —2х\/ В*— 5 = с0п5% 


при данных значениях А, вип (см. (4)). 
А. А. Лапидес 


где 
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Список читателей, приславших пра- 
вильные решения 


Большинство читателей, приславших решения 
задач М971—М985, Ф983— $4997, справились 
с задачамн М971, М973, М974, М976, М97т, 
№М981, М984, Ф98А, Ф987, Ф988, Ф992—Ф994, 
$996. Ниже мы публикуем фамилии тех, кто 
прнслал правильные решения остальных задач 
(цифры после фамнлии — последние цифры 
номеров решенных задач). 
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Материалы представили Ю. Х. Паландузян 
и А. Коршков 


Искусство программирования 


Бинарный 
алгоритм 


Кандидат физико-математических наук 
Г. 4. ГАЛЬПЕРИН, 

кандидат физико-математических наук 
А. В. КОРЛЮКОВ 


Алгоритм Евклида нахождения на- 
ибольшего общего делителя (НОД) 
двух чисел изложен в седьмой кни- 
ге его «Начал» (около 300 г. до н. э.). 
Многие ученые предполагают, что он 
является интерпретацией алгоритма, 
предложенного Евдоксом (около 315 г. 
до н. э.). Так или иначе алгоритм 
Евклида можно назвать «‹дедушкой» 
всех алгоритмов, поскольку это самый 
первый нетривиальный алгориты, до- 
живший до наших дней *). Эту честь 
могли бы, пожалуй, оспаривать вави- 
лонские методы решения некоторых 
систем квадратных уравнений с двумя 
неизвестными, появившиеся за полто- 
ра тысячелетия до Евклида. Однако 
они не выдерживают сравнения с ал- 
горитмом Евклида, поскольку в них 
не содержится итераций и поскольку 
они были вытеснены современными 
алгебраическими методами. 

Как сказано в статье, цитированной 
в сноске, «большинство древних алго- 
ритмов со временем вытеснялось из 
вычислительной практики более новы- 
ми алгоритмами. Алгоритм Евклида 
избежал этой участи прежде всего 
благодаря своей экономности». Тем 
более удивительно, что хотя почтен- 
ный алгоритм Евклида и применяет- 
ся в течение столь многих столетий, 
он (как будет показано ниже) не 
всегда является наилучшим способом 
для нахождения НОД! 

Примерно в 1962 г. Роланд Силвер 
и Джон Терзиан открыли совсем иной 
алгоритм для нахождения НОД, ко- 
торый прежде всего годится для 
двоичной арифметики. Этому новому 
«бинарному» алгоритму совершенно 
не нужны команды, требующие (как 


*) Подробно об влгоритме Евклида см. статью 
С. А. Абрамова в «Кваите». 1985, № 11, с. 44. 
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в алгоритме Евклида) выполнения 
действий деления, а тем более де- 
ления с остатком. Основанный на опе- 
рациях вычитания, бинарный алго- 
ритм еще проверяет, является число 
четным или нет, и сдвигает вправо 
двоичное представление четного чис- 
ла (тем самым выполняя деление 
пополам). 

Бинарный алгоритм очень просто реали- 
зуется на микрокалькуляторах и этим вы- 
годио отличается от алгоритма Евклида. 
Отметим, что реализация алгоритма Евклида 
иа микрокалькуляторах затруднительна: ос- 
новная трудность состоит в отсутствим опе- 
рации деления с остатком двух целых чи- 
сел. Например, среди 300 приведениых в спра- 
вочнике В. П. Дьяконона*) программ отсут- 
ствует алгоритм Евклида. Отметим еще, что 
нет в школе общепринятого обозиачеиия для 
остатка от делення; возможно, по этой при- 
чине в учебнике по ииформатике для 9-го 
класса при записи алгоритма Евклида предла- 
гается деление с остатком заменять на после- 
довательные вычитания. 

Перейдем к описанию бинарного ал- 


горитма нахождения наибольшего об- 
щего делителя двух целых чисел. 
Он основан на следующих трех оче- 
видных свойствах НОД: 

1. НОД (2т, 2п)=2.НОД (т, п). 

2. НОД (2т, 21+ 1)=НОД (т, 21 
-- 1). 

3. НОД (т, п)=НОД (т— п, п). 

По определению НОД, НОД (т, п)= 
—=НОД (п, т) НОД (—т, п)= 
—НОД (т, п), НОД (0, 0)=0, НОД (т, 
0)=| т |. Из свойств 1 — 3 сразу полу- 
чается алгоритм, который мы опишем 
словесно, поясняя его на примере 
нахождения НОД чисел 40902 и 
24 340. 

Пусть надо найти НОД (те по); 
обозначим его 4. По свойству 1 выде- 
лим сначала наибольшую степень 
двойки 2’, на которую делятся как 
то и по так и число 4 (для чисел 
40 902 и 24140, =! и 2—2). 
Уменьшим т и п в 2” раз, а 
число 2* запомним. Получим два чис- 
ла (20451 и 12070), одно из кото- 
рых (или оба) нечетно (у нас не- 
четно число 20 451), а НОД этих чисел 
равен 4,=4/2^. Затем, если одно из 
этих чисел четно (12 070), то поделим 
его на максимально возможную сте- 
пень двойки, оставив второе число 
без изменения, и в результате полу- 
чим два нечетных числа т и п 


*) Справочник по расчетам на микрокалькуля- 
торах.— М.: Наука, 1985. 


(20451 и 6035) с НОД (т, п= 
—4!,. После этих операций мы пришли 
к задаче нахождения НОД только для 
нечетных чисел. При ее решении 
воспользуемся свойством 3. Вычтем 
из большего числа меньшее (20451— 
—6035—=14 416), не изменив при этом 
НОД=—4ь, а поскольку разность двух 
нечетных чисел всегда четна, приме- 
ним свойство 2: сократим эту раз- 
ность на максимальную степень двой- 
ки (в примере на 27), получив опять 
нечетное число (901). Затем снова 
воспользуемся свойством 8 (6035— 
901=5134) и один или несколько 
раз свойством 2 (5134:2=2567), по- 
том опять свойствами 3 и 2, и так 
далее (2567 —901—=1666—-833—901— 
—833=68—17-—>833—17=816—51 
—51—17=34-—+17). После выполне- 
ния каждой операции НОД ие ме- 
няется, а хотя бы одно число па- 
ры уменьшается. Поэтому в некото- 
рый момент оба числа станут рав- 
ными друг другу; очевидно, что оба 
они в этот момент будут равны 4|.. 
Искомый НОД (то, по) вычисляется 
после этого как произведение чисел 
2>* и 4. (Для наших чисел 
НОД (40902, 24140)=2 - 11= 34.) 

В приведенном бинарном алгоритме 
используются лишь операции вычи- 
тания и деления на 2. Последняя 
особенно проста, если т и п запи- 
саны в двоичной системе счисления. 

На учебном алгоритмическом язы- 
ке этот алгоритм может быть запи- 
сан следующим образом *): 
алг бинар (цел т. п. Ё, г, з, а} 


арг т, п 
рез & 
нач г: 0, 3: =0 
пока т-+л 
ниц пока т четное 
нц т:= 1/2 
г: Е-Т 
кц 
пока п четное 
нц п:=п/2 
8: =5-}-1 
кц 
й: — ти (г, 3, й! 
пока т>п 
нд т:=т—п 
®ц 
пока п>т 
нц п: = п—т 
кц 
ки 
4:=2'- т 
кон 


*) Если Ё не определено, при нахождении 
отп (г, 8. | мы счнтаем, что пил |, 8, Й] == тат (, 8). 
Эта маленькая хнтрость позволяет раз навсегда 
определить й: при дальнейшем увеличенииг изй нс 
меняется. 


Эту программу нетрудно оттран- 
слировать на языки Робик или Бэйсик 
или перевести в коды программируе- 
мого микрокалькулятора типа БЗ— 
34 (см. «Квант», 1986, № 2, 3). 


Посмотрим, как следует организо- 
вать вычисления по бинарному алго- 
ритму на обычном (не программируе- 
мом) калькуляторе. Пусть даны по- 
ложительные целые числа т и л; 
вычисление 4=НОД (т, п) тогда рас- 
падается на следующие шаги. 

1. Засылаем число т на индикатор и де- 
лим его пополам Ё, раз (К, >0). пока не полу- 
чаем нечетное число т!. 

2. Засылаем число п иа индикатор (при 
этом т! сдвигается в ячейку памяти) и делим 


его пополам #> раз (Ё›->0), пока не получим 
нечетное число. 

3. Если числа в памяти и на индикато- 
ре равны, то Ё раз удваиваем число на 
индикаторе, где К=ииа (№1, Ё2]; полученное 
число и есть 4. 

8. Если число на индикаторе меньше чис- 
ла в памяти, то меняем их местами. 

5. Выполняем вычитание. 

6. Делим число на индикаторе пополам, 
пока ие получится нечетное число и воз- 
вращаемся к шагу 3. 


Удивительно, что уже при ручном 
нахождении НОД двух многозначных 
чисел (например, четырехзначных) 
проявляется преимущество бинарного 
алгоритма перед алгоритмом Евкли- 
да. Приходится меньше писать, да и 
ошибки вычислений практически от- 
сутствуют: ведь необходимо только 
уметь вычитать и делить на 2 (сти- 
рать правый нуль в двоичной запи- 
си). Правда, число итераций несколь- 
ко возрастает по сравнению с коли- 
чеством итераций в алгоритме Евкли- 
да, но зато каждая итерация выпол- 
няется гораздо проще — совершенно 
отсутствуют шаги деления. Эта про- 
стота позволяет существенно эконо- 
мить время при нахождении НОД, 
что видно на следующем примере. 


Алгоритм Евклида 


НОД (40902, 24140)-=34 
4090224140 
241401 
2414016762 
167621 
16762 7378 
147562 _ 
7378[ 20 
6018 
2006[1360 
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Бинарный алгоритм 
НОД(40902, 24140)=2'. 17=34 
40902 2' 24140 


20451 12070 
—6035 — 6035 
14416 —901 
7208 5134 
901 2567 
—833 —901 
68 1666 

34 833 

и —11 
816 

408 

204 

102 

51 

—17 

34 

17 

—17 

70 


Известный математик и програм- 
мист Д. Кнут, автор многотомного 
сочинения «Искусство программиро- 
вания для ЭВМ», сравнивая эти два 
алгоритма, пишет: 


«Таким образом, б6льшая скорость выпол- 
нения итераций в программе, получаемая 
за счет простоты этих операций, компен- 
сирует рост числа необходимых итераций. 
Мы обнаружили, что выполненне бинарного 
алгоритма нахождения НОД на машиие МХ 


примерно на 15 % быстрее, чем выполнение 
на той же машиие алгоритма Евклида; 
при работе на других машинах ситуация, 
конечно, может быть иной, но во всяком слу- 
чае обе программы вполне эффективны. 
Тем не менее оказывается, что даже такая 
освящениая веками процедура, как алгоритм 
Евклида, не может противостоять прогрес- 
су...» 
Упражнения 


1. Найдите по алгоритму Евклида и 
бинарному алгоритму наибольший общий де- 
литель следующих чисел: 1985 и 1986; 
198519851985 и 198619861986; 689168916891 
и 589158915891; 27182818284 и 31415926536. 

2. Найдите НОД чисел т=7. 2126 
15 - 214-27. 2° и пэ7- 21542:14-7. 2+ 
+55. 

3. В 1970 году В. К. Хэррис предло- 
жил интересный «гибрид» алгоритма Евкли- 
да и бинарного алгоритма. Если т?2п>>0 
нечетны, то т= ал-г, где 0< |г|< п и г четно, 
Поэтому если г-50О, то г делим на максн- 
мальную степень 2, пока г ие станет не- 
четным; затем пару (т, п} заменяем иа пару 
(п, |^|} и повторяем этот процесс. Запишите 
этот алгоритм на учебном алгоритмическом 
языке. Найдите по этому алгоритму НОД чи- 
сел из упражнения 1. 


4°. Докажите, что в бинариом алгоритме 
число вычитаний не превосходит М=1-- 
-+-Пой. тах (т. п)}. 

5. Найдите такие значения т и п, при 
которых по бинарному алгоритму необходимо 
выполнить ровно № шагов вычитания, где 
число М взято из упражнения 4. 
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(Ококчакие см. на с. 47] 


Практикум абитуриента 


Фолллие А связанные Экижлерених (2 


Атомная физика 
в задачах 


Кандидат физико-математических наук 
Ю. А. САМАРСКИИ 


Атомная физика — большой и важ- 
ный раздел современной физики. 
Атом — по-гречести знеделимый» — 
оказался огромным миром, живущим 
по своим особым законам. Многие со- 
временные успехи в науке и ее прило- 
жениях были бы невозможны без вы- 
яснения сложного строения атома, 
без открытия новых законов движе- 
ния микрочастиц — законов кванто- 
вой механики. 

Из множества вопросов атомной фи- 
зики в данной статье мы рассмотрим 
лишь три — фотоэлектрический эф- 
фект, дискретность спектров излуче- 
ния и стабильность атомов. В каждом 
случае мы прежде напомним основ- 
ные положения и закономерности, оп- 
ределяющие данное явление, а потом 


свбоезанНые 


разберем несколько 
задач. 


конкретных 


+ * * 


Количественная теория фотоэффек- 
та — эффекта вырывания электронов 
из вещества под действием света — 
была создана в 1905 году А. Эйнштей- 
ном на основе квантовых представле- 
ний о свете. Согласно этим представ- 
лениям свет, как и вообще электро- 
магнитное излучение, имеет преры- 
вистую структуру и подобно части- 
цам распространяется в пространстве 
в виде отдельных порций. Мельчай- 
шую «частицу» электромагнитного 
излучения назвали квантом, а позд- 
нее — фотоном. Энергия фотона Е про- 
порциональна частоте излучения *: 

Е = у 
(где } —=6,63 . 10-°* Дж - с — постоян- 
ная Планка) или круговой частоте ®: 
Е = Ао 
(где #=#/(2л) также называют по- 
стоянной Планка). 

Уравнение Эйнштейна, или закон 
сохранения энергии для фотоэффек- 
та, имеет вид 
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НУ=А,„„--Бь, 

где А,„. — работа выхода электрона 
с поверхности освещаемого вещества, 
а Е, — кинетическая энергия выле- 
тающего электрона. Минимальная 
частота облучения, при которой воз- 
никает фотоэффект, равна “== 
=А,„„/В, то есть определяется энер- 
гией связи электрона в данной систе- 
ме. 

Так как работа выхода для метал- 
лов составляет около двух электрон- 
вольт (1 эВ=1,6-10-'° Дж), то фото- 
эффект становится возможным при 
частотах облучения порядка 

2.1,6.10-'? Дж 5 

% = 6.8-10-" Дж.е 20,5.10 Гц. 
Этим частотам соответствуют фотоны 
в видимой — точнее, красной — об- 
ласти спектра с длиной волны А= 
—=с/у=6-10`’ м (отсюда и назва- 
ние — «красная граница фотоэффек- 
та»). 

Важно отметить, что фотоэффект 
на свободных электронах вообще не- 
возможен. Действительно, предполо- 
жим, что он все-таки происходит. 
Для простоты допустим, что свобод- 
ный электрон до столкновения с фо- 
тоном покоился, и запишем законы 
сохранения импульса и энергии: 


йух 2 
а = то, вВу= у» 


где и — скорость движения электрона 
после столкновения с фотоном, с — 
скорость света. Поделив второе урав- 
нение на первое, получим абсурдный 
результат: о =2е! Это и означает, что 
фотоэффект возможен только на свя- 
занных электронах. Правда, понятия 
«связанные» или «свободные» элект- 
роны — относительные. Все опреде- 
ляется соотношением между работой 
выхода электрона (его энергией свя- 
зи) и энергией падающего излучения. 
Так, электроны проводимости в -ме- 
талле, где энергия связи порядка не- 
скольких электронвольт, являются 
связанными по отношению к фотонам 
видимого света, энергия которых со- 
ставляет тоже несколько электрон- 
вольт. Но те же электроны проводи- 
мости по отношению к рентгеновским 
квантам с энергией несколько десят- 
ков килоэлектронвольт будут свобод- 
ными, и фотоэффект для них будет 
невозможен. 

Задача 1. Для измерения по- 
стоянной Планка катод К вакуумного 
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фотоэлемента освещается монохрома- 
тическим светом (рис. 1). При длине 
волны излучения \.==6200 А (1 А= 
—10`® м) ток фотоэлектронов пре- 
кращается, если между катодом и ано- 
дом включить задерживающее на- 
пряжение И, не меньшее определен- 
ной величины. При увеличении дли- 
ны волны на 25% задерживающее 
напряжение оказалось на АИ =0,4 В 
меньше. Определите по этим данным 
величину постоянной Планка. 

В измерениях используется моно- 
хроматический свет двух длин волн; 
№ и А.=^ + 0,25%, =1,25%^,. Очевид- 
но, что фототок станет равным нулю, 
когда задерживающее напряжение 
будет равно: в первом случае И, = 
—=Ен/е, а во втором И. =, —АЦ = 
= Бь›/е, где Е»! и Е,„› — кинетические 
энергии электронов, выбитых падаю- 
щими фотонами, е — заряд электро- 
на. Уравнение Эйнштейна для фото- 
эффекта в этих случаях имеет вид 


ыы =А„,, + Ен = Аьых +е0,, 


Ве 


м — Ань, + Ев? — 7 +0, —А0). 


Решая эту систему уравнений, най- 
дем: 
__ ^меАй кА ыы 
== 6.61.10?“ Дж + с. 
Задача 2. Найдите длину волны 
коротковолновой границы непрерыв- 
ного спектра рентгеновского излуче- 
ния, если при увеличении напряже- 
ния между анодом и катодом рентге- 
новской трубки в 2 раза длина волны 
границы изменилась на А)=0,5 А. 
Для возбуждения рентгеновского 
излучения обычно используют рент- 
геновские трубки, состоящие из отка- 
чанного баллона с двумя электрода- 
ми: подогревным катодом и анодом. 
Между катодом и анодом приклады- 
вается разность потенциалов, дости- 
гающая обычно нескольких десятков 


Рис. 1. 


киловольт. Ускоренные электроны 
движутся к аноду и тормозятся у его 
поверхности. Это торможение и при- 
водит к появлению рентгеновского 
излучения, называемого тормозным 
рентгеновским излучением и имею- 
жего сплошной спектр. На рисунке 2 
изображены спектры тормозного 
рентгеновского излучения для двух 
значений напряжения на трубке. Об- 
рыв спектра в области коротких волн 
легко объясним: энергия рентгенов- 
ских квантов, возникающих при тор- 
можении электронов, не может пре- 
высить кинетическую энергию этих 
электронов. 

Обозначая через И разность потен- 
циалов на трубке, для длины волны 
7), коротковолновой границы получим 


а —е(), откуда А. == ие 
ко У Ё"— @/’ 
или для двух значений напряжения: 


ы йс ИС 

Ака — бета 
Поскольку И. —=20,, изменение дли- 
ны волны границы равно 


ААА а № 


то есть составляет половину от ^,.. 
Отсюда 
юи=2А)=1 А. 

Заметим, что физическая сущность 
процессов тормозного излучения и фо- 
тоэлектрического поглощения одна и 
та же: в`обоих случаях происходит 
изменение энергии электрона. При 
испускании фотонов тормозного рент- 
геновского излучения электрон перс- 
ходит из состояния с большей энер- 
гиеи в состояние с меньшей энергией, 
а при фотоэффекте поглощение фото- 
на сопровождается увеличением энер- 
гии электрона. 


+ + ж* 


Квантовые представления позво- 
лили объяснить мвогие явления, про- 
исходящие в атоме, и прежде всего — 


Интенсивность 


Рис. 2. 


способность атомов поглощать и ис- 
пускать фотоны лишь с определен- 
ной энергией. 

Рассматривая одиночный свобод- 
ный атом водорода, Н. Бор в 1913 году 
пришел к выводу, что электрон в ато- 
ме может обладать только дискрет- 
ными значениями энергии Е, Е., ... 
... Е,, или, как говорят, находиться 
на определенных энергетических 
уровнях. При этом энергия уровней 
равна 


ню те 1 
81728 п?’ 
где п=1,2,... — так называемое 
главное квантовое число, т — масса 


электрона, е — его заряд, го, — элект- 
рическая постоянная. Каждому уров- 
ню энергии соответствует устойчивое 
(стационарное) состояние атома, в ко- 
тором атом не излучает и не погло- 
тхает. Излучение фотона происходит 
при переходе атома с уровня с боль- 
шей энергией на уровень с меньшей 
энергией. Самый низкий энергетиче- 
ский уровень атома (п=1) называет- 
ся основным, а остальные — возбуж- 
денными. При поглощении фотона 
атом переходит в возбужденное со- 
стояние, занимая уровень с большей 


`энергией. Энергия испускаемого (по- 


глощаемого) фотона связана с энер- 
гией уровней, между которыми про- 
исходит переход, условием 
Ех —Е, —= Ул. 

Частоты т. соответствующих пере- 
ходов обычно называют спектральны- 
ми линиями. Подставляя значения 
ЕькиЕ,, все спектральные линии водо- 
рода можно выразить одной форму- 


лой: 
те ( 2 1 ) 
у = ——-—), 
8 ‘= п р: 
или 
} ( 1 1 
Е. 


где константа В=(те*)/(ВВЗ=йс)= 
—=10973731 м-' называется постоян- 
ной Ридберга, пи Ё — целые числа. 
Спектральную формулу удобно не- 
сколько преобразовать для расчета 
энергии возбуждения атома. Умно- 
жим левую и правую части послед- 
него равенства на йс и получим 


ве — вве(- — Е — 3), 


(*) 


где йс/А =йВу — энергия возбуждения 
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атома, а Е„„=НйАс — энергия иони- 
зации атома, то есть энергия, соот- 
ветствующая удалению электрона из 
атома (переходу с уровня п == 1 на уро- 
вень 00). 

Задача 3. Нервоначально невоз- 
бужденный водород начинает излу- 
чать фотоны, если через него пропу- 
стить пучок электронов, прошедших 
ускоряющую разность потенциалов, 
не меньшую И, =10.2 В. Какую ми- 
нимальную ускоряющую разность по- 
тенциалов должен пройти пучок про- 
тонов, чтобы при пропускании их че- 
рез первоначально невозбужденный 
водород последний начал излучать 
фотоны? Чему равна (в электронволь- 
тах) энергия ионизации атома водо- 
рода? Считать, что масса электрона 
много меньше массы протонов; атом 
водорода перед ударом покоился. 

Минимальная кинетическая энер- 
гия Е„„ Частицы, налетающей на по- 
коящийся атом и возбуждающей его, 
определяется из условия абсолютно 
неупругого взаимодействия частицы 
и атома, когда после взаимодействия 
скорость их относительно друг друга 
равна нулю (покажите его самостоя- 
тельно). В этом случае законы сохра- 
нения импульса и энергии имеют вид 


ти =(т имо, 


2 л,,2 
Бия "в = = И + А 
где т — масса частицы, М — масса 
атома, о — скорость налетающей 
частицы, о — скорость атома и части- 
цы после столкновения,  — уско- 
ряющая частицу разность потенциа- 
лов, АЛЕ. — энергия возбуждения 


атома. Решая эту систему уравнений, 
получим 


Е„„=еИ=(1+ "А 


В случае бомбардировки атома во- 
дорода пучком электронов т/М<=1, 
и тогда 


АЕ ов =— е/.. 


Минимальная энергия возбуждения 
атома водорода связана с переходом 
его из основного состояния с кванто- 
вым числом п=1 в состояние с чис- 
лом #Ё—-2. Согласно формуле (*) 
имеем 


АЕ. .в = Енон ( Е г 1)= 


п в" 
Отсюда 
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Е нон =  АВмаь= 3 е/,=13,6 эВ. 


В случае бомбардировки атомов во- 
дорода протонами, когда т М, ми- 
нимальную ускоряющую разность 
потенциалов найдем из условия 


еи,=(1+ "АЕ „= 


—=2АЁЕ,,в =2е(. =20,4 эВ, 
или 
Ц. —20,4 эВ. 


Легко видеть, что возбуждать ато- 
мы водорода тяжелыми частицами 
энергетически невыгодно. 


* * * 


Свойство атомов некоторых веществ 
самопроизвольно испускать ионизи- 
рующее излучение называют радио- 
активностью, а соответствующие ве- 
щества называются радиоактивными. 
Анализ многочисленных опытов при- 
вел к выводу, что радиоактивность 
есть результат процессов, происходя- 
щих внутри атомных ядер и связан- 
ных с их сложным строением. Э. Ре- 
зерфорд первым установил основной 
закон радиоактивного распада: для 
каждого радиоактивного вещества 
существует определенный интервал 
времени, называемый периодом полу- 
распада Т, в течение которого коли- 
чество радиоактивного вещества убы- 
вает в 2 раза. Закон имеет вид 


М, =М№-2-Т, 
где № — число радиоактивных ато- 
мов в произвольный момент времени 
1, № — их первоначальное количе- 


ство (при Ё—=0). 

Задача 4. В микрокалориметр 
с теплоемкостью С=100 Дж/ЁЕ поме- 
щен образец радиоактивного кобаль- 
та с относительной атомной массой 
А —=61. Масса образца т =10 мг. При 
распаде одного ядра кобальта выде- 
ляется энергия ш=2 . 10`'? Дж. Че- 
рез время т==50 мин температура ка- 
лориметра повысилась на АЕ=0,06 °С. 
Каков период полураспада данного 
препарата кобальта? Число Авогадро 
М =6б - 1023 моль". 

Повышение температуры калори- 
метра определяется выделением энер- 
гии @ в образце при распаде ядер ато- 
мов кобальта: 

САР @=АМи. 
Здесь АМ — число распавшихся ядер 
за время т. Это число равно 


АМ=№—№.2—Т=М а 2-7), 
где № — первоначальное число ра- 
диоактивных атомов. По закону Аво- 
гадро М№=Мт/М, где М=АХ 
Х10-1 кг/моль — молярная масса 
кобальта. Теперь окончательно полу- 
чаем 


См = М," (1—2) и, 


откуда находим 
да Т: 


период полураспа- 


= ы АУ 
10. ‚(1 — (СМА. 107“) (Мдшт)) 
225100 с295 мин. 


Задача 5. В некоторый момент 
времени счетчик радиоактивного из- 
лучения, расположенный вблизи пре- 
парата фтора-18 с малым периодом 
полураспада, зафиксировал Г. ==11 от- 
счетов в секунду. Через время т= 
—=14 мин показания уменьшились 
до Г —=70 отсчетов в секунду. Опре- 
делите период полураспада фтора-18. 

Счетчик радиоактивного излучения 
регистрирует интенсивность радио- 
активного распада, которая опреде- 
ляется скоростью изменения числа 
нераспавшихся радиоактивных ато- 


мов: 

о р 

Е в АЕ * 

Отсюда, используя закон радиоактив- 
ного распада, получаем 


о = 


Г == 1-2 "7, 
и период полураспада 
т 
Т = Тов.) 26108 сд 102 мин. 


Упражнеиия 

\. При освещении фотозлемента светом 
с длиной волны /^,==600 нм его ЭДС И, =1,2 В. 
Какой будет ЭДС #, фотоэлемента при облу- 
чеиии светом с длиной волны ^.-=400 им? 

2. Рентгеновское тормозное излучение воз- 
никает при бомбардировке быетрыми элект- 
ронами металлнческого антикатода рентге- 
вовской трубки. Определите длииу волиы ко- 
ротковолновой границы спектра тормозного 
излучения, если скорость электронов состив- 
ляет 40 % от скорости света в вакууме. 

3. На неподвижный невозбужденный атом 
водорода налетает другой атом водорода. Ка- 
кова должиа быть минимальная кинетическая 
энергия налетающего атома, чтобы в резуль- 
тате столкновения мог излучиться фотон? Энер- 
гия ионизации атома водорода Е„он=13,6 эВ. 

4. Ампула с радиоактивным препаратом 
Ма охлаждается потоком воздуха. В начале 
опыта воздух нагревался на ^Ё,—2°С, а через 
время г=142 мнн — на А,=1,8 °С. Каков 
период полураспада данного препарата? 
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89, 91; В. Тягнирядно (Минск) 89—91; А. Усин- 
ский (с. Птичья Ровенской обл.) 91; Г. Фин- 
кельштейн (п. Черноголовка Московской обл.) 
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Олимпнады 


ХХУП 
Международная 
математическая 
олимпиада 


Кандидат физико-математических наук 
А. П. САВИН. 

Т. А. САРЫЧЕВА, 

кандидат физико-математических наук 
А. А. ФОМИН 


Когда вспоминаешь десять дней, про- 
веденных в Польше на ХХУП Меж- 
дународной математической олим- 
пиаде, в памяти возникают улицы 
и площади возрожденной Варшавы, 
небольшой домик в парке города 
Желязова Воля, в котором родился 
Фредерик Шопен, беседы с руководи- 
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телями команд (а их в этот раз собра- 
лось 37), радости и огорчения во вре- 
мя проверки работ и многое другое. 

Но самым ярким впечатлением, 
наверное, был тот момент во время 
официального закрытия олимпиады, 
когда на сцену были вызваны трое 
лучших участников олимпиады, наб- 
равших 42 очка из 42 возможных, — 
наши Володя Роганов и Слава Смир- 
нов и венгр Куш Гиза. Этот момент 
вы могли видеть в телевизионной 
программе «Время». 

Кроме них, еще 15 участников, 
набравших не менее 34 очков, также 
получили первые премии; 41 участник 
получил вторые премии (от 26 до 33 
очков) и 48 третьи (от 17 до 
25 очков). Специальным призом жю- 
ри награжден американский школь- 
ник Джозеф Кин за оригинальное 
решение задачи № 3. 

После закрытия олимпиады коман- 
ды фотографировались на память. 
Всеобщее внимание привлекло совме- 
стное фотографирование двух команд 
СССР и США, и не только потому, 
что непринужденное общение этих 
команд символизировало атмосферу 
дружбы, царившую на этом праздни- 
ке математики, но и потому, что они 
разделили Ги Ш места в неофици- 
альном командном первенстве, набрав 
по 203 очка. 
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Следующие места заняли команды 
ФРГ (196), КНР (177), ГДР (112), 
СРР (171), НРБ (161), ВНР (151, 
ЧССР (149), СРВ (146), Великобритя- 
нии (141), Франции (131), Австрии 
(127), Исландии (119), Австралии 
(117), Канады (112), ПЕР (93), Марок- 
ко (90), Туниса (85), СФРЮ (84), 
Алжира (80), Бельгии (79), Испании 
(78), Бразилии (69), Норвегии (68), 
Греции (63), Финляндии (60), Колум- 
бии (58), Швеции (57), Турции (55), 
МНР (54), Кипра (53), Кубы (51), Итяа- 
лии (49), Кувейта (48), Израиля (37), 
Люксембурга (22). В каждой команде 
было по 6 участников, кроме команд 
Израиля (4), Испании (4), Италии 
(3) и Люксембурга (2). 

Итак, Володя Роганов и Слава 
Смирнов, набрав по 42 очка, получи- 
ли первые премии. Остальные четы- 
ре наших участника получили вторые 
премии, набрав соответственно: Ге- 
на Глущенко — 32 очка, Антон Лу- 
нин — 31 очко, Сигитас Кярас и Ви- 
тя Порошин — по 28 очков. 

Если попытаться проанализировать 
выступление нашей команды, то здесь 
следует отметить традиционно плохое 
решение самой простой задачи олим- 
пиады (№ 1) и традиционно уверен- 
ное решение самых трудных задач 
(№3 и №6). Вот тексты задач олим- 
пиады. 


Первый день 

1. Пусть Я — положительное целое число, 
отличное от 2, 5 и 13. Докажите, что во 
множестве {2, 5, 13, 4} можно найти два 
различных числа а и $ так, что числа аб — 
—1 ие является квадратом целого числа. 

2. На плоскости даны треугольник А, А.Аз 
и точка Р.. Положим А. -А;_; для любого 
целого 324. Строим последовательность точек 
Р.Р,Р.. ... так. что точка Р» ‚ ‚ есть образ точки 
Р‚ при повороте вокруг точки А». , на угол 120° 
по часовой стрелке (А =0, 1, ...\. Докажите, что 
если Р\об”"Ри, то треугольник А.А.А, равно- 
сторониий. 

3. Каждой вершине пятиугольника припи- 
сано некоторое целое число так, что сумма 
всех пяти чисел положительиа. Если трем 
последовательным вершинам соответствуют 
числа х, у. 2 и у<0, то разрешается сле- 
дующая операция: числа х. у. 2 заменяют- 
ся соответственио на х{у, —у. у--2. Такие 
операции последовательно совершаются до тех 
пор, пока хотя бы одно из пяти чисел отри- 
цательно. Определите, обязательно ли этот 
процесс заверигится за конечное количество 
шагов. 

Второй день 

4. Пусть А и В — соседние вершины 
правильного л-угольника (л>5) с центром О. 
Треугольник ХУЙ, коигрузитный треугольнику 
ОАВ, вначале совпадает г ним, потом дви- 
жется в плоскости п-угольника так. что точки 


Уя2 остаются на границе, а точка Х — внутри 
данного п-угольника. Какую фигуру опишет 
точка Х, когда точки У и. 2 вместе совершат 
полный оборот по границе п-угольника? 

5. Найдите все функции Хх), определен- 
ные на множестве неотрицательных действи- 
тельных чисел, принимающие значения в том 
же множестве и удовлетворяющие следующим 
условиям: 

(1) ИхКу)). Ку)-=Их-ру) для всех неотри- 
цательных хи у, 


{2) д?) = 0, 
13) Кх)=-0 для всех О=х< 2. 
6. Пусть М — произвольное конечное 


множество целочисленных точек ина коорди- 
натной плоскости. Всегда ли можно окрасить 
некоторые точки множества М в белый цвет, 
а остальные — в красиый так, чтобы для 
каждой прямой Г, параллельной любой из ко- 
ординатных осей, абсолютная величина разно- 
сти между числом белых и красных точек на 
Г, не превосходила бы единицы? Ответ обос- 
нуйте. 

Во время проведения олимпиады 
состоялось заседание Международно- 
го подготовительного комитета по про- 
ведению Международных математи- 
ческих олимпиад под председатель- 
ством его президента, профессора 
Московского физико-технического ин- 
ститута Г. Н. Яковлева. 

На заседании было решено, что в 
1987 году олимпиада пройдет на Ку- 
бе, ав 1988 г.— в Австралии. На ри- 
сунке приведен график количества 
стран-участниц олимпиад с 1-й по 
27-ю и прогноз на следующие два го- 
да. Этот прогноз учитывает более ши- 
рокое представительство латиноаме- 
риканских стран на ХХУПТ олим- 
пиаде и тихоокеанских стран на 
ХХХ. 

ХХУП Международная математи- 
ческая олимпиада прошла в атмос- 
фере дружбы и стремления к миру. 
Недаром из задач, которыми обме- 
нивались участники олимниады, наи- 
большей популярностью пользовался 
ребус Харьковского школьника Бори 
Кругликова: 


05А-+955В—=РЕАСЕ 

Представляем команду СССР на 
ХХУП ММО: 

Геннадий Глущенко, выпускник 
школы № 91 г. Запорожье. На Все- 
союзных олимпиадах награждался 
дипломами [ степени в 1984, 1985 и 
1986 гг. ИП премия на ХХУП ММО. 

Сигитас Кярас, выпускник школы 
№ 2 г Молетай ЛитССР. На Все- 
союзных олимпиадах награждался в 


1984 г. дипломом П степени, в 
1985 г. — Т степени, в 1986 г. — 
П степени. П премия на ХХУП 
ММО. 
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В. Порошин. 


Антон Лунин, выпускник школы 
Москвы. На Всесоюзных 
олимпиадах награждался в 1984 г. 
дипломом Т ‘степени, в 1985 г. — 
П стелени, в 1986 г. — Т степени. 1 
Н премия на ХХУП ММО. 


№ 57 г. 


В. Роганов. 


ММО. 


Владимир Роганов, 
ФМШ при МГУ. На Всесоюзных 
олимпиадах награждался в 1985 г. 
дипломом И степени, в 1986 г. — 
степени. 


А. Лунин. 


С. Смирнов. 


выпускник 


{ премия на ХХУП 


Виктор Порошин, выпускник шко- 
лы № 239 г. Ленинграда. На Всесо- 
юзных олимпиадах награждался в 
1984 г. дипломом 1 степени, в 
1985 г. И степени, в 1986 г. — 


Станислав Смирнов, ученик школы 
№ 239 г. Левинграда. На Всесоюз- 


Т степени. П 
ММО. 


премия на 


ных олимпиадах награждался в 
1985 г. дипломом [Г степеви, в 
1986 г.— И степени. Г премия на 
ХХУП ХХУН ММО. | 


Возвращаясь 
к напечатанному 


Редакция получила несколько 
писем, указывающих на 
*ошибки в алгоритмах», ко- 
торые читатели увидели 
в статье В. А. Каймииа 
(«Квант», № 10, с. 47). Это 
дает нам повод остановиться 
на важном вопросе: какие 
алгоритмы считать правиль- 
ными? 

Алгоритм назовем  пра- 
вильным, если он формирует 
результаты, строго в соот- 
ветствин г требованиями (по- 
становки задачи или описа- 
ния сценария) при любых 
допустимых исходных дан- 
ных. Соответственно — алго- 
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ритм содержит ошибки, если 
можио указать такие . допу- 
стимые исходные данные, при 
которых будет получен ре- 
зультат, не отвечающий зяа- 
данным требованиям; либо 
вовсе не будет получены ре- 
зультаты. При отсутствии чет- 
кой постановки задачи гово- 
рить о иаличии ошибок в 
алгоритмах или программах 
ие имеет смысла. 

Пример неправильного ал- 
горитма действительно можно 
найти в упомянутой статье: 
к сожалению, в алгоритме 
подсчета площади кольца 
{с. 48) после строки 52:= 
=л. г2? пропущена строка 
5$:=$1—5$2. В связи с этим 
редакция приносит читателям 
свои извинения. 

Другое дело — алгорнтм 
приближенного решемия 


уравиения /{(х)—0 (метод по- 
ловииного деления, с. 60). 
В статье (из-за ограничен- 
ности объема) не приводится 
постановка задачи, поэтому 
формально ставить вопрос о 
правильности этого алгоритма 
неправомерно. Отметим, одиа- 
ко, что в авторской постанов- 
ке было: 

Треб: хО — приближен- 
ное решение; 

Связь: х1 < х0< ха, 
[х1—х2 |< е, . 

ЦхЬ)- /(х2) 550. 

Для этой постановки приве- 
денный алгоритм — пра- 
вильный. Можио, конечно, 
ставить задачу иначе, напри- 
мер требовать |/х 0} <е, и тог- 
да нужен другой алгоритмы. 
Какая постановка лучше — 
это уже другой, чисто ма- 
тематический вопрос. 


ХУП 


Международная 
физическая 


олимпиада 


Доктор педагогических наук 
О. Ф. КАБАРДИН. 

кандидат педагогических наук 
В. А. ОРЛОВ 


ХУП Международная олимпиада 
школьников по физике проходила в 
Великобритании с 13 по 20 июля 
на базе школы Хэрроу в Лондоне. 
Для участия в олимпиаде прибыли 
команды из 21 страны: Австрии, Ве- 
ликобритании, ВНР, ГДР, Исландии, 
Канады, КНР, Кубы, Нидерландов, 
Норвегии, НРБ, ПНР, СРР, СССР, 
США, СФРЮ, Турции, Финляндии, 
ФРГ, ЧССР и Швеции. Впервые в 


олимпиаде приняли участие команды - 


КНР и США. Кроме того, на олим- 
пиаде были представлены наблюдате- 
ли из Австралии, Кувейта и Синга- 
пура. 

В команду СССР 
школьников: 

Олег Волков — выпускник с. ш. 
№ 23 г. Горького, 

Андрей Гущин — выпускник ФМШ 
№ 165 г. Новосибирска, 


вошли пять 


Андрей Матыцин — выпускник 
с. ш. № 91 г. Москвы, 
Сергей Мягчилов — выпускник 


с. ш. № 16 г. Одессы, 

Григорий Николаишвили — вы- 
пускник ФМШ им. Комарова г. Тби- 
лиси. 

Руководителями команды были ав- 
торы этой статьи — научные сотруд- 
ники Научно-исследовательского ин- 
ститута содержания и методов обу- 
чения Академии педагогических наук 
СССР. 

Организация и проведение олим- 
пиады были поручены Министерству 
образования и науки, Физическому 
обществу и коллективу учителей фи- 
зики школы Хэрроу. Председателем 
оргкомитета был назначен известный 
английский ученый сэр Алек Мэр- 
рисон, генеральным секретарем — 
профессор С. Айзенберг. 


Оба тура олимпиады — теорети- 
ческий и экспериментальный — были 
проведены на базе школы Хэрроу. 
На решение трех задач теоретиче- 
ского тура было отведено 4,5 часа, 
двух задач экспериментального ту- 
ра — 5 часов. 

Вот условия этих задач. 


Теоретический тур 

Задача 1 

Плоская монохроматическая световая волиа 
се длиной волны А и частотой » падает перпен- 
дикулярио на две тождественные узкие щели 
Ги М, находящиеся на расстоянии 4 друг 
от друга (рис. 1). Световые волиы, исходящие 
из каждой щели в направлении под углом ®9 
к нормали, ина расстоянии х в момент времеии # 
определяются уравнением 


у=2а соз (21 (УЁ— х/^)), 
гдеа — амплитуда, одинаковая для обеих волн, 
хэд. 

1) Докажите, что результирующую ампли- 
туду А двух волн, выходящих под углом $9 
к нормали, можно получить сложением двух 
векторов, модуль каждого из которых равен а, 
а направление определяется фазой световой вол- 
ны. Проверьте геометрически, по векторной диа- 
грамме, что 


А -—2а соз В, где В=(лд вт 9) /^.. 


2) Двойная щель заменяется дифракцион- 
ной решеткой, состоящей из М одинаковых ще- 
лей, расстояние между которыми одинаково и 
равно 4. Используя векторный метод сложе- 
ния амплитуд, покажите, что начало и конец 
каждого вектора лежат на окружиости радиу- 
са В, определяемого уравнением 

И—аД2 за В), 
где а — модуль каждого вектора. Покажите, 
что результирующая амплитуда равиа 

а(ям МВ/зт В), 
и лолучнте разиость фаз между результирую- 
щей волиой и волной, падающей на решетку. 

3) Начертите на одном и том же рисунке 
графики эп МВ и 1/в!м В как функции В. На 
отдельиом графике покажите, как зависит от 
В интенсивность результирующей волны. 

4) Определите интенсивность главиых мак- 
симумов. 

5) Покажите, что число главных макси- 
мумов не может превышать (24/^)-Е1. 

6} Покажите, что две волны длиной А и 
АЕ Ал, где А^<=СА, образуют главные максиму- 
мы иа угловых расстояниях 

49—пА^/(3 сов 6), где п=0, +1, 2, ... 
Вычислите это угловое расетояние для лииий 
натрия, длины волн которых ^- 589,0 нм, 
^4+А)=589,6 нм, п= н 4=1,2. 10% м. 


Задача 2 

В начале этого века была предложена мо- 
дель Земли, .в которой предполагалось, что 
Земля представляет собой шар радиусом В, 
состоящий из однородиой изотропиой твердой 
оболочки и жидкого ядра радиусом В. (рис. 2). 
Скорости сейсмических продольных 0, и по- 
перечных и‹ волн, так называемых волн р 
и 5, внутри оболочки постоянны. В ядре про- 
дольные волны имеют скорость г. а попереч- 
ные волны не распространяются. Землетрясе- 
ние в точке Е на поверхности Земли образует 
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Рис. 1. 


Рис. 2. 


сейсмические волны, которые пробегают сквозь 
Землю и регистрируются на поверхности на- 
блюдателем, который может установить свой 
сейсмограф в любой точке Х земной поверх- 
ности. Угловое расстояние между точками Е 
и Х равно ЕБОХ-=20, где О — центр Земли. 

1) Покажите, что сейсмические волны, рас- 
пространяющиеся только в оболочке по прямой, 
достигиут точки Х за время Е (время пробега 
воли после землетрясения), определяемое по 
формуле 

{=> (2А зт 9)/и для 9 агссов (А/В), 


где 0, для волн р и %=0$ для волн 5. 
2) Ели положение точки Х такое, что 
9>втссоз (А ./А), то сейсмические волиы р до- 
стигают наблюдателя после двух преломлений 
на границе между оболочкой и ядром. На- 
чертите траекторию распространения такой 
сейсмической волны. Получите соотношение 
между углом @ и углом падения : сейсмиче- 
ской волны р на границу между оболочкой и 
ядром. ф 

3) Используя данные: А=6370 км, Н.= 
=.3470 км, и›=10. 85 км- и '. ,,=6,31 кых 
Хе ', в..=9,02 км. е`'и результат, получен- 
ный в п. 2), начертите качественный график 
зависимости @ от {. Прокомментируйте физиче- 
ские последствия формы этой зависимости для 
наблюдателей, находящихся в различных точ- 
ках земной поверхиости. Нарисуйте графики за- 
внсимости времени пробега воли ри Я от угла 9 
для 0<9=90°. 

4) После землетрясения наблюдатель изме- 
ряет задержку по времени между прибытием 
волны $ вслед за волной р, равную 2 мин 1Ё с. 
Определите угловое расстояние, измереиное от 
центра Земли, между точкой землетрясения и 
наблюдателем, используя данные п. 3). 

5) Наблюдатель, который сделал измерение 
в п. 4), замечает, что через иекоторое время 
после прибытия волн р и $ последовали еще 
два отсчета на сейсмографе, причем промежу- 
ток времени между ними равен 6 мин 87 с. 
Объясните этот результат и проверьте, что он 
действительно связан с угловым расстоянием, 
определенным в предыдущем пункте. 


Задача 

Три частицы массой т соединены упругими 
нерастянутыми пружинами каждая с жест- 
костью А и иаходятся в состоянии равновесия 
(рис. 3). Их движение ограничено по окруж- 
ности. 

1) Каждая частица смещается из равновес- 
иого положения небольшим сдвигом ць,. и. 
п 4. Составьте уравнения движения для каж- 
дон частицы после сдвига. Массами пружии 
пренебречь. 

2) Покажите, что система может совершать 
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Рис. 3. 


гармонические колебания по закону 
и=ар с08 &ё (п=1.2 и 3) 


с ускорениями — ши, где а, — постоянные 
амплитуды, и что циклическая частота « мо- 
жет иметь два возможных зиачения 

що \З и 0, где 55 = Кут. 

3) Система из пружин и частиц увеличи- 
вается до числа №, каждая частица соединена 
пружинами с двумя соседними. Сначала пру- 
жины не растянуты м находятся в равновесиом 
состоянии. Составьте уравнение движения для 
п-й частицы (п=1, 2, 3, ... №), выраженное 
через смещение самой частицы, я также сосед- 
них частиц после выведения их из положения 
равновресня. Покажите, что 

и, (Е) = а. $т {215 л/М Ч) с0$ в, 

(где 8==1, 2, ..., М, пы, 2, ... М, $ — произ- 
вольная фаза) является решением уравиения 
движения при условии. что циклическая часто- 
та задается выражением 

== Во ва (8л/М), 
где а, (3=1,... №) — постоянные амплитуды, 
не зависящие от п. Укажите диапазон возмож- 
ных частот для цепи, содержащей бесконечное 
число частиц. - 

4) Определите отношение и„/ииу 1 для боль- 
шого значения № в двух случаях: а} низко- 
частотные решения; 6) &==®дах, ГДе @тах — Ре- 
шение для максимальной частоты. Поясните 
графически расположенне частиц в цепи в мо- 
мент времени Ё для а) м б). 

5) Одиу из частиц заменили на частицу с 
массой т’<=т. Сделайте оценку ожидаемых 
существенных изменений в распределении цик- 
лических частот. Опишите качественио форму 
частотного спектра для цепи с чередующимися 
массами т и т“ на основе предыдущего ре- 
зультата. 


Экспериментальный тур 

Задача 1 

Пронаблюдайте радуги первого, второго и 
пятого порядков для воды и радуги первого 
и второго порядков для жидкостей А ин Ви 
определите углы 8 для красных границ этих 
радуг (рис. 4). 

Рассчитайте углы отклонения ф, на которые 
поворачивается падающий луч света в результа- 
те двух преломлений и # отражений от внутреи- 
ней поверхности капяи воды для #=1, 2, Б 
(К — порядок радуги). Постройте график зави- 
симостн $(#). Определите ‹ для радуг второго 
порядка для жидкостей А и В. Постройте 
график величины с03 (у/6) в зависимости от 
1/п для всех трех жидкостей. Вставьте допол- 
нительную точку п-=1. Соедините точки наибо- 
лес точной прямой, измерьте ее наклон, а также 
величину ф, для которой п=2. Показатели пре- 


ломления жидкостей известны: п.зы= 1,333; 
пА= 1,467; пв= 1,534. 

Оборудование: спектроскоп, три шпри- 
ца, сосуд с водой и две пробирки с жидкостями 
Л иВ. три чашки для сбора жидкостей, источ- 
ник света, черный картон, пластилин, черная 
лента, два пластиковых квадрата с отверстия- 
ми, миллиметровая бумага. 


Инструкция 

Настройте коллиматор для получения па- 
раллельного пучка света. Выньте окуляр из 
зрительной трубы и с помощью резииовых ко- 
лец закрепите пластиковые квадраты с отвер- 
стиями г обоих коицов трубы. С помощью шпри- 
ЦА з‹подвесьтее каплю жидкости над центром 
стола спектроскопа так, чтобы .оиа полностью 
находилась в пучке свёта из коллиматора и 
была хорошо видна через зрительную трубу. 
Центральная горизонтальная область капли 
создает дисперсионные серии (радуги) как ре- 
зультат двух преломлений и К отражений света 
от внутренней поверхности капли. 


Задача 2 

Оборудование: микроЭВМ, 10 листов 
миллиметровой бумаги. 

Информация 

МикроЭВМ запрограммирована на решение 
ньютоиовых уравнеиий движения для двумер- 
ной системы, состоящей из 25 взаимодействую- 
щих частиц в плоскости ХУ. Система ограни- 
чена зящиком» и в начальный момент времени 
упорядочена в двумерную «решетку». Частицы, 
составляющие решетку, идентичиы. При эволю- 
ции системы положения и скорости частиц изме- 
няются. Если частнца уходит за пределы зящи- 
ка», программа генерирует новую и впускает ге 
в «ящик» с противоположной стороны. Ско- 
рость новой частицы равна скорости ушедшей. 
Таким образом, число частиц в «ящике» иеиз- 
менно. Взаимодействие двух частиц ти }, нахо- 
дящихся на расстоянии А,„ определяется по- 
тенциалом ({/, 

Для удобства вычислений используются без- 
размерные величины, полученные делением 
обычных величин на характерные параметры 
системы: расстояние А%®, скорость 0*, время 
12, энергия Е*, масса частиц т*— 48, потенциал 
(3, кинетическая энергия 'рт*о*?. ЭВМ позво- 
ляет изучать состояние системы в моменты 
времени [*2=зА1*, где \1*—0,100000, з=0, 1, 
2, ... называют целочисленным времсием. Про- 
грамма позволяет выводить на экран величины: 

25 

У 


1 № п 
55:1 (ы,) . 
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Рис. 4. 


1 8 # ей 
СХ Хин ©9968), 
а в (3) (58) 


25 
ТУ 6") иеву 
25 #1 
(для удобства ЭВМ давала зависимость не от 
8, а от 30 е=3— 5, где зА — заданный параметр 
времени). Кроме того, можно было изучить 
распределение молекул по скоростям, получить 
таблицу зависимости числа молекул АМ с ком- 
понеитами скорости, попадающими в даиный 
интервал, от скорости. 


Вопросы ина вычисления 

1) Проверьте, что полный импульс системы 
сохраняется для последовательности времен 
3—0, 40, 80, 120, 160. Какова точность вычис- 
ления? 

2) Постройте график зависимостн кинетиче- 
ской эиергии системы от времени для последо- 
вательности времен з=0, 2, 4, 6, 12, 18, 24, 30, 
50, ТО, 90, 130, 180. 

3) То же, что в п. 2), для потенциальной 
энергии. 

3) Рассчитайте полную знергию системы для 
последовательности времен из п. 2). Сохраняет- 
ся ли энергия системы? Какова точность вы- 
числения полной энергии системы? 

5) В начальный момент 3=0 система не 
находится в состоянии термодинамического 
равновесия. По истечении некоторого проме- 
жутка времени система достигает такого со- 
стояння, при этом полная безразмерная кине- 
тическая энергия флюктуирует в окрестности 
среднего значения Е Определите значение 
ЕЪ а также время достижения системой со- 
стояния равновесия. 

6} С использованием данных о накоплеи- 
ных частицах (при термодинамическом равно- 
весии) постройте гистограмму зависимости АМ 
от безразмерной скорости. Проверьте соотноше- 
ние 

АМ:-= А ехр (—240*2/о), 
где А иа — постоянные. Определите значе- 
ние а. 

7) Для системы и термодинамическом рав- 
иовесии рассчитайте средиее значение Е*( [4:39 ), 
где А — расстояние по прямой между положе- 
ниями частицы в фиксироввиный начальный 
момент времени 3Й и в текущий момент време- 
ни 3. Разница времени 32=3— 3 принимает зна- 
чения 0, 2, 4, ..., 24. Постройте график зави- 
симости 9: от $7 в соответствующем интерва- 
ле значений А. Вычислите градиент фуикции в 
линейной области и укажите временной интер- 
вал, для которого этот градиент имеет смысл. 
Для улучшения точиости графика повторите 
предыдущие вычисления для трех дополнитель- 
ных значений 5В и определите для четырех 
результирующих наборов среднее {В*), я также 
линейный градиент п временной интервал. Оп- 
ределите и обоснуйте, в каком эгрегатном со- 
стоянии (жидком или твердом) находится систе- 
ма при равновесии. 


Жаждая задача теоретического и 
экспериментального туров оценива- 
лась в 10 баллов. 

Наибольшее количество баллов за 
решение первой теоретической задачи 
получил румынский школьник К. Не- 
кула (9,25), за решение второй теоре- 
тической задачи австрийский 
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Команда Советского Союза и ее руководители на ХУП Международной физической олимпиаде. 
Слева. направо: 0. Ф. Кабардин, А. Гущин. О. Волков, А. Матыцин, С. Мягчилов. Г. Николаиивили, 


В. А. Орлов. 
школьник С. Майкстейнер (9,62), 
третьей теоретической задачи — 


3. Гагю-Салфю из СРР (8,17). Абсо- 
лютно лучший результат за решение 
задач теоретического тура был у ру- 
мынского школьника К. Некулы — 
25,71 баллов. Второй и третий резуль- 
таты у советских школьников О. Вол- 
кова и А. Матыцина — 24,83 и 24,52 
балла соответственно. Лучший ко- 
мандный результат теоретического ту- 
ра был у команды СССР — 106,82 бал- 
лов. У команд СРР и ФРР, занявших 
2н3 места, — 98,45 и 87,06 баллов 
соответственно. 

Максимальное число баллов за пер- 
вую экспериментальную задачу полу- 
чил советский школьник С. Мягчилов 
(7,7), за вторую экспериментальную 
задачу — 3. Кантор из ВНР (7,7). 
Лучший результат за выполнение все- 
го экспериментального задания был 
у советского школьника С. Мягчило- 
ва — 13,9 баллов. Второй и третий ре- 
зультаты — у О. Волкова из СССР — 
13,1 баллов и 3. Кантора из ВНР — 
12,3 баллов. Лучший командный ре- 
зультат за эксперимент у команды 
СССР — 56,6 баллов, второй и третий 
результаты у команд ГДР и Велико- 
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британии — 44,0 и 40,5 баллов соот- 
ветственно. 

Носле подведения общих итогов аб- 
солютно лучший результат оказался у 
советского школьника О. Волкова — 
37,93 баллов. Он награжден дипломом 
ТГ степени. 

Такие же дипломы получили 
С. Мягчилов (СССР) — 35,66, 
К. Некула (СРР) — 35,31 и А. Маты- 
цин (СССР) — 34,62. Остальные участ- 
ники советской команды также полу- 
чили дипломы: А. Гущин — диплом 
П степени (30,41), Г. Николаишви- 
ли — диплом ИТ степени (24,80). Об- 
щее число первых дипломов — 4, вто- 
рых — 5, третьих — 22. 

В неофициальном командном зачете 
команда СССР завоевала первое место, 
набрав 163,42 балла. Остальные 
команды по сумме набранных баллов 
расположились следующим образом: 
СРР — 136,95, Великобритания — 
125,31, ВНР — 128,92, ФРГ — 121,66, 
Нидерланды — 118,4, ПНР „- 114,9, 
США — 109,57, ЧССР — 109,34, 
ГДР — 106,58, НРБ — 92,37, Шве- 
ция — 79,81, КНР — 18,93 (три участ- 
ника), Турция — 78,0, Финляндия — 
74,64, Австрия — 69,82, Канада — 


67,2, СФРЮ — 62,25, Норвегия — 
54,69, Куба — 50,71, Исландия — 
31,72 (четыре участника). 

О. Волков получил специальный 
приз за абсолютно лучший результат, 
С. Мягчилов — за лучшее выполне- 
ние экспериментального задания. 

На закрытии олимпиады от участ- 
ников олимпиады слово было предо- 
ставлено советскому школьнику Олегу 
Волкову. 

Во время олимпиады ее участникам 
была предложена интересная куль- 
турная программа. Были проведены 
экскурсии в Королевский институт 
(в Лондоне), в котором находится му- 
зей М. Фарадея, в лабораторию физи- 


ческих и космических исследований 
им. 9. Резерфорда, на Гринвичскую 
обсерваторию, в Оксфордский универ- 
ситет. Участники олимпиады посети- 
ли парламент, встречались с членом 
парламента. Во время сткрытия и за- 
крытия олимпиады силами англий- 
ских школьников были даны концер- 
ты. 

Олимпиада прошла в дружеской об- 
становке. 

Редакционная коллегия и редакция 
журнала «Квант» поздравляют всех 
членов советской команды © большой 
победой на ХУП Международной фи- 
зической олимпиаде и желают им 
дальнейших творческих успехов. 


Информация 


® 


Заочная 


физико-техническая школа 
при МФТИ 


Заочная физико-техническая школа (ЗФТШ) при Московском ордена Трудового Красного 
Зиамени физико-техиическом институте (МФТИ) проводит набор учащихся восьмилетних и 
средних школ, расположениых на территории РСЯЖР, в 8, 9 и 10 классы на 1987/88 учеб- 
ный год. 

Цель школы — помочь ученикам п самостоятельиых заиятиях по углублению своих знаний 
по физике и математике. При приеме в ЗФТШ предпочтение отдается учащимся, проживающим 
в сельской местности и рабочих поселках, где такая помощь особенно необходима. 

Обучение в школе бесплатиое. 

Кроме отдельных учащихся, в ЗФТШ принимаются физико-технические кружки, которые 
могут быть организованы в любой общеобразовательной школе двумя преподавателями — 
физики и математики. Руководители кружка набирают и зачисляют в них учащихся (не менее 
8—10 человек), успешно выполиивших вступительное задание ЗФТШ. Кружок принимается 
в ЗФТШ, если директор школы сообщит в ЗФТШ фамилии, имя, отчество руководителей кружка 
м поименный список членов кружка (с указанием класса в 1987/88 учебном году и итоговых 
оценок за вступительное задание по физике и математике). Все материалы по организации кружка 
и конверт для ответа о приеме кружка в ЗФТШ с обратным адресом на имя одного из руководи- 
телей кружка следует выслать в адрес ЗФТЦ] (141700, г. Долгопрудный Московской обл., МФТИ, 
ЗФТШ, «кружок») до 25 мая 1987 года. (Тетради г работами членов кружка в ЗФТШ не 
высылаются.) 

Учащиеся ЗФТШ и руководители физико-технических кружков будут получать задания по 
физике и математике в соответствии в программой ЗФТШ, а также рекомендуемые ЗФТШ ре- 
шения этих заданий. Задания содержат теоретический материая и разбор характерных задач 
и примеров по теме, а также 10—14 задач для самостоятельного решения. Это ин простые 
задачи, и более сложные (на уровне конкурсных задач в МФТИ). Работы учащихся-заочииков 
проверяют в ЗФТШ и ее филиалах, а членов кружка — его руководители. 

С учащимися Москвы проводятся занятия по физике и математике два раза в неделю по 
программе ЗФТШ в вечерних консультационных пунктах (в ряде московских школ). Набор в 
эти группы проводится или по результатам выполнения вступительного задания ЗФТШ, или 
по результатам очиого собеседования по физике и математике (справки по телефону 408-51-45). 

Вступительное задание по физике и математике каждый ученик выполняет самостоятельно. 
Работу надо сделать иа русском языке и аккуратно перелисать в одну школьную тетрадь. 
Порядок задач должен быть тот же, что и в задании. Тетрадь перешлите в большом конверте 
простой бандеролью (только не сворачивайте в трубку). Вместе г решением обязательно вышлите 
справку из школы, в которой вы учитесь, г указанием класса. Справку наклейте на виутрениюю 
сторону тетради. Без этой справки решение рассматриваться не будет. На внешиюю сторону 
тетради наклейте лист бумаги, заполненный по образцу (все фамилии, имена и отчества в 
этой аикете должны быть написаны четко печатными буквами в именительном падеже): 
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1. Область (край или АССР) 

2. Фамилия, имя, отчество 

$. Класс 

4. Номер, адрее и телефон школы 
5 


. Фамилия, 
вателя: 


имя, отчество вашего препода- 
по физике 
по математике 
6- Профессия родителей и занимаемая долж- 
ность: 

отец 
мать 

7. Подробный домашний адрес 


Белгородская область 

Калинин Андрей Иванович 

восьмой 

Старооскольская средняя школа № 16, 
т. 5-25-40 


Грищенко Тамара Ивановна 
Иванова Галина Петровна 


электрослесарь 

ткачиха 

309530. Белгородская обл., г. Ст. Оскол, 18, 
м-н Жукова. д. 28, кв. 390. 

Внизу начертите таблицу для оценок за вступительное задание: 


Для получения ответа на вступительное задание вложите в тетрадь конверт г вашим домашним 


адресом. 


Срок отправления решения — не позднее 1 марта 1987 года (по почтовому штемпелю места 


отправления). Вступительные работы обратно не высылаются. Решение приемной комиссии 
будет сообщено не поздиее 1 августа 1981 года. 

Тетрадь с зыполниенными заданиями (обязательно и по физике, и по математике) при- 
сылайте по адресу: 141700, г. Долгопрудный Московской обл., Московский физико-технический 
институт, для ЗФТШ- 

Учаниеся Архаигельской, Вологодской, Калининской, Калинииградской, Кировской, Кост- 
ромской, Ленинградской, Мурманской, Новгородской, Пермской, Псковской и Ярославской об- 
ластей, Карельской, Коми и Удмуртской АССР высылают работы по адресу: 198904, г. Старый 
Петергоф, ул. 1 Мая, д. 100, ЛГУ, филиал ЗФТШЩ при МФТИ. 

Учащиеся Амурской, Иркутской. Камчатской. Кемеровской, Магаданской, Новосибирской, 
Омской. Сахалинской, Томской, Тюменской и Читинской областей, Алтайского, Красноярского, 
Приморского и Хабаровского краев, Бурятской, Тувинской и Якутской АССР высылают работы 
по адресу: 660062, г. Красноярск, пр. Свободный, д. 79. Госуниверситет, филиал ЗФТШ при 


МФТИ. 


Ниже приводятся вступительные задания по физике и математике. 
В задапии по физике задачи 1—5 предназначены для учащихся седьмых классов, задачи 


4—9 — для восьмых классов, задачи 8—14 — для девятых классов. 
В задании по математнке задачи 1—5 предназначены для учащихся седьмых классов, 
3—9 — для восьмых классов. 66—12 — для девятых классов. 


Вступительиое задание 
Физика 


1. Движущаяся равномерно подводная лод- 
ка посылает по ходу движения ультразвуко- 
вые импульсы длительностью Т. Импульсы от- 
ражаются от нелодвижного препятствия и воз- 
вращаются к лодке, причем их длительность 
оказывается равной т. Определите скорость 
лодки, если скорость звука в воде равна в. 

2. Человек стоит на расстоянии 6 м от реки. 
В ЗА м от реки горит костер. Расстояние между 
перпендикулярами, соединяющими прямоли- 
нейный берег реки с человеком и костром, 
равно 30 м. Человек бежит со скоростью 
Б м/с к реке, зачерпывает ведром воду, затем 
бежит к костру и заливает его. Каково мини- 
мальное время, необходимое ему для этого, если 
на то, чтобы зачерлнуть воду, нужно 5 с? 

3. Высота надводной части лодки-плоскодои- 
ки равнялась 20 см. К днищу лодки со сторо- 
ны воды по всей его площади приклеили пла- 
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стину пенопласта (плотность равна 0,4 г/см?) 
толщиной Б см. Определите высоту надводной 
части лодки после наклеивания пенопласта. 

4. При изготовлении льда в домашнем холо- 
дильнике потребовалось Б мин, чтобы охладить 
воду от -- 4 °С до 0 °С, иеще 1 ч 50 мин, чтобы 
превратить ее в лед. Определите удельиую теп- 
лоту плавления льда, если удельная теплоем- 
кость воды равна 4,2. 10° ДждДкг. °С). 

5. В термосе хранится жидкий азот при тем- 
пературе —195 °С в количестве 2 л. За сутки 
испарилась половина азота. Определите удель- 
ную тенлоту испарения азота, если известно, 
что 40 г льда в том же термосе тает за 22 ч 
30 мин. Скорость подвода тепла в термос про- 
порциональна разности температур виутри и 
снаружи термоса. Температура окружающего 
воздуха 20 °С. Плотность жидкого азота равна 
300 кг/м“. 

6. Легкая пружина с жесткостью А и длиной 
{ стоит вертикально на столе. На нее падает 


шарик массой т. На какой высоте от поверх- 
ности стола шарик будет иметь максимальную 
скорость? 

7. Искусственный спутник, используемый 
в системе телесвязи, запущен н плоскости зем- 
ного экватора, так, что все время находится в 
зените одной и той же точки земного шара. Во 
сколько раз радиус орбиты спутника больше 
радиуса Земли, равного 6400 км? Ускорение 
свободного падения у поверхности Земли рав- 
но 9,8 м/с. 

8. Два одинаковых нагревателя включены 
последовательно в сеть с напряжением 220 В. 
В сеть с каким иапряжением нужно включить 
эти два нагревателя, соединенные параллельно, 
чтобы на них выделялась та же мощность? 

9. Ядро толкнулн горизонтально, сообщив 
ему кинетическую энергию 45 Дж. При паде- 
нииУв песок скорость ядра была направлеиа 
под углом 30° к горизонту. Найдите количе- 
ство теплоты, выделившееся при ударе п цесок. 
Ядро в полете не вращалось. 

10. Шайба скользит по льду хоккейной пло- 
щадки от одних ворот к другим. Первую поло- 
вину пути, где лед расчищен, оиа движется в 
области с коэффициеитом трения ри, а вторую — 
с коэффициентом трения и.. Найдите отиоше- 
ние коэффициентов трения, если известно, что 
скорости шайбы у первых ворот, в середиие 
площадки и у вторых ворот относятся как 
4:3:1. 

11. Баллон газовой плитки с объемом 0,5 л 
содержит 300 г пропана под давлением 16 атм. 


Что можно сказать об агрегатном состоянии ° 


пропана в баллоне: газ это или нет? Химиче- 
ская формула пропана С.Н». 

12. В тепловом процессе объем идеального 
газа изменяется линейно п давлением по зако- 
ну У=-Вр, где Е — постояниая. Во сколько раз 
изменяется давление газа при уменьшении тем- 
пературы от 450 К до 200 К? 

13. Внутри откачанной до глубокого вакуума 
установки расположен герметичный тейяоизо- 
лированный сосуд, заполненный идеальным 
одноатомиым газом. Сосуд закрыт сверху теп- 
лонепроницаемым поршнем. Газ заиимает 
объем У. На поршень ставят гирю той же мас- 
сы, что и масса поршня. Найдите объем газа в 
новом положении равновесия. 

14. Взрывная камера заполняется смесью 
кислорода и водорода при температуре 300 К 
и общем давлении 1 атм. Парциальные дав- 
ления кислорода и водорода одинаковы. После 
герметизации камеры производится взрыв. Най- 
дите давление внутри камеры после охлажде- 
ния продуктов реакции до температуры 3873 К. 


К нашим читателям 


Математика 

1. Лодка спускается вннз по течению реки 
иа 6 км, а затем возвращается обратно. Ско- 
рость течения реки равна 2 км/ч. В каких пре- 
делах может лежать собственная скорость лод- 
ки, если известно, что поездка заняла ие менее 
4 часов? 

2. В прямоугольном треугольиике из верши- 
ны прямого угла проведены высота, биссект- 
риса и медиана. Докажите, что биссектриса 
делит угол между медианой и высотой на две 
равные части. 

3. Найдите последиюю цифру числа 

1927—87'°. 

4. В четырехугольнике АВСР 

С АВО- { АСр=90°, АВ=ВП:.=5, СО=1. 
Найдите ВС. 

5. Докажите, что не существует таких целых 
чисел хи у, что 

3х—у"=1987. 


6. Докажите, что если т и п — натураль- 
иые числа, то и 


1-4 т-...+ т" —1 


— натуральное число. 
7. Корни уравнения 
х`—3х+ах+1=0 
образуют арифметическую прогрессию. Найди- 
те значение параметра п и решите уравнение. 

8. Найдите многочлен четвертой степени о 
целыми коэффициентами, корнем которого яв- 
ляется число \/2-+--/3. 

9. Найдите всс точки на земном шаре, обла- 
дающие следующим свойством: если пройти 
из такой точки 1 км на юг, затем 1 км на во- 
сток и 1 км иа север, то вы сиова окажетесь 
в исходной точке. 

10. Дан параллелограмм АВСР площади 3. 
Точка Р лежит на прямой ВО, БР=- ВО, точ- 


ка @ — на прямой ОС, 69=Бс. Найдите пло- 
щадь треугольника АР. 
11. Решите уравнение 
4 эт? х—4 созх : зту—5=0. 


12. На координатной плоскости рассматри- 
ваются правильные треугольники, у которых 
две вершины лежат на прямой у>-х-{2, а 
координаты третьей вершины удовлетворяют 
неравенству 


ху ох. 
Найдите наибольшее возможное значение пло- 
щади рассматриваемых треугольников. 


Если вы не успели подписаться на журнал «Квант» на 1987 год, не огор- 
чайтесь. Подписку можно оформить в агентствах +*Союзпечати», на поч- 
тамтах и в отделениях связи, начиная с любого месяца (только это нужно 
сделать заблаговременно — не позднее чем за полтора месяца). Индекс 
нашего журнала в каталоге +Союзпечати» 10465, цена одного номера 
40 копеек. 
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Ответы, указания, решения 


Избранные школьные задачи 
1. По условию 1=(хуа= у 
+2ху- 2х2 2ух, но ху--х2-уг==0. 
2. Пусть К — середина АР и Ё — середииа ВР 
(сделайте рисунок). Четырехугольник ЕРКГ — 
параллелограмм. поскольку ЕК параллельна 
ВЕ и ЕЁ. параллельна АР (ЕК н ЕТ. — средние 
линии в треугольнике АВР). Пусть Н — сере- 
дина ЕР; тогда КТ, проходит через Н, причем 
КН=ЕН. Точно так же доказывается. что от- 
резок ММ, соединяющий середины отрезков ОЕ 
и СЕ, проходит через точку Н н делится этой 
точкой пополам. Поэтому четырехугольник 
КЕММ — параллелограмм. 
3. В точке р. Указание. Постройте графики 
движения обоих пловцов и убедитесь в том, 
что пловцы будут Через раз встречаться в точ- 
ках Си р. 
= 

ее. Указание. Положите о 

2 х-1 


ет 5 
ре ==. Тогда и? + 5?— $ = 0, откуда либо 


4. 


и—=20, либо г=2и. 

5. 30°. Решение (доступное восьмикласснн- 
кам, ие знающим тригонометрии). Пусть С’ — 
точка, симметричная точке С отиосительно пря- 
мой АВ (сделайте рисунок). Опишем около тре- 
угольника САС’ окружиость. Поскольку 
(САС’—=150°, дуга САС’ содержит 60°, и поэто- 
му хорда СС’ равна радиусу окружности, а 
точка В является ее цеитром. Отсюда /_В==30°. 


6. 5 %х=8. Указание. 


—=\/2х—5. Тогда у>0, и (и+3}+ |у—11=4. 
Отсюда = у= 4. 


м. 2/55. Решение. Пусть площадь тре- 
угольника АВС равна 5. Треугольник АВС по- 
добен треугольникам АМК и СЁМ (сделайте 


рисунок), поэтому 
—/> _ ЕС 
$ АС’ 


-/& = = 
зас" 


Положите у= 


откуда и 
\5, +\5: _ АБС 
а = . =}, 

\/$ АС 

то есть $=5:+5.-+2`\/ $15. 

8. Имеем 

чо В У а В) 1, 

ЕВ чо А 

ЕТ 1—щащВ 51 


(по условию (1—1 п В>0), 
ат (ао щ уе («+ В), 


што ы (< в). < —а-—8, 


3--/5 
2 
х>1, у>1, #>1. Докажем, что х=у—2. Пусть 
не все эти числа равны. Выберем из них иаи- 
большее. Предположим, что это — х, то есть 
ху. хог. Так как у==(х—1)*, 2=(у—1)? ни 
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9. х=у=12= 


. Указание. Ясно, что 


х=(2—1)*, из неравенства х-у получаем нера- 
венство (2—1)?>(х—1)?, из которого следует, 
что #2х. Поэтому х=г. Аналогично х=у. 
10. Построим АЙ—СЙ; пусть Р середина 
отрезка ММ, @ — середина отрезка м№М 
(рис. 1). Имеем М№М№М=АС ‚, следовательно, 


—. 1 = 
ОР =5 АС . Треугольник АМ’М равнобед- 


ренный, так что точка @ бежит по бнссектрисе 
Угла, равного углу В. Точка Р получается из 
точки @ сдвигом на постоянный вектор. Таким 
образом, искомое геометрическое место — отре- 
зок. Его концы легко находятся. 

Ответ (мы считаем для определенности, 
что АВ>ВС): отрезок, соединяющий середину 
стороны АС с серединой отрезка ВВ’; где В’ — 
такая точка стороиы АВ, что АВ’=ВС. (Кстати, 
этот отрезок параллелеи биссектрисе угла В.) 


Г 
11. 0+3 1= 5%). Указание. (1--х)*= 
У 


==2-4-2х1, а (1-4 х)‘—(1-—х)*=2-12х?-+- 2х“, от- 
куда (1—х)‘--12х?, то есть (1—х)=-/12|х|. 
Случай х<0 решений не имеет; в случае 
х>0 получаем квадратное уравнение (1—х)? == 


—2`/3х, корни которого х12-1-+ 3 
—_ ры 13 у 
+-/3+28 =а-+/8 (1+ =). 
> 
>. Если 
СТ, — биссектриса угла С, то ЗсАг-ЕЗсвиг 
1 т 


1 У 
5 ь. кат + 2 Че вт 2. = вс = Хх 


12. а) БН сов Указание. 


Хаб ат у. 

6) Пусть 1:=1„ Докажем, что углы Си В 
равны. Предположим. что это ие так. Пусть 
/С=\у, /ХВ—=В и для определенности >В. 
Тогда с>> 6. Сравнивая теперь выражения {, — 


У. сов Ри = в ч 

ъ и д.08 - › получаем, что 
< =. в ВЕ 
=<1ь (поскольку сое д < св и 5< 


Е Противоречие. (Попутно мы доказ4. 
ас 


ли, что в треугольнике меньшему углу соот- 
ветствует большая биссектриса.) - 


13. Из точек прямой =. Решение. 


Уравнение касательной, проходящей через точ- 
Ку (с; с*) графика функции у=х?, имеет вид 


у=2с(х—е)- с’ ==2ех—е?. Если через некоторую 
точку (хо; ус) плоскости проведены две каса- 


Рис. 2. 


тельные с уравнениямн у—=2сх—с? и у=26х— 
— 5?, то = схо— с? и щ=2Ьх— 6. Если, кро- 
ме того, эти касательные перпендикулярны, 


‚< 2с. 26-=—1, откуда бс=- — -- 
Из выписанных уравнений получаем Эсхо— с? 


=26х—5?, или хо= 


5 ы (552 с). Подставляя хо 


в первое уравнение, получим уожфс=— +. 


Итак, из перлендикулярности касательных к 
параболе у=зх”, проходящих через точку 


1 
(%0; ус), следует, что уо==— <. Обратно, нетруд- 


но доказать, что касательные, проведенные к 
графику функция у-=х? из любой точки прямой 
у=— в, перпендикулярны. 

14. 2. Указание. 318 8+ 14210-10. 3183 — 
< 10-!/3<27=33 (мы воспользовались тем, что 
43< >. 
16. а) Пусть М — любая точка пространства. 
Рассмотрим векторы МА, МВ. МС и Мр. 
Если точка О — искомая, то МА +МВ + 

— — = —> — — > 

--МС -МО =МО +ОА +МО ОВ +МО + 


+06” МО’ 4+05”=4МО’. Итак. Мод’ 


- (МА+МВ-+ МС- + МВ). Тем самым до- 


казано, что точка О существует. Пусть Он О, — 
две точки, удовлетворяющие условию задачи. 
Но тогда 0—0,А -0,8+-0,6+0,5=400,, от 
куда-ОО, — 0. То, что точка О лежит внутри пи- 
рамиды, почти очевидно: если ' бы о она оказалась 
вне нее, то векторы ОД, ОВ. ОС'и ОБ лежали 
бы по одну стороиу от некоторой плоскости, про- 
ведениой через точку в, и поэтому их сумма не 
могла бы равняться 0. 

6) Мы т видели, что для любой точки 


м: мб + (МА. 4-МВ-- М@+ МБ) мо). Положив 
получим д0= = т (АВ АВ-| АС 


+ АБ}. Поэтому точка О лежит на дивгонали 
параллелепипеда АСМВОКГ,М (рис. 2), построен- 
ного на ребрах АВ, АС, АР, и длнна отрезка АО 


здесь М= д, 


т длины дивгонали АГ. Плоскость ОВС 
пересекается с АХ, в точке Е пересечения медиан 


равна 


+ АГ. Отсюда 


уже без труда получаем утверждение задачн. 
в) Аналогично а). 


треугольника РВС. причем АЁ= 


Атомная физика в задачах 
Вс м 
т 
Указанне. да фотоолемента определяется 
задерживающим — напряженнем: #=0.,= 
ши Вл /ек= {НУ — А ых}. 
2. Поскольку скорость электрона соизмерима 
со скоростью света, для определения кинети- 
ческой энергии злектрона надо использовать 
релятивнстскую формулу: 


1. З.= + — 2 =2,24 В. 


— тс? =17,4-10-? Дж. 


ие те. =2л.10-" м 


3. Ек тов = 2АВъозб = З/2Е но = 20,4 эВ. 
1 


4 = орло 


=934 мин = 15,6 ч. 


ХХУП Международная математическая 
олимпиада 


1. Для решения звдачи достаточно доказать, 
что для любого натурального числа & хотя бы 
одио из чисел 24—1, 54—1 или 13а —1 не яв- 
ляется квадратом целого числа. Кстати, чнсла 
2.-5—1=9, 2-13—1=25 и 5-13—1-64 яв- 
ляются квадратами целых чисел. 
Доказательство проведем методом зот против- 
ного — предположим, что при иекотором 
натуральном числе 4, имеют место равенства 
2а— 1=и', 54—1=т?, 134 —-1==А?. Из записи 
числа п? следует, что оно нечетно, значит и 
п — иечетно, то есть п=2р--1; подставляя 
это значение вместо п, получаем 24—1=- 
==4р'-+-4р-+1 илн 4=2рр-+1}-+1, но произ- 
ведение двух последовательных целых чисел 
всегда четно, поэтому р{р-- 1) =2г, а 4=4г-{ 1. 
Заменяя @ на полученное выражение в осталь- 
ных двух соотношениях, получим т’ = 20г + 4, 
К? =52г4-12. Отсюда видно, что т и Ё — чет- 
ные чнсла; обозначим т -=2а, К --26. Заменяя 
тийЁна 2ан 26 в этих равенствах и сокращая 
на 4, получим а* —=5г-- 1, 5 =13г-- 3. Вычтем 
из второго равенства первое: 5'— а? =8г+2. 
Следовательно, 6*— а? делится на 2, но ие де- 
лится на 4; но (5? а°)={—а) (6 - а} и, если 
аи Б числа одинаковой четности, 6°—а*° де- 
лится на 4, а если разной, то не делится на 2. 
Противоречие. 

Можио было получить решение и проще, рас- 
смотрев остаткн от деления этих чнсел на 16, 
заметив при этом, что квадрат целого числа 
при делении на 16 может давать в остатке 
лишь числа 0, 1, 4 и 9. 

2. Решение задачи легко следует нз следую- 
щего утверждения: если совершено несколько 
поворотов г суммой углов, кратной 360°, то 
результирующее преобразование плоскости 
есть параллельный перенос. Доказательство 
этого утверждения таково. Пусть при таком 
преобрвзовании точка М перешла а точку М,, 
а точка 1 № в точку №. Если мы докажем, что 
ММ, =М№М,, то утверждение будет доказано. 
Рассмотрим вектор ММ; после каждого из по- 
воротов его длина не меняется, а направление 
изменяется на угол поворота. После послед- 
него поворота его направление совпадает с 
первоначальным, поэтому полученный вектор 
М.М, равен вектору ММ; следовательно, четы- 
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- рехугольник МАМ, М, — параллелограмм, от- 


сюда ин следует наше утверждение. 

Теперь покажем, как отсюда вытекает реше- 
нис задачи. Если точка Р; не совпадает = точ- 
кой Ру, то последовательность первых трех 
поворотов на 120°, рассматриваемых как пово- 
роты плоскости, есть параллельный перенос 


на вектор—Р.Р, а 1986 поворотов сесть 
1986:3—662 таких параллельных переноса, 


то есть РыРонс-=662РЬР 

Значит, точка Р‚.з; совпадает с точкой Рь лишь 
в случае, когда точка Р; совпадает с точкой 
Ру, то есть параллельный перенос совершается 
на нулевой вектор. 

Возьмем и качестве точки Р, точку А, тогда 
точка Р, тоже совпадет с точкой 4,. Отметим 
теперь точку Р.. Где должна лежать 
точка А. чтобы поворот вокруг нее по 
часовой стрелке перевел точку Р. в точку Р!? 
Из равенства раестояний точки А. до точек 
А: и Р. следует, что точка лежит на биссект- 


рисе угла А,Д;Р., при этом угол Р.А.А, ра- 
вен 120’. Отсюда уже просто получить, что 
треугольник А; ‚А.А а равносторонний, по- 


скольку А.А,А.=-А, Ай: — 60°. 

3. См. решение задачи М1017. 

4. См. решение задачи М1018. 

5. Искомой фупкциесй будет функция равная 
2/42—х) для 90<х<2 и равная нулю для 
х-=2. Докажем это. Сначала нокажем, что эта 
функция удовлетворяет всем трем условиям. 
Пусть х-=2, тогда условне (1) автоматически 
выполияется: слева и сирава стоят нули, так 
как х) и (х Ру} равны нулю. Еслн х<2, то 


пу сит. = 
(= о) 


Теперь, если р у 3, то слева и справа снова 
стоят нули, если же х{у<2, то 
2х _ 2х 
= < 2ий "( ) 
—у у 
хх 
ЕВ 


2 
2 2 
2—у 


Итак, предложенная функция удовлетворяет 
условиям задачи. Докажем ее единственность. 
Мусть х222, тогда положим х-=2-1-#. Подста- 
вив в условие (1), получаем /х)=Д2-- = 
=12//2)1). Но {2)-=0, поэтому Пх)-=0 при 
х22. 
Пусть х<2, тогда положим #==2—х, то есть 
х--{=2. Из условий (1) и (2) получаем 0= 
== 2) =Дх--О=ИхАКх)Е). Но из условия (3) 
следует, что Кх) == 0; поэтому ДКх)=0, а это 
по условию (3) может быть лишь при {(х)Ё > 2; 
зсиоминая, что {—2—х, получаем, что Дх) > 
—22/(2—х). Покажем, что в неравенстве 
Ихн-2 знак 2 нужно изменить на знак =. 
Действительно, есля (хр >> 2, то можно умень- 
шить число 7 до числа #1 так, чтобы неравенство 
все еще имело место, но тогда слева в условии 
(1) будет по-прежнему стоять 0, и спраза будет 
стоять число бх | 1), гех-- = 2, ни по усло- 
вию (3) х-Р& отлично от нуля. Таким образом, 
для х-2 имеем (х!==32—х). 
6. См. решение задачи М1019. 


«Квант» для младших школьников 


ИЕ а — п*-- 2а* 5? 4 5* = а" -- За?“ 
4 до? — 62)? + (2аБ}. 


р. 
Вей ==Ах-Н и). 
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2. 15306--15306—=30612. 

3. Сумерки — это лолутьма между заходом 
Солица и наступлением ночи. В этот период 
освещение вызывается рассеянием солиечного 
света атмосферой на большой высоте, куда еще 
ироинкают лучи Солнца. Высоко в горах слой 
атмосферы над Землей меньше, поэтому и вре- 
мя, когда этот слой рассеивает солнечный снет 
после захода Солица, меньше. Кстати, на планс- 
тах, лишенных атмосферы, сумерек нет. Нет их 
и на Луне. 

4. Быстрее — от станции Физическая, нпо- 
скольку после прибытия туда путь до дома 
проходится вдвое скорее, чем оставшийся 


путь от станции Математическая. 
5. См. рис. 8 


Рис. 3. 


«Квант» для младших школьников 
(см. «Квант» А№ 11) 


1. См. рнс. 4 

2. Шпалы уменынают давление рельсов на 
землю и тем самым препятствуют вдавлива- 
нию их в грунт. 

3. 818--88=906. 

4. Если отношение плеч весов было а@:6, 
то вес х, полученный при первом взвешива- 
нии. нз соотношения а- х=1. 6 равен Ь/а, 
в вес у, полученный при втором взвешивании, 
равен а?Ъ. Но сумма Ь/а--а/Ь всегда больше 2. 
если а -Е6, так как эта сумма равна (а--Б)?/аБ-[- 
--2. Правильно же взвесить 1 кг орехов 
можно так: уравновесить гирю орехами, а по- 
том снять гирю и положить на ее место орехи 
до уравновешивания. 

5. Проведем хорды АС п ВБ (рис. 5). Углы 
СРВ и САВ равны, как опирающиеся на одну 
дугу. Из параллельности отрезков ОВ п КМ, 
а также АС и ММ теперь следует равенство 
рассматриваемых в задаче углов. 
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Шахматная страничка 
{см. «Квант» № 9) 


Обе задачи принадлежат известному американ- 
скому проблемнсту прошлого века В. Мередиту. 


Задаиие 17 (В. Мередит, 1875 г.). Первый 
ход неожиданный, так как дается шах — 
1. СЗ-- КРЕ4, а второй поражает своей пара- 
доксальностью -- 2. Фаб!! Грозит 3. Фс7х. 
Ответ 2...Ф:а5 или 2...Кс4 не спасает из-эа 
3. Ке?х, комиь &7 не может сдвинуться г 
места ввиду 3. КАБХ. 


Задание 18 (В. Мередит, 1889 г.). 1. Са?! 
Слон становится ши засаду. 1...45 (1...Кр:е4 
2. Фс24 Кра5 3. Фсебх; 2...93 3. Фсеах) 
2. Чс8И Ферзь пришел поддержать слона. 


2...Кр:е4 (2...4е 3. СЬ5Х ) 3. ©ё5х. 
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рах 

УП. Элемент памяти — триггер 
УТ. Регистры 

1Х. Сумматор 

Х. Заключение. Полупроводниковые 
элементы будущих ЭВМ 


Практякум абитуриейта 

Информация о предыдущих публика- 
циях 

Баканина Л. П. Оптические приборы 
Беккер Б. М., Гольховой В. М.., 
Нонин Ю. И. Уравнение касательной 
Белонучкин В. Е. Законы Кеплера и 
школьная физика 

Болибрих А. А., Уроев В. М.. Шабу- 
нин М. И. Задачи иа координатной 
плоскости 

Буздин А. И., Кротов С. С. Тепловые 
процессы в газах 

Габович И. Г. Основные углы в пра- 
вильной пирамиде 

Дорофеев Г. В. Квк расположены 
корни трехчленов? 

Зильберман А. Р. Цепи переменного 
тока 

Казанджан 9. П. Школьник — аби- 
туриент — студент — инженер 
Козел С. М. Электромагнитная индук- 


ция 

„Либерзон М. Р. Вспомогательный куб 
Самарский Ю. А. Атомная физика в 
задачах ‹ 


Взриаиты вступительных экзаменов 
Задачи вступительных экзаменов в 
различные вузы в 1985 году 
Кневский государственный универси- 
тет им. Т. Г. Шевченко 
Ленинградский государственный пе- 
дагогический институт им. А. И. Гер- 
цена 


в ояьрьою = 


я ФФ ча 


4А 
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44 


Ленинградский государственный уни- 
верситет им. А. А. Жданова 
Ленинградский политехнический ин- 
ститут им. М. И. Калинина 
Ленинградский  электротехнический 
институт им. В. И. Ульянова (Ле- 
нина) 

Московский архитектуриый институт 
Московское высшее техническое учи- 
лище им. Н. 9. Баумана 

Московский государственный педаго- 
гический институт им. В. И. Ленина 
Московский государственный универ- 
ситет им. М. В. Ломоносова 
Московский —“инжеиерно-физический 
институт 

Московский институт радиотехники, 
электроники и автоматики 
Московский ниститут стали и сплавов 
Московский институт электронного 
машиностроения 

Московский физнико-технический ин- 
ститут 

Московский эиергетический институт 
Новосибирский государственный уни- 
верситет им. Ленинского комсомола 


Олимпиады 

Первая Всесоюзная олимпиада по ма- 
тематике учащихся средних про- 
фессионально-технических училищ 
Задачн ХХ Московской городской 
математической олимпиады 
Избраиные задачи Ленинградской го- 
родской олимпиады по математике 
Задачи Ленинградской городской 
олимпиады по физике 

Избранные задачи зарубежиых ма- 
тематических олимпиад: Олимпиады 
США 

{ Всесоюзная олимпиада по физике 
учащихся средних профессионально- 
технических училищ 

ХИ Всероссийская слимпиадв школь- 
ников 

ХХ Всесоюзная олимпиада по мате- 
матике 

ХХ Всесоюзная олимпиада по физике 
ХХУП Международная математиче- 
ская олимпиада 

ХУП Международная 
олимпиада 


физическая 


Информация 

Библиотечка «Кванть 

Вечерняя физическая школа при МГУ 
Встреча с читателями 

Заочная физико-техническая школа 
при МИСиСе 

Заочная физико-техническая школа 
при МФТИ 

Заочиая физическая школа при МГУ 
Заочная школв при НГУ 
Научно-техиическая конференция 
школьников в МФТИ 

Научная конференция школьников в 
ФМШ при МГУ 

Новый прием во Всесоюзную заоч- 
ную математическую школу (ВЗМШ) 
Новый прием на звочное отделение 
Малого мехмата 

Праздник юных математиков 

\У1Ш Турнир юных физиков 


<= зе 


бр 8 —= 
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1Х Турнир юиых физиков 8 62 
Игры н головоломки 
Нутешествия по графам 7 50 
Уголок коллекционера 
От съезда к съезду 2 4-я с. 
обл. 
Подвигу — четверть века 5 —._ 
Новости космической филателии 8 —„—- 
М. В. Ломоносов в отечественной фи- 
лателии 11 —_— 
*«Кзант» улыбается 
Персональные компьютеры в картин- 
ках 3 50 
Необыкновенная девочка 3 50 
У нас в гостях стенгазета «Андро- 
меда» ФАЛТа мФти 5 8 
Микрокалькуляторы в картинках 6 41 
По страницам газеты МФТИ «За нау- 
т 1: 59 
Всякая всячииа 12 39 
Смесь 
Вычисление бнномиальных коэффи- 
циентов на калькуляторе БЗ-3А 
1 23 
Заочная олимпиада по программиро- 
ванию 2 58 
9 марта 1986 года +Вега 2» встре- 
чается с кометой Галлея 4 4 
Нам пишут 5 58 
Ньютон — ученик, Ньютон — ученый 1 64 
Советуем прочесть 8 т 
Спирвшивайте — отвечаем 8 51 
С выходом в пространство 9 56 
Признак делимости на 8, 16, 32 9 56 
Число делений 11 22 
Как проверить ЭВМ? 14 56 
Геометрический вывод формулы но- 
синуса суммы 11 57 
Возвращаясь к напечатанному 12 50 
К иашим читателям 12 57 
Шахматная страничка 
Новое в кодексе 1 3-я с 
обл 
ЭВМ и шахматный кодекс # —.— 
Головоломки в шахматной партни 3 —,— 
Неподвижные фигуры 4 —.— 
Бесконечная доска 5 —.— 
Шахматные рекорды 6 —,.— 
Загадочные маневры 7 —.— 
Геометрия шахматной доски 8 —,— 
Новые успехи компьютера 9 —,— 
Компьютерный клуб 10 —,-— 
На цилиндрической доске И —.— 
Симметрия н асиммстрия 12 —,— 
Наша обложка 2, 3, 6,10 
Наша анкета 12 64 
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Наша анкета 


Дорогие читатели! Для улучшения работы жур- 
нала нам хотелось бы знать ваше мнение о 
материалах, опубликованных в «Кванте» в 


1986 году. Просим ответить на вопросы нашей 
анкеты. 


Ответы посылайте на отдельном листе бумаги. 
сохранив нумерацию вопросов, до 20 февраля 
1987 года. 

Наш адрес: 103006 Москва К-6. ул. Горького. 
9. 32/1. «Квант». «Анкета». 


1. Место учебы (город, село, класс. курс} или 
работы (профессия. специальность} и возраст. 


2. Наиболее и наименее интересные, по вашему 
мнению, статьи по математике этого года. 


5. Какие рубрики журнала вам нравятся, какие 
новые рубрики следовало бы ввести? 


6. Какие материалы этого года помогли в вашей 
учебе, что вы искали в «Кванте» в 1986 году. 


но не нашли? 


3. Наиболее и наименее интересные статьи по 
физике этого года. 


7. О чем хотели бы вы прочитать на страницах 
нашего журнала в 1987 году? 


4. Самая удачная и неудачная. на ваш взгляд. 
обложка журнала в этом году. 
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Шахматная страничка 


С 


Консультирует — экс-чем- 
пион мира по — шахматам, 
международный гроссмейстер 
А. Е. Карпов. Ведет странич- 
ку мастер спорта СССР по 
шахматам, кандидат техни- 
ческих наук Е, Я. Гик. 


СИММЕТРИЯ 
И АСИММЕТРИЯ 


В математике, физике, кри- 
сталлографии идеи симмет- 
рии позволяют решать мно- 
гие задачи. В живописи, 
прикладном искусстве сим- 
метрия — нередкий атрибут 
произведения. Немало идей и 
мотивов симметрии  содер- 
жится и в шахматах — как 
в практической игре, таки в 
композиции. Особый ннтерес 
вызывают задачн и этюды, 
в которых при симметричной 
начальной позиции решение 
принципиально асимметрич- 
но. 


В. Дейк, 1967 г. Вывгрыш. 

Забавная ситуация: все 
фигуры сосредоточились на 
одной вертикали доски. За- 
дача белых — поймать коня 
противника. Вот основной ва- 
риант решения. 1. К941 Кр! 
2. Креё е5! 3. Кр:е5 Ку2 
4. Сь5-- КрЕ7 5. К!5-- Кры7 
6. (С3 Ке! 7. Се& Криб 
8. КрЁ4 КрЁ6 9. КрёЗ Кре5 
10. СЬ1, и цель достигнута. 
Не проходит 1. К{!4? Кра7 
2. Кре4 е5 3. Кр:е5 Крсб 
4. Кре4 Кс2 5. КЗ Ка3!, и 
«лишняя» вертикаль а выру- 
чает черного коня. 
АА © 
С \ 


Д. Бройер, 1948 г. Мат в 
4 хода. 

Фигуры расположены сим- 
метрично. Какова же роль 


трех «лишних» пустых вер- 
тикалей а, Ъ, с, нарушающих 
симметрию диаграммы? По- 
разительно, но именно на 
этих трех вертикалях разво- 
рачиваются решающие собы- 
тия 1. Са?! (симметричного 
перемещения слона на коро- 
левский фланг ие существует) 
1..16 2. КЪ! Старннная ин- 
дийская тема — действие 
дальнобойной фигуры вре- 
менно перекрывается, не- 
приятельский король полу- 
чает свободу, правда, мнимую. 
2... Крез 3. Кс4+ КрЗ 4. 
Ка2х. Эффектная задача- 
миниатюра. 


В. Хеньонен, 1967 г. 


Нячья. 


У черных подавляющий 
материальный перевес, едии- 
ственный шанс белых — 
превратить свон две ладьи 
В «бетеныхь. 1. Ли6--! К: 56 
2. Лев Крё5 3. Л:56- 
Крё4 4. Лк4-+| Креб 5. Ле4-+- 
Краб 6. Леё-- Креб 7. Лев-- 
КрЬ4 8. Лса-{ Кра5 9. Ла4--, 
и короля, двигающегося по 
маршруту КрЬб—с5—64— 
а3—162-—<с3—Ъ4, «бешеная 
ладья» преследует по марш- 
руту Лаб —сб--с4—а4—а2— 
с2—с4--. Ничья. Однако не 
спасает симметричное 1. 
Леб-+? К:еб 2. Лвбф Креб 
3. Л:еб-+ Крд4 4. Ле4-{- Кре5 
5. Леа+ Крь5 6. Ла 
Креб 7. Лс4-- Се5. и белый 
король распатован. 


‘< 


Э. Зеплер, 1946 г. Выиг- 
рыш. 

Какой пешке следует дви- 
нуться вперед: левой или 
правой? Никакой! После 
1. Креб5!! белые сохраняют 
симметрию и ждут, когда чер- 
ные первыми нарушат ее. 
Упускает победу как 1. Ъ5? 


Ка4{- 2. Кр:е7 Крё4 3. 66 
Ксб-, таки 1. №5 Ка 
2. Кр:е7 К:В5! 3. №5 К!4 
4. Кр46 КЗ 5. Ъ6 К и 
6...Каб. Обе попытки (сим- 


‚ метричные!) с асимметричной 


игрой ие удались. 1...КЕА 
(1..КрёЗ 2. №51) 2. 55 Кр!З 
3. 56 Крва 4. В, 2..Кеб-| 
3. Креб Крез 4. 56 К{а-- 
5. КРЕ! с выигрышем. 

Здесь уместно упомянуть 
06 одной симметричной див- 
грамме, помещенной в «Кван- 
те» № 6 за 1986 год. Речь 


.- идет о позиции В. Попова, 


побившего старинный рекорд 
Г. Дьюдени — на доске одно- 
временно находятся 8 ферзей, 
8 ладей, 14 слонов, 21 конь 
и 9 королей — всего 60 фигур. 
причем одноименные фигуры 
не бьют друг друга. Многим 
читателям журнала удалось 
побить этот рекорд, расставив 
61, 62 или даже 63 фигуры! 
В следующем году мы еще 
вернемся к этой теме, а пока 
что заметим, что ни в одной 
из присланных позиций не 
достигаются сразу три мак- 
симума. А ведь именно так 
ставилась задача Дьюдени — 
ферзей, ладей и слонов ив 
доске должно быть макси- 
мально возможное коли- 
чество. 


Ковкурсные задания 


Хо 
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-* 
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игрывают. 
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к 
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Срок отправки решений — 
20 февраля 1987 г. с помет- 
кой на конверте «Шахматный 
конкурс «Кванта», зада- 
ния 23, 24». 


К 175-летию 
со дня рождения 


Индекс 70465 


Цена 40 коп. 


Рисунок, который вы видите 
перед собой, создан с помощью 
ЭВМ. Алгоритм построения, 
записанный на языке форт- 
ран, вводится в ЭВМ, а под- 
ключенное к ЭВМ графиче- 
ское устройство выполняет 
построение. Алгоригм создает 
человек, рассчитывает и рису- 
ет — ЭВМ. 


хх 
х 


` ох 


Алгоритм построения данного 
рисунка основан на двух 
{изображенных вверху и вни- 
зу) магических квадратах. 
Магический квадрат — это 
квадратная таблица чисел, 
суммы которых 6 каждой стро- 
ке, каждом столбце и двух 
диагоналях равны. Для изо- 
браженного вверху квадрата 
сумма разна 6, для изобра- 


женного внизу — 15. 

Заметим, что если мы раз- 
работали алгоритмы постро- 
ения, го это еще не означает, 
что мы знаем, как будет 
выглядеть построенный по 
этому алгоритму рисунок, как 
линии будут взаимодейство- 
вать между собой. Например, 
формы и фигуры муара дан- 


ного рисунка зависят не толь- 
ко от некоторых параметров 
алгоритма, но даже от толшуи- 
мы пера, которым они нари- 
сованы. 
Продемонстрировать нам 
окончательный вид рисунка 
{построить который вручную 
чаще всего невозможно) — 
задача ЭВМ. 

С. А. Жигалкин 


